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"Nobody ever figures out what life is all about,
and it doesn’t matter. Explore the world.
Nearly everything is really interesting if

you go into it deeply enough."
(Richard Feynman)



RESUMO

CIUS, Danilo. Sistemas Quanticos Discretos Incluindo Simetria SL(2,C) e Aplicagdes em
Ressonancia Magnética Nuclear. 2018. 95f. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias-Fisica) - Univer-
sidade Estadual de Ponta Grossa. Ponta Grossa, 2018.

Este trabalho tem como principal objetivo investigar a dindmica de spin-1/2 no contexto de
sistemas quanticos ndo-hermitianos. Propde-se um modelo fenomenoldgico heuristico que inclui
simetria dindmica SL(2, C), cujo operador Hamiltoniano néo-hermitiano efetivo de uma tnica
particula de dois niveis € empregado para simular a dindmica coletiva de um ensemble de spin-
1/2. O modelo tedrico é elaborado a partir da andlise do decaimento da magnetizagio liquida
em um experimento constituido de um ensemble de nicleos de >'P (com spin nuclear I = 1/2)
de uma amostra de H3PO,, via técnica de Ressonancia Magnética Nuclear. Verifica-se que as

magnetizacOes experimentais evidenciam a validade do modelo tedrico.

Palavras-chave: Simetria Dindmica. Spin. Nao-Hermiticidade. RMN.



ABSTRACT

CIUS, Danilo. Discrete Quantum Systems embedding SL(2,C) Dynamical Symmetry and
Applications on Nuclear Magnetic Resonance. 2018. 95p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias-

Fisica) - Universidade Estadual de Ponta Grossa. Ponta Grossa, 2018.

This work aims to investigating the dynamics of spin-1/2 in the context of non-Hermitian
quantum systems. It is proposed a heuristic phenomenological model embedding SL(2,C)
dynamical symmetry, whose the effective non-Hermitian Hamiltonian operator of a single particle
is employed to mimic the damped dynamics of an ensemble of spin-1/2. The theorical model is
built by the decay on net magnetization analysis in an experiment made up of an ensemble of 3'P
nuclei (spin I = 1/2) of H3PO, sample by applying Nuclear Magnetic Resonance technique. It

is verified that the experimental magnetizations emphasize the validity of the theoretical model.

Keywords: Dynamical Symmetry. Spin. Non-Hermiticity. NMR.
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1 INTRODUGAO

Em virtude do sucesso alcangado pela Fisica e dos desenvolvimentos tecnolégicos
oriundos dela no século XIX, criou-se um grande otimismo por parte da sociedade da época. A
Fisica estava dividida em cinco grandes 4reas: Mecanica, ()ptica, Ondulatéria, Termodinamica
e Eletromagnetismo. Cada drea explicava uma grande quantidade de fendmenos com muita
precisdo e isto era tdo impressionante que a comunidade cientifica acreditara que os modelos da
Fisica até ali explicariam todos os fendmenos fisicos. Esses modelos geraram tanta confianca
que um dos renomados fisicos desse periodo, sir William Thomson, conhecido como Lorde
Kelvin, afirmou que a Fisica Cldssica tinha apenas "duas nuvens" a serem removidas do limpido
céu por ela construido (1). Uma delas era o resultado inesperado de um experimento que ficou
conhecido pelo nome dos fisicos que o propuseram, Michelson e Morley, que tinha como
objetivo detectar o Eter (meio hipotético pelo qual a luz se propagaria) (2). A outra, tratava-se
do problema da radia¢do de um corpo negro no qual os modelos cldssicos discordavam dos
resultados experimentais e levavam a absurdos como a catastrofe do ultra-violeta (3). Assim, as
"duas nuvens" se tornaram carregadas de tal forma, que essas questdes deram origem a duas
novas teorias: a Relatividade, que descreve o mundo das velocidades préximas a da luz e a Fisica
Quantica que descreve o mundo na escala atomica.

A Mecéanica Quantica €, assim como a Relatividade Geral, embora independente desta,
um dos pilares fundamentais da Fisica atual. Os alicerces da Mecanica Quantica foram estabele-
cidos durante a primeira metade do século XX por Albert Einstein, Werner Heisenberg, Max
Planck, Louis de Broglie, Niels Bohr, Erwin Schrédinger, Max Born, John von Neumann, Paul
Dirac, Wolfgang Pauli, Richard Feynman entre outros que contribuiram para sua consolidacao.
A elaboragdo desta nova drea da Fisica surgiu na tentativa de explicar o mundo atdmico, o que
constituiu a mudanca mais profunda nas ideias fundamentais da Fisica, superando até mesmo a
Relatividade, devido ao seu cardter nao deterministico e sua descri¢ao estatistica da natureza (4).

Ainda que o cardter da Mecanica Quantica seja estranho a percepcao intuitiva do mundo
macroscopico, sua compreensdo ¢ dada através da decodificacdo da linguagem matemdtica que a
estrutura no Espaco de Hilbert, o qual € um espaco vetorial complexo munido de um produto
interno (5). Neste sentido, a compreensiao da Mecanica Quantica do ponto de vista algébrico
torna-se essencial para que se possa operar e controlar os sistemas fisicos da natureza em escalas
nas quais o senso comum nhao permite dar uma descri¢cdo direta dos fendmenos. As respostas
sobre o comportamento da natureza do mundo quantico estdo incorporadas na estrutura algébrica
deste espacgo. Isto motiva a exploragdo das propriedades de simetria associadas aos operadores
que atuam neste espaco no contexto da Teoria de Grupos e Simetrias Dinamicas.

A simetria € uma caracteristica primdria da Natureza que restringe as leis da dindmica e,
neste sentido, hd o Teorema de Noether que afirma que a toda simetria estd associada uma lei

de conservagdo (6). Eugene Wigner e outros perceberam que a invariancia associada a simetria



13

na Mecanica Quantica era o conceito fundamental para entender novos fendmenos quanticos e
desenvolver teorias adequadas para descrevé-los (7). Em uma publicacdo de Wigner intitulada
"Teoria de Grupos e sua Aplicagdo a Mecénica Quantica do Espectro Atdmico"(1932) foi
mostrado que as regras da espectroscopia atdmica podem ser bem entendidas fazendo um estudo
das simetrias observadas nos resultados espectroscopicos. Outra publicagdo intitulada "Teoria
de Grupos e Mecanica Quantica"(1928) de Hermann Weyl, associava os nlimeros quanticos
as representacdes de grupos, indicando que a linguagem matemaética da Teoria de Grupos era
adequada para tratar simetrias (8). Uma aplicag¢do pioneira da Teoria de Grupos, envolvia o
problema da interagdo entre um spin arbitrdrio e um campo magnético varidvel, o qual foi
resolvido por Majorana (9), em 1932, utilizando teoria de representagdes do grupo SU(2). Esse
trabalho foi central no desenvolvimento da técnica de ressonancia magnética (10, 11, 12).

No formalismo quéntico padrio!, as simetrias sdo incorporadas no operador Hamilto-
niano, que representa um observavel associado a energia total do sistema. Os postulados da
Mecanica Quantica afirmam que os observaveis fisicos devem ser representados por operadores
hermitianos, uma vez que as medidas de um observdvel resultam em um dos seus autovalores
reais (13). Entretanto, em 1998, foi proposto por Bender e Boettcher que a condicdo de hermiti-
cidade poderia ser substituida por uma condi¢do menos matemdtica e mais fisica, associada a
invariancia do Hamiltoniano (agora ndo-hermitiano) sob uma reflexao espagco-temporal —simetria
PT-(14, 15, 16), sem que as caracteristicas da Mecanica Quantica convencional fossem muda-
das, pois a priori esta condi¢io garantiria a realidade do espectro® e a unitariedade da evolucdo
temporal (17). Esta formulacdo é conhecida como Mecéanica Quéntica P77 -simétrica. Outras
formulacdes ainda mais gerais vém sendo propostas em relacdo a operadores com autovalores
reais e evolugdes unitdrias via Hamiltonianos ndo-hermitianos, como a Mecanica Quantica
Pseudo/Quase-hermitiana estudada intensamente por Mostafazadeh (18) e outros (19, 20).

Hamiltonianos com espectro complexo sdo utilizados em diversas aplicagdes na Fisica
Moderna (21). Espalhamento quantico e transporte em potenciais complexos (22, 23, 24, 25),
estados de decaimento (26), ionizagdo multi-fétons (27, 28) e guias de onda dpticos (29) sao
exemplos de aplicacdoes da Mecanica Quantica ndo-hermitiana. Dentro deste formalismo, a
dindmica de um sistema nao-hermitiano € abordada de formas distintas, como é o caso do
formalismo proposto por Dattoli, Torre e Mignani (30), no qual o Hamiltoniano e seu adjunto
representam os geradores dos semi-grupos de translacdo temporal para tempos positivos e
negativos, respectivamente, utilizados na descricdo da dinadmica dos estados de decaimento
(30), cuja estrutura formal é abordada na referéncia (31). Pelo fato do Hamiltoniano ndo ser
hermitiano, seus autoestados ndo sdo necessariamente ortogonais e, neste sentido, a condi¢ao
de ortogonalidade pode ser substituida pela no¢ao de biortogonalidade, fornecendo a conexao
entre os vetores do espaco de Hilbert e seu dual, como discutido por Brody (32). Um problema

associado aos sistemas ndo-hermitianos € a ndo conservagio da probabilidade, uma vez que a

'O termo "padrio" refere-se & formulaciio hermitiana da Mecanica Quantica encontrada em livros-texto padrdes.
2

O termo "realidade do espectro” refere-se ao fato do conjunto de autovalores (espectro) de um operador ser
constituido de valores reais.
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dindmica envolve evolucdes ndo-unitdrias, de modo que tais sistemas sdo tratados em sua maioria
de forma heuristica (33). No entanto, formalismos hibridos que combinam equagdes mestras e
Hamiltonianos nao-hermitianos podem ser considerados para contornar este problema. A ideia
desses formalismos € compor um espago de Hilbert ampliado que contém os estados instdveis do
sistema e os estados produtos do decaimento, de modo que nesse novo espago a probabilidade
€ conservada, como € proposto por Bertlmann, Grimus e Hiesmayr (34) e generalizado por
Scolarici e Solombrino (35).

Embasado no contexto precedente, o problema que esta dissertacdo propde resolver
teve como ideia inicial a geracdo de Hamiltonianos dependentes do tempo para sistemas de um
spin arbitrario com simetria dindmica SU(2) (36), cujas evolugdes unitdrias obtidas de forma
exata pelo método proposto por Messina e Nakazato (37) fossem reprodutiveis no laboratério
via técnica de Ressonincia Magnética Nuclear (RMN). Entretanto, os dados experimentais
obtidos na andlise de uma amostra contendo niicleos de 3!P (spin-1/2) mostraram um decréscimo
exponencial na magnetizacdo liquida do sistema, caracteristica de uma evolu¢do ndo-unitdria, a
qual o método proposto de inicio seria incapaz de descrever. Neste sentido, o objetivo principal
deste trabalho consiste na constru¢do de um modelo fenomenolégico que permita descrever a
dindmica de um ensemble de spin-1/2, ainda que de forma heuristica, cujas predigdes tedricas
estejam em concordincia com os dados experimentais obtidos para os nicleos de 3'P de uma
amostra de H3PO,. O modelo baseia-se na introdu¢ao de um Hamiltoniano efetivo ndo-hermitiano
que contém simetria SL(2, C), ao invés de SU(2), similar ao modelo proposto por Ellinas (38). A
evolucdo temporal associada ao Hamiltoniano do modelo sera explorada utilizando o formalismo
de Bertlmann, Grimus e Hiesmayr (34).

No Capitulo 2 seré feita um revisao sobre os elementos basicos da Teoria de Grupos,
explorando axiomas e alguns exemplos dos conceitos abstratos associados a teoria. Serdao
abordados de maneira informal tanto grupos discretos quanto grupos continuos, destacando os
grupos continuos de Lie: SU(2), SO(3) e SL(2,C). Esta é a base necessaria para os capitulos
seguintes, nos quais serd observado que a estrutura algébrica associada a esses grupos possui
papel fundamental na descri¢ao da dinamica de sistemas quanticos discretos.

Os sistemas quanticos discretos serdo descritos no Capitulo 3, no qual serd discutido
primeiramente a estrutura do Espaco de Hilbert finito, verificando as representacdes dos vetores
que o compdem bem como dos operadores lineares que atuam nele. Com base na estrutura
algébrica deste espaco, os conceitos fundamentais associados aos postulados da Mecanica
Quantica serdao brevemente comentados, destacando os aspectos da dindmica de um sistema
quantico discreto nos casos em que o operador Hamiltoniano do sistema dependente ou nao do
tempo. Neste ponto, serdo introduzidos os conceitos de simetria, onde o Hamiltoniano de um
sistema de dois niveis é escrito em termos dos elementos da algebra do grupo SU (2), denotada
por su(2), de tal forma que o operador de evolugdo temporal deste sistema é definido em termos
da representacdo fundamental deste grupo, sendo dito que este sistema possui simetria dindmica

SU(2) (36). Para o caso em que o operador Hamiltoniano depende do tempo, serd apresentado
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o método proposto por Messina e Nakazato (37) no intuito de gerar solugdes exatas para a
dindmica de sistemas com esta simetria (37). O formalismo discutido nesta secao sobre tais
sistemas, é valido também para sistemas de N-niveis com simetria SU(2), no entanto, o estudo
feito aqui serd restringido a sistemas quanticos de dois niveis.

No Capitulo 4 serd feita uma breve revisdo sobre a Mecanica Quantica ndo-hermitiana,
discutindo alguns conceitos associados, como pseudo-hermiticidade, que mostra-se como uma
condicao necessdria para a realidade do espectro de operadores, uma vez que a hermiticidade
€ uma condic¢ao suficiente, porém, ndo necessdaria para realidade do espectro (39). Além disso,
serd discutido o formalismo ndo-hermitiano na representacdo biortogonal (32), de modo que
no caso particular em que o Hamiltoniano ndo-hermitiano possui apenas autovalores reais, €
possivel associar uma evolu¢do unitdria a ele. Porém, o foco do trabalho estd no estudo de
sistemas ndo-hermitianos que permitem simular ou imitar sistemas abertos (40). Neste sentido,
primeiramente serd discutido o formalismo ndo-hermitiano de Dattoli, Torre e Mignani (30),
que permite descrever sistemas com decaimento. Esse formalismo, apesar de elegante, ndo é
intuitivamente conveniente, uma vez que a evolucdo temporal do sistema acontece tanto para
tempos positivos quanto para tempos negativos; a evolu¢ao temporal para tempos positivos
descreve heuristicamente a dinamica do sistema, pois a probabilidade ndo € conservada. Além
disso, para contornar o problema da ndo conservacido da probabilidade, serd apresentado o
formalismo hibrido de Bertlmann, Grimus e Hiesmayr (34), que consiste em ampliar o espaco de
Hilbert e combinar um Hamiltoniano nao-hermitiano com a equagao de Lindblad-Kossakowski
(41), levando em conta os produtos do decaimento, de modo a garantir a conservagdo da
probabilidade nesse espaco de Hilbert ampliado. Utilizando essas abordagens, serd analisado um
sistema ndo-hermitiano de dois niveis independente do tempo contendo simetria SL(2, C) (38).
Este sistema serd titil na elabora¢do do modelo proposto no Capitulo 5.

O Capitulo 5 abordard uma breve revisao sobre Ressonincia Magnética Nuclear (RMN),
destacando as ideias centrais relacionadas a técnica. Com base nesta técnica espectroscopica e
aos conceitos dos capitulos precedentes, um modelo fenomenolégico ndo-hermitiano que inclui
simetria do grupo SL(2, C) serd proposto junto aos resultados de um experimento constituido de
um ensemble de nicleos de *'P de uma amostra de H3PO,. O modelo possui um Hamiltoniano
efetivo ndo-hermitiano, cuja dindmica associada a ele, simula o decaimento da magnetizacao da
amostra de 'P medida no laboratério via RMN.

As conclusdes a respeito do trabalho e dos resultados apresentados sao dadas no Capi-
tulo 6. Também sdo apresentadas no Capitulo 7 algumas perspectivas futuras que este trabalho

proporciona.
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2 CONCEITOS DA TEORIA DE GRUPOS

Neste capitulo, serdo abordados topicos especificos da estrutura matemdtica que formaliza
o conceito de simetria — a Teoria de Grupos —, introduzindo os conceitos de grupo e dlgebra de
forma a gerar condicdes para o estudo de simetrias dinadmicas. De inicio, definem-se os conceitos
de grupo e algebra e, em seguida, faz-se uma analise dos grupos de naturezas finita e infinita.
Os grupos de natureza finita serdo tteis no entendimento da defini¢do de grupo transformagdes
continuas; os grupos continuos de interesse neste trabalho sdo os chamados grupos de Lie (42),
que serdo utilizados na descri¢ao da dinamica de spin (43). Neste sentido, destacam-se o grupo
SL(2,C) e seu subgrupo SU(2) que serdo abordados de maneira informal, enfatizando suas

principais propriedades.
2.1 GRUPO E ALGEBRA

A defini¢do de grupo surge da abstracdo do conceito de grupo de transformacdes (44).
Um grupo de transformagdes € entendido como um agregado de transformacdes de um conjunto

de pontos que satisfaz as seguintes propriedades:
i. contém uma transformacao identidade;
ii. para toda transformacio M, também existe a inversa M ~!;
iii. seneleinclui M e M’, também inclui a composi¢cdo M M'.

Por exemplo, as transformagdes de rotacdo através dos angulos de Euler, utilizadas na descri¢do
do movimento de um corpo rigido no espaco tridimensional, formam um grupo de transfor-
macdes uma vez que o conjunto de matrizes que representam rotacdes junto a operacao de
multiplicacdo matricial satisfazem as propriedades descritas acima. A partir da no¢ao de grupo
de transformagdes, € possivel estender esta ideia para o conceito de grupo abstrato (44).

Um grupo abstrato GG € um conjunto de elementos a, b, ¢, etc., para os quais uma lei de
composi¢do ou multiplicagdo ! "+" é dada, de modo que o produto a * b é bem definido, o que
possibilita estabelecer formalmente algumas propriedades conforme segue a defini¢do abaixo.
Defini¢do 1. Grupo € uma estrutura algébrica composta por um conjunto de elementos G € uma

operacdo "x", sob a qual estes elementos devem satisfazer as seguintes propriedades:

i. Fechamento: se a e b s@o dois elementos quaisquer de (G, entdo o produto a * b também ¢é

um elemento de G;
ii. Associatividade: se a, b e c pertencem a (7, entdo

(axb)xc=ax(bxc)=ax*xbx*c; (2.1)

A expressdo multiplicacdo nio deve ser confundida com a multiplicacio usual, pois além dessa, pode compreen-
der outras operagdes, como por exemplo, a adicdo usual, a multiplicacdo matricial, entre outras.

1
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iii. Elemento neutro: existe um elemento e tal que, para todo a € G

exa=ax*xe=a; (2.2)

iv. Elemento inverso: para todo a € G existe um elemento inverso a ™! € G tal que

axal=alxa=e. (2.3)

De forma concisa, um grupo € um semi-grupo com elemento neutro em que cada elemento

possui um inverso (45). Ainda, se a propriedade adicional
axb=">bxa, (2.4)

¢ satisfeita, entdo diz-se que o grupo GG é comutativo ou abeliano. Além disso, tem-se que tanto
o elemento neutro como o elemento inverso sdo unicos. Se e é uma identidade a direita e ¢’ é
uma identidade 2 esquerda, entdo ¢/ = ¢’ * e = e, sendo a identidade tnica. Se ¢! é uma inversa
—1 — a]lfl * (allfl

a direita e a’~! € uma inversa a esquerda de um elemento a, entdo a *a) =

ad ' x(axal) = (P xa)*xa ! = a!, sendo o elemento inverso tnico. Ainda, se um
subconjunto H de G (H C ) forma um grupo sob a mesma lei de combinagdo que G, entdo H
€ um subgrupo de GG. Alguns exemplos sdo dados no paragrafo que segue.

O conjunto dos nimeros reais R junto a operac¢do de adicdo usual + definem a estrutura
G = {R, +}, a qual representa um grupo abeliano, enquanto o conjunto dos nimeros inteiros Z
sob a mesma operag¢do compdem a estrutura H = {Z, +}, a qual é um subgrupo abeliano de G.
Além dos conjuntos numéricos, o conjunto de matrizes My, (C), com determinante nio nulo,
junto a operacdo de multiplicagdo matricial forma um grupo nao-abeliano.

Através da defini¢do geral e de alguns exemplos, analisou-se o que € um grupo sem levar
em conta sua natureza: discreta ou continua. Para o estudo dos grupos continuos de interesse
neste trabalho, grupos de Lie, é necessario definir o conceito de Algebra de Lie. No entanto, neste
primeiro momento, sem preocupar-se com tais grupos, define-se o que é uma dlgebra verificando
suas propriedades e citando alguns exemplos.

Definicdo 2. Uma édlgebra € um espaco vetorial A sobre um corpo K munido de uma operacao

bilinear A x A — A tal que as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

i. O produto "x" € distributivo em relac¢do a adicdo "+" paratodo A; € Aea; € K

N
ZaiAi *Aj :Oél(Al*Aj)+"'+OéN(AN*Aj), (25)
i=1
N
Ak;* ZazAz :Oél(Ak*Al)+"'+OzN(Ak*AN). (26)
i=1

ii. Paratodo A; € A e o; € K, vale
(0 A;) * (a;A;) = (0g0)(A; % Aj), 2.7)

comi,j=1,2,--- N.
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Sendo assim, um espaco vetorial fechado sob uma lei de multiplicagdao é chamado de
algebra. Dessa forma, tem-se uma 4lgebra associativa quando for possivel escrever o produto
triplo da forma A; * A; * Aj; sem ambiguidade, pois A; * (A; * A;) = (A; * A;) x Ay. Caso
contrdrio, tem-se uma dlgebra ndo-associativa. Além disso, tem-se uma dlgebra comutativa ou
abeliana se A; x A; = A; x A;. Alguns exemplos de dlgebras sdo dados nos pardgrafos seguintes.

Um corpo K = R junto do produto usual "-" podem definir a estrutura algébrica {R, -},
a qual € uma dlgebra associativa, uma vez que um corpo K pode ser definido como um espaco
vetorial sobre ele mesmo.

O espaco vetorial V = R3 sobre o corpo R dotado de um produto vetorial x formam a
estrutura {V, x } que é uma dlgebra, pois verifica-se que o produto vetorial atende as propriedades
(i) e (if) da Definigcdo 2 e, além disso, trata-se de uma dlgebra ndo associativa, d; x (dy X ds) #
(@, X dy) X d3 para @y, dy, ds € V.

Definicdo 3. Uma Algebra de Lie é um espago vetorial L sobre um corpo K, munido da operacio

bindria |, | : L x . — L, chamado de parénteses de Lie, o qual tem as seguintes propriedades:

i. Bilinearidade:

N N
> L L;| = Z [Ls, Lj] (2.8)
i=1 | i—1
N 7 N
[Lk, > aili| = Z Ly, L], (2.9)
i=1 | i—1
W o; € Ke Lz e L.
ii. Identidade de Jacobi:
[Li, [Lj, L]] + [Lj, [Lg, Li]] + [Lg, [Li, Lj]] = 0, (2.10)
VL,,e€LlL.
iii. Anti-simetria:
[L;, L;] = —[L;, L], (2.11)

VL,LjeLcomi,j=12--- N.

Portanto, esta é a defini¢do de Algebra de Lie em que os parénteses de Lie, ou comutador,
pode ser definido como [A, B] = AB — BA para as aplica¢des do trabalho. Entretanto, no
contexto geral de Algebra de Lie, os parénteses de Lie representa uma operacio genérica. Isto
pode ser notado no segundo exemplo de dlgebra dado acima, pois um espaco vetorial real
tridimensional munido do produto vetorial é uma algebra de Lie?. Como ja mencionado de forma
breve, o conceito de dlgebra de Lie € importante no contexto dos grupos continuos (grupos de

Lie), os quais sdo abordados na préxima se¢ao.

2 Ver pagina 23 da referéncia (42).



19

2.2 TIPOS DE GRUPOS

Embora as propriedades de um grupo dependam diretamente de sua natureza, finita ou
infinita, a defini¢do de grupo apresentada na secao anterior aplica-se a ambos. Assim, analisa-se
de maneira breve a estrutura dos grupos finitos, estabelecendo uma base conceitual para abordar
os grupos infinitos (continuos) na sequéncia. Nesta secdo, serd desenvolvido um tratamento
informal sobre esses grupos, uma vez que, posteriormente, deseja-se explorar a estrutura dos

grupos de Lie no contexto fisico.

2.2.1 GRUPOS FINITOS

Uma propriedade fundamental de um grupo GG € o nimero de elementos que ele contém.
O nidmero de elementos de um grupo determina sua ordem |G|, a qual pode ser finita ou infinita
(46). Assim, se g € um elemento de G, o resultado de n multiplica¢des deste elemento por ele
mesmo, g*g*...xg, fica denotado por g". O fato do produto g*g~! resultar no elemento identidade
e permite denotar este elemento como a poténcia ¢°, uma vez que g x g = e = g1 = .
Da mesma forma que o elemento inverso de g”, (¢")~*, fica denotado por g™, uma vez que
g +(g")!
deste elemento o menor valor inteiro positivo k tal que g* = e. Portanto, se este valor existe, 0

= e. Além disso, um elemento g pode ter ordem finita ou infinita, sendo a ordem

elemento € dito de ordem finita, caso contrario, € de ordem infinita.
As operagdes entre os elementos de um grupo discreto, de ordem finita, podem ser melhor

visualizadas por meio de uma tabela de multiplicacio, as quais sdo construidas na forma:

* € 0 g2 gn
€ € g1 92 gn
2 XAy ... * gy,
g1 | g1 g1 qn ) 2 g1 *xg 2.12)
g2 | g2 G2* g1 95 o g2 % (gn
In | Gn Gn*G Gnkg2 . Go

A primeira linha e a primeira coluna contém os elementos do grupo e, as intersecdes, os produtos
das operagdes entre esses elementos. Para um grupo finito de ordem dois, tem-se dois elementos,
um elemento a e um elemento neutro e. Pela definicdo de grupo e unicidade dos elementos

1

neutro e inverso, exige-se que a~! = a, uma vez que a? = a * a deve ser igual ao elemento

neutro e, de modo que os produtos entre os elementos deste grupo sdo mostrados na tabela de

multiplicacao
* e a
ele a. (2.13)
ala e

Para um grupo de ordem trés composto pelos elementos a, b e e, tem-se que se ax b = e = b * a,

entdo a = b~! e b = a~!, sendo possivel denotar os elementos do grupo em termos de poténcias
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de a: a° = e,a' = a,a® = b. A tabela de multiplicacdo para o grupo de ordem trés fica
x|le a b
b
S (2.14)
a b e
blb e a

Nota-se que hd uma relagdo ciclica entre os elementos destes grupos. Por exemplo, no caso do
grupo de ordem dois, poténcias sucessivas (0, 1) do elemento a sempre retornam a sequéncia e e
a. O mesmo acontece para o grupo de ordem trés, no qual as poténcias sucessivas (0, 1, 2) de
a geram a sequéncia e, a e b. Portanto, grupos com esta caracteristica sao chamados de grupos
ciclicos. Entretanto, grupos de ordem maior que trés nao sao necessariamente ciclicos, podendo
apresentar formas distintas, como ¢é discutido na referéncia (44) para grupos de ordem quatro e
superior.

Um exemplo da realizacdo do grupo abstrato finito de ordem dois € ilustrado para o
conjunto dos inteiros 0 e 1 com a operagdo de soma mdédulo 2, denotada por &, que juntos

formam o grupo discreto G = {{0, 1}, @}. A tabela de multiplicagdo para esse grupo é

@0 1
0/0 1, (2.15)
111 0
uma vez que a operacio entre os elementos € feita como segue
0p0=0, 0pl=1, 160=1, 1e1=0, (2.16)

além disso, verifica-se que este é um grupo ciclico.

Combinagdes de transformacdes de rotagdo finita e reflexdo podem ser utilizadas para
formar grupos discretos (47). Por exemplo, um triangulo equilatero, ilustrado na Figura 1, possui
seis operacOes de simetria: uma identidade (/), duas rotacdes em torno do centro geométrico,
uma de 120° (R149) e outra de 240° (R249) ¢ uma reflexdo em torno da linha 1 (£}), linha 2 (F3%)

e linha 3 (F3). A tabela de multiplicagdo para este caso fica dada por

* I Ry Roso Fi Fy F3
I I Rio Rao F1 Fo  F3
Riso | Rio Roso [ Fs B B
Roso | Roao I Rie Fo P35 Fr (2.17)
F | Fr  F  F3 I Rz R
Fy | Fy F3 Iy R I Rix
F3 | F3 Fir Fy Rip Rauo [

na qual fica claro que este conjunto de transformagdes associado a invariancia do tridngulo
equilatero forma um grupo (48). Grupos desta forma sdo de interesse pratico nos estudos de

moléculas (49) e cristais (50), em Fisica da Matéria Condensada (51), entre outros exemplos.



21

Figura 1 — Desenho das linhas de reflexdo do tridngulo equilatero.

Fonte: O autor (2018).

H4 situagdes em que torna-se necessdrio a andlise de rotacdes através de angulos conti-
nuos ao invés de discretos, como por exemplo, 0 movimento de um péndulo esférico (52) e a
precessdo do spin em torno de um campo magnético aplicado (43). Neste caso, o conjunto de
rotacOes para levar o sistema de um angulo inicial até um angulo final varrendo todo o intervalo
forma um grupo constituido de infinitos elementos (ndo enumerdvel), o que caracteriza-o como

um grupo continuo cujas propriedades serdo exploradas no préximo item.

2.2.2 GRUPOS CONTINUOS

Os grupos que contém um ntiimero infinito de elementos sao chamados de grupos infinitos,
podendo ser discretos ou continuos (46). Como exemplos, pode-se citar o conjunto dos nimeros
inteiros e o conjunto dos nimeros reais, os quais formam dois grupos infinitos sob adi¢do. No
primeiro exemplo, o nimero infinito de elementos é contavel e, portanto, € um grupo discreto. No
segundo exemplo, o nimero de elementos nio € enumerdvel e, entdo, € um grupo continuo. Este
exemplo particular de grupo continuo € parametrizado por apenas um parametro real variando
continuamente; sendo que todos os elementos do grupo sdo obtidos pela variagdo continua deste
parametro. Entretanto, um grupo continuo, em geral, pode ser caracterizado por um ou mais
parametros continuos que podem ser reais ou complexos, de modo que o ndmero de parametros
define a ordem do grupo (53).

Outras caracteristicas podem ser atribuidas aos grupos continuos dependendo das formas
dos intervalos nos quais seus parametros estiao definidos, de modo que os grupos continuos ficam
classificados como compactos ou ndo-compactos. Um grupo € compacto se seus parametros
estdo definidos em intervalos limitados e fechados, caso contrdrio é ndo-compacto (54). Um

intervalo € limitado quando o valor absoluto de qualquer elemento nele contido é sempre menor
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ou igual a um dado valor positivo, em outras palavras, quando o intervalo ndo € infinito. Um
intervalo € fechado se o limite de toda sequéncia convergente do conjunto também pertencem ao
conjunto, ou seja, quando o intervalo é finito e os valores dos extremos sao incluidos no conjunto.
Por exemplo, o conjunto dos nimeros reais definidos no intervalo entre 0 e 1 sdo limitados, pois
nenhum elemento do conjunto pode ser maior que 1. Este conjunto também pode ser fechado se
ambos os extremos, 0 e 1, forem incluidos no conjunto.

Os grupos continuos estdo relacionados aos conceitos de grupo e analiticidade, pois o
fato dos seus elementos dependerem de parametros continuos, faz com que tenham tanto caréter
de grupo quanto de variedade, enquadrando-os na classificacao de grupos topolédgicos (55). De
forma simples, pode-se dizer que uma variedade € uma abstracdo do conceito de superficie
(colegdo continua de pontos), que segundo Barata (56), € uma colecdo continua de objetos
(pontos, vetores, matrizes) que podem ser rotulados por sistemas de coordenadas de modo que
seja possivel manipuld-los de maneira infinitamente diferencidvel, por exemplo, a superficie da
esfera em R? (56). De maneira informal, um grupo topolégico é um grupo e também um espaco
topoldgico (45) no qual as operacdes de grupo sdo analiticas (42) e um grupo topoldgico que é
também uma variedade analitica € dito ser um grupo de Lie (56).

A definicdao de grupo apresentada no inicio deste capitulo deve ser védlida também
para os grupos de Lie, no entanto, o produto de dois elementos dependerd de uma func¢do dos
pardmetros dos fatores. Por exemplo, se g(¢) é um elemento de um grupo de Lie G parametrizado
em termos de uma varidvel continua ¢, o produto g(t1)g(t2) = g(t3), em que t3 = f(t1,12).
Assim, considerando uma matriz 2 x 2 ortogonal (matriz inversa igual a transposta), R(#), com

determinante igual a +1 representada na forma

0 —sind
RO =0 ") geio,2q], (2.18)
sinf  cosf

tem-se o produto R(6;)R(62) dado por

cos(0y + 02) —sin(0y +062)\  [costy —sinds

R(6,)R(6;) = -
(6:1)R(62) sin(f1 + 02)  cos(61 + 62) sinfs  costs

=R(0;), (2.19)
onde 03 = f(6,,02) = 01 + 0s; esta relagdo representa a condigio de fechamento de grupo, ja
que o produto de matrizes da forma da Equacdo 2.18 tem a mesma forma dos fatores. Verifica-se
ainda que a associatividade do produto € garantida de forma direta, uma vez que o produto
matricial € associativo por defini¢do. Além disso, o elemento identidade e o elemento inverso
sio R(0) = R(27) = 1 e R(—0) = R™!(0), respectivamente. Nota-se ainda que o produto é
comutativo e, portanto, a matriz R() forma um grupo abeliano sob multiplicacdo matricial.
Na verdade, este grupo de rotag@o de ordem 1 é um grupo de Lie denominado SO(2) (Special
Orthogonal %) (48).

Foi mencionado no inicio do capitulo que ao grupo de Lie estd associado uma 4lgebra

de Lie definida como um espago vetorial munido de um comutador (parénteses de Lie). Uma
3

O termo special refere-se ao fato do determinante ser 41, uma vez que para matrizes ortogonais o determinante
¢ dado em geral por +1.
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4lgebra de Lie £ de um grupo de Lie G é um espaco vetorial tangente ao elemento identidade
1 € G com a mesma dimensdo de G, o qual é estudado por meio da diferenciacio das curvas
(elementos) em G.

Uma maneira de visualizar a estrutura do espaco vetorial £Y tangente ao elemento
identidade de um grupo de Lie G, consiste em analisar o elemento R(¢) de SO(2) dado por

(2.18), o qual passa pelo elemento identidade em € = (. Diferenciando este elemento em torno

dR(0) 0 -1 | 0 -1
- = — = 2.20
40 o (1 0 ) ) 102 (1 0 ) ) ( )

em que o, € a matriz de Pauli associada a dire¢do x5 (7). O elemento o5, € o elemento da dlgebra

de 8 = 0, tem-se

Lie de SO(2) 4 £50@) o qual é um espaco vetorial unidimensional tangente a identidade. Entdo,
um elemento qualquer x deste espaco pode ser escrito como x = Yo, em que 7 € R. Nota-se
ainda, que a estrutura do parénteses de Lie € satisfeita, [voy, foa] = 0 para qualquer «, 5 € R.

Dada a no¢@o a respeito dos grupos de Lie, introduz-se os grupos SO(3) e SU(2), os
quais serdo importantes no estudo de sistemas quanticos discretos na teoria quantica hermitiana
(36) e, na sequéncia, discute-se o grupo SL(2, C) dado pela complexifica¢do da estrutura SU(2),

o0 qual serd importante na descricao de sistemas quanticos nao-hermitianos (38).

2.22.1 ESTRUTURAS DOS GRUPOS SO(3) E SU(2)

O grupo SO(3) é um grupo de Lie compacto composto por matrizes reais ortogonais 3 x 3
com determinante +1 que, portanto, satisfazem a relagio OO = 1, implicando em O~! = O,
Este grupo é composto pelas matrizes de rotacio no R?, as quais tém a propriedade de manter
a norma de um vetor invariante sob estas transformacdes (7). Essas matrizes possuem nove
parametros reais de entrada. Entretanto, devido as propriedades especificas que estas matrizes
devem atender, apenas trés parametros sdo independentes. As matrizes de rotacdes préprias
no espago tridimensional representam os elementos de SO(3) (43). Portanto, a matriz R;(;)
representa uma rotagdo em torno do eixo x; através do um angulo ¢;, com 5 = 1,2, 3, cuja

representacao matricial em cada direcdo € dada por

1 0 0 cosws 0 sins
Ri(p1) =10 cosp; —sing; |, Ra(pe) = 0 1 0 :
0 sing; cosy —sinpy 0 cosys

cosps —sinegs 0
Rs(ps) = | sinps cosps 0. (2.21)
0 0 1
No caso de rotagdes infinitesimais (7), assume-se ¢; muito pequeno, de modo que o

elemento R;(;) pode ser expandindo em série de Taylor na vizinhanga do elemento identidade,

4 Na literatura, denota-se uma 4lgebra associada a um grupo utilizando letras mindsculas géticas. Por exemplo, ao

grupo SO(2) estd associada a dlgebra s0(2)
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R;(0) = 1. De modo que a expansao até o termo de primeira ordem fica sendo

dR;(p; .
R;(p)) =1+ =17 Wl g =1 i, (2.22)
73 ;=0
em que define-se a quantidade
dR.. (0.
L= Bl (2.23)
A¢; #;=0

sendo L; o elemento da dlgebra de Lie de SO(3), representado matricialmente por

0 0 0 00 — 0
Li=|0 0 i|, Le=|0 0 0|, Ly=|— 0 0. (2.24)
0 —i 0 V) 0

Fazendo NV rotag¢des infinitesimais sucessivas em torno do eixo x; através de um angulo

dp; = £L, tem-se
R;(6p;).-R;(0p;) = (1 = iL;dp;) .. (1 — iL;dip) = (1 — iLydp,)" (2.25)
e como Ry (o) Ri(¢i) = Ri(¢r + i), esta igualdade fica

B = pi\N
Assim, no caso de infinitas rotacoes infinitesimais, N — oo, obtém-se a seguinte forma para
R;(¢;))

. a Pj N .

R;(p;) = lim (1 - ZLjﬁ) = exp [—iL;p;], (2.27)
na qual verifica-se como os elementos da dlgebra estdo relacionados aos elementos do grupo
que, por este motivo, os elementos da dlgebra sdo também chamados de geradores do grupo.
Além disso, os elementos da dlgebra de Lie (geradores de grupo) formam um espago tangente ao

elemento identidade e satisfazem a relagdo de comutagao
[Li, L] =i ) eijiln, (2.28)
k

em que foi introduzido o simbolo de Levi-Civita &;;;, definido por

+1, permutagdes ciclicas (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2),
Eijk = 0, findices repetidos, (2.29)

—1, permutagdes ndo-ciclicas (1,3,2),(2,1,3),(3,2,1).

O fato do determinante dos elementos deste grupo ser igual a 41, leva a uma consequéncia

direta a respeito do traco dos geradores, pois

det R;(ip;) = exp [—ip; Tr (Ly)] = 1, (2.30)
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implica em Tr(L;) = 0. Tal relagdo entre o determinante e a exponencial do trago € devida ao
fato de ambos serem invariantes sob uma transformacao de similaridade (57).

Analisando de forma similar, o grupo SU(2) é um grupo de Lie compacto formado por
matrizes complexas unitdrias 2 x 2 com determinante +1 que satisfazem a relacdo U'U = 1,
implicando em UT = U~!. Estas matrizes representam "rotacdes" no espaco bidimensional
complexo C2, mantendo a norma de um vetor complexo invariante apés uma transformacio,
de forma similar ao que acontece com os elementos de SO(3) no espago real tridimensional
(48). Constréi-se uma forma geral para uma matriz de SU(2), considerando-se U uma matriz

arbitrdria 2 x 2 de elementos u;; € C, satisfazendo as restri¢des U=U"'ledetU =1, de

Ul Us _ 1 Ugg  —U12 2.31)
Uy Uy det U \ —ug  wuyy )

leva as seguintes relacdes para os elementos da matriz U

modo que a relagdo

Uy = Upy =@, Up = —Uy =D, (2.32)

e, portanto, a forma geral de uma matriz de SU(2) é

Ul(a,b) = ( ¢ b*>. (2.33)

-b* «a

Além disso, tem-se a restricdo det U = aa* + bb* = 1, a qual leva a seguinte escolha para os

elementos:
a = €' cos n, b= e’ sin 7, (2.34)
sendo estes 0s mais gerais possiveis e, portanto,

it i o
e cosn  €sing
A , , (2.35)
—eCsinn e cos n)

U, n,¢) = (

com(0<n<m0<(<2rel<E&< 27

Os geradores infinitesimais do grupo SU(2) podem ser encontrados de forma semelhante
ao caso dos geradores de SO(3) por meio da diferenciacdo em torno do elemento identidade
U(0,0,¢) = 1. Entretanto, esta parametriza¢do ndo é a mais adequada para encontrar os gerado-
res de rotacdes associados a cada dire¢do x;, sendo mais conveniente partir da representacio
geral de SU(2), fazendo-se a = x¢ + iz3 e b = x9 — ix1, cOm x; € R satisfazendo a restri¢do

|zo|? + |12 + |z2|* + |23]* = 1. Assim, a matriz U(a, b) pode ser reescrita como

10 0 1 0 —i 1 0
U==x 4+ |z +z +z ) 2.36

da qual, diferenciando em relacdo a x; e avaliando na identidade, 79 = 1 € x; 23 = 0, obtém-se

ou_(1oy ou (o) au_ (o) au_ (1o} o
org  \0 1) O0xry \1 0)" Oxa \i 0] Oxs \0o —1])° '
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Aqui definem-se as quantidades
01 0 —1 1 0
) = , O3= : 2.38

10
) 01 =
01 10
sendo 1 a matriz identidade e o; (i = 1,2, 3) as matrizes de Pauli (42). As matrizes de Pauli sdo

os geradores do grupo SU(2) e, portanto, pertencem a dlgebra de Lie deste grupo, satisfazendo a

seguinte regra de comutacao
3
0,0,] =2 &0 (2.39)
k=1
Para ficar com a mesma estrutura da algebra de SO(3), define-se
0' .
. = 2 240
J 2 ’ ( )
obtendo assim, a regra de comutacdo na forma
(2.41)

3
L, L] = Z Eijk Lk
k=1

em que I; continua sendo um elemento da dlgebra su(2).
De maneira andloga ao que acontece com os elementos de SO(3), os elementos do grupo

SU(2) também tomam a forma exponencial partindo de rota¢des infinitesimais e, portanto, os

elementos podem ser escritos na forma
Uj(gs) = exp —igsL)] = exp | =i 2o, ;€ 0,27, 42)

')

que ao ser expandido em uma série de Taylor em torno de ; = 0, pode ser reescrito conforme
U . @j . .
() =1cos 5 —lojsing (2.43)
Além disso, € possivel construir um operador de rotacdo geral em torno da dire¢do de

um vetor arbitrario 7 = (ny, ng, ng) através de um angulo 0 da seguinte forma
Usi(6) = exp [—z’@ﬁ : f}, 6 e [0,2q], (2.44)
de modo que a

g
2’

em que I= (I;, I, I3). Em termos das matrizes de Pauli, tem-se que I=
(2.45)

Equagdo 2.44 torna-se
Uz(0) = exp {—ziﬁ : 6"] :
em que & = (01, 02, 03). Expandindo a Equagdo 2.45 em série de Taylor, o operador Ujz(6) é
reescrito como Ao a6 |6
n n- o i
Uz(0) =1 —1 i : 2.46
(6) = 1 cos 5 5 sin — (2.46)
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Outros operadores associados a estrutura algébrica do grupo SU(2), sdo os elementos I

e 1. definidos como segue:

=11

| 21, (2.47)
1

3
k=
I. =1, £:1,. (2.48)

De acordo com Bassalo e Cattani (8), se um conjunto de operadores {A;} comuta com todos
os geradores do grupo, I, A;] = 0, implica que estes operadores sédo mdltiplos do elemento
identidade 1, A; = a;1, sendo estes operadores conhecidos como operadores Casimir. Assim, I2
¢ o operador Casimir da algebra su(2). Enquanto, os operadores I, e I_ sdo, respectivamente,

os operadores de levantamento e abaixamento, os quais satisfazem as seguintes relacdes de

comutacio
Iy, 1] = £215, (2.49)
I3, L] = +14, (2.50)
[IZ,Ii] =0. (2.51)

As relagdes de comutagdo (2.49-2.51) associadas a dlgebra su(2) permitem construir
também representacdes em dimensdes maiores que a bidimensional (representagdo fundamental)
discutida anteriormente. Neste sentido, a partir das Equagoes (2.49 - 2.51) € possivel construir
uma base de vetores que diagonaliza os operadores I? e I3 simultaneamente, uma vez que eles
comutam. Assim, sdo obtidas as equacdes de autovalores e autovetores associadas aos elementos

da 4lgebra dadas por

I*|1,m;) = I(I + 1)|1,m;), (2.52)
L1, m;) = m;|I,mp), (2.53)

e a acdo dos operadores I sobre os elementos |/, m;) é mostrada a seguir

LI, m;) =/ I F1)I £my+ )|, m;+1), (2.54)

emquem;=—I,—1+1,...,1 —1,[ eadimensdo da representacdo € N = 2/ + 1, de modo
que para N = 2 tem-se [ = 1/2 e as representagdes matriciais ficam dadas por (2.38). Nota-se
ainda, que o produto da dlgebra de Lie su(2) expressa em (2.41), continua sendo vdlida para
qualquer dimensao.

E possivel mostrar que as representacdes de dimensdo N = 27 + 1 do grupo SU(2)
sdao parametrizadas em termos dos dois parametros independentes, a e b, da representagao
fundamental expressa na Equacdo 2.33. Para verificar isso, basta utilizar as representacdes de
dimensdo 27 +1 das componentes I; do operador I na Equacido 2.44. A demonstragdo matemaética
detalhada é apresentada na referéncia (36), em que uma representacdo geral do grupo SU(2) é

obtida para sistemas quanticos discretos com simetria dindmica SU (2).
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Segundo Arfken e Weber (7), as interpretacdes relativas as rotagcdes como a invariancia
da norma de um dado vetor, o nimero de geradores e parametros reais independentes dos grupos
SO(3) e SU(2), sugerem algum tipo de correspondéncia entre eles. A relagdo entre eles pode
ser explicitada escrevendo-se duas matrizes, M e M’, como combinagdes lineares das matrizes

de Pauli conforme

T T, — 11X
M = 2,01 + 2205 + 1303 = < ° ! 2) , (2.55)
Ty + 129 —X3
Z T — 1t
M =aloy +ahoy+atos = 7 Th TP (2.56)

Considerando uma transformacao unitdria da forma M’ = U;;MU; com

B .P3 _ e~wa/2 ()
Uz =exp [—2703] = ( 0 givs/2 | (2.57)

a qual representa uma rotagdo em torno do eixo x3, a matriz M’ fica sendo dada por
M’ = 2,Us0, Ul + 2,Us0, Ul + 25Us03UL. (2.58)

Efetuando as transformagdes sobre cada matriz o,

Uga'lUg = 01C0S 3+ 025N Y3, (2.59)
U302U§ = —0sin 3 + 04 Cos Y3, (2.60)
Uso3Ul = o3, (2.61)

e substituindo estes resultados em (2.58), obtém-se a relacio
rThoy +rhoy + 1503 = (11 Co8 p3 — To sin @g) oy + (21 8in 3 + x5 COs 3) oy + 1303, (2.62)

na qual identifica-se os elementos de M’ como sendo

T = 21 o8 p3 — 1y sin @3, (2.63)
Ty = r1 8in p3 + T3 COS 3, (2.64)
¥, = 7, (2.65)

podendo ainda expressar estas relacdes na forma matricial da seguinte maneira

x cosf) —sinf 0 T
x| = | sinf cosf O o | - (2.66)
) 0 0 1) \us

Assim, a matriz de transformagdo é um elemento de SO(3) representado em (2.21) que

expressa uma rotagdo em torno do eixo 3 através de um angulo ¢3. Além disso, as rotagdes em
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Figura 2 — Esquema do homomorfismo entre os grupos SU(2) e SO(3).

@ @ SUR)

./

Fonte: Figura adaptada de (42) (p.14).

50(3)

torno do eixo x; e x2 podem ser obtidas de forma andloga (7). Portanto, a correspondéncia entre
os elementos de SU(2) e SO(3) é

1 0 0
cos &+ isin £t _
Ui(pr) =1 .. o o | |0 cospr —sing | = Ri(¢1), (2.67)
isin 2L cos £

0 sing; cos

coswa 0 sings

cos 22 —gsin £2
Uy (p2) = ( ’ ’ ) “ 0 L0 = Ra(p2), (2.68)

in £2 $2
S1n 2 COS 2

—singpy 0 cosys

g g cosps —sinps 0

e 2

Us(ps) = < 0 e“?) < | sinps cosps 0] =Ras(ps). (2.69)
0 0 1

Nota-se ainda, que a correspondéncia ndo € de um para um, pois o pardmetro ¢; em R ; varre
todo o intervalo de 0 a 27, enquanto o parametro % em Uj; varre o intervalo de 0 a 7. Portanto,

ha uma correspondéncia de dois para um, pois
R;(p;+2m) = R;(p;), Uy +2m) = =Uj(g;), (2.70)

ou seja, ambos elementos de SU(2), U,(y;) e U;(p; + 2m) = —U,(yp,), correspondem ao
mesmo elemento R;(y;) de SO(3) e, por isso, diz-se que existe um homomorfismo entre os
grupos (42), como esquematizado na Figura 2. Além disso, segundo Sattinger e Weaver (42),
esses grupos sdo ditos localmente isomorficos, uma vez que cada vizinhanga de U; e —U; pode
ser mapeada na vizinhanga de R; em uma correspondéncia de um para um e disto decorre o fato

de ambos grupos obedecerem a mesma algebra expressa nas Equacdes (2.28) e (2.41) .
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2.2.22 ESTRUTURA DO GRUPO SL(2,C)

O grupo SL(2,C') é um grupo de Lie ndo-compacto cuja representagdo fundamental é

dada por matrizes 2 x 2 complexas com determinante +1 da forma que segue

b
<a > , ad—bc=1, a,b,cdeC. (2.71)
c d
Nota-se que este grupo, em geral, ndo € unitdrio, embora a escolha dos parametros ¢ = —b* e

d = a* faz com que a matriz (2.71) torne-se uma matriz de SU(2) expressa em (2.33) e, neste
sentido, tem-se que grupo SU(2) é um subgrupo compacto de SL(2, C) (42), representando uma
estrutura de grupo mais geral. Outro subgrupo do SL(2,C), é o grupo ndo-compacto SU(1,1),
cuja representacdo € obtida fazendo-se a escolha de ¢ = b* e d = a* na Equagdo 2.71, como é
visto na referéncia (56); este grupo nao é estudado no trabalho, entretanto, é fundamental em
estudos de Optica Quantica (58), por exemplo.

Para encontrar os geradores do grupo SL(2, C), utiliza-se o fato de que as matrizes 1,
01, 05 ¢ 03 dadas em (2.41), formam uma base de um espago de matrizes complexas 2 x 2, de
modo que toda matriz V € SL(2,C) pode ser escrita na forma (56)

(2.72)

20 + 23 Zl—Z‘ZQ
V2201—|—210'1+ZQO'2+230'3:< s

Z21 4129 29— 23

comdet V =z — 2 — 23 — 2§ = 1 e z; € C. Portanto, como os coeficientes z; sdo complexos,

surgem seis geradores que sdo representados por

0 1 0 —i 1 0

o= , O9= , O3= , 2.73
0 1 0 1 1 0

9 = - , U3 = , 2.74

onde observa-se que 1¥; = i0 ;. Os elementos da dlgebra sl(2, C) satisfazem as seguintes relagdes

de comutagio:
(L, L] = i€y, [Iiaij] = iEijkik, [ii,ij} = —i€;j1, (2.75)

onde identificam-se as quantidades ij e I; como sendo

i 9i

De forma grosseira, pode-se dizer que a inica mudanga feita em relagdo ao grupo SU (2)
foi a troca dos coeficientes z; € R pelos z; € C e, assim, pode-se dizer que o grupo SL(2,C) é
a complexificagdo de SU(2) (42).

Além disso, de maneira andloga ao que acontece em su(2), na dlgebra s[(2, C) também
existem representacdes maiores que a fundamental, mas neste caso faz-se necessario a fatoragao

da édlgebra em duas estruturas su(2) como mostrado em (38). Nesse processo sdo encontradas
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representacdes de ordem N para as matrizes do grupo SL(2, C), obtidas no estudo da dindmica
de sistemas quanticos multi-niveis com simetria dindmica SL(2, C).

Os elementos do grupo SL(2, C) podem ser colocados na forma exponencial de maneira
andloga aos casos anteriores, considerando-se "rotacdes" infinitesimais através de angulos

complexos, conforme

Vilps) = exp i) = exp |—iZor ], @.77)
Vj<6j) = exXp [—ZHJL] = exXp |i—’L (Zgj) O'j:| . (278)

Neste caso, também é possivel construir um operador geral considerando um vetor Z =
(21, 22, 23) € C? € um niimero complexo v € C da seguinte forma

V() = exp [—ug- f] , (2.79)
em que I= (I, I, I3). Em termos das matrizes de Pauli, pode-se reescrever a Equagao 2.79
como

V() = exp [—%Z &}, (2.80)
podendo ser expandida em série de Taylor em torno de v = 0, de modo que V z(v) fica dado por

V:z(v) = 1cosh TEV 29 sinhﬂ7 (2.81)
2 NEwE 2

onde 7+ Z = z{ + 23 + 23 com z; € C. Nota-se que para a escolha particular Z € R* e v = 0

(0 € R) na Equagdo 2.81, recupera-se a expressdo (2.46) para o grupo SU(2) (56).

Neste capitulo foram revisados alguns elementos relevantes da Teoria de Grupos, sem
aprofundar-se nos aspectos formais, de modo a destacar os pontos essenciais que servirdo para a
compreensdo dos capitulos posteriores. Em uma abordagem similar, o capitulo seguinte tratard de
alguns conceitos centrais da Mecanica Quantica, como o espacgo de Hilbert finito e a dinAmica de
sistemas quanticos discretos, dependentes e independentes do tempo. Com isso, serd verificado
como estes sistemas quanticos discretos estdo associados ao grupo unitdrio SU(2) no contexto

da Mecéanica Quantica.
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3 SISTEMAS QUANTICOS DISCRETOS

A teoria quantica baseia-se em trés frentes, segundo Piza (59): a primeira trata dos aspec-
tos cinematicos nos quais verifica-se as interpretacoes e consequéncias da estrutura algébrica
adotada, enquanto as outras duas estdo associadas aos aspectos da dindmica e processos de
medic¢do. Neste sentido, um espago vetorial conveniente para tratar sistemas quanticos € o espacgo
de Hilbert, o qual é um espaco vetorial complexo de dimensao finita ou infinita dotado de um
produto interno (espago normado). Como este trabalho foca em sistemas finitos, serd tratado
aqui apenas o espago de Hilbert finito, analisando suas propriedades e verificando como os
sistemas quanticos e suas dinamicas sao descritos no contexto formal da Mecanica Quantica e

estdo conectados com a Teoria de Grupos apresentada no Capitulo 2.

3.1 ESTRUTURA DO ESPACO DE HILBERT (ESPACOS FINITOS)

Um espago vetorial ¢ uma estrutura {V, +, -} formada por um conjunto de elementos
V, uma operacdo "+" de adi¢do de elementos de V e uma operagdo de multiplicagdo "-" de
elementos de V por escalares de um corpo K, satisfazendo certas propriedades (57). Os elementos
de V sdo chamados de vetores; para denotar estes objetos serd utilizada a notagcao de Dirac (60),
de modo que um vetor € representado pelo ket | ). Portanto, na estrutura de um espago vetorial
complexo estdo definidas operacdes de soma de vetores e de produto de um numero complexo z

por um vetor que satisfazem as seguintes propriedades:

I. A soma de dois vetores quaisquer |¢) e 1)) € V resulta em um terceiro vetor |[¥) € V, ou

seja, |U) = |¢p) + |¢), que satisfaz as seguintes propriedades:

i. Associatividade:
0) + (10 + b)) = (o) + ) +1x), Vi), [y, o eV. 3.1)
ii. Comutatividade:
[0) + ) =) + o), Vig),l¥)eV. (3.2)
iii. Elemento neutro: existe um elemento |@) € V, chamado de vetor nulo, tal que
) +le)y =), V) eV. (3.3)

iv. Elemento inverso: para todo elemento [¢)) € V existe um elemento |—v) € V,

chamado de elemento inverso, tal que

V) + =) = 2). (3.4)
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II. O produto de um niimero complexo z por um vetor |¢) € V resulta em um novo vetor

|U) = 2z |p) € V, com as seguintes propriedades:

i. Associatividade:

z(w ) = (zw) |¢), VzzweCe |p) € V. (3.5)

~.

i. Distributividade (soma de niimeros):

(z4w)lp)=z|p)+wl|p), VzyweCelp) eV, (3.6)

~.

iii. Distributividade (soma de vetores):

o) +1v) =zle) +2l¥), VzeCelp), ) eV. 3.7)

iv. Elemento neutro:
Lp) =), (3.8)

em que o nimero complexo z = 1 ndo altera o vetor |p) € V.

Um espaco vetorial complexo munido de um produto interno definido, chama-se espaco
de Hilbert H (45). Esta operagdo é tal que associa a cada par de vetores, |¢) e |¢)) € H, um

nimero complexo representado por (¢[)) tal que possui as seguintes propriedades:
i. (oY) = (¥]o)”
ii. (plontpy + agihy) = an (Plyr) + az (Pl2)
ifi. (a1 + o)) = o (1]) + a5 (P2]¢))
iv. () =0

Para definir este produto, introduz-se o bra, denotado por ( |, que é um elemento do
espaco dual associado ao ket, | ), pertencente ao espago de partida. O espago dual é constituido
pelos funcionais lineares que permitem associar os vetores do espaco de partida a nimeros
complexos (61). Para fins praticos, deixa-se os detalhes, destacando a correspondéncia anti-linear

entre kets e bras, conforme segue (43):
a1 |[P1) + ag [the) = af (1] + a3 (Yo .
De acordo com Sakurai e Napolitano (43), a correspondéncia entre kets e bras é univoca!.

O ntimero real positivo ||

¢ chamado de norma ou comprimento do vetor [¢). A norma

[l = V(1) (3.9)

Deve-se ter cuidado com essa afirmacao em um contexto geral, pois em espagos continuos isso pode nao ser
verdade, como € o caso das ondas planas que existem apenas no espago dual. Esta questdo é destacada na pagina
111 de (60). Assim, pode-se dizer que para todo ket existe um bra, mas para nem todo bra existe um ket; isso
justifica o sentido da seta no esquema.

de um vetor [1)) é definida como
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Além disso, para que um |¢)) pertenga ao espaco de Hilbert, deve-se ter ||1|| < oo garantindo a
existéncia de uma norma; no contexto da Mecanica Quantica essa é uma condi¢ao necessdria
para que o vetor |¢) represente um estado fisico aceitdvel (60). A existéncia de um produto
interno permite definir uma norma e, com isso, diz-se que o produto interno implementa a ideia
"geométrica" do espaco através de relacOes de ortogonalidade entre os vetores (59).

Um operador linear A atua no espaco de Hilbert transformando um vetor |p) em um
outro vetor deste espago [1), ou seja, A |¢) = |¢)). Como A é um operador linear, satisfaz a
condi¢do

Aoy [th) + g [the)) = a1 A fihr) + asA fths), (3.10)

e, além disso, define-se o adjunto de A, denotado por AT, que atua nos vetores do espaco dual

conforme
(o (1] + a3 (a]) AT = o (1] AT + a5 (1] AT (3.11)

Para descri¢dao de um sistema fisico no espaco de Hilbert, deve-se escolher uma base
adequada para representar os vetores e operadores (43). Considerando uma base ortonormal®

{|on)}s
(On|dm) = Opms (3.12)

escrevem-se os vetores do espaco em termos dos elementos desta base, permitindo representar
operadores por meio de matrizes através da acdo destes operadores sobre os elementos da base.

Dois vetores |p) e 1) de H sdo escritos na base {|¢,,)} conforme

N N
o) = ;cnkbn% [¥) = ZZldm|¢m>7 (3.13)

em que os coeficientes ¢,,d,, € C sdo as projecdes dos vetores |¢) e |1)) na base {|px)},

respectivamente, sendo dados por

Cn = (Dnlp),  dm = (D). (3.14)
Quanto a norma de |¢), tem-se
N
el = (ele) = D leal” (3.15)
n=1

. : < =N

Se |) estd normalizado, entdo Y, _, |¢,|*> = 1. Analogamente para a norma de |¢).
Considerando que [¢)) = A |yp), é possivel encontrar uma relacdo apenas entre as

componentes escalares dos vetores, reescrevendo esta igualdade em termos da base adotada

conforme

N N
D dnlbm) = cal|bn), (3.16)
m=1 n=1

2 (Caso os vetores niio sejam ortonormais, é possivel utilizar um processo chamado de Ortonormalizacio de

Gram-Schmidt para construir uma base ortonormal; este procedimento esta discutido em (7) e (57).
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projetando em (¢,,| e utilizando a condigdo de ortogonalidade (3.12), obtém-se

N

Onde o termo (¢, | A |¢,,) do lado direito é o elemento A,,,, da matriz que representa o operador

A na base {|gbn>}f:7:1. Assim, as componentes escalares de |¢)) sdo reescritas como

N
=Y AmnCn, (3.18)
n=1

em que A, = (¢| A |¢,). Explicitamente, a representagdo matricial do operador® A é dada

por

(Or] Adfdr) - (01| Alon)

A= : : : 7 (3.19)
(On| Aldr) -+ (on|Alon)
enquanto |p) e [1)) sdo representados pelas matrizes colunas
C1 d1
ey=1 11, =[], (3.20)
CN d N
e os respectivos vetores duais pelas matrizes linhas complexo conjugadas
(o] = (C; C*N), (] = (d*{ d?v)- (3.21)
Além da ortogonalidade dos vetores da base, outra propriedade util associada a estes
vetores, ¢ verificada a partir da expansio do estado |¢) em termos da base ortonormal {|¢,,)}>_,
conforme
N
[©) =D 16n) (ule) (3:22)
n=1
o que implica na relagdo
N
> 1on) (bl = 1, (3.23)
n=1

para que a igualdade seja satisfeita. Esta relacdo €¢ chamada de relagdo de completeza e pode ser
utilizada, por exemplo, para fazer uma mudanca de base (61).

Uma vez que as propriedades basicas do espago de Hilbert foram descritas, serdo intro-
duzidos alguns conceitos fundamentais da Mecanica Quantica, para que na sequéncia se possa
discutir formalmente a evolucdo temporal de sistemas quanticos discretos. Esses conceitos estdo
vinculados aos Postulados da Mecanica Quantica (62), tratados aqui apenas de forma breve e
interpretativa, que apresentam certa motivacao para discussao sobre a extensao ndo-hermitiana

da Mecanica Quantica apresentada no Capitulo 4.

3 Vale destacar que estd sendo utilizada a mesma notacdo para operadores abstratos e suas representacdes

matriciais, uma vez que apenas operadores matriciais sdo utilizados no trabalho. Além disso, a utiliza¢do do
acento circunflexo """ tornaria a nota¢do muito carregada.
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3.2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA MECANICA QUANTICA

A Mecanica Quantica é uma teoria probabilistica e, portanto, fala sobre testes e pro-
babilidades de obtencao dos resultados. Neste sentido, as previsoes feitas por ela sdo testadas
através do preparo de um grande nimero de cépias de um dado sistema (ensemble) sobre as
quais sao feitas operagdes idénticas. De acordo com os Postulados da Mecanica Quantica, o
estado quantico de um sistema fisico € representado por um vetor unitario no espaco de Hilbert
(ket). Assim, dependendo da escolha da base neste espaco, um ket descrevendo um estado do
sistema serd, de forma geral, uma combinagao linear dos kets da base - Principio da Superposi¢do
- (60). Por exemplo, considerando um sistema de spin-1/2 (63), a base do espago de Hilbert
conveniente para descrever este sistema deve ser composta pelo conjunto ortonormal {|1),[])},
0s quais representam o spin up € o spin down respectivamente. Assim, o estado geral deste

sistema, denotado por |1), é dado na forma que segue

V) =ci[1) +e2|l), (3.24)

em que os coeficientes c; e co representam, respectivamente, as amplitudes de probabilidade
do sistema estar em um dos estados [1) ou |}), enquanto as probabilidades sdo descritas por
|c1]? € |e2|?. Portanto, o vetor de estado |+)) deve estar normalizado (¢)|¢)) = 1, de modo que
le1]? + |eo* = 1.

Os Postulados afirmam que uma grandeza fisica corresponde a um operador hermiti-
ano. Um operador hermitiano € definido a partir do conceito de produto interno no espaco de
Hilbert, que simbolicamente é representado por A = AT em que AT é o adjunto* de A (19).
A hermiticidade imposta pelos Postulados da Mecanica Quantica na correspondéncia entre os
observéaveis (grandezas fisicas) e suas representagdes (operadores) € devida ao fato de que opera-
dores hermitianos possuem apenas autovalores reais, valores os quais uma grandeza fisica pode
assumir (60). Por exemplo, a componente z do momento angular intrinseco de uma particula de
spin-1/2, I, possui autovalores +-//2 que representam os valores de momento angular que essa
particula pode assumir (63). Esta é a motivagdo para a discussdo do Capitulo 4, uma vez que
a hermiticidade € uma condi¢ao matemadtica suficiente, mas nao necessdria, para realidade do
espectro (39).

Seja o estado [¢) = S°N  ¢,]a;) de um sistema quéantico, em que cada |a;) é um
autoestado de um operador hermitiano A relativo ao autovalor a;. Supondo que uma medida
sobre o0 observavel A tenha sido efetuada e o resultado obtido tenha sido ay, entdo o estado
em que o sistema se encontra imediatamente apds a medicdo € |ay). Assim, diz-se que o ato de
medir provocou um "colapso da funcéo de onda" de |¢)) para |ay). Portanto, este postulado diz
respeito a0 modo como o observador influencia o sistema observado (64).

Outro postulado fundamental refere-se a dinamica de um sistema quantico, ou seja,

como o estado de um sistema inicialmente preparado evolui com o passar do tempo (59). Neste

4 Transposto complexo conjugado.
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contexto, a manifestacdo dos elementos da Teoria de Grupos na estrutura do espago de Hilbert

associado ao sistema fica evidenciada.

3.2.1 EVOLUCAO TEMPORAL

A descri¢do da dinAmica quAntica na representacdo de Schrodinger’ é descrita pela

equacao de Schrodinger uniparamétrica
d
ih 1) = H(t) [ (1)) (3.25)

em que 7 é a unidade imagindria, 7 é a constante de Planck reduzida, |V (¢)) representa o estado
de um sistema fisico em um instante de tempo ¢ e H(#) representa o operador Hamiltoniano do
sistema (60). A forma deste operador dita as caracteristicas do sistema, uma vez que ele possui a
informacao sobre a energia total do sistema. Além disso, de acordo com a Mecénica Quantica,
pelo fato do Hamiltoniano ser um observavel fisico, ele deve ser representado por um operador
hermitiano, H(t) = H(¢).

A partir da solucdo da Equagdo 3.25, determina-se a evolugdo do estado |¥(¢)) do
sistema, em qualquer instante de tempo ¢, a partir de um estado inicial |V (ty)), preparado em um

instante de tempo inicial ¢y. De forma esquematica,

evolugdo temporal

W (to))

W(t)),

verificando, portanto, como um sistema muda em relacdo a um deslocamento temporal ¢, — ¢.
Desta forma, os dois kets do esquema acima relacionam-se via um operador de evolucao temporal
U(t, to) conforme

(W (t)) = U(t, to) [¥(to)) , (3.26)

levando o sistema de um estado |¥(¢()) para um estado |W(t)), sendo que em ¢ = ¢, esta relagdo
¢ satisfeita somente se U(ty, to) = 1.

Esta formulagdo € aplicada no caso de estado puro que sob evolu¢do unitdria mantém-se
puro no decorrer do tempo (43). Para o caso de estados mistos, a equacdo de Schrodinger
do espaco de Hilbert manifesta-se na forma da equagdo de Liouville-von Neumann para o
chamado operador densidade do sistema (65). Além disso, acrescenta-se que, segundo Nielsen e
Chuang (64), todos os postulados podem ser reformulados no contexto do operador densidade.
A descricao do operador densidade e a evolugdo temporal do mesmo sdo apresentadas no
Apéndice A.

No caso de sistemas fechados, a norma de um vetor de estado |¥(¢)) é a mesma em
qualquer instante de tempo, o que pode ser verificado fazendo

V1) = (el |5 1| + | e 1w, 620
dt dt dt

Outras representacdes podem ser utilizadas para descrever a evolug¢do temporal de um sistema quantico, como a
representacao de Heisenberg, na qual o operador evolui no tempo enquanto o estado fica fixo (59).

5
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e, além disso, da Equacao 3.25, t€ém-se

d 1 d 1
3 V@) = SHEO @), — (TE)] = - (Y)H@), (3.28)

que ao serem substituidas na Equagdo 3.27, resulta em

d
= (W0 () =0, (3.29)
Isto mostra que a quantidade (W (¢)|W(t)) é constante para qualquer valor de ¢ e, portanto, de

acordo com (3.26),
(W)W (E)) = (W(to)| UT(t, 1) U(t, t0) [¥(to)) = (¥ (to)[W(to)), (3.30)

o que implica em U(t, t() ser unitdrio, pois

Ul(t,t0)U(t,t0) =1, Ul(t,t) = U (¢, o). (3.31)
Tomando o determinante desta relagao,

det Ut(¢, o) det U(t, to) = |det U(t, to)|* = 1, (3.32)
encontra-se que o nimero complexo com valor absoluto igual a 1 € uma exponencial complexa,

det U(t,ty) = exp [ia(t, to)], a(t,ty) € R, (3.33)

que € o determinante de uma matriz unitaria. Neste sentido, o operador de evolucdo temporal
U(t, to) representa um elemento do grupo U (V) o qual é composto por matrizes unitdrias N x N
com determinante igual a e’ (§ € R). Por este motivo, um grupo unitrio pode sempre ser escrito
da forma U(N) = U(1)SU(N), como na referéncia (55), em que U(1) representa o grupo de
todos os niimeros complexos da forma z = €' (circulo unitdrio no plano complexo), enquanto
SU(N) representa o grupo das matrizes unitdrias N x N com determinante +1.
O operador de evolugdo temporal possui a propriedade de composicao a partir de ¢, até ¢
conforme
U(t, to) = U(t,t1)U(t, to), (3.34)

a qual caracteriza o conjunto de transformagdes definidas por U(¢, ) como um grupo continuo
de transformagdes unitarias, dado que o tempo ¢ € uma varidvel continua (59).
Ao substituir a Equagdo 3.26 na Equagdo 3.25, verifica-se que o operador de evolugdo

temporal U(¢, t) satisfaz a equagdo de Schrodinger conforme

z’h%U(t, to) = H(t)U(t, to), (3.35)

com a condi¢@o inicial U(ty,ty) = 1. A forma explicita de U(t, t,) € obtida resolvendo (3.35),
cuja solucdo depende da forma com a qual o operador Hamiltoniano muda com o tempo.

Destacam-se trés casos diferentes (43):
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I. Operador Hamiltoniano H independente do tempo.

A solucdo da equacdo de Schrodinger para o operador de evolucdo temporal de um

sistema cujo operador Hamiltoniano H é independente do tempo € expressa na forma

Ult, to) = exp {—z’%(t _ to)] | (3.36)

Um exemplo deste tipo aparece quando se considera o Hamiltoniano de interacdo entre o

momento magnético de spin-1/2 e um campo magnético constante (43).

II. Operador Hamiltoniano H(¢) dependente do tempo e comuta consigo mesmo em diferentes

instantes de tempo.

Quando o operador Hamiltoniano H(t) da Equagdo 3.35 depende do tempo e comuta
consigo mesmo em diferentes instantes de tempo, ou seja, [H(¢;), H(¢;)] = 0 para t; # ¢; e,

portanto, a solucdo da Equacdo 3.25 fica dada por

-
U(t, ty) = exp [—%/ H(T)dT:|. (3.37)
to

Observa-se que se o Hamiltoniano for independente do tempo, o resultado anterior € recuperado.
Um exemplo em que este caso ocorre, é na interagdo do momento magnético de spin-1/2 com

um campo magnético cuja intensidade varia com o tempo, porém, com direcao fixa (63).

III. Operador Hamiltoniano H(¢) dependente do tempo e ndo comuta consigo mesmo em

diferentes instantes de tempo.

Neste caso, além do operador Hamiltoniano depender do tempo ele também nao comuta
consigo mesmo em diferentes instantes de tempo, ou seja, [H(t;), H(¢;)] # 0, a solucdo da
equacao de Schrodinger para o operador de evolugdo temporal torna-se nio-trivial, sendo expressa

pela série de Dyson (43)

00 NNt t T
Ultto) =1+ (%) /t dt1/t dt2-~-/t At HEH(t) - - H(t,),  (3.38)
n—=1 0 0 0

em que t; >ty > ... > t,, podendo ser colocada em uma forma compacta utilizando o operador
de ordenamento temporal %, que rearranja os termos em ordem cronoldégica com o tempo
crescendo da direta para a esquerda, de modo que o operador de evolugdo temporal de (3.38) fica
(66)

Z’ t
Ult, to) = T exp [—ﬁ / H(T)dT:| . (3.39)
to
Esta é uma expressao geral, de modo que se o Hamiltoniano comutar em tempos diferentes, o

resultado anterior expresso em (3.37) € recuperado. Este caso, por exemplo, ocorre na interagao

de uma particula de spin-1/2 cuja dire¢do muda com o decorrer do tempo.
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Devido a dificuldade em encontrar solu¢des exatas da equacao de Schrodinger quando
o Hamiltoniano depende do tempo, muitos sistemas sao tratados de forma aproximada através
de métodos perturbativos ou ainda técnicas que envolvem mudanca de referenciais (67), por
exemplo. Sendo assim, neste contexto surge a motivagdo para o uso de simetrias dinamicas
na obtencao de solucdes exatas, como € o caso estudado em (37), trabalho no qual os autores
propdem um ansatz que permite classificar sistemas fisicos com simetria dindmica SU(2)
exatamente soliveis. Outra proposta recente € feita em (68), no qual os autores utilizam um
procedimento que permite encontrar solu¢des analiticas exatas para um sistema fisico hermitiano
dependente do tempo através do mapeamento deste sistema em outro sistema ndo-hermitiano
independente do tempo que, em geral, € mais simples de ser resolvido.

Na préxima se¢do, a conexao entre grupos e os conceitos basicos de Mecanica Quantica
apresentados fica explicita, uma vez que serd analisada a dinAmica de um sistema com simetria
SU(2) para os casos independente e dependente do tempo, o qual serd tratado utilizando o

método proposto por Messina e Nakazato (37).

3.3 SISTEMA QUANTICO COM SIMETRIA DINAMICA SU(2)

Um sistema € dito com simetria dindmica SU(2) quando o Hamiltoniano deste sistema
¢ expresso como uma combinagdo linear dos elementos da édlgebra su(2), de modo que o
Hamiltoniano também pertence a dlgebra su(2). Portanto, o operador de evolugdo temporal
deve pertencer ao grupo SU(2) (36); isto pode ser visto pela forma exponencial do operador de
evolucdo (3.36) em comparacao com (2.45). O anterior também € vdlido para outras simetrias,

como apresentado nas referéncias (38, 69) para os respectivos grupos SL(2,C) e SU(3).

3.3.1 SISTEMA COM SIMETRIA DINAMICA SU(2) INDEPENDENTE DO TEMPO

Para o caso de um sistema quantico de dois niveis, representa-se o operador Hamiltoniano
H deste sistema por meio de uma matriz escrita em termos da base {Iy, Iy, I, I3}, com Iy = % e
L =%,
1 > o,
H = fico; + > hcjgﬂ, (3.40)
j=1

em que ¢; € R pelo fato de H = H' e os coeficientes ¢; possuem unidade de frequéncia s .

O operador de evolugdo temporal associado a este Hamiltoniano pode ser encontrado

substituindo-se (3.40) em (3.36). Assumindo que ¢, = 0, tem-se

. 3
j=1

Como [0}, 1] = 0, esta expressdo pode ser reescrita da seguinte forma

3
U(t) = exp {—i%t} exp [—ZZ %t] (3.42)

J=1
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O primeiro termo da expressao (3.42) gera um termo de fase complexa

el o~ (gt e (i) %]
exp{ 2225}—”20 o 1 —lnzo o = lexp 2275, (3.43)

enquanto o segundo termo pode ser reescrito em uma forma compacta, utilizando a notagao
= 3
¢-G =) ;_, ¢jo;, conforme

=

exp [—i cj;j t] = exp [—i%’t], (3.44)

j=1

de modo que a expressdo (3.42) torna-se
c &
U(t) = exp [—1504 exp {—17“ ] . (3.45)
Além disso, uma expansdo em série de Taylor permite reescrever o segundo termo como

¢ = (—i%ge)” .
exp [—i%t} = Z % = 1cos% — Z_c?cr sin%, (3.46)

n=0

. . N . . — —\2
uma vez que propriedades associadas as matrizes de Pauli fornecem (¢-&)” = ¢*1, com ¢ sendo
o médulo do vetor ¢ dado por ¢ = \/¢? + ¢2 + ¢3. Portanto, substituindo a expressdo (3.46) em

(3.45), obtém-se

t o t
U(t) = exp [—z’%ot] (1 cos% — ZCTU sin %) . (3.47)

O determinante de U(¢) pode ser calculado pela expressao (3.45), resultando em

det U(t) = exp [—icot] exp [Tr (—zggt)} = exp [—icot], (3.48)

pois Tr(o;) = 0. Assim, o operador de evolugdo temporal pertence ao grupo U(2), uma vez que
é representado por uma matriz unitdria 2 X 2 com determinante igual a exp [—icot].

A escolha particular em que ¢y = 0 faz com que o operador de evolugdo temporal U(t)
passe a ser um elemento do grupo SU(2), uma vez que det U(¢) = 1. Neste caso, o operador
U(t) torna-se

- t Yea t
U(t) = exp {—ic Ut] ¢ 7 gin

5 = 10085 — ZT sin X (3.49)

cuja representagdo matricial é dada em termos da representacéo fundamental de SU(2)

U(t) = ( alt) b<t>>, (3.50)

onde
t t
a(t) = cos% - 2%3 sin c2 : (3.51)
b(t) = —i L) g < (3.52)
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com ¢ = y/c? +¢3 + c3.
Além disso, para ¢y = 0 o operador Hamiltoniano H, gerador da transformacao (3.49),

torna-se um elemento da dlgebra de Lie su(2) representado por

h [ Q
H = fic,Ty + heoly + hicsly = — “), @) =o, (3.53)
2 \w* =0
na qual as funcdes real {2 e complexa w sdo definidas como
Q= C3, W =10 — iCQ. (354)

A partir da parametrizacdo do Hamiltoniano, os parAmetros a(t) e b(¢) da matriz do
operador de evolucdo temporal, tornam-se
Kkt Q. Kl

a(t) = cos 5 —isino, (3.55)
W . KT
b(t) = —i—sin o, (3.56)

sendo x dado por

K=/ +|wl. (3.57)

Verifica-se que a condigdo det U(t) = |a(t)]* + |b(¢)|* = 1 € satisfeita para todo t.

A seguir, serd discutido a evolugdo temporal quando o Hamiltoniano depende do tempo.

3.3.2 SISTEMA COM SIMETRIA DINAMICA SU (2) DEPENDENTE DO TEMPO

Como ja mencionado anteriormente, quando o operador Hamiltoniano depende do tempo
€ necessdrio atentar-se sobre a comutagdo deste operador consigo mesmo em tempos diferentes.

O Hamiltoniano hermitiano geral € representado pela matriz

3
H(t) = heo(t)Io + Y he; (D)1, (3.58)

J=1

O comutador do Hamiltoniano em tempos distintos €

H(t),H(t")] = | heo(t)Ip + i hie; (¢)I;, heo(t') I + i he; ()1,

J=1

= h2co(t)co(t') [To, o] +Zh co(t)e; (') [T, I;] + (3.59)

+Zh C] Co I],IO + Z h C] Ck( )[ij]:k]a

7,k=1
uma vez que o operador Iy é proporcional a identidade, ele comuta com qualquer operador
e, assim, apenas o ultimo termo permanece. Utilizando a relagcdo de comutagdo (2.41) esta

expressao fica escrita como

[H(t), H(t')] = ih* Y ejmc;(t)e(t)L. (3.60)

Gik,l=1
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ou ainda, utilizando-se notagdo vetorial,
[H(t), H(t")] = ir?[{(t) x &(t')] - L. (3.61)
Portanto, verifica-se que este comutador € zero somente para os casos em que
cu(t)e, (') — e, (e, (t') =0, e (3.62)

Um sistema da forma (3.58) cujo operador Hamiltoniano apresenta dependéncia temporal
e comuta consigo mesmo, é o caso em que os coeficientes ¢;(t) da equacdo (3.58) dependem
da mesma funca@o do tempo, por exemplo, ¢;(¢) = o f(t) para j # 0. Para ¢,(t) deixa-se uma
funcgdo arbitrdria, uma vez que a identidade comuta com todos os operadores. Neste caso em

particular, o operador Hamiltoniano pode ser escrito como
3
H(t) = heo()o + f(t) > hayL;, (3.63)

em que identifica-se o operador que pertence a dlgebra su(2)

H, = Z ha,1; = h— (3.64)

7=1
com a-I = 2?21 a;0;/2. O comutador (3.60) de fato se anula, pois
[H(t), H(t)] = [hco(t)Io + f(t)Ho, hico ()10 + Ho f(')] = 0. (3.65)

A forma matricial explicita do Hamiltoniano deste sistema fica dada por

. hCQ(t) 10 hf(t) Qo wWo
H ==~ (0 1) R (w; —QO> (.60

em que os elementos (), e wy sdo definidos como
QO = (3, Wy = 01 — iag. (367)

A equagdo de Schrodinger para o operador de evolugdo temporal U(t) deste sistema é

hCO (t)

iRU(t) = H)U(t) = 5

U(t) + f(t)HoU(2), (3.68)

cuja solugdo € dada por (3.37) conforme

U(t) = exp {—%/OtH(T)dTl = exp [—%/Ot (hco o + f(r Zha] )dT], (3.69)

que pode ser reescrito como
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em que identificam-se as quantidades

Co(t) = /Ot co(7)dr, F(t) = /Otf(T)dT. (3.71)

O primeiro termo do argumento de (3.70) comuta com o segundo, de modo que a
exponencial pode ser separada em um produto de exponenciais e, além disso, utilizando-se a

notacdo vetorial (3.64), o operador de evolucdo temporal pode ser reescrito na forma

U(t) = exp {—z’ Coét)] exp {—@'&'2& F(t)} . (3.72)

O segundo termo pode ser reescrito de maneira semelhante ao da relagcdo (3.47), pois Hy € o
elemento da dlgebra do grupo SU(2) e a fun¢do F(¢) é o parAmetro continuo deste grupo e,

assim, uma expansao em série de Taylor em torno da identidade permite reescrevé-lo como

a-é O [HiEEF)]) oF(t) @& . oF(t)
exp{ = F(t)] —Z . = 1cos 5 = —sin——. (3.73)

sin , (3.74)

_C02(t)] {1 COSan(t) —i&j , a|:2(t)

que representa um elemento do grupo unitario U(2) com determinante igual a exp [—iCy(?)].
Assim, para que o operador de evolugdo temporal seja um elemento de SU(2), faz-se Cy(t) = 0,
0 que resulta em

aF(t) a-a . aF(t)

U(t) = 1cos 5~ i sin 5 (3.75)

_ [ a0
U(t) = (—b*(t) a*(t)>, (3.76)

ou na forma matricial

em que os parAmetros independentes a(t) e b(t) sdo dados por

_aF(t)  as . aF(1) (g —iag) . aF(t)
a(t) = cos — o Tl sin——, b(t) = —1 - sin — =, (3.77)

ou em termos dos parametros do Hamiltoniano definidos em (3.67)

KoF(t) Z% sin IioF(t)

a(t) = cos R (3.78)

) 2 ’

(3.79)

onde @ = /a; + g + az = /Q2 + |wo|? = ko.
Nota-se que no caso em que f(¢) ¢ uma fungdo constante diferente de zero, os elemen-
tos a(t) e b(t) sdo os mesmos encontrados para o caso particular em que os coeficientes do

Hamiltoniano sdo constantes.
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Nos casos mais gerais, o comutador (3.60) ndo se anula e o operador de evolugdo temporal
fica expresso por (3.39), sendo bastante complicado obter a forma da solugdo da equagao de
Schrodinger. Desta forma, uma técnica que permite contornar o problema € proposta por Messina
e Nakazato (37), a qual possibilita encontrar casos nos quais os parametros a e b do operador
de evolucdo temporal de sistemas com simetria SU(2) de forma exata e, portanto, faz-se uma
andlise deste método.

O método de Messina-Nakazato consiste em encontrar Hamiltonianos soluveis para
sistemas de dois niveis, mas que pode ser estendido para /NV-niveis, uma vez que a representacao
N-dimensinal do grupo SU(2) depende apenas dos dois pardmetros da representa¢do fundamen-
tal deste grupo (36). A ideia do método estd em estabelecer uma relagcdo entre o Hamiltoniano
dependente do tempo e o operador de evolucdo temporal correspondente por meio de uma
funcdo arbitraria, de modo que esta técnica permite encontrar modelos de sistemas de dois niveis
analiticamente soluveis.

De acordo com os principios da dindmica quantica, o operador Hamiltoniano esta
associado ao operador de evolugao temporal via equacao de Schrodinger (3.35), que pode ser

invertida e reescrita na forma

H(t) = ih {%U(t)] Ui (t). (3.80)

No caso de sistemas com simetria dindmica SU(2), o Hamiltoniano geral do sistema é

escrito como

3
H(t) =Y he;(L;, ¢ €R, (3.81)
j=1

e as formas matriciais do Hamiltoniano e do operador de evolucdo temporal ficam dadas conforme

R Q) w(t) o alt) bt
H<t>2<w*<t> —Q<t>>’ U@(—b*(t) a*<t>>’ o

onde Q(t) = c3(t), w(t) = ¢1(t) —ica(t), a(t) e b(t) sdo fungdes complexas. Assim, a Equa-

segue

¢do 3.80 assume a forma

h (Q(t) w(#) ) :m( alt) b(t)) (a*(t> —b(t)) (3.83)
2 \w(t) —Q(t) =0 (1) () \o*(t) alt) )’

onde os pontos sobrescritos indicam as derivadas em relacdo ao tempo. Nesta forma, fica indicada
a relagdo entre as fungdes €)(t) real e w(t) complexa do Hamiltoniano e as fun¢des complexas

a(t) e b(t) do operador de evolugdo temporal, resultando no conjunto de equacdes diferenciais

_i@ = a(t)a”(t) + b (¢), —i# = b(t)a(t) — a(t)b(t), (3.84)

sujeitas a restri¢ao
det U(t) = a(t)a™(t) + b(t)b*(t) = 1, (3.86)
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e a condicao inicial
a(0)=1, b(0)=0, (3.87)

devido ao fato de que U(0) = 1.
A esséncia do método estd na técnica utilizada para resolver as equacgdes diferenciais, a
qual estabelece a ligacao entre os operadores de evolugdo temporal e a geragdo de Hamiltonianos

integraveis. Portanto, para resolver as equagdes diferenciais, considera-se as seguintes equacoes

9] .
—is = aa” + b, (3.88)
—i% — ba — ab, (3.89)

em que omitiu-se a dependéncia temporal para ndo sobrecarregar a notagdo. Pode-se observar

que a equacgdo (3.89) pode ser resolvida para b em termos de a e w se reescrita na forma

w d /b
S 3.90
a2 T at (a) ’ (3.50)
resultando na relagdo
a [tw a
— | Zdr=—-X 91
"=% ), @Y G20

onde identifica-se a fungdo complexa X = X (¢) como sendo

b w W
X = /0 Sdr, X =—, X(0)=0. (3.92)
Substituindo-se (3.91) na equacdo diferencial (3.88) e multiplicando ambos os lados pela fungado
a, tem-se .
Q 1 2 * X X*
—z% —q [aa* (1 + ZXX*N + %. (3.93)

Observa-se que o termo entre colchetes € o determinante de U em termos da fungdo X
* * * 1 *
det U = aa”™ + bb* = aa (1+ZXX) =1, (3.94)

de modo que a Equacgdo 3.93 torna-se

af) . wa* X*
—l— =a+ .

5 1 (3.95)

uma vez que X = w/a’. Assim, obtém-se uma equagio diferencial para a dependo dos pardme-

tros €2, w e X, conforme

afl  wa* X*
21 4
Solucdes para os parametros a € b do operador de evolugdo temporal em termos de

(3.96)

a =

parametros () e w arbitrarios do Hamiltoniano, sao dificeis. Entretanto, segundo Messina e
Nakazato (37), se ao invés de buscar solugdes para quaisquer funcdes de entrada, €2 e w, buscar

para qualquer (2, formas de w para as quais o problema seja exatamente solivel, a dinAmica



47

do sistema podera ser descrita sem nenhuma aproximacao. Neste sentido, este método possibi-
lita a classificagdo de solu¢des U para diferentes operadores Hamiltonianos. Reescrevendo a

Equagdo 3.96 em termos de €2 e X, tratando X como uma fungdo arbitraria,

aQ  a2a*XX*
] = 3.97
‘T TR G9D
XX+
1=— i+ ———— 3.98
‘ Z2+4+XX*]CL’ G.98)
em que utilizou-se o resultado de (3.94) que permite escrever o produto aa™ como
4
f=a = . 3.
aa” = |al X (3.99)
A solucdo da Equacdo 3.98 é dada em termos de €2 e X da forma que segue
PRIXX) i ! EQ(XX¥)
= — | ———=d — | Qdr—i | ——=d 3.100
a expl/04+XX* T]exp 2/0 T Z/O4+XX*T’ ( )
em que identifica-se
PRXX™) 2
a| = exp —/ ——V 4T =7 (3.101)
@ [ o 4+ XX (4+ X X%
e, portanto, a expressao (3.100) torna-se
2 i [ E3(XX*)
a=———"—"—exp|—= [ Qd7—1 | ——=dr]|. 3.102
(4+ X X*)? p[ 2/0 /04+XX* G-102)

Assim, dadas as fungdes €2 e X, determina-se exatamente os pardmetros do operador de evolucio
temporal, a e b, por meio de (3.91) e (3.102) e, além disso, pode-se encontrar w por (3.92) para
se obter a forma do Hamiltoniano.

Este método ndo trata de uma forma geral para resolver qualquer sistema quantico, mas
no contexto de problemas exatamente soliveis, permite efetuar uma engenharia de Hamiltonianos
com simetria SU(2), no sentido de que € possivel estabelecer a relagio entre um dado X e o
operador Hamiltoniano correspondente, cuja dindmica pode ser descrita de forma exata.

Até agora, foi discutido sobre a dindmica de sistemas quanticos regida sob evolugao
unitdria dada em termos da representagdo do grupo SU (2), que caracteriza um sistema fechado.
Do ponto de vista da Teoria de Grupos, também € possivel considerar grupos nao-unitdrios, como
por exemplo o grupo SL(2,C) discutido no Capitulo 2, o qual estd associado a dindmica de
sistemas dissipativos (38). O Hamiltoniano escrito na base composta pelos elementos da dlgebra
s[(2,C) € um operador ndo-hermitiano, que de acordo com os Postulados da Mecénica Quantica
brevemente discutidos, ndo deve representar um observavel fisico. Entretanto, nos dltimos anos
muitos pesquisadores vém contribuindo na frente ndo-hermitiana da Mecanica Quantica (21).
Portanto, no capitulo seguinte, algumas ideias propostas na literatura sao apresentadas e, de
forma andloga ao sistema quantico SU(2), é obtida a evolugdo temporal ndo-unitdria que inclui

a simetria do grupo SL(2,C).
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4 MECANICA QUANTICA NAO-HERMITIANA

A Mecanica Quantica convencional postula que um observavel deve ser representado
por um operador hermitiano, uma vez que as quantidades mensurdveis estdo associadas aos
seus autovalores reais (13). Entretanto, a hermiticidade € um carater matematico e nao fisico,
que representa uma condicdo suficiente, porém, ndo necessaria para a realidade do espectro
de um operador (14). Portanto, neste capitulo pretende-se discutir de maneira breve algumas
formulacdes que surgem no contexto nao-hermitiano, com o intuito de descrever a dindmica de
um sistema nao-hermitiano que inclui a simetria do grupo S L(2, C). Neste contexto, analisar-se-a
a representacdo biortogonal (32), a qual esta associada ao estudo da dinamica nao-hermitiana
proposta por Dattoli, Torre e Mignani (30). Ainda no contexto da dindmica, também serd
analisado o formalismo proposto por Bertlmann, Grimus e Hiesmayr (34). Isso serd util na
descrigdo fenomenoldgica da dindmica de relaxagdo de um sistema de spin-1/2 apresentada no

Capitulo 5.

4.1 CONTEXTUALIZACAO SOBRE A FORMULACAO NAO-HERMITIANA

A hermiticidade de um operador € definida em relacdo a um produto interno, o qual deve
satisfazer a definicdo apresentada na se¢do 3.1. Considerando um espaco de Hilbert discreto H,
como definido no Capitulo 3, tem-se que a primeira entrada do seu produto interno € anti-linear,

de modo que para um operador A tal que A : H — H é valido

(V]Ag) = (ATy|9), (4.1)
sendo um operador hermitiano definido por
(V|Ag) = (AY[9), (4.2)

para quaisquer vetores arbitrérios |¢), |¢) € H. Assim, um operador é hermitiano se o seu
dominio € o mesmo tanto no espaco de partida quanto no espaco dual. No caso discreto,
o conceito de hermiticidade é equivalente ao conceito de auto-adjunticidade, de modo que,
representa-se a hermiticidade simbolicamente por AT = A (19).

Como ja discutido, o operador Hamiltoniano H que descreve um sistema quantico deve
ser hermitiano (H' = H), o que garante a realidade do espectro e a unitariedade da evolucdo
temporal do sistema, implicando na conservagao da probabilidade (ver Equacgao 3.29).

Apesar dos resultados da Mecénica Quantica hermitiana serem bem aceitos, o requisito
sobre a hermiticidade do Hamiltoniano foi contestado por Bender e Boettcher (14), mostrando

que o espectro de um Hamiltoniano ndo-hermitiano da forma
H = p* + x*(ix)%, 4.3)

em que p € X sdo os respectivos operadores de momentum e posi¢ao, € real para € > 0; quando

€ = 0 o espectro do oscilador harmdnico quantico € recuperado (14). Neste estudo, verificou-se
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que apesar do Hamiltoniano nao ser hermitiano, ele possuia a chamada simetria-P7, a qual
expressa invariancia sob paridade (P) e reversao temporal (7). Com esta observagao, afirmaram
que a hermiticidade era uma condig¢do restritiva, propondo sua substitui¢ao pela condi¢do mais
fraca de invariancia sob reflexdes espaco-temporais, possibilitando uma extensido ndo-hermitiana
da Mecanica Quantica (15).

Na constru¢do da Mecanica Quantica P7T -simétrica, foi introduzido inicialmente um
produto interno modificado, denotado por (-|-)p7, 0 qual dava origem a uma métrica indefinida,
que resultava em possiveis normas negativas para os vetores de estado e, portanto, ndo definia
um espacgo de Hilbert fisico. Para contornar este problema, Bender, Brody e Jones propuseram
a introducdo de outra simetria associada a simetria P7, chamada de conjugacdo (C) (16).
Com esta simetria, tornou-se possivel construir um produto interno definido, denotado por
(-|YepT> em que a norma de um vetor de estado é sempre positiva, estando de acordo com
a interpretacdo probabilistica do formalismo padrdo da Mecénica Quéantica. Portanto, com a
simetria CPT, Bender e colaboradores mostraram ser possivel construir uma Mecanica Quantica
com Hamiltonianos que, apesar de ndo serem hermitianos, possuem autovalores reais € geram
uma evolugdo unitdria para o sistema em relacio a essa nova métrica (17). Uma abordagem
didatica sobre simetria P77 é feita em (70), em que discute-se a equivaléncia entre os formalismos
PT -simétrica e convencional.

Os resultados obtidos com o formalismo P77 -simétrico, mostraram-se consistentes com
a teoria quantica padrdo. Além disso, uma generalizacao foi proposta por Mostafazadeh em
uma série de trabalhos (39, 71, 72), nos quais demonstrou que a simetria P77 € um exemplo
especifico da condi¢@o mais geral, denominada pseudo-hermiticidade, necessaria para a realidade
do espectro de um operador. Esta condicdo estd relacionada a modificacdo adequada no produto
interno do espaco de Hilbert, em relacio ao qual o operador Hamiltoniano de um sistema quéntico
seja hermitiano.

Como um espaco de Hilbert € um espago vetorial complexo munido de um produto
interno, a modificacdo desta operacdo define um novo espago de Hilbert. Assim, para definir o
conceito de pseudo-hermiticidade, considera-se dois espagos de Hilbert H e H', que compartilham
o0 mesmo conjunto de vetores V, mas diferem em suas estruturas de produto interno (19).
Assumindo que no espaco H estd definido o produto interno usual, pode-se construir uma

estrutura de produto interno no espaco H’ conforme

(Y]d)o = (¥|O9), (4.4)

relacionando o produto interno modificado (:|-), ao produto interno usual (-|®-), em que o
operador ® é denominado operador métrico, o qual € hermitiano em relagdo ao produto interno
usual: ©® = OF. Observa-se que para © = 1 o produto interno usual é recuperado.

Seja A um operador que atua em ambos os espagos de Hilbert, de modo que em H vale

a relagdo (4.1), enquanto em H' vale

(V|AQ), = (AT[0),, 4.5)
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onde A* denota o adjunto de A em relagdo ao produto interno modificado. Uma vez que este

produto estd associado ao produto interno usual através de (4.4), tem-se

(V1A®), = (¥|OAQ) = (ATOY|g), (4.6)

e da relagdo (4.5),
(W|AG), = (AtY]), = (OAMY|9). 4.7
Como (4.6) deve ser igual a (4.7), os operadores AT e A relacionam-se através de
Al =0OA'O !, (4.8)

que no caso em que o operador A € hermitiano em relacdo ao produto interno modificado,
A = A%, obtém-se a relacdo
At =0AO !, (4.9)

a qual é chamada de condi¢ao de pseudo-hermiticidade. Portanto, um operador que satisfaz a

relacdo (4.9) é hermitiano no espaco de Hilbert H’,

(V]|Ag), =(V|OAQ) = (ATOY|¢) (4.10)
=(0AO'0Y|¢) = (OAY|9) (4.11)
=(A|©¢) = (AY|9),. (4.12)

Portanto, um operador pode ndo ser hermitiano em relagdo ao produto interno usual, mas pode-se
encontrar uma métrica na qual ele seja. Neste caso, o operador é chamado de pseudo-hermitiano
e satisfaz a relacdo (4.9). O espectro de um operador pseudo-hermitiano ndo € necessariamente
real podendo aparecer aos pares complexos conjugados (39), como no exemplo apresentado na
referéncia (73).

Nota-se que, em geral, o produto interno modificado pode ser indefinido, ndo podendo
ser utilizado para definir um espaco de Hilbert fisico conforme o formalismo convencional (19),
embora haja discussdes sobre espacos com produto interno indefinido (74). Para construir um

produto interno definido, deve-se considerar um operador métrico ® positivo, ou seja,

(¥|©1) >0, (4.13)

para todo |1)). Isto torna possivel definir normas positivas para os vetores em H’, uma vez que

1DI2 = (i) = (¥]1©Y) >0, (4.14)

onde a igualdade é vélida somente quando |¢)) for um vetor nulo. Com isso, a interpretagdo
probabilistica da Mecanica Quantica € assegurada.

Um operador que satisfaz a relacdo de pseudo-hermiticidade (4.9), com um operador
métrico positivo € dito quase-hermitiano (18), pertencendo a classe mais geral de operadores que

podem ser associados fisicamente a Hamiltonianos (assumindo um espago de Hilbert com norma
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positiva) cujo espectro € real, uma vez que um operador quase-hermitiano possui um similar
hermitiano (71). Isto se da pelo fato de que o operador métrico € positivo e hermitiano, podendo

ser reescrito em termos de um operador 7 conforme
0 =1n'n, (4.15)
que ao ser substituido em (4.9), resulta em
A =ninAn~'(nh)~". (4.16)

Multiplicando esta relagio por (n')~! a esquerda e por i a direita, obtém-se

(n")'Aln' =nAn~", (4.17)
(nAn™ ") =nAn', (4.18)
al = a, (4.19)

em que o operador hermitiano a € identificado como
a=nAn"' (4.20)

sendo a o similar hermitiano de A, estando relacionados pela transformacao de similaridade
expressa em (4.20). Destaca-se que o operador 7 ndo € unico, uma vez que a relagdo (4.15) é
satisfeita se n = Uo@% para qualquer operador unitdrio Uy (19).

A relacdo (4.20) indica a existéncia de uma evolugdo temporal unitdria associada a um

Hamiltoniano ndo-hermitiano no espago de Hilbert H', onde verifica-se que

((1)]p(t)) o =(t(to)] exp [—iHL]'© exp [—iHt]|¢(to)), (4.21)
=(4(to)|m" exp [iht](n") 'ninn~" exp [~iht]n|(t)), (4.22)
=(¥(t0)|®lé(t0)), (4.23)
= (t0)|9(t0))e, (4.24)

em que exp [—iHt] é o operador de evolugdo temporal pseudo-unitario ! associado ao operador
unitdrio exp [—zht] via transformagdo exp [—iHt] = n~!exp[—iht]n. Também € possivel
associar o valor esperado de um observavel nao-hermitiano A em H' ao valor esperado de seu

similar hermitiano em H conforme

(A =('|AY) = (V'|@A]Y), (4.25)
=('|n"n(n"an)[v') = (V' |nfanly’), (4.26)
=(]aly) = (a)u (4.27)

em que foi definido o vetor |¢)) = m|¢)’), onde 1) conecta os vetores |1)) € He |¢') € H'.

' Um operador pseudo-unitério U satisfaz uma relagio da forma UT®U = ©, em que ® é uma quantidade

invariante sob esta transformacgéo. Um exemplo aparece em transformagdes associadas ao grupo SU(1,1) (58).
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Desta forma, com a formulacido quase-hermitiana € possivel incorporar Hamiltonianos
nao-hermitianos que apresentam resultados compativeis com aqueles obtidos pelo formalismo
convencional, como € visto em trabalhos tedricos (75) e experimentais (29, 76). Entretanto,
diferentemente da frente seguida por Bender e Mostafazadeh, outros autores utilizam o forma-
lismo nao-hermitiano na andlise de sistemas abertos (21). A respeito disso, discussdes tedricas
sdo feitas na representacdo biortogonal da Mecanica Quantica em (30, 32, 77) e também em
teorias de dissipacdo na tentativa de explicar fenomenos de perda de energia, como abordado
em (40, 78, 79). Nesse sentido, a Mecanica Quantica ndo-hermitiana apresenta-se como uma
formulacdo alternativa aquela utilizada em Mecanica Quantica de sistemas abertos (no sentido
de uma abordagem fenomenolégica). Dentro disso, identifica-se uma hierarquia ndo-hermitiana

da Mecanica Quantica vista na Figura 3.

Figura 3 — Hierarquia Nao-Hermitiana.

Nao-Hermitianos

Pseudo-Hermitianos

Quase-Hermitianos

Hermitianos

Fonte: O autor (2018).

Um sistema ndo-hermitiano com autovalores complexos, deve ser tratado a priori de
forma heuristica, pois, em geral, a probabilidade ndo se conserva, salvo formalismos hibridos,
como o mostrado em (34), que tratam Hamiltonianos ndo-hermitianos efetivos via equagao de
Lindblad-Kossakowski e permitem uma descri¢cao da evolugdo do sistema onde a probabilidade é
conservada. Talvez este caminho permita dar uma interpretacdo adequada ao Hamiltoniano nao-
hermitiano; interpretacdes sobre Hamiltonianos nao-hermitianos em simetria-P7 sdo discutidas
em (80).

Na proxima secdo, serd discutida a formulagido biortogonal da Mecanica Quantica.

Também serd verificada uma conexdo com a representacdo pseudo-hermitiana.

4.2 REPRESENTACAO BIORTOGONAL

A representagdo biortogonal surge na tentativa de encontrar uma base adequada para des-

crever um dado sistema fisico, uma vez que os autoestados de um Hamiltoniano ndo-hermitiano
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nao sdo ortogonais. Para isso, € necessario considerar que o operador Hamiltoniano H e seu
adjunto H' sdo diagonalizdveis e, portanto, satisfazem as seguintes equacdes de autovalor e

autovetor

Hl|¢n) = Ao |dn), A €C (4.28)
H [x0) = vn [Xn), vn €C. (4.29)

em que os respectivos autoestados do Hamiltoniano e do seu adjunto, |¢,) € |xy), ndo sdo

ortonormais entre si, o que significa

No espaco dual, tem-se as seguintes equagdes

(dn] HT = ($n] A, (4.31)
x| H = (x| v, (4.32)

onde os autovalores do Hamiltoniano e do seu adjunto, \,, e v,,, respectivamente, sdo nimeros
complexos.
Entretanto, é possivel encontrar uma relacio entre os autovalores e autovetores de H e

HT, projetando (4.28) em (| e utilizando (4.32), de modo que surge a relagio

(/\n - V;) <Xn| ¢n> =0, (4.33)

onde uma escolha adequada € tal que
An =V (4.34)

n’

sendo os autovalores do adjunto, os complexos conjugados dos autovalores do Hamiltoniano,
implicando em um conjunto biortogonal formado pelos autovetores de H e H', que satisfazem a

relagdo de biortogonalidade
(X &n) = S, (4.35)

assumindo que os vetores estdo bi-normalizados. Observa-se que se o Hamiltoniano for hermiti-
ano, H = HT, a estrutura ortogonal usual é recuperada; isto justifica a escolha (4.34).

Assim, apesar dos autovetores do Hamiltoniano ndo serem ortogonais entre si, combinando-
os com os autovetores do adjunto, € possivel compor uma base biortogonal, na qual um estado

genérico |¥) pode ser expandido como

T) =) "angn) . an = (xa|¥), (4.36)
T) = balxn)s  bn = (6n]T). 4.37)

Substituindo os coeficientes a,, e b,, dentro das expansdes, obtém-se uma relacao de bi-completeza

Z |¢n> <Xn| =1= Z |Xn> <¢n| ) (4.38)
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onde pode-se introduzir os operadores Hﬁ e ITY, definidos conforme

10 = |¢) (Xul,  TIX = [Xn) (60l (4.39)

que fazem o papel do operador de projecdo, satisfazendo a relacao Hﬁ’xﬂfj;x = (5an$”‘. Com

isso, o Hamiltoniano admite a seguinte decomposi¢do espectral
H=3 A= Aulén) (al (4.40)

para o adjunto a decomposicao € direta, bastando tomar transposto complexo conjugado de (4.40)
e verificar que (T1?)t = TTX.
Dada uma base biortogonal {|¢,,), |x»)}, um operador A qualquer pode ser representado

da seguinte maneira

A= Z U |On) (X (4.41)

n,m
de tal forma que A pode ser visto como uma matriz, cujos elementos sdo dados por a,,,. Assim,
se B for outra matriz com elementos b,,,,, na base {|¢,) , |x»)}, entéo, os elementos de matriz do
produto AB ficam dados por ), @y bym.

Para introduzir uma interpretacdo probabilistica consistente com aquela da Mecanica
Quantica convencional, faz-se necessdrio definir um estado associado (32), que estabelece uma

relac@o entre os elementos do espaco de Hilbert e do seu dual, conforme
) =M alen) & (B =D abu = (W)= alm). (@42
[0 =D balxa) & (U= 06 = [0 =D bulén), (4.43)

em que o estado dual de |¥) é definido por (¥[, sendo o estado associado de |¥), denotado
por | ), o adjunto de (¥|. Isso permite definir a norma do vetor de estado em relacdo 2 base

biortogonal da maneira que segue
(O]T) =Y anan = by, =1, (4.44)

considerando que o estado esteja normalizado.
O valor médio de um operador A no estado puro | V), na representagio biortogonal, é

GXpI' €SSO COmo
((A)) = (J|A| D). (4.45)

onde utilizou-se a notagdo ((-)) para distinguir da defini¢do usual. Em particular, se os elementos
de matriz de A satisfazem a relagdo a;,, = a,,, entdo, a matriz A € hermitiana em relacdo a
base biortogonal, mesmo nao sendo auto-adjunta no sentido usual. Além disso, na representa¢do

biortogonal também € possivel escrever o valor médio em termos do operador densidade (o caso
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usual é apresentado no Apéndice A). Para isso, € introduzido uma relacdo de bi-completeza

(4.38) na expressao (4.45) conforme segue

(A) =(T|A[D), 446)
= (B|A[60) (x| V), 447)
=3 (a0 (F|A6n), (4.48)
=Tr(pA), (4.49)

onde identifica-se o operador densidade p como sendo
p = V) (¥, (4.50)

para um estado puro |U); a expressdo (4.49) também vale para estados mistos.

E interessante notar que a representacdo pseudo-hermitiana discutida anteriormente
estd de acordo com a representagcdo biortogonal, como mostrado em (18). Considerando um
Hamiltoniano nao-hermitiano H com autovalores reais e distintos, que satisfaz a relacdo de
pseudo-hermiticidade Hf = OHO ! com O hermitiano e positivo, as equacdes (4.28) e (4.29)

tornam-se

HO ™ |x,) = 007" |xa), (4.52)

onde identifica-se uma relacao entre os elementos da base biortogonal, dada por

[6n) = O Xa) s |Xn) = Olon). (4.53)

Desta forma, os autoestados do Hamiltoniano sdo ortogonais em relacdo ao produto interno

modificado expresso em (4.4), pois das relacdes (4.53) e da condic¢do de biortogonalidade (4.35),

tem-se

(Dn]®|Pm) = (Puldm)o = (DulXm) = G, (4.54)
0 que permite escrever o operador métrico ® e seu inverso como sendo

O = Z 1Xn) (X, 0 = Z D) (Dl (4.55)

Portanto, o operador métrico pode ser construido utilizando-se os elementos do adjunto do Ha-
miltoniano (18). Além disso, pode-se observar que no caso em que o Hamiltoniano é hermitiano,
o operador métrico € igual a identidade, uma vez que a forma expressa em (4.55) torna-se uma
relagdo de completeza.

Até aqui foram tratados os aspectos estaciondrios de sistemas quanticos ndo-hermitianos,
de modo que na sec¢do seguinte, serd discutido a evolugdo temporal de um sistema ndo-hermitiano

que surgem no contexto da representacdo biortogonal.
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4.3 EVOLUCAO TEMPORAL DE UM SISTEMA NAO-HERMITIANO

Antes de descrever a evolucao temporal do sistema é conveniente definir uma decom-
posi¢cdo adequada para o Hamiltoniano que representa o sistema. Neste sentido, todo operador
pode ser decomposto em uma parte hermitiana € uma anti-hermitiana (7) conforme

(A+AT)  (AT—A)

A= 5 Y = A, -1, (4.56)

onde identificam-se os dois operadores hermitianos, Ay e I' como

: -
A= ATAD L (AT-A) (4.57)
2 21

Portanto, fazendo A = H, o Hamiltoniano € decomposto na forma
H=H, T, (4.58)

em que pode-se assumir I' como sendo um operador positivo, para que a evolugcdo temporal
gere decaimento de probabilidade. Além disso, como operadores quase-hermitianos possuem
similares hermitianos, esta relagdo pode ser estendida de maneira direta para a forma na qual Hj
e I' sdo quase-hermitianos, como € visto em (35).
A evolu¢do temporal de um sistema nao-hermitiano pode ser introduzida de forma similar
ao caso hermitiano visto na subsecdo 3.2.1. Porém, no caso geral, em que um Hamiltoniano ndo é
hermitiano, o operador de evolucao temporal € necessariamente ndo-unitdrio e, por isso, segundo
Dattoli, Torre e Mignani (30) € conveniente introduzir um operador de evolu¢do temporal
associado ao adjunto do Hamiltoniano, a fim de construir uma condi¢do de "unitariedade"
conforme
U)Vit)=Vi)Ut) =1, VteR, (4.59)

em que os operadores U(t) e V() sdo determinados a partir das equagdes

ih%U(t) = HU(t), t>0, (4.60)
ih%V(t) =HV(t), t<O0, (4.61)

obedecendo diferentes propriedades de semi-grupos (ao invés de grupos, como no caso hermiti-

ano) dadas por

: (4.62)

U(t)U(ty) = Uty + t5), t, >0
<0, (4.63)

V(t1)V(t:) = V(t1 + t2), tk

no sentido de que os H e H' sdo os geradores de translaciio temporal para frente (¢ > 0) e para
trds (t < 0), respectivamente, sendo esta uma das caracteristicas ndo-convencionais da Mecanica

Quantica ndo-hermitiana (30). Além disso, como o Hamiltoniano ndo depende do tempo, as
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solucdes das Equacgdes (4.60) e (4.61) sdo dadas por

H H, r
pr— —_— — pr— —_— — —_—— > .
H' H, T
V(t) =exp [—iFt] = exp {—i?ot + gt] . t<0. (4.65)

Um sistema que se encontra inicialmente no estado genérico normalizado | V) no instante
de tempo ¢ = 0, deve evoluir nos dois sentidos do tempo devido a estrutura biortogonal. Assim,

o sistema em um instante de tempo qualquer fica caracterizado em termos de dois estados

|Wy(t)) = V(1) |[Wg), t<0, (4.67)

em que |V ,(t)) e |¥,(t)) sdo os estados do sistema para tempos positivos e negativos, respecti-

vamente. A evolu¢ao ndo-unitdria implica em um decaimento da probabilidade

(W ()| W4 (1) = (To[UT(1)U()[Wo), t >0, (4.68)

(W, (1) [W(1)) = (Wo|VI(E)V(1)[T), ¢ <0, (4.69)
em que

Jim (0 (1) W5(8)) = 0= lim (94 (6) W (1)) (4.70)

Além disso, pela relagdo (4.59) € possivel compor uma evolugdo "unitdria" da seguinte forma:

(W () [W(1)) = (Wo|VTI(H)U(t)|Wo) = (W[ W), (4.71)
(W4 (6)|Wy(t)) = (To[UTE)V(8)|Wo) = (¥o|¥p). 4.72)

Com esse algoritmo apresentado por Dattoli, Torre e Mignani (30), serd introduzido um
sistema que contém a simetria dindmica S L(2, C), como estudado na referéncia (38) para o caso

de um sistema de dois niveis.

4.4 DINAMICA QUANTICA COM SIMETRIA SL(2,C)

Analogamente ao sistema com simetria dindmica SU (2) estudado no Capitulo 3, pode-
se construir um Hamiltoniano ndo-hermitiano de dois niveis utilizando-se a base de matrizes

{Iy,1;, 15,13}, lembrando que Iy = % el; = %,
1 5 o
H = heg + ; hejr, ¢ eC (4.73)

A diferenca entre os Hamiltonianos (4.73) e (3.40) estd nos coeficientes ¢; que agora sdo

complexos. Assim, os coeficiente ¢; podem ser colocados na forma

¢; =a; — ibj, aj, bj S R, (474)
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de modo que o Hamiltoniano expresso em (4.73) pode ser reescrito como

3 3
1 O'j . 1 O'j
H= (haog + E 1 hClj—) —1 (hb()§ + E 1 hb§7> (475)

onde as estruturas hermitianas entre parénteses pertencem a algebra u(2) e, portanto, t€ém a
mesma forma expressa em (3.40),

Como discutido anteriormente, a evolu¢ido temporal de um Hamiltoniano € dada em
termos de dois operadores,U(¢) e V() , que ditam as evolugdes para tempos positivos e negativos,
respectivamente. Uma vez que o Hamiltoniano (4.73) ndao depende do tempo, o operador de

evolugdo temporal U(t) é dado por (4.64),

. 3
j=1

O termo que contém a identidade 1 comuta com todos os outros, gerando apenas uma fase

complexa global e, desta forma, o operador U(¢) fica escrito como

3
U(t) = exp [—i;—ot} exp [—i Z cj%t] ) (4.77)

J=1

Além disso, o segundo termo pode ser reescrito utilizando a notagdo vetorial de modo que

U(t) = exp [—i%ot} exp [—ic '2‘7 t} , (4.78)

onde ¢- & = Z?Zl ¢;o; com ¢ € C3. De maneira semelhante a (2.81), pode-se expandir o
segundo termo em uma série de Taylor em torno do elemento identidade obtendo a forma

explicita

- =

.c
exp {—z

c-Cct c-& ve-ct
Jt = 1cos ¢ —ic d sin cc . 4.79)
2 c-c 2

Com isso, o operador de evolugdo temporal U(t) para ¢t > 0 fica expresso na forma

vVe-ct c- o Ve-ct
c-C _.CO’ in CC>’ t}(),

(4.80)

1 S1
2 7T 2

c
U(t) = exp [—zaot} (1 Cos
que de acordo com (4.74), o vetor ¢ = d@ — ib com a, b € R3, sendo as componentes dos vetores
reais d e b identificadas de acordo com a decomposicdo do Hamiltoniano na forma (4.75).
Ainda é necessdrio encontrar o operador de evolugdo temporal V(¢) para t < 0, de
acordo com a discussdo sobre a dindmica de um sistema ndo-hermitiano do item anterior. Para
isso, escreve-se o adjunto do Hamiltoniano (4.73) que é dado por
1 > o;
Hf = hgg=+ Y he—2L, ¢ eC. (4.81)

2 . 727
7j=1



59

de modo que o operador V (t) é obtido através de (4.65) de maneira analoga, resultando em

c*}(l Ve ot &g . Ve ot
COS — n

V(t) = exp [—z’EOt i si

t <0, 4.82
2 oot 2 ) ( )

em que ¢ = ag + ibg e ¢ = d+ ib.

Observa-se que os operadores de evolugdo temporal U(t) e V() ndo sdo elementos
do grupo SL(2,C), uma vez que seus determinantes sdo iguais a exp (—icot) e exp (—icgt),
respectivamente. Para que estes operadores de evolug@o temporal estejam inteiramente no grupo
SL(2,C), deve-se ter que ¢y, = 0. Portanto, os operadores de evolugdo temporal com simetria
SL(2,C) sdo dados por

Rt ¢-& . Rt
Usr(t) =1cos — —i" Zsin 22 t>0, (4.83)
2 K 2
N*t k=2 "'*t
Var(t) =1cos -0 — " Tan ™' <o, (4.84)
2 K* 2
em que definiu-se
F=Vic= \/&2—52—2i6~5, (4.85)

lembrando que ¢ = d — ib, com d, b € R3.

Assim, as expressoes (4.80) e (4.82) podem ser reescritas conforme

U(#) = exp [—iz—ot} Usy (1), (4.86)

V(t) = exp {—i%t} Vsi(t), (4.87)

e, uma vez que ¢y = ag — by, identificam-se duas fases, uma real e outra complexa, da seguinte
forma

U(t) = exp [—iaot] exp [~ bot|Us. (1), (4.88)

V(t) = exp [—iaot] exp [ bot | Vs(t). (4.89)

A fase global imaginaria ndo interfere na dindmica do sistema, entdo, pode-se tomar ay, = 0 sem
perder generalidade. Comumente, faz-se by, > 0 no sentido de descrever um sistema dissipativo

(30), de modo que

U(t) = exp [~bot]Usy(1), (4.90)
V(t) = exp | bot | Vsr(t). (4.91)

Neste caso, os operadores de evolugdo temporal, U(¢) e V(¢), incorporam a dindmica
das composi¢des R_{+} ® SL(2,C) e R, {+} ® SL(2,C), respectivamente, em que R-{+}
representa os semi-grupos formados por exponenciais reais com argumentos negativo (—) e
positivo (+) sob operacdo de soma (38).

Apesar do formalismo proposto por Dattoli, Torre e Mignani (30) apresentar uma descri-

cdo matematica elegante, algumas lacunas ficam abertas quando se tenta dar um significado fisico,
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por exemplo, para a evolugdo temporal de tempos negativos. Neste sentido, serd apresentado na
proxima secdo, um formalismo hibrido que incorpora um Hamiltoniano efetivo ndo-hermitiano

na descri¢do de sistemas quanticos abertos via equagao de Lindblad.

4.5 EVOLUCAO DE UM SISTEMA NAO-HERMITIANO VIA EQUACAO MESTRA

Sistemas quanticos reais ndo estio isolados do ambiente e, por isso, devem ser tratados
como sistemas abertos (41). Neste sentido, um sistema cujo estado inicial € puro, torna-se uma
mistura (efeito de descoeréncia) e troca energia com o ambiente (efeito de dissipacdo). Os efeitos
de descoeréncia e dissipacao fragilizam ou destroem o fendmeno quantico de interferéncia (34).
O tratamento desses fendmenos € feito através de equacdes mestras. H4 também o formalismo
de operadores soma (64).

A equacgdo mestra de Lindblad para um sistema quantico ndo-hermitiano descrito por um
operador densidade p(t) é dada por

d 1 1

<p(t) =~ Hp(r) + 1 p(t)H! — - Dlp(1)] (4.92)

em que H é o Hamiltoniano efetivo do sistema e D[p(t)] é o dissipador, o qual é definido da
maneira que segue

D|p(t)] = %Z [A}Ajp(t) +p(t)ATA; —2A,p(t)Al| (4.93)

J
onde o operador A ; € o chamado operador de Lindblad (41).
Considera-se que o Hamiltoniano efetivo € ndo-hermitiano e, de forma similar a decom-
posicdo (4.58), o Hamiltoniano H pode ser colocado na forma

H=H, - %r, (4.94)

em que Hj e I' s3o hermitianos e, além disso, assume-se que I' € um operador semi-positivo
para que este produza decaimento (34).

A partir da equacao mestra (4.92) e do Hamiltoniano efetivo (4.94), € possivel incorporar
o decaimento dos estados do sistema quantico em um operador de Lindblad especifico dentro
de um espago de Hilbert ampliado H que contém os estados instaveis do sistema e também os
estados que sdo produtos do decaimento dos estados instdveis. Assume-se que o subespacgo H
que contém os estados instaveis do sistema e o subespaco dos produtos do decaimento H sdo

distintos, de modo que o espaco de Hilbert ampliado H tem a seguinte estrutura:
H = H, & Hy.

O subespaco H € adicionado de tal forma que a probabilidade perdida em H; migra para ele;
garantindo assim a conservagdo da probabilidade no espaco de Hilbert total.
Considerando que a dimensdo do espacgo de Hilbert do sistema € finita, dada por ds =

dim H < oo, assumindo que o operador I' da parte anti-hermitiana do Hamiltoniano (4.94) é
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diagonal, pode-se decompor I' da seguinte maneira
I'= Z%’ Is;) (sil, 7 =0, (4.95)
j=1

com {|s;)} sendo um conjunto de vetores ortonormais em H e = dim H — ng, onde ng
denota a degenerescéncia dos autovalores zero do operador I'.

Além disso, assume-se também que a dimensao do subespaco dos produtos do decaimento
dy = dimHy > r. Isto significa que para um sistema no qual I' possui apenas autovalores
positivos ndo nulos, € possivel construir um subespaco H¢ com dimensao igual ou maior que a
dimensao do subespaco Hi.

No espago de Hilbert ampliado H, o operador densidade ampliado o é denotado por

Q — pSS pSf , (4,96)
Pts  Prr

em que p = pl, py = plif, Pr = pif. Uma vez definido o operador densidade no novo espaco,
€ necessdrio definir a evolugdo temporal deste operador. Para isso, definem-se os operadores

Hamiltoniano H e o operador de Lindblad \A; no espago de Hilbert ampliado H conforme:

?—L:(HOO), Aj:(Aj 0). (4.97)
0 0 0 0

Onde foi utilizado apenas a parte hermitiana do Hamiltoniano (4.94) para definir o Hamiltoniano
total . A parte anti-hermitiana € utilizada para fazer a conexdo entre os subespacos H, e Hy; o
que ficard mais claro adiante.

O decaimento € descrito através da introdug¢ao de um operador de Lindblad B no espago

de Hilbert ampliado Hl, de modo que B ¢é definido da seguinte maneira

00
prm— 4-
B= ( >, (4.98)

onde o operador B estd relacionado com o operador I' por meio da seguinte defini¢do:
I = B'B. (4.99)

O operador I' descreve o decaimento no subespaco H, enquanto a agdo do operador B conecta
ambos subespacgos, ou seja, B : H, — Hy.

Pode-se decompor o operador B conforme

r

dy
B =) bilfi) (sl (4.100)

k=1 j=1

em que {|f;)} € assumido como sendo um conjunto de vetores ortonormais no subespaco Hy,

devendo ser vélida a relacdo

dy
> brbeg = 6, (4.101)
k=1
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para atender as defini¢des (4.95) e (4.99). Assim, para dy > r, uma matriz (by;) com dimensdo

dy x r sempre existe. Em particular, para d; = r tem-se que o operador B toma a forma

dy
B = Akl fi) (sil, (4.102)
k=1

o que significa que cada estado instdvel do sistema |s;) deve decair em apenas um estado de
decaimento especifico | fi).

Assim, a equacg@o mestra de Lindblad para o operador densidade o(t) no espaco de
Hilbert total H fica dada por

d 7 7 1
olt) = Holt) + 5 o(t)H — - Dlo(t)], (4.103)
em que o dissipador assume a forma
1
Dle(t)] = 55 [Alielt) + o(t)AlA; — 2A4;0(1) Al (4.104)
J
+ % [B'Bo(t) + o(t)B'B — 2Bo(t)B'] . (4.105)

Da Equacao 4.103 surgem as equacdes de evolucao temporal relativas a cada subespago do

operador densidade ampliado g(t), as quais sdo dadas a seguir

d 1 1
— t)y=——H ) — —=A{TI t
dtpSS( ) h[ 07pss< )] 2FL{ 7pss( )}+
1
=57 O [AlAp ) + pu(DALA; ~ 24,0, (0A]], (4.106)
J
d 1 Ir
Epsf(t) =77 <H0 —i5 T Z A;F'Aj> py(t), (4.107)
J

d 1 T
&Pﬁ(t) = ﬁBpss<t)B , (4.108)

onde define-se o anti-comutador {T', p} = I'p, + p,I'. Na auséncia de descoeréncia no

subespaco H, tem-se que A; = 0, de modo que essas equagdes tornam-se

d ' 1

=P (t) = = [Ho, p ()] = 5= T £y (6)} (4.109)
d ' I

palt) = —1 (H - z§) pult) (4.110)
d 1

apff@) = ﬁBpss(t)BT‘ (4111)

Nota-se que para B com a mesma dimensao de I, é possivel fazer a seguinte escolha B = UOI‘% ,
com Uy sendo um operador unitdrio qualquer que satisfaz a relacdo UEUO =1.
O trago do operador densidade ampliado g(t) é conservado para qualquer instante de

tempo. Isso pode ser verificado tomando o traco da Equacdo 4.109 e da Equagdo 4.111, o que
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fornece
d r
ET‘I. [pss(t)] - = [ﬁpss(t)]a (41 12)
d r

Somando ambas equagdes, tem-se que

d

AT o (1)) + T [y ()]} = T 0(1)] =0, @.114)

mostrando que o trago da matriz densidade ampliada € conservado durante a evolucdo temporal.

Portanto, fendmenos de decaimento e descoeréncia/dissipacdo estdo relacionados, po-
dendo ser tratados através de um mesmo formalismo. Assim, essa técnica torna possivel descrever
formalmente o decaimento da magnetizacdo em um sistema de spin-1/2 utilizando um Hamilto-

niano efetivo ndo-hermitiano, como serd apresentado no proximo capitulo.
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5 MODELO FENOMENOLOGICO COM SIMETRIA SL(2,C)

As medidas da magnetizagdo de uma amostra, realizadas via técnica de RMN (81),
levam em conta a interagdo entre os spins € o ambiente, de modo que os mecanismos de
dissipacdo e descoeréncia que atuam sobre o sistema devem ser considerados. Estes mecanismos
sdo analisados no formalismo padrao da Mecénica Quantica por meio de equacdes mestras
(82) e formalismo do operador soma. Alternativamente, conforme as discussdes anteriores, é
possivel introduzir um Hamiltoniano efetivo ndo-hermitiano adequado para descrever sistemas
abertos, ainda que de maneira heuristica. Nesse sentido, no presente capitulo serdo abordados
brevemente os principios da RMN e, em seguida, serd introduzido um modelo fenomenolégico
ndo-hermitiano que inclui a simetria dindmica SL(2, C), o qual permite descrever o decaimento
da magnetizacdo de um sistema de spin-1/2. A partir desse modelo, as magnetizagdes tedricas
serdo comparadas com aquelas obtidas em um experimento constituido de uma amostra de

nicleos de 3'P da molécula de H;PO,.

5.1 RESSONANCIA MAGNETICA NUCLEAR

A espectroscopia de RMN foi desenvolvida para estudar as propriedades de sistemas
de moléculas através dos nicleos atdmicos, o que a faz util em diversas areas. Na fisica, essa
técnica € utilizada, por exemplo, na determinacdo das distribui¢des espaciais de momentos
magnéticos e cargas elétricas existentes dentro de materiais, bem como processos de interagdes
entre esses momentos e suas vizinhancas (83). Na quimica e biologia, a RMN auxilia no estudo
das estruturas de moléculas complexas, como por exemplo, os polimeros e as proteinas (84).
Na medicina, os tomdgrafos utilizam-se da técnica de RMN para produzir imagens do interior
do corpo humano in vivo de forma ndo invasiva (85). A partir do final do século XX, a RMN
apresenta-se como candidata a implementacdo de portas l6gicas e algoritmos quanticos (86).

O fendmeno de ressonancia pode ocorrer em diversos sistemas fisicos; desde que um
sistema apresente uma frequéncia natural de vibragao, ele pode ser excitado pela acdo de um
agente externo que esteja em ressonancia com aquela vibracao natural. Um exemplo classico
envolvendo frequéncia natural é o de uma massa m presa a uma mola com constante elastica
k, de modo que a frequéncia natural de vibragdo é dada por wy = /k/m. Aplicando-se uma
forga externa oscilante do tipo F'(t) = Fycos(wot) sobre o sistema, ocorrerd o fendmeno de
ressonancia, que se caracterizard por uma grande amplitude de oscilagdo da massa presa a mola,
mesmo para uma forcga aplicada de pequeno médulo (52).

Um tipo importante de frequéncia natural € aquela de um momento magnético ;. de um
nucleo atdmico na presenca de um campo magnético estatico By, dada por w;, = By (frequéncia
de Larmor), em que ~ € a razdo giromagnética da espécie nuclear (3). Uma vez que o momento
magnético total do nicleo atdmico fi é proporcional ao momento angular total hl = n(1,,1,,1,),

segue que fi = hvf com h sendo a constante de Planck reduzida, de modo que o fendmeno de
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ressonancia magnética nuclear € observado apenas para nicleos com momento angular total
nao-nulo. Este momento angular total € chamado de spin nuclear (81).

Na préxima sec@o, serd descrito um sistema de RMN para o caso de nicleos de spin-1/2.

5.1.1 O SISTEMA DE RMN

A descricao de um sistema de RMN € baseada no Hamiltoniano do sistema e no Hamil-
toniano de controle. Em geral, no referencial de laboratério, o Hamiltoniano do sistema contém
a energia dos spins acoplados e desacoplados em um campo magnético estitico, enquanto o
Hamiltoniano de controle surge da aplicag@o de pulsos de rddio-frequéncia (67).

O Hamiltoniano de um sistema constituido de um nticleo com spin-1/2 representa a
interagdo entre 0 momento magnético intrinseco fi € o campo magnético B, sendo escrito
conforme

.k
H,=—ji B = —77 (Byos + Byo, + B.o), (5.1)

com fi = %76' sendo 0 momento magnético.

No caso particular em que B = Bye,, o operador Hamiltoniano torna-se

Hs = _Taza (52)

sendo w;, = 7By € a frequéncia de Larmor. Neste caso, os dois autoestados de H, |1) =
(1,0) (spin up) e ||y = (0,1) (spin down), correspondem as autoenergias —hwy, /2 e hwy /2,
respectivamente.

Uma vez que o Hamiltoniano (5.2) pode ser identificado como um elemento da dlgebra
su(2), entdo o operador de evolugdo temporal U(¢) associado a ele, é dado pela Equacdo 3.49

com ¢ = (0,0, —wy,), de modo que

t t
U(t) = 1cos MTL + io, sin WTL (5.3)

Aplicando-se o operador de evolugdo temporal em um estado inicial geral |¥g) escrito como

0 0
[Wo) = cos 30 1) 4 explido] sin 50 1), (5.4)

onde 6, é o angulo polar entre 0 momento magnético intrinseco e o eixo z e ¢y é o angulo
azimutal no plano zy, o estado do sistema em um instante de tempo qualquer |¥(¢)) evolui

conforme
(1) = () [Wo) = exp {“{] (% 1) + exp [iart — o) sin 2 |¢>) 65)

Este estado pode ser interpretado como a precessio do spin em torno do campo magnético na
direcdo z, através de um angulo 6, fixo, com frequéncia angular wy. A visualizacio da evolucao
do estado de uma particula de spin-1/2 pode ser feita através do vetor de Bloch (64), como

mostrado na Figura 4.
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Figura 4 — Representacdo do vetor de Bloch associado ao estado do sistema |V (t)) (Equagdo 5.5)
para 0y = ¢y = m/4. A trajetdria percorrida pelo vetor representa a precessdo do
momento magnético intrinseco em torno do campo magnético aplicado ao longo da
direcdo positiva do eixo-z.

3

Y ll S
P e,

Fonte: O autor (2018).

A aplicagdo do campo magnético longitudinal apenas mantém o spin executando um
movimento de precessdo em torno dele. Para fazer o controle do spin, aplica-se um campo
magnético transversal B (t) = B [cos (w, st + @) €, — sin (w, st + ¢) €,], que oscila no plano
xy com frequéncia angular w,; (rddio-frequéncia). Portanto, o Hamiltoniano de controle no

referencial de laboratoério €
hw
H.(t) = _Tl [cos (wypt + @) Oy — sin (wypt + @) 0] . (5.6)

Consequentemente, o Hamiltoniano total H(¢) fica sendo expresso como a soma dos Hamiltoni-
anos do sistema H, e de controle H.(t), ou seja,
hwy,

H(t) = — 5 O:— % [cos (wrft + @) o — sin (wy st + @) 0], (5.7)

em que o angulo ¢ € a fase do campo de radio-frequéncia no plano zy e B; € a intensidade deste
campo, a partir da qual define-se a frequéncia de nutagcdo w; = vBj.

A descri¢do da evolugdo temporal do spin em termos do referencial de laboratério é com-
plicada, uma vez que envolve o Hamiltoniano (5.7) que depende do tempo e ndo comuta consigo
mesmo em tempos diferentes. Entretanto, esse problema pode ser simplificado descrevendo-se a
evolugdo do sistema a partir de um referencial que rotaciona em torno do eixo z com frequéncia
angular w, ;. Este referencial € chamado de referencial girante (67).

O estado do sistema no referencial girante, |V,.(t)), estd associado ao estado do sistema

no referencial de laboratério, |¥(¢)), por meio da transformacao unitaria U, (¢) conforme

(1) = UL(0[(),  UL(t) = exp |—iL7%4]. (5.8)

Invertendo a Equacdo 5.8, pode-se obter o estado no referencial de laboratdrio expresso em

termos do estado no referencial girante como segue

[W(t)) = UL(t)|W,(t)). (5.9)
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Substituindo o estado | (¢)) na Equacdo 3.25, obtém-se uma equagdo que descreve o sistema do

ponto de vista do referencial girante, a qual é dada por

W, (1)) = H, |0,(0), (5.10)

em que H, representa o Hamiltoniano do sistema no novo referencial, ficando definido como

H, = h‘;’“f o. + U.()H()UL(¢). (5.11)

Pode-se mostrar que este novo Hamiltoniano € independente do tempo, uma vez que o

segundo termo € dado por

hew I
U.(OH(H)UL () = —TLJZ - Tl [cospo, —singo,], (5.12)
em que as componentes o ; do Hamiltoniano (5.7) s@o transformadas de acordo com as seguintes
relagdes:
U.(t)o, Ul(t) =  cos(w,pt)o, + sin (w.t)a,, (5.13)
U.(t)o,Ul(t) = — sin (w,st) o, + cos (w,st)oy, (5.14)
U.(t)o.Ul(t) = o.. (5.15)

Por fim, o Hamiltoniano no referencial girante H, torna-se

hA h
H, = —Twcrz — % [cospo, —singa,], (5.16)

em que Aw = wy, — Wyf.
De acordo com a Equacido 3.49, o operador de evolugdo temporal U,.(t) associado ao

Hamiltoniano H, é dado por

U, (1) = 1 cos %t B i(_wl oS ¢, wy sin ¢, —Aw)

P : (O'x,O'y,O'Z) sin %, (5.17)

onde k = y/w? + Aw?. Sob a ag¢do do operador (5.17), o estado do sistema precessiona em
torno de um eixo inclinado com um angulo o = arctan (w;/Aw) em relagdo ao eixo z com
frequéncia x, conforme € ilustrado na Figura 5a. Por exemplo, considerando a dire¢io do pulso

de radio-frequéncia ¢ = 7 /2, o operador de evolugio temporal da Equagéo 5.17 fica dado por

t A t
U, (t) = 1cos % - i%ay + z'?wcrz sin % (5.18)

Seja o estado inicial do sistema | V) = |1), de modo que o estado do sistema em um instante de

tempo ¢ qualquer fica dado por

W, (1)) = U, () W) = <cos%t + z% sin %t) )+ sin%t . (5.19

Neste caso, o spin precessiona em torno do campo efetivo com frequéncia angular x, como é

representado pelo vetor de Bloch na Figura 5b.
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Figura 5 — Resultado da aplica¢do do pulso de radio-frequéncia visto do referencial girante, para
o caso fora da ressonincia w,s # wr. (a) Esquema indicando a frequéncia efetiva
k = y/w? + Aw? produzida pela aplicagio do pulso de radio-frequéncia. O angulo «
indica a direcao do campo magnético efetivo em torno do qual o spin precessiona. (b)
Vetor de Bloch associado ao estado |V(¢)) (Equagdo 5.19) representando a precessao
do spin em torno do campo efetivo com frequéncia angular «, para os parametros
wr, = 1Hz, w,y = 0.8Hz e w; = 0.1Hz. O vetor cinza claro indica o estado inicial,
enquanto os vetores cinza escuro e preto indicam as posi¢cdes em tempos posteriores.

(a) (b) 4

Fonte: O autor (2018).

Figura 6 — Nutacao do spin sujeito a um campo de radio-frequéncia com intensidade propor-
cional a frequéncia de nutacdo w; = yB; = 0.1Hz, considerando um pulso de
rddio-frequéncia na dire¢do x (¢ = 0) com frequéncia w, s igual a frequéncia de
precessdo de Larmor wy, do nicleo, w,; = wy, = 1Hz. O vetor cinza claro indica o
estado inicial, enquanto os vetores cinza escuro e preto indicam o estado em tempos
posteriores, vistos (a) do referencial de laboratério e (b) do referencial girante.

(a) T (b) 3

Fonte: O autor (2018).

Considerando um pulso de rddio-frequéncia com frequéncia w, s igual a frequéncia
de Larmor (wy), wyf = wr, 0 spin traga uma trajetéria complicada (Figura 6a) gerada pelo
Hamiltoniano (5.7) do ponto de vista do referencial de laboratério. Entretanto, do ponto de vista
do referencial girante, o spin apenas precessiona em torno do campo efetivo B. =B, [cosp €, —
sin ¢ €], cuja direcdo é determinada pelo angulo azimutal ¢ (Figura 6b).

Nucleos que estdo fora da ressonancia nao sofrem o efeito do pulso de radio-frequéncia,
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pois « torna-se muito pequeno quando comparado com Aw >> w;. Assim, pode-se considerar
que todos os spins possuem frequéncias de Larmor separadas, sendo possivel selecionar e rodar
um spin especifico sem rodar os outros (67). Entretanto, em sistemas reais € dificil obter medidas
referentes a um nicleo isolado, uma vez que ele estd em contato com um grande nimero de
nucleos com a mesma frequéncia de Larmor (ou proxima) presentes na amostra.

A aplicagdo do pulso de radio-frequéncia perturba o estado de equilibrio térmico do
sistema de spins e apds certo tempo ele retorna ao equilibrio por meio de um processo chamado
de relaxagdo spin-rede (87). Esse processo € caracterizado pela troca de energia entre o sistema
de spins e o reservatorio térmico (rede), o qual estd em equilibrio (88, 89). Além disso, a
relaxagdo ocorre também pela interacao das flutuagdes dos campos magnéticos (campos internos)
produzidos por cada um dos nucleos, esse processo € chamado de relaxacdo spin-spin (81, 90).

A descric@o do fenomeno de relaxacao € feita em muitos textos através de uma aborda-
gem fenomenoldgica semi-classica utilizando as equagdes de Bloch (83, 87). Essas equacgdes
descrevem o comportamento da magnetizacao liquida de um sistema de RMN. No contexto
da Mecanica Quantica, a relaxagdo € reescrita através de uma equagdo mestra para o operador
densidade do sistema na representacdo de intera¢do, chamada de equacdo de Redfield, que
contém termos com as informagdes fisicas responsdveis pela relaxacgdo (83, 90, 91, 92).

Na secdo seguinte, serd discutido brevemente um experimento de RMN no qual a
magnetizacdo liquida decai no tempo. Apresentar-se-a os dados experimentais referentes as
medidas das componentes da magnetizagdo liquida de um experimento composto por nicleos de
31P.

5.2 UMA PROPOSTA EXPERIMENTAL

Nesta secdo serdo esbocados alguns aspectos referentes a um experimento constituido de

niicleos de spin-1/2 via técnica de RMN cuja magnetizacdo liquida decai no tempo.

5.2.1 METODOLOGIA

Uma amostra que pode representar o qubit é o nicleo 3'P da molécula de HsPOy, ilustrada
na Figura 7a. Em relagio a estequiometria da amostra, esta contém 12.5% de H3PO, e 87.5%
de D>O em uma solugdo de 0.650m1, sendo colocada em um tubo de 5 mm de didmetro externo,
proprio para experimentos de RMN. Esta amostra € analisada por meio de um espectrometro
Ascend Brucker' de 400 MHz (equivalente a um campo magnético estatico By = 9.39T), o qual
possui um canal contendo a faixa de frequéncia necessdria para excitar e detectar os sinais dos
nicleos de *'P. Neste canal, pode-se ajustar o pulso de rddio-frequéncia w,; = 27(161.975MHz),
aplica-se um pulso de 7/2 em um tempo de 11.4 s correspondente a intensidade do pulso de

radio-frequéncia wy; = 27(21930 Hz ) proporcional a intensidade do campo magnético transversal

' C-LABMU-UEPG
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B,. Além disso, o tempo de repeticao de cada experimento € d; = 20 s e o tempo de aquisicao

do sinal (FID ?) é TAcqg = 2.5 8 (como € representado na Figura 7b).

Figura 7 — (a) Figura representativa de uma molécula de H3PO,. (b) Sequéncia de pulsos para
implementar e monitorar a dindmica da matriz densidade. O tempo de espera d;
permite alcangar o estado de equilibrio do nicleo na amostra. A rotagdo R, (¢,) é
utilizada para controlar a dinamica dos nucleos. O retangulo tracejado representa o
pulso de tomografia de estado quantico. Finalmente, € feita a leitura do FID (Free
Induction Decay). O pulso de tomografia de um experimento semelhante € discutido

em (93).
FID
tL
. d, > - T >

Fonte: O autor (2018).

5.2.2 O ESTADO INICIAL PSEUDO-PURO

Em uma dinadmica coerente do sistema de RMN, o Hamiltoniano de interacdo entre
o momento magnético do nicleo iy (I,,1,,I,) e um intenso campo magnético ao longo do
eixo z igual a By = Bye,, é representado por Hy, = —hyBgl, = —hwrI, com ~ sendo
a razdo giromagnética e wy, a frequéncia de Larmor. Assim, o estado quantico estacionario

termodinamico (estado térmico) de um sistema de spin em RMN ¢é dado por (81)

e_/BHs

peq: Z ?

(5.20)

onde 5 = 1/kgT, com kp sendo a constante de Boltzmann e 7" a temperatura, Z = Tr [e‘BHS] =
2 cosh (Bﬁ%) ¢ a funcdo de particdo. Expandindo o numerador da expressao (5.20), é possivel

reescrever o estado térmico p,, na forma

1 h 1 ha
Py = = OXD (M—LU) = 5 + tanh <5 . L)% (5.21)

onde a fungdo tanh (Sfuwy, /2) é conhecida como polarizagdo (94, 95).

Em baixas temperaturas (hwy, > kgT') o estado térmico tende a um estado puro

1 o,

peq ~ 5 + 7 = |T> </H ) (522)

Decaimento de indugao livre, do inglés Free Induction Decay.

2
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enquanto no regime de altas temperaturas (hwy < kgT'), o estado térmico obedece a relacio

1 o
Peg = 5 + ef, (5.23)
em que € = 22“;% € o fator de polarizacao e corresponde a um ligeiro desvio entre a matriz

identidade divida por 2 e a matriz de Pauli o, /2, a qual representa a matriz de desvio Ap,:

(o)
Apy =7 (5.24)

Apesar de Ap, ndo representar uma matriz densidade no sentido estrito, ja que Tr[Ap,| =0 e
possui autovalor negativo, € esta a matriz detectada na tomografia de estado quantico (96).

O fato do sistema de spins nucleares utilizado em RMN encontrar-se em equilibrio
térmico a temperatura ambiente, significa que o operador densidade do sistema encontra-se em
uma mistura estatistica de estados, pois das Equagdes (5.21) e (5.23) tem-se que p,, ~ %1, uma
vez que € < 1. Para nicleos de 3'P a temperatura ambiente (24°C), o fator de polariza¢io é dado
por e = 1.304 x 107°.

Em uma mistura ndo ha nenhum estado bem definido, de modo que nao saber exatamente
qual o estado inicial do sistema, significa também ndo saber qual o estado final apds a aplicagdo
de uma operacdo. Isso a principio € um problema, pois para que o estado em que o sistema se
encontra seja bem definido, ele deve ser um estado puro. Entretanto, através da aplicacdo de
pulsos de rddio-frequéncia pode-se manipular as populagdes e coeréncias quanticas do sistema
de spins para fazer com que ele seja levado a um estado pseudo-puro (81, 97).

No caso de sistemas de spin-1/2, o estado de equilibrio p,, € equivalente ao estado
pseudo-puro do sistema. Isto fica evidente se o termo €1 /2 for adicionado e subtraido do lado

direito da Equacgdo 5.23, de modo que

1 1+o0,
Doy = 5(1—6)1+e( 5 > (5.25)
onde o segundo termo representa o estado puro |1) (1| (spin up), de tal forma que

pea = (1= L+ D) (1], (526)

Como os observdveis em RMN possuem trago nulo, apenas o segundo termo da Equa-
¢d0 5.26 contribui com a detec¢do, uma vez que de acordo com a Equacgdo 5.25 o estado puro
|1} (1] contém a matriz densidade de desvio Ap, = o, /2. Esta matriz é a tinica detectada em
medidas de RMN, a qual é tomografada e reconstruida por meio do uso de rotacdes globais (98).
Portanto, o estado inicial do sistema de RMN ¢ dado pela matriz densidade de desvio Ap, (este

estado esta representado pelo indice £ = 1 na Figura 8).

5.2.3 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

No experimento com nucleos de 3!'P a temperatura ambiente, o estado inicial Ap, =

0. /2 pode ser controlado através da aplicacdo de pulsos de radio-frequéncia e, neste caso, o
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Hamiltoniano do sistema possui a forma (5.7). Uma dindmica especifica € estabelecida colocando-
se o sistema em ressonancia por meio da aplicacdo de pulsos de rddio-frequéncia com fase ¢ = 0
e frequéncia angular w,, igual a frequéncia de Larmor wy, do nicleo *'P. Com isso, visto do
referencial girante, os spins precessionam em torno de um campo magnético efetivo ao longo do
eixo x tal que o Hamiltoniano (5.16) é reduzido a H, = —hw;1, com a intensidade do campo
proporcional a frequéncia angular experimental w; = 27(21930 Hz). Assim, o estado quntico

inicial € transformado pelo operador R, definido como

R, (t,x) = exp [—lHrtnk] = exp [iwrt, 1L - (5.27)

h
para quinhentos diferentes ¢, 5, € [0 s,500 x 107% s] com At, =t — ty 1 =1 x 107°

Os resultados experimentais obtidos por meio de processos de tomografia de estado
quantico (96, 98, 99) sdo caracterizados pelos graficos de barra mostrados na Figura 8 para os
indices £ = 1, 51, 101, 201, 301, 401, 501 associados ao tempo ¢, ;. Os grificos em barra
apresentados em cima e embaixo representam as partes real e imagindria, respectivamente,

da matriz densidade de desvio Ap(t, ;). Os resultados experimentais mostram que o sistema

Figura 8 — Partes real e imagindria da matriz densidade de desvio Ap(t, ;) obtidas ex-
perimentalmente para os diferentes valores de tempo indexados por k =
1, 51, 101, 201, 301, 401 e 501. O estado inicial representa o alinhamento dos
spins no sentido do campo By e o estado final representa uma mistura de estados.
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Fonte: O autor (2018).

i<

encontra-se inicialmente no estado pseudo-puro spin up (indice £ = 1 na Figura 8) e € conduzido
a um estado misto a medida que o tempo avanca (k = 301, 401, 501 na Figura 8) devido as
flutuacdes térmicas que induzem a perda de coeréncia durante a evolu¢ao temporal. Também
foram quantificadas as magnetizacdes, cuja andlise estd resumida na Figura 9. Os resultados
experimentais representam as componentes M, , . da magnetizac@o liquida normalizada e os
instantes representados na Figura 8 para matriz densidade estdo indicados na Figura 9 pelas
setas numeradas apontadas para os simbolos preenchidos nos dados experimentais de M,. As
interpretacdes e discussdes a respeito dos resultados experimentais serdo feitas mais adiante na
se¢do 5.4 quando os dados obtidos no laboratdrio forem comparados com os obtidos através do

modelo tedrico proposto neste trabalho.
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Figura 9 — Gréfico com os dados experimentais para as componentes M, (vermelho), M,, (verde)
e M, (azul) da magnetizacdo liquida normalizada. As setas numeradas apontam os
simbolos preenchidos que denotam os instantes correspondentes aqueles da Figura 8.
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Fonte: O autor (2018).

O valor calibrado para a frequéncia angular de nuta¢éo w; tem um erro de 0.1% em
relagdo ao valor wy e, = 2m(21956 + 1996 Hz ) obtido a partir do pico no espectro representado
na Figura 10. Nota-se que ha uma distribui¢c@o de valores devido a inomogeneidade do campo
magnético transversal. Caso a homogeneidade do campo fosse alta, o espectro de absorcao (azul)
tenderia a uma delta de Dirac. Por outro lado, isso permite que o valor da frequéncia angular w,
no modelo tedrico seja ajustado entre os valores minimo e maximo de wy exp.

Para descrever formalmente os resultados referentes a matriz densidade tomografada e
as magnetizagdes, € necessario empregar a teoria de Redfield que incorpora a relaxacao (100). A
interacdo de uma particula com spin-1/2 é apresentada via Equagdo mestra na referéncia (101).
Entretanto, na se¢do seguinte serd introduzido um modelo ndo-hermitiano que permite descrever

as magnetiza¢des de maneira simples e com boa precisao dentro do tempo de observagao.
5.3 O MODELO TEORICO

Como visto no Capitulo 4, o Hamiltoniano ndo-hermitiano de um sistema de dois niveis
geral pode ser escrito em termos dos geradores do grupo SL(2,C) mais uma identidade, de
modo que este Hamiltoniano ndo-hermitiano H toma a forma

. . o
H = h(ao — ibo)Ty + {Z}huklk —i {Z}hkak, L= (5.28)
T,Y,z Y,z

em que ay, e by sdo constantes reais, o as matrizes de Pauli e Iy = 1/2. Um operador Hamil-

toniano hermitiano é obtido em (5.28) considerando-se b, = 0, neste caso, o operador possui
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Figura 10 — A partir da transformada de Fourier dos dados experimentais da Figura 9 obtém-
se os espectros de absor¢do (azul) e dispersdo (laranja), tal que o valor maximo
da frequéncia 1, acontece em 21956 4+ 1996 Hz. O erro no valor da frequéncia
corresponde ao tamanho minimo do passo representado pelo retangulo. A linha
tracejada indica o valor 1/f = 23566 Hz que é a melhor frequéncia para o ajuste dos
resultados tedricos aos dados experimentais (Figura 9) como € visto na secdo 5.4.
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Fonte: O autor (2018).

espectro real e as leis da Mecanica Quantica convencional sao mantidas. Entretanto, o operador
Hamiltoniano ndo-hermitiano (5.28), em geral, possui espectro complexo; € possivel que o
Hamiltoniano seja ndo-hermitiano e, ainda assim, possua espectro real, sendo um operador
quase-hermitiano e, neste sentido, vale a discuss@o sobre sistemas quase-hermitianos feita no
Capitulo 4. O termo aylI, representa um fator de fase global na dindmica, enquanto o termo
1boIy € responsdvel por um fator dissipativo no modelo, que pode ser empregado para simular os
efeitos de relaxacao.

Como visto anteriormente, um sistema de spin-1/2 ideal submetido a um campo mag-
nético B ao longo do eixo z evolui de forma unitaria, de modo que, no referencial girante, o
spin precessiona indefinidamente no plano perpendicular yz (Figura 6b), consequentemente, as
componentes y € z das magnetiza¢des oscilam indefinidamente sem nenhum tipo de atenuagao.
Entretanto, em um sistema quéntico de spin real, os niicleos ndo estdo completamente isolados,
havendo a interacdo entre os nicleos e também com o ambiente, como pode ser observado nos
resultados experimentais obtidos em um experimento com ntcleos de >'P da molécula de H;PO,
(Figura 9). Desta forma, a descricao do experimento na secdo anterior, € feita empregando-se
um Hamiltoniano efetivo ndo-hermitiano de uma particula de spin-1/2 no intuito de simular os
efeitos de dissipacdo e perda de coeréncia através da criacdo de um estado efetivo instavel que

simula o estado coletivo do sistema de spins.
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De acordo com o objetivo do trabalho, propde-se um modelo fenomenolégico similar ao
proposto por Ellinas (38) e aplicado por Sergi e Zloshchastieve (40) na descri¢do de sistemas
de dois niveis em ambientes dissipativos. O modelo aqui proposto, baseia-se em um sistema
de RMN composto pelo Hamiltoniano (5.7) que descreve a interagdo entre uma particula de
spin-1/2 com um forte campo magnético externo ao longo da dire¢do z e um campo magnético
transversal dependente do tempo, com a adicdo de um termo anti-hermitiano para simular a
dissipag¢do nas componentes da magnetizacio. Portanto, o Hamiltoniano ndo-hermitiano do

modelo tem a seguinte forma no sistema de referencial de laboratério:
H (t) = —hwrI, — hw] [cos(w,rt + )T, — sin(w, st + d)L,] — ihwy (Mo + pl,) . (5.29)

Visto de um referencial girante, o Hamiltoniano (5.29) assume a seguinte forma

H, = —h(wp —wyy) L, — A [cos ¢ I, — sinp L] — ihw| (A\Ip + pl.,), (5.30)
onde identificam-se os coeficientes da Equacdo 5.28 como sendo: ha, = —hwy, € a energia de
precessdo proporcional a frequéncia de Larmor wy,, hia, = —hw] sin(¢) e ha, = fw) cos(¢)

estdo associados a contribui¢do de energia relativa ao campo de radio-frequéncia com inten-
sidade proporcional a frequéncia de nutagdo w; e defasado por ¢, hby = hAw| e hb, = huw|
representam a dissipag@o de energia proporcional a w|. O operador Hamiltoniano em (5.29)
é definido de acordo com a simetria R® {+} ® SL(2,C), onde R® {+} denota o conjunto de
dominio dos fatores de dissipacdo isomoérfico ao semigrupo de nlimeros reais negativos sob
operacdo de adigdo (38).

No Capitulo 4, foi discutido que do ponto de vista tedrico a dinamica ndo-hermitiana
pode ser descrita utilizando a representacdo biortogonal, na qual consideram-se dois operadores
de evolugao temporal, U(t) e V(t), que ditam as evolugdes temporais do sistema para tempos
positivos e negativos, respectivamente (30). Entretanto, a dindmica descrita por um estado
quantico instavel € determinada unicamente pela evolugao temporal para tempos positivos; a
evolucdo temporal para tempos negativos ainda nao tem significado claro. Assim, um estado

inicialmente puro |¥,) evolui no tempo de acordo com
(Wr(t) =U®)[Wo), =0, (5.31)

em que U(t) é um operador ndo-unitdrio que representa a evolugio temporal do sistema.
Considerando o regime de ressonancia w,; = wp, 0 operador Hamiltoniano (5.30)

torna-se
H, = —hw) [cos ¢ I, —sin ¢ I,| — ihuwy (M\Ip + pl,) . (5.32)

Além disso, assume-se que o parametro adimensional p estd definido no intervalo —1 < p <1
para garantir que a parte do Hamiltoniano que contém a simetria SL(2, C) da evolugio possua

autovalores reais, o0 que mantém termos oscilantes no operador de evolugdo temporal. Além
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disso, A > 0 para que haja o decaimento nos estados. Neste caso, a evolugdo temporal fica

representada pelo operador matricial U(¢) conforme

Ulr) = [ GemmSe el (5.33)
—iexp(—ip)S,  C,+ puS,

onde identificam-se as fungdes S, e C,, como sendo

1 V1= 2wt V1= 2wt
S,= 1 sin (#) C, = cos (#) 530
7

1 — 2 2

Uma vez que deseja-se descrever os resultados experimentais através de um modelo
tedrico para dinimica incoerente de um sistema de spin-1/2, é necessério utilizar o formalismo
do operador densidade descrito no Apéndice A. De acordo com a Equacdo A.22, a dindmica

quantica associada a um estado inicial p, definido como
po = |Wo) (Yol, (5.35)
¢ dada por
p(t) =U(t)p,U'(t), t=>to,. (5.36)
Fazendo-se a escolha particular do estado inicial como sendo
po = Vo) (To| = 1) (11, (5.37)

os elementos da matriz densidade p(t), em um instante de tempo ¢ qualquer, ficam dados por

pi(t) = (C, — MSN)Qe_’\‘“it, (5.38)
paa(t) = She i, (5.39)
pra(t) = piy (t) = —iS,(Cp — uS,.) explidle 1. (5.40)

Além disso, o trago de p(t) é dado por
Trlp(t)] = [(Cy — uSp)* + S5] e, (5.41)

que € igual a unidade no limite em que ;. — 0; neste limite, a simetria dindmica SU(2) é
recuperada. Nota-se que a utilizacdo do Hamiltoniano ndo-hermitiano leva a uma evolucao
ndo-unitdria a qual implica na ndo conservacio do trago da matriz densidade.

O fato do traco da matriz densidade p(t) ndo ser conservado a medida que ¢t — oo, deixa
essa teoria em um quadro obscuro em relagdo a estrutura formal da Mecanica Quantica, na
qual o trago da matriz densidade deve se conservar. Para isso, é possivel recorrer ao formalismo
hibrido proposto por Bertlmann, Grimus e Hiesmayr (34) (descrito no Capitulo 4) que oferece

uma descri¢do na qual o traco da matriz densidade € conservado.
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Para aplicar o formalismo hibrido ao modelo proposto, considera-se a equacao de
Lindblad (dada pela Equagdo 4.103) no espago de Hilbert ampliado, H = H & Hy, para o
operador densidade o(t),

d i i 1
Selt) = — 1 Holt) + +e(t)H — - Dle(t) (5.42)
onde o dissipador assume a forma
Dlo(t)] = % [B'Bo(t) + o(t)B'B — 2Bo(t)B'] . (5.43)

Os operadores no espaco ampliado ficam dados por

H, O 0 O
o= ) w= 0 ) oB={ ). (5.44)
Pt Pit 0 0 r: 0

em que os operadores Hy e I' s@o identificados pela decomposi¢do do Hamiltoniano (5.32) na
forma
T
H, =H, — 5 (5.45)
com

Hy = —hw) [cosop I, —singl,], I = 2hw) (M + pul,) . (5.46)

Aqui, tem-se que A > p para que " seja um operador semi-positivo (34).
Desta forma, as equacdes de evolucao temporal relativas a cada subespago do operador

densidade ampliado sdo dadas por

d ) 1

&pw(t> = _]Z_,—L [H07 pi@(t)] - ﬁ {F7 p99<t)} ) (547)
d ] T

g Prlt) = —% (Ho - z§> Pse(t), (5.48)
d 1. 1 1

() = T p (0T, (5.49)

com as condi¢des iniciais escolhidas na forma

pss(o) = |T> <T| ’ Pst = 07 P = 0. (550)

A solugdo para p(t) € expressa a seguir em termos de suas componentes:

pl(t) = (C, — uS,) e 1, (5.51)
pE(t) = She i, (5.52)
pslf(t) = pgsl*(t) = —iS,(Cy — uS,) eXP[W]eiMit- (5.53)

Pode-se notar que a solu¢do da Equacdo 5.47 € exatamente a mesma dada pela Equagdo 5.36, ou
seja, py(t) = p(t). No limite de ¢ — oo, o trago da matriz densidade p () é

lim Tr [p(t)] = 0. (5.54)

t—o00
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A solugdo pg(t) é dada por

pi(t) = % /0 t drTzp (T)T2. (5.55)
cujos elementos sdao
) =0t ) [ dr(C— % (5.56)
P (t) = Wi(X = ) /0 d7Se 1, (5.57)
pi () = pi " (t) = —iwy VA? — pi? exp [ig)] /0 t d7(Cpy — pS,)Spe T, (5.58)

em que as integrais nao serdo calculadas, uma vez que nao ha necessidade em conhecer a forma
explicita da matriz densidade pg(t) para o cdlculo das magnetizagdes. Neste caso, no limite em

que t — oo o trago da matriz densidade pg(t) é
t—00

como pode ser visto na Figura 11. Para p () a solugdo é da forma

' r
py(t) = exp {—;—i (HO - z§> t} py(0) =0, (5.60)

uma vez que o estado inicial é dado em termos de uma matriz nula e, desta forma, py(t)
permanece nula no decorrer do tempo.

Pode-se verificar que o trago da matriz densidade ampliada € dado por

Tr[o(1)] = Tr [py(t)] + Tr [pg(t)] = 1, (5.61)

ou seja, o traco € igual a unidade para qualquer instante de tempo ¢ (Figura 11). Assim, esta
formulacdo permite uma descri¢do do sistema com uma matriz densidade cujo trago € conservado,
estando de acordo com a formulagdao da Mecanica Quantica padrao.

Como ja comentado, a matriz densidade p , corresponde aquela matriz densidade encon-
trada na formulacdo de Dattoli, Torre e Mignani (30) para tempos positivos expressa em (5.36),
ou seja, p,, = p. A matriz densidade pg no espaco de Hilbert adicional presente na formulacdo,
a principio € desprovida de significado fisico, de modo que py representa apenas um artificio
matemadtico para construir uma formulacdo ndo-hermitiana na qual o trago da matriz densidade
total é conservado.

As componentes M da magnetizacao liquida normalizada M do sistema podem ser
determinadas de acordo com

Mg (t) = —) (5.62)

O 0
Y = .
k ( 0 0), (5.63)

em que X € definido como
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Figura 11 — Gréfico mostrando a conservacgao do traco da matriz densidade total g (curva verme-
lha) no decorrer do tempo a medida que o traco da matriz densidade p,, decai no
tempo (curva azul) e o traco da matriz densidade p; aumenta (curva verde).
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Fonte: O autor (2018).

em que o, ¢ a matriz de Pauli relativa a coordenada k, com k = z, y, 2, e O representa uma matriz
nula 2 x 2. Além disso, verifica-se que a relagdo (5.62) para as componentes da magnetizacao

liquida € reduzida a seguinte relacdo (81)

uma vez que Tr[o(t)X;] = Tr(p(t)ox] e Tr[o(t)] = 1. Desta forma, a magnetizac¢ao liquida

normalizada do sistema fica expressa pela relacdo

M(t) = \/Mg(t) + M2(t) + M2(t). (5.65)

Portanto, as formas explicitas das componentes M, da magnetizacao do sistema sdo dadas por

M, (t) = 28,(C,, — uS,) sin(p)e 1| (5.66)
M, (t) = 2S,(C, — uS,,) cos(¢p)e 1t | (5.67)
M. (t) = [2C,(C, — pS,) — 1]e 1t (5.68)
e, com isso, a magnetizagdo liquida normalizada toma a forma
M(t) = e 1 [4(1 + 4%S,)(C, — pS,)? — 4C,,(Cp — uS,.) + 1]V2. (5.69)

Verifica-se que o termo 1 presente no Hamiltoniano (5.32) gera o fator exponencial responsa-

vel pelo decaimento da magnetizacdo, enquanto o termo o, introduz um pequeno atraso nas
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oscilacdes das magnetizacdes proporcional a \/1—7/12 (5.66-5.68). No limite para A, i — 0, as
magnetizagGes usuais referentes a um dnico nicleo de spin-1/2 isolado é recuperado.
Destaca-se que o modelo tedrico introduzido neste trabalho consiste em um sistema
de dois niveis de particula inica que contém estados instaveis que decaem no tempo. Este
modelo foi considerado no sentido de imitar a dindmica coletiva incoerente de um sistema de
spin-1/2 através do formalismo proposto por Bertlmann, Grimus e Hiesmayr (34) no estudo do
decaimento de particulas através de Hamiltonianos nao-hermitianos. Além disso, deve ficar claro
que a matriz densidade utilizada no modelo tedrico ndo corresponde a matriz densidade real
tomografada, embora os mensurdveis (magnetizagdes) obtidos teoricamente concordem com 0s
resultados do laboratério dentro do intervalo de tempo observado. Portanto, serdo comparadas as
magnetizacOes tedricas (5.66-5.68) obtidas através do modelo proposto com as magnetizagdes

obtidas experimentalmente na sec¢do anterior (Figura 9).

5.4 COMPARACAO ENTRE OS RESULTADOS TEORICOS E EXPERIMENTAIS

No sentido de tentar dar um significado fisico para o formalismo tedrico, faz-se a
comparacao dos resultados obtidos a partir do modelo fenomenolégico com os dados experi-
mentais. Para uma frequéncia angular w; = 27(23566 Hz ), correspondente a um erro de 7.4%
em relacdo ao pico do espectro (Figura 10), foram encontrados os pardmetros adimensionais
A =41.77x 1073 e u = —34.43 x 10~ que melhor ajusta os resultados experimentais s curvas
tedricas como mostra a Figura 12. Para encontrar esses valores foi elaborado um programa
em Python utilizando a biblioteca scipy.optimize, com o qual pode ser encontrado pequenas

variacdes da ordem de 10~ dependendo da escolha dos valores iniciais para \ e .

Figura 12 — Dados experimentais (simbolos) e previsdes tedricas (curva sélida) para as com-
ponentes M, e M, da magnetizagdo liquida concordam quando os parametros
adimensionais valem \ = 41.77 x 1073 e u = —34.43 x 1073.
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Fonte: O autor (2018).

A interpretacdo fisica acerca dos resultados apresentados € tal que a maioria dos ntcleos

da amostra encontram-se inicialmente no estado spin up e, a medida que o tempo avanca, ha
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uma dessincronizacdo no giro dos spins, de tal forma que, alguns giram mais rapido do que
outros. Esta dinamica incoerente é esquematizada na Figura 13 (cor magenta). A perda de
coeréncia no sistema acontece devido as interagdes dos nicleos com o ambiente bem como
com seus vizinhos devido a flutuagdes térmicas (Figura 8). Outro fator que acelera ainda mais
a dessincronizacgdo dos spins € a inomogeneidade do campo magnético transversal B gerado
pela sonda do aparelho, de modo que nem todos os nucleos interagem com um campo de mesma
intensidade w; = B, como pode ser visto no espectro de frequéncias (Figura 10). De fato, esta
limitacdo experimental poderia ser contornada pela troca da sonda por outra que gere um campo
magnético mais homogéneo e, neste caso, a coeréncia poderia ser mantida por mais tempo, de
modo que o decaimento nas magnetizagdes seria muito pequeno.

Se a dindmica do sistema fosse coerente, a evolucdo temporal seria dada em termos
dos elementos do grupo SU(2), uma vez que os spins girariam de forma sincronizada, de tal
maneira que, poder-se-ia tratar o sistema de muitos spins como um sistema de particula Unica,
ndo havendo a necessidade de introduzir termos nao-hermitianos no Hamiltoniano do sistema

(A = p = 0). Esta dindmica estd esquematizada na Figura 13 (cor azul).

Figura 13 — Esquema pictérico de dois tipos de ensemble de particulas de dois niveis. As esferas
coloridas azuis (magentas) representam a dindmica em fase (fora de fase) de um
sistema de spins ideal (real) e as curvas sdlidas representam a componente z da
magnetlzagao 11qu1da
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Fonte: O autor (2018).
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Uma andlise de erro entre as magnetizacdes tedricas e experimentais pode ser feita
através do conceito de Fidelidade. A Fidelidade permite dizer o quio similar dois operadores sao,
de modo que, pode-se comparar as matrizes densidades tedrica pgs(t, ) € experimental pey (¢, 1)
nos instantes de tempo medidos ¢, ;. A definicdo do parametro de Fidelidade F'(t, ) adotada

nesta andlise € tal que
Tr [plxp (tr,k)pss (tr,k)}

) \/TY [pls(tr,k)pss(tr,k)} Tr [plxp(tnk)pexp(t“’“)} |

F(t.r) (5.70)

Esta forma estd discutida na referéncia (102). Com esta definic@o, observa-se que a fidelidade
decai até o instante em que a magnetizagdo do sistema estabiliza, a partir deste ponto a Fidelidade
¢ mantida constante em F' = 75%. Particularmente, nos primeiros 181 us a Fidelidade é maior
que 90% de modo que as matrizes densidade tedrica e experimental sdo bastante similares. Do
instante de tempo 182 us até o instante 359 us, o parametro de Fidelidade decai até atingir
o valor de 75%. Deste instante em diante, a Fidelidade é mantida ligeiramente acima de 75%,

como € mostrado na Figura 14.

Figura 14 — O grafico apresenta a evolucdo do parametro de Fidelidade de acordo com a defini¢io
apresentada por Fortunato et al. (102), o qual mostra que o parametro de Fidelidade
(pontos pretos) evolui acima dos 75% (linha tracejada vermelha).
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Fonte: O autor (2018).

Portanto, os resultados apontam a formulag¢do ndo-hermitiana como um atalho na des-
cricdo de sistemas quanticos da natureza quando comparados a outros formalismos padroes,
ainda que os modelos ndo-hermitianos devam ser tratados de maneira heuristica. As conclusoes

e propostas a respeito do trabalho sdo dadas nos capitulos seguintes.
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6 CONCLUSAO

Primeiramente, conclui-se que o estudo de grupos de simetria em Mecénica Quantica
contribuiu significativamente para o entendimento e elaboracdo de modelos de sistemas quanticos
discretos cujas dindmicas podem ser descritas de forma exata. A compreensdo a respeito de
grupos permite definir uma conexao entre o0 Hamiltoniano e o operador de evolugdo temporal, de
modo que, se o Hamiltoniano possui a forma de um elemento da dlgebra de um grupo, entdo, o
operador de evolucao temporal tem sua forma geral definida por um elemento deste grupo. Isto
define um sistema com simetria dindmica.

Mencionou-se o método proposto por Messina e Nakazato (37) no qual os autores encon-
tram uma forma de mapear Hamiltonianos dependentes do tempo para sistemas de dois niveis
com simetria SU (2), cuja dindmica pode ser descrita de forma exata. Possiveis generaliza¢des
podem ser consideradas, incluindo outras simetrias, como por exemplo, a simetria SL(2,C).
Neste caso, sdo considerados Hamiltonianos nao-hermitianos.

Recentemente, sistemas quanticos ndo-hermitianos estdo sendo frequentemente con-
siderados na literatura; embora Hamiltonianos ndo-hermitianos possam ser encontrados em
abordagens fenomenoldgicas antigas, principalmente no estudo de decaimentos de particulas.
Entretanto, abordagens como simetria P77 e representagdo pseudo-hermitiana, permitem es-
tender o conceito de hermiticidade para incluir observdveis ndo-hermitianos com autovalores
reais na formulag¢do da Mecanica Quantica. Hamiltonianos com autovalores complexos também
permitem estabelecer modelos que descrevem efetivamente sistemas abertos.

O método proposto por Dattoli, Torre e Mignani (30) para descrever a evolug¢do temporal
de um sistema quantico nao-hermitiano, apesar de contra-intuitivo devido as evolucdes nos dois
sentidos do tempo, permite considerar a evolucdo temporal para tempos positivos para descrever
um sistema de decaimento de maneira efetiva. Entretanto, a ndo conservacao do trago da matriz
densidade que descreve o sistema, deixa essa formulagdo em um quadro obscuro em relacdo ao
formalismo padrdo da Mecanica Quéantica.

Para manter uma formulagdo consistente com aquela do formalismo padrdo, a ndo
conservacao da probabilidade exibida pelo método mencionado anteriormente, pode ser corrigida
através de um formalismo hibrido, como o proposto por Bertlmann, Grimus e Hiesmayr (34),
o qual permite por meio da ampliacdo do espaco de Hilbert estabelecer um subespago para o
qual a probabilidade migra. Além disso, ainda permanece em aberto o significado fisico deste
subespaco e, portanto, este resultado foi utilizado meramente como um artificio matemaético para
manter o traco da matriz densidade total conservado. Nota-se que o formalismo discutido em
(34) foi utilizado para descrever o decaimento de particulas através de Hamiltonianos efetivos
nao-hermitianos, que € um fend6meno diferente do apresentado nesta dissertacdo. Entretanto,
apesar da natureza distinta entre dos fendmenos fisicos, o formalismo matematico apresentou

resultados satisfatorios na descri¢o do sistema de spin-1/2.
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O modelo fenomenolégico analisado € dado em termos de um Hamiltoniano nao-
hermitiano associado a simetria dindmica R_{+} ® SL(2,C), em que o fator de dissipacao é
1isomorfo ao semigrupo composto pelos niimeros reais negativos sob operacao de adi¢do. Desta
forma, um sistema nao-hermitiano de uma tnica particula de dois niveis pode ser descrito em
termos de estados instdveis, os quais permitem simular a dinAmica incoerente do estado coletivo
de um sistema de spin-1/2 de forma fenomenoldgica. Portanto, os resultados tedricos simulam
de maneira efetiva o comportamento da magnetizacao liquida do conjunto de particulas com
spin-1/2 na amostra contendo niicleos de >'P. Em relagdo a matriz densidade de desvio obtida
no processo de tomografia de estado quantico, ela difere da matriz densidade do modelo tedrico,
uma vez que trata-se de um modelo efetivo (um "atalho") que permite descrever os mensuraveis
(magnetizacdes) relativos aos sistemas de spin.

Ainda € necessario uma andlise mais detalhada da parte experimental para obtencdo de
um conjunto de parametros 6timos A\ e /i, no sentido de especificar a contribuicdo e a relevancia
de cada termo ndo-hermitiano do Hamiltoniano do modelo. Utilizou-se uma frequéncia angular
w] escolhida a mao, porém, que estava contida no espectro de frequéncias (Figura 10) e, a partir
deste valor, os parametros A e i foram ajustados. Pode-se dizer que os resultados experimentais
ddo indicios da validade do modelo tedrico.

Para finalizar, conclui-se que apesar dos Hamiltonianos ndo-hermitianos ndo estarem
incluidos na formulacdao da Mecanica Quantica usual, alguns fendmenos da Natureza parecem
de fato ser regidos por estruturas ndo-hermitianas e evolucdes ndo-unitdrias. Os resultados
apresentados aqui contribuem para esta possivel interpretagdo, embora seja necessario uma

andlise mais profunda e rigorosa para tal afirmacao.
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7 PERSPECTIVAS FUTURAS

e Analisar de forma mais sistematica o experimento no sentido de obter os valores adequados

para os pares de pardmetros (\, 1) e interpretd-los fisicamente;

e Dar uma interpretacio adequada as matrizes densidades dos estados instdveis do sistema e

dos produtos do decaimento desses estados;

e Comparar os resultados obtidos a partir do modelo deste trabalho com os resultados
obtidos através de abordagens padrdes, como por exemplo, equagcao mestra e operadores
soma, no sentido de verificar regimes em que a abordagem de Hamiltonianos efetivos

nao-hermitianos sdo validos;

e Analisar de forma mais detalhada grupos de simetria compactos € ndo-compactos, no
sentido de possiveis extensdes do método de Messina e Nakazato (37) incluindo Hamilto-

nianos ndo-hermitianos dependentes do tempo;

e Verificar uma possivel aplicacdo do método apresentado na referéncia (68) considerando

sistemas com simetrias dinamicas;

e Estender esse estudo para um sistema nao-hermitiano de dois qubits acoplados, no sentido
de verificar como os termos ndo-hermitianos afetam as magnetiza¢des do sistema composto.
Além disso, considerar sistemas com spin maior que 1/2, como por exemplo, sistemas

quadrupolares;

e Aplicar o formalismo ndo-hermitiano em outros tipos de sistemas, por exemplo, em Optica

Quantica.
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APENDICE A - OPERADOR DENSIDADE E ESFERA DE BLOCH

Seja um conjunto de NV sistemas quanticos idénticos representados cada um pelo seu
estado |1/(")), o que significa que cada elemento do ensemble é descrito por um tnico vetor de
estado. Cada vetor de estado desses elementos pode ser escrito como uma combinagdo linear de
vetores |¢,,) que formam uma base ortonormal completa e, portanto, satisfazem a Equaggo 3.12
e a Equacao 3.23. Assim, cada estado associado ao elemento i do ensemble pode ser expresso

conforme

W) =" eWgn), D = (galp™). (A1)

n

Além disso, se o estado do elemento  é normalizado, tem-se que ) |cq(1“ ) > =1

Considerando-se um observavel O, obtém-se que o seu valor esperado no elemento u é

dado por
(0),, =P |0)p™), (A2)
=" (6,101 1), (A3)
= Z<¢i|¢(‘”><w‘>|¢j><¢j|0l¢i>. (A4)

Define-se agora o operador
p(u) _ W(“)Mw(“)\ (A.5)

que representa o operador densidade associado ao elemento puro p. Portanto, em termos do

operador densidade, o valor médio do observavel fica sendo dado por

(0) =Y (&ilp"]e;) (5] Ol5s). (A.6)
2

= (6l 0l6y), (A7)

=Tr[p"WO]. (A.8)

O valor esperado do observdvel no sistema todo é dado pela média estatistica sobre cada

um dos subsistemas que compdem o ensemble e, portanto, fica dado por
(0) => pu(O), puelo1], (A.9)
o

em que p,, corresponde a probabilidade de se encontrar no ensemble um estado quantico caracte-

rizado por [/, Pela normalizac¢io da probabilidade, tem-se que

> =1 (A.10)
o
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Além disso, o valor esperado do observavel pode ser reescrito na forma

(0) =D pu(O)y, (A.11)
I
=Tr [Z pw(“’Ol , (A.12)
I
em que define-se o operador
p=> pup" = p ) (w®], (A.13)
p p

que representa o operador densidade caracteristico de todo o sistema. Portanto, o valor esperado
do observavel O fica dado por
(O) = Tr[pO]. (A.14)

Assim, o sistema quantico como um todo pode ser descrito por meio do operador
densidade, o qual fornece uma descri¢cdo completa do ensemble. O operador densidade incorpora
toda a informacdo fisicamente relevante que se pode obter a respeito do ensemble em questao
(43).

A dindmica de um sistema, no contexto do operador densidade, pode ser obtida da

seguinte forma:

d d
TP =D e { [ #(0) (@) |- (A.15)
o
Pode-se assumir que cada estado puro ‘@b(”) (t)> evolui de acordo com a equag@o de Schrodinger,
conforme
0 (1)) = H(E) [0 (1)) (A.16)
dt ih ’
d 1
= ah(1) — = b
5 (W] = = = (W@ H(?). (A.17)

Desta forma, multiplicando-se a Equagdo A.16 pela direita por <¢(”) (t)

, também multiplicando-

se a Equacdo A.17 pela esquerda por W)(“) (t)> e somando-se as duas, obtém-se

E%}¢w@»<wm@”]:%JH@H¢MUD<WMUM—me@>@MWﬂHﬂﬂ.(AJ&

Este resultado permite que o lado direito da Equagdo A.15 seja reescrito pela substituicdo da

(A.18) em (A.15) conforme 1
1
SP(0) = = HD). p(1)], (A19)

que € a equacgdo de Liouville-von Neumann para o operador densidade.
Além disso, a evolugdo temporal da matriz densidade também pode ser obtida utilizando-
se o operador de evolugdo temporal U(t), pois de acordo com (3.26) as evolugdes temporais do

estado puro e de seu dual sdo expressas da seguinte forma

(W () = Ult.to) [ (ko)) . (1 (1)| = (W (k)| U' (L, 1), (A.20)
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de modo que o operador densidade p(t) pode ser escrito como

p(t) = pu[0¥ () (LW (@) = Ut to) Y o[ (t0)) (¥ (1) UT(t, 10),  (A21)

onde o termo >, p,, [0 (to)) () (to)| = p(to) e, portanto, a evolugdo da matriz densidade
fica dada conforme
p(t) = U(t, to)p(to) U (¢, to). (A.22)

Esta expressdo vale tanto para estado puro quanto para estado misto (65).

A partir do conceito de operador densidade, € possivel representar a dindmica de spin
por meio da Esfera de Bloch, no sentido de obter uma visualizacdo tridimensional da dindmica
(64). Sem detalhes matematicos, neste apéndice € fornecido o algoritmo para representagao
tridimensional do estado de uma particula de spin-1/2.

E possivel escrever o operador densidade p na base {1, 01, o2, o3} conforme
3
p=r)l+)Y o, (A.23)
j=1

onde o ; € a matriz de Pauli relativa a coordenada z’;. Utilizando as propriedades das matrizes de
Pauli e a operacdo de trago, € possivel determinar cada um coeficiente ;. Para isso, multiplica-se
ambos os lados da expressdo para o operador densidade por o, € toma-se o traco, de modo que

3

Tr [poy) = 2\ Tr (o] + Y 2Tr [oj04] . (A.24)

j=1
uma vez que as matrizes de Pauli possuem trago nulo e também a propriedade Tr [0 ;0] = 20,4,
tem-se que
Tr :
7, = —[5 73l (A.25)
para j = 1,2, 3. O coeficiente x{, pode ser obtido tomando o traco de p e exigindo que este seja
igual a 1. Neste caso, obtém-se que z; = 1/2.

Portanto, reescrevé-se a matriz densidade conforme

3
p= % 1+ ijaj] : (A.26)
j=1
ou de forma compacta
p:%[l—i—??-a], (A.27)
com ¥ = (71,72,73) € ¢ = (01,02,03), onde z; = 27 = Tr[po;]. O vetor unitdrio

tridimensional 7 € chamado de vetor de Bloch, e suas componentes expressam os valores médios
do momento angular intrinseco nas trés dire¢des.

Um exemplo € considerar o estado de um sistema de dois niveis mais geral possivel

0 0
1) = cos 3 1) + exp (—i¢) sin 3 1) (A.28)



de modo que o operador densidade fica expresso por

o =1 (vl
1 51n9cos<b

Lty e+ (1) ]+ 1) (1) +
O iy (4] 44 |¢> () + S22 () 11— 19 (D)

que pode ser reescrito como
1 : o
P=5 [1 + sin 0 cos oy + sin O sin poy + cos fos)]

onde identifica-se as seguintes quantidades

or =) {+ 1)l
oy = —i|1) [+l (1,
oz = 1) (11— 1) -

Portanto, o vetor de Bloch associado ao estado |¢) fica expresso como

) = cosg ) 4+ exp (—ig) sing |4) <= 7= (sin 6 cos ¢, sin § sin ¢, cos 0),
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(A.29)

(A.30)

(A.31)
(A.32)
(A.33)

(A.34)

que é um vetor unitdrio tridimensional escrito em termos das coordenadas esféricas (6, ¢). Alguns

casos particulares podem ser verificados:

[
>

|

N
~
[\

o
ASE

|
@]

7
e l=m/2ep=m
¥) = 7(|T> ) == 7= (=1,0,0)
e 0=m/2ep=17/2
¥) = 7 (M) +ill)) <= 7= (0,1,0)
e 0=m/2e¢=23r/2
) = (!T) — i) = 7= (0,-1,0).

%I

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)
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