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RESUMO

A modelagem matemdtica de epidemias requer ferramentas capazes de capturar a complexidade
da propagacdo de doencas. Nesse contexto, o principal objetivo desta dissertacdo € investigar
e comparar a dinamica da propagacdo epidemioldgica simulada sob dois modelos distintos:
equagdes diferenciais ordindrias (EDOs) e autdmatos celulares (ACs). Com base em modelos
compartimentais cldssicos (SI, SIR e SEIR), foram desenvolvidas implementa¢des continuas
e discretas para examinar as diferengas estruturais, comportamentais € matematicas entre as
abordagens. Metodologicamente, enquanto os modelos baseados em EDOs operam sob a
premissa de mistura homogénea e evoluem de forma deterministica, os ACs rompem essa
premissa ao incorporar interacdes locais, estocasticidade e estrutura espacial, permitindo a
simulacdo de surtos localizados e dinamicas emergentes. Além da andlise qualitativa das
curvas geradas, ajustes quantitativos foram aplicados as séries temporais usando trés funcdes
matematicas: crescimento exponencial, lei de poténcia e tangente hiperbdlica. Os resultados
demonstram diferencas marcantes na velocidade de infeccdo: epidemias modeladas por EDOs
tipicamente exibem crescimento exponencial em seus estdgios iniciais, refletindo contigio
global; em contraste, simulagdes via ACs seguem dindmicas compativeis com leis de poténcia,
destacando o limite fisico do avango espacial da doenga. Também foi constatado que a fun¢do
tangente hiperbdlica se destacou por sua alta precisao matemadtica, ajustando adequadamente o
comportamento inicial de ambos os formalismos ao capturar a transi¢io exata entre a fase de
rdpido crescimento e a saturagdo da epidemia. Conclui-se que a integracdo entre simulacdes
continuas e discretas, combinada com a escolha de funcdes de ajuste, expde as limitacdes
intrinsecas de cada modelo e fornece uma estrutura significativamente mais robusta para a
compreensao das dindmicas epidemioldgicas.

Palavras-chave: Automatos Celulares, Equacdes Diferenciais Ordindrias, Epidemiologia Ma-
tematica.



ABSTRACT

The mathematical modeling of epidemics requires tools capable of capturing the complexity of
disease propagation. In this context, the primary objective of this dissertation is to investigate
and compare the dynamics of epidemiological spread simulated under two distinct formalisms:
ordinary differential equations (ODEs) and cellular automata (CAs). Drawing upon classical
compartmental models (SI, SIR, and SEIR), continuous and discrete implementations were
developed to examine the structural, behavioral, and mathematical differences between these
approaches. Methodologically, while ODE-based models operate under the assumption of
homogeneous mixing and evolve deterministically, CAs break this premise by incorporating
local interactions, stochasticity, and spatial structure, thereby enabling the simulation of lo-
calized outbreaks and emergent dynamics. Beyond the qualitative analysis of the generated
curves, quantitative fitting was applied to the time series using three mathematical functions:
exponential growth, power law, and hyperbolic tangent. The results demonstrate marked
differences in the infection rate: epidemics modeled by ODEs typically exhibit exponential
growth in their early stages, reflecting global contagion. In contrast, CA-based simulations
follow dynamics consistent with power laws, highlighting the physical boundaries of the dise-
ase’s spatial spread. Furthermore, the hyperbolic tangent function proved to be highly precise
mathematically, adequately fitting the initial behavior of both formalisms by capturing the exact
transition between the rapid growth phase and the saturation of the epidemic. Ultimately, it is
concluded that integrating continuous and discrete simulations, coupled with the selection of
fitting functions, exposes the intrinsic limitations of each model and provides a significantly
more robust framework for understanding epidemiological dynamics.

Keywords: Cellular Automata, Ordinary Differential Equations, Mathematical Epidemiology.
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1 INTRODUCAO

A modelagem matemaética de epidemias € uma das ferramentas mais importantes para enten-
der e controlar doencas infecciosas, ja que seu impacto na saide publica global € significativo
diante de surtos emergentes e reemergentes (1). Para explicar a dindmica desses eventos, a
literatura evoluiu de modelos cldssicos baseados em Equacdes Diferenciais Ordinérias (EDOs)
para modelos espaciais e estocésticos, como Automatos Celulares (ACs). Devido as diferencas
fundamentais entre esses métodos, o objetivo desta dissertacdo € comparar o desempenho e
os resultados dos modelos EDO e AC para modelagem de epidemias. Para fornecer uma
compreensdo quantitativa das diferencas no desempenho do modelo e nos resultados de cada
método, realizamos ajustes matemaéticos das curvas de simulagcdo usando diferentes funcoes,
como crescimento exponencial, lei de poténcia e tangente hiperbdlica, para destacar as forgas e
limita¢des de cada método.

Historicamente, a propagacio de doengas tem sido descrita por modelos compartimentais
(SI, SIR e SEIR), que dividem a populacdo em estados de Suscetiveis, Expostos, Infectados e
Recuperados de acordo com os sistemas EDO (3). O modelo matemaético cldssico é baseado
na hipétese de campo médio, que assume uma mistura homogénea da populagdo onde todos os
individuos t€ém a mesma probabilidade de interacdo (4). Embora esses modelos sejam continuos
e faceis de analisar, eles ndo levam em conta as propriedades basicas de epidemias reais, como
a estrutura espacial das redes de contato, heterogeneidades locais e a aleatoriedade do contagio.

Para superar essas limitacdes, os autdmatos celulares oferecem uma solu¢do complementar.
Ao discretizar o espago, o tempo e o estado do individuo, os ACs nos permitem simular
interacdes locais (5) e acompanhar a evolucdo da epidemia em termos de efeitos espaciais,
aleatoriedade e dinadmicas emergentes (6). Em uma grade 2D, cada célula representa um
individuo (ou grupo) e muda de estado de acordo com a vizinhanca imediata e suas condicoes
de infeccdo e recuperacdo. Dessa forma, podemos observar frentes de onda e surtos localizados
que as equagdes continuas ndo conseguem reproduzir.

Portanto, nosso objetivo ndo € apenas explicar o que € tecnicamente possivel em cada
método isolado, mas sim mostrar como a comparacdo de diferentes formalismos ajuda a
entender o contdgio. Ao compreendermos as curvas produzidas por cada modelo, seremos
capazes de construir ferramentas de simulacdo mais confidveis e prever o que acontece na saude.

A estrutura desta dissertacdo é a seguinte. O Capitulo 2 desenvolve a teoria dos autdmatos
celulares e seus principios bdsicos de modelagem: grade espacial, estados, vizinhancas, regras
de transi¢do e computacdo. Também discute a base matematica dos autdmatos celulares em
sistemas complexos.

O Capitulo 3 aborda os modelos epidemiolégicos compartimentais cldssicos. As EDOs
que definem os modelos SI, SIR e SEIR sdo revisadas, discutindo suas propriedades analiticas,
pontos de equilibrio, nimero bésico de reproducio (%) e comportamento assintdtico. A partir

dessa base, estabelece-se um paralelo com a abordagem dos autdmatos celulares, destacando
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o papel dos pardmetros de transi¢do, como taxas de infeccio (f), recuperagdo () e incubacio
(@) (8).

O Capitulo 4 € dedicado a andlise dos resultados. Nele, métodos continuos e discretos
sdo executados e comparados em simulagdes numéricas. O comportamento espaco-temporal é
analisado, e as curvas epidémicas sao submetidas a func¢des de ajuste para descrever a dindmica
com maior precisao matematica. O desempenho de cada fung¢ao € avaliado, bem como os efeitos

que a estrutura espacial e a aleatoriedade causam nos dados gerados.
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2 AUTOMATO CELULAR

Automatos celulares sao modelos matematicos que descrevem sistemas dindmicos discretos
(9). Eles constituem uma grade de células e cada célula pode ser transformada em diferentes
estados ao longo do tempo (10). A evolugdo do sistema € regida por regras que determinam a
transicao de estados com base na interacdo das células vizinhas (11). Assim, a estrutura desse
sistema permite que padrdes complexos e comportamentos globais surjam de interagdes locais
relativamente simples e sdo usados para modelagem e simulacao.

A flexibilidade dos autdmatos celulares é refletida na variacdo de sua estrutura com a
dimensionalidade do sistema (12). Em modelos unidimensionais, as células sdo dispostas
em uma linha e interagem apenas com seus vizinhos, e em modelos bidimensionais, elas sdo
dispostas em uma grade. Isso facilita um comportamento mais aleatério e a simulacdo de
fendmenos naturais. Modelos 3D e generaliza¢des para dimensdes superiores podem ser usados
para andlises muito mais ricas € no contexto de representacdo e processamento de informacoes.

Além da estrutura, a evolucdo dos autdOmatos celulares depende de regras de transicdo,
que podem ser deterministicas ou probabilisticas. No primeiro caso, o estado futuro de uma
célula é totalmente determinado pelo seu estado atual e pelos seus vizinhos, o que garante
previsibilidade e reprodutibilidade no comportamento do sistema (13). No segundo caso,
elementos aleatérios sdo integrados ao modelo para simular dindmicas mais proximas de
sistemas reais que s@o incertos e imprevisiveis. Além disso, as condi¢des iniciais e de contorno
desempenham um papel importante na evolucao do sistema, de modo que se pode esperar ver
padrdes extremamente diferentes a partir de pequenas variagoes.

Esse poder de gerar padrdes organizados e comportamentos globais a partir de regras
simples é uma das coisas mais interessantes sobre os autdmatos celulares. Gragas a essa
propriedade, eles se tornaram ferramentas de conhecimento em vdrias dreas. Na ci€ncia da
computacao (14), sdo usados para o estudo da complexidade computacional e da computacdo
natural, enquanto na arte digital sdo utilizados para gerar composi¢des visuais dindmicas e
interativas (15). Eles também sao uteis na modelagem de dinadmicas quimicas (16), ecologia
(17) e sistemas urbanos (18), estudando a dinamica do sistema de interagdes locais e a partir
das quais novas perspectivas também sdo obtidas.

Assim, os autdmatos celulares podem ser usados como uma ferramenta flexivel e efici-
ente para modelar sistemas dindmicos devido a simplicidade estrutural, mas podem produzir
fendmenos muito complexos. Isso os torna maquinas poderosas e também uma ponte entre
a formalizacdo matemadtica e a compreensdo de processos naturais e artificiais, mostrando os

padrdes das dinAmicas no mundo real.
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2.1 ASPECTO HISTORICO

A ideia do automato celular nasceu na década de 1940 a partir do trabalho pioneiro do
matematico John von Neumann e do fisico Stanislaw Ulam (19). No contexto de sistemas
dinamicos e autorreplica¢do, von Neumann queria desenvolver uma estrutura matematica para
descrever processos de reproducdo artificial, enquanto Ulam estava interessado em modelos de
crescimento de cristais baseados em grade. Ambos estavam tentando desenvolver um modelo
que combinasse regras locais com dinamicas globais.

Von Neumann foi responsavel por desenvolver um dos primeiros modelos formais de ACs
para entender como funciona a autorreplicacdo bioldgica (20). Seu modelo era baseado em uma
grade bidimensional na qual cada célula poderia assumir diferentes estados e evoluir de acordo
com as regras. Ele mostrou que um conjunto suficientemente complexo de regras que permitia
a reproducao estrutural dos padrdes, o que foi um grande avango na teoria da computacao e em
sistemas auto-organizados (21).

Ulam usou grades celulares para estudar a formagao de padrdées geométricos a partir de
regras simples (22). Seu foco na geracdo de estruturas complexas a partir de interagdes locais
onde foi importante para a formalizagdo matemdtica dos autdmatos celulares e sua aplicagcdo
em vdrias ciéncias. Dessa forma, suas contribui¢des foram tdo importantes quanto as de von
Neumann para estabelecer as bases para o desenvolvimento da teoria.

Nos anos posteriores, numerosos pesquisadores desenvolveram e aprimoraram essa teoria.
Um dos maiores desenvolvimentos ocorreu na década de 1970, quando Stephen Wolfram
realizou o estudo sistematico dos autdomatos celulares unidimensionais (9). Ele os classificou
em diferentes categorias e demonstrou as capacidades desses sistemas como modelos computa-
cionais.

Outro marco importante foi a criacdo do Jogo da Vida por John Conway em 1970 (23). Este
autdmato celular bidimensional com regras de transi¢ao relativamente simples mostrou que
podemos gerar um comportamento muito sofisticado a partir de configuragdes iniciais simples.
O Jogo da Vida foi muito popular tanto na matematica quanto na computacdo € mostrou que
sistemas baseados em regras locais podem gerar multiplos padrdes.

Atualmente, os ACs continuam sendo objeto de estudo e aprimoramento, impulsionados
pelo avanco das técnicas computacionais e pelo crescente interesse na modelagem de sistemas
complexos. Sua influéncia abrange multiplas disciplinas, reafirmando sua relevancia como um
dos principais paradigmas para a compreensdo de fendmenos naturais e computacionais. Desde
suas origens tedricas até suas aplicagdes contemporaneas, esses modelos seguem demonstrando
sua versatilidade e potencial para descrever a complexidade inerente a diversos sistemas dina-

micos.
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2.2 UNIDIMENSIONAL

Os autdmatos celulares sdo sistemas dinadmicos que evoluem de acordo com regras pre-
definidas de células localizadas em uma grade discreta. Para construir ACs, definimos um
conjunto inicial de células e suas vizinhangas. Cada célula € um espaco bem definido e
sua vizinhanga depende de sua proximidade com a célula central. A vizinhanca pode ser
unidimensional, bidimensional ou tridimensional. Aqui, consideramos regides unidimensionais
e bidimensionais. A figura 1 ilustra a estrutura de um AC unidimensional onde a célula central

ap tem dois vizinhos: a_; a esquerda e a| a direita.

Figura 1 — Configuracdo das células em um autdmato celular unidimensional.

Fonte: adaptado de (5).

Do ponto de vista matemdtico, um automato celular unidimensional € uma cadeia linear de
células, cada uma das quais pode estar em um estado de valor finito. O sistema € regido por
regras que podem ser deterministicas ou probabilisticas (11) e levam em consideragdo o estado
atual da célula e o estado de seus vizinhos em um determinado intervalo. Padrdes estaveis,
comportamento repetitivo e cadtico podem se formar dependendo da regra.

A Figura 2 mostra a evolugdo de um autdmato celular unidimensional, onde cada célula
¢ identificada por um indice discreto a,, representando sua posicdo na grade. No caso mais
simples, os autdmatos celulares podem ser bindrios (24), ou seja, cada célula pode ser O ou 1.
Apesar de sua simplicidade, eles sdo incrivelmente dinamicos. Stephen Wolfram mostrou que
algumas regras, como a Regra 110, podem ser computacionalmente tdo eficientes quanto uma
méaquina de Turing (25), e os autdmatos celulares podem, portanto, ser usados para computacao
universal.

Figura 2 — Distribuicdo dos estados em um autdmato celular unidimensional, destacando os sitios
identificados por a,_s até a, 5 ao redor de uma célula central.

in-s ‘n4 'n-3 in-z ‘n-l ‘n ‘n+l ‘n+2 'n+3 in+4 ‘n+5

Fonte: adaptado de (26).

A complexidade comportamental dos ACs pode ser classificada segundo a tipologia pro-

posta por Wolfram (11), que define quatro classes principais:

1. Evolucao para um estado homogéneo: O sistema evolui rapidamente para uma configura-

¢do uniforme, onde todas as células assumem um mesmo valor e a dindmica congela.



22

2. Formacao de padrdes periddicos: O sistema desenvolve estruturas espaciais que se re-
petem em ciclos continuos e previsiveis ao longo do tempo. Matematicamente, esse
comportamento representa um ciclo limite (ou Orbitas periddicas), em que o sistema

atinge um estado de oscilacdo regular e sustentada.

3. Comportamento cadtico: O sistema gera sequéncias pseudoaleatdrias e desordenadas, ca-
racterizadas por uma dependéncia extrema e sensivel as condi¢des iniciais (uma alteracao

em uma unica célula muda todo o futuro). Essa classe reflete o caos deterministico.

4. Dinamicas complexas: Representando uma fronteira t€nue entre a ordem e o caos, o
sistema produz estruturas localizadas que colidem e interagem de forma complexa, ndo

sendo totalmente previsiveis nem totalmente aleatdrias.

Em autdmatos celulares deterministicos, as regras de transi¢ao sdo locais: o novo estado
de uma célula depende apenas de seu estado atual e dos estados das células vizinhas. Para um
autdmato celular unidimensional com vizinhanca de primeiro grau, o estado da célula a, no
préximo momento € determinado por a,_1, a, € a,+1 (26). A Figura 3 mostra esse tipo de
sistema: as células podem ter dois estados (roxo para células ativas e branco para inativas) e
valores binarios (1 e 0).

Figura 3 — Representacdes de estados possiveis para células em um AC unidimensional: (a) codificacdo
por cores e (b) por valores bindrios.

o [T ELEJEEE [ E FEE | EEE

b) [ofofo] [ofo[t][oftfo][oft]t][1]ofof[t]oft|[1]t]o] t]1]1]
Fonte: adaptado de (5).

A regra de atualizagdo pode ser expressa (26) por uma fungao f, tal que:

aifl =f (az_l,ail,a;+1) . 2.1)

Em um sistema bindrio com N células, existem 2" possiveis configura¢des (11). Wolfram
identificou 256 regras distintas para ACs unidimensionais com vizinhanga de trés células. No
caso representado na Figura 3, existem 2> = 8 combinacdes possiveis de entrada. Cada regra
define o novo estado da célula central para cada uma dessas oito combina¢des. Como cada
combinacdo pode assumir dois resultados (0 ou 1), o nlimero total de regras possiveis € 28 =
256 (26, 27). Essas regras podem ser numericamente representadas pela conversdao de suas
expressoes bindrias em nimeros decimais. Por exemplo, a Regra 110 € definida pela sequéncia
bindria 01101110, que equivale a:

27x0)+ (20 x D+ (22 x D+ 2*x0)+ (2> x D+ (22 x 1)+ (2! x 1)+ (2°x0) =110. (2.2)
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Essas regras também podem ser descritas por expressdes booleanas. A dlgebra Booleana,
utilizada na modelagem dos ACs, baseia-se em operacdes fundamentais como a conjuncao (E),
denotada por (+), e a disjungdo (OU), representada por (4). O complemento de um elemento
ap € indicado por a,, onde g, = 1 se a, = 0, e vice-versa (26, 28).

Como exemplo, considere a Regra 30. Supondo que, no instante ¢, os estados dos vizinhos

sejama_1 =1,ap=1ea; = 1. A expressdo légica da regra é:

f(a—17a07a1) = (Cl_] %m)—’—(ma())—i_(mal)v

calculando os complementos:

substituindo os valores:

(1-0-0)+(0-1)4+(0-1)=0.

Portanto, no instante 7 + 1, o sitio ap assumira o valor 0 (26).

A representagdo visual também € ttil para compreender o comportamento das regras. A
Figura 4 apresenta esquemas graficos das dinamicas associadas as Regras 30, 54, 73, 90, 110,
184, 222 e 250 (29).

Figura 4 — Representacgao visual da dindmica de diferentes regras de ACs unidimensionais.

Regra 30 ?
Regra 54 ?
Regra 73 ?
Regra 90 ?
Regra 110 T
Regra 184 T

Regra 222

Regra 250

Fonte: adaptado de (26).

A Regra 90, por exemplo, € definida pela fun¢do booleana:

f(afl,al) = (a,l -671) —f—(d,l -al).

Ao aplicé-la as oito combinacdes possiveis sendo representadas na Figura 5, obtém-se a

sequéncia binaria 01011010 (5), que corresponde ao nimero decimal 90:
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2700+ (2°- D)+ (2°-0)+2* D+ (2° D+ (22-0)+ (2" 1)+ (2°-0) = 90.

Figura 5 — Dinamica de um autdmato celular unidimensional regido pela Regra 90.

POP POF PFP PEE FPP FPE FEP FEE]

|_| (a,a)+(, a,) L\

Para111: (1 x0)+(Ox1)=0 Para 110: (1 x 1)+ (0 x0)=1 Para 101: (1 x0)+(O0x1)=0
Para 100: (1 x 1)+ (O0x0)=1 ParaOl1l: Ox0)+(1x1)=1 Para 010: Ox 1)+ (1 x0)=0

Para 001: (0x 0) + (1 x 1) = 1 Para 000: (0 x 1)+ (1 x0)=0

L

EEF FFP FEF FFD OFF PFP PEE PEP]

Fonte: adaptado de (5).

A Figura 6 ilustra a evolugdo de diferentes ACs unidimensionais sob a condi¢do de uma
semente central (11) uma configuracdo em que apenas uma célula ativa (estado 1) € posicionada
no centro de um dominio preenchido por estados 0.

Esta simplicidade inicial esconde a complexidade das dinamicas locais. Como vimos na
evolucdo temporal, a Regra 30 € cadtica, por isso € usada em protocolos criptograficos e
geracdo de nimeros pseudo-aleatérios (30). A Regra 90 gera padrdes fractais auto-semelhantes
do tipo Sierpinski (31), enquanto a Regra 110 € a regra de computacdo universal que nos
permite calcular os sistemas locais (32) e provar que sistemas locais simples podem ser usados
para expressar logica complexa. Além destas, a Regra 184 € uma regra de fluxo de trafego
unidimensional bem conhecida (33). O conjunto de regras nesta dissertacdo (54, 73, 222 e 250)
mostra que padrdes, sejam eles oscilatorios, estdveis ou complexos, sdo muito importantes para

a modelagem de fendOmenos naturais na fisica e na ciéncia da computagdo.
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Figura 6 — Evolucao de ACs unidimensionais com semente central sob diferentes regras: (a) 30, (b) 54,
(c) 73, (d) 90, (e) 110, (f) 184, (g) 222 e (h) 250.

a Regra 30 b Regra 54
) 50 ) 50 = £
40| 40|
30+ 30+
20 201
10} 10}
O X 2, . . 0 X age’ .
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100
C Regra 73 d
) 50 - g )

0 25 50 75 100 0 25 50 75 100

e) Regra 110 )

50 Regra 184

50

0 ‘ ‘
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100

Regra 222 Regra 250
g 50 g h) 50 = g

0 25 50 75 100 0 25 50 75 100

Fonte: O autor.
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2.3 BIDIMENSIONAL E O JOGO DA VIDA

Os automatos celulares bidimensionais sdo modelos definidos sobre uma malha regular
de células, tipicamente representada por uma matriz bidimensional. Cada célula ocupa uma
posicao (x, y) € 72 e assume um estado pertencente a um conjunto finito S, como por exemplo
S =1{0,1}, onde 0 representa uma célula e "morta"e 1 uma célula "viva". O estado global do
sistema evolui em passos de tempo discretos, sendo que o novo estado de cada célula c;y é
determinado por uma funcao de transicao local f, aplicada sobre o estado atual da célula e de
suas vizinhas (34).

Formalmente, um autdmato celular bidimensional .27 pode ser descrito como uma 5-tipla
(35):

MZ(S,ZZ,N,]C,S()), (23)
onde:
* § € o conjunto finito de estados,

. 77 representa o espago discreto bidimensional,

NCZ*éa vizinhanca relativa a célula central,

f: SN s 5¢a regra de transi¢ao local,

so : Z* — S define a configuracao inicial do sistema.

A dinamica de evolugdo € definida pela aplicacao simultnea da regra f em todas as células

do autdmato. Denotando o estado global no instante ¢ por C; : 7% — S, temos:

Cr1(x,y) = ({C(x+i,y+ 1)} i jjen) - (2.4)

No caso de autdmatos celulares bidimensionais, a defini¢do da vizinhanca de cada célula é
um aspecto fundamental, pois influencia diretamente a dinamica e a complexidade do sistema.
A vizinhanga determina quais células ao redor da célula central serdo consideradas na aplicagao
da regra de transic@o.

Em geral, dois tipos cléssicos de vizinhanca sdo conhecidos por serem utilizados: a vizi-
nhanca de von Neumann e a vizinhanga de Moore (35). Essas vizinhangas sdo particularmente
importantes porque sio usadas em muitos modelos computacionais diferentes, e a de Moore € a
base para o famoso Jogo da Vida de Conway. Na tabela a seguir, mostramos as duas vizinhangas,
ambas com a representacdo numérica a partir da célula central (0) para as posi¢des dos vizinhos.
Na Figura 7, apresentamos as vizinhangas que um autdmato celular pode assumir, considerando
(a) célula central, (b) vizinhanca aleatdria, (c) vizinhanca de Neumann do primeiro vizinho
considerando os quatro locais ortogonais ao redor da célula central, (d) vizinhanga de Neumann

estendida, (e) vizinhanga de Moore do primeiro vizinho e (f) vizinhanca de Moore expandida.
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Figura 7 — Representacdo das vizinhancgas a partir de uma célula central. Temos as seguintes represen-
tagcdes: (a) célula central, (b) vizinhanca randdmica, (c) vizinhanga de Neumann de primeiros vizinhos,
considerando os quatro sitios ortogonais ao redor da célula central, (d) vizinhanca de Neumann estendida,
(e) vizinhanga de Moore de primeiros vizinhos, (f) vizinhan¢a de Moore expandida.

a) w
F

S

©) D l

©) 1))

Fonte: adaptado de (26).

Tabela 2.1 — Vizinhangas de Von Neumann e Moore com posi¢des relativas ao centro C; ;.

Vizinhanca Células vizinhas de C; ;
(~1,0)
Von Neumann (0,—1) (0,+1)
(+1,0)
(—1,—1) (=1,0) (—1,+1)
Moore (0,—1) (0,+1)
(+1,-1) (+1,0) (+1,+1)

A vizinhanca de von Neumann considera apenas os quatro vizinhos ortogonais (acima,
abaixo, a esquerda e a direita) da célula central, enquanto a vizinhanca de Moore considera
os vizinhos diagonais, que formam oito vizinhos da célula (34). O vizinhangca de Moore €
particularmente til na descricao de fendmenos complexos.

O autdmato celular bidimensional considerado neste estudo, ilustrado na Figura 8, é im-
plementado em uma matriz quadrada com dimensdes 40 x 40, na qual cada célula pode estar

ativa (1 e cor roxa) ou inativa (0 e cor preta). A configuracao inicial consiste exclusivamente
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na ativacdo da célula central, enquanto todas as outras permanecem inativas. A partir deste
estado inicial, o sistema evolui ao longo de 15 iteracdes discretas, seguindo regras de transicao
locais baseadas na vizinhanca de Moore, ou seja, considerando os oito vizinhos imediatamente
adjacentes a cada célula.

A dindmica do sistema é regida por um conjunto especifico de regras, que, apesar de simples,
resultam em padrdes visuais complexos e altamente organizados. Essas regras estdo descritas a

seguir:

* Regra de ativagdao: Uma célula inativa torna-se ativa se, € somente se, possuir exatamente
um ou dois vizinhos ativos. Essa condicao restritiva evita a prolifera¢do indiscriminada

de ativacdes, promovendo um crescimento controlado e estruturado.

* Regra de desativacdo: Qualquer célula ativa torna-se inativa na iteragdo seguinte, inde-
pendentemente da configuragdo de seus vizinhos. Essa regra introduz uma transitoriedade
obrigatdria no estado ativo, assegurando que nenhuma célula permaneca ativada por mais

de uma geracao.

O efeito combinado dessas duas regras dd origem a um comportamento caracteristico: a
ativacdo se propaga em ondas concéntricas a partir do centro da matriz. A cada iteracao, a
camada periférica € afetada pelas ativagdes da camada anterior, que por sua vez € imediatamente
desativada. O processo de propagacdo, seguido pela extin¢do, impede estruturas estaticas e leva
a padroes em camadas concéntricas ou anéis separados por lacunas, diretamente porque a regra
de ativacdo € sensivel ao nimero exato de vizinhos.

Ap0s 15 iteracdes, encontramos um padrao final com simetria radial bem definida, refletindo
a posi¢do central da célula inicialmente ativada e a isotropia das regras de transi¢do, que ndo
favorecem nenhuma direcdo em particular. A textura é complexa, com bordas ramificadas e
elementos que lembram estruturas fractais ou filamentosas. A regido central permanece inativa
nas iteragdes finais, uma vez que o aumento no nimero de vizinhos ativos desde a primeira
ativacao impede novas ativagdes nesse nucleo, de acordo com a restri¢do imposta pela regra de
ativacgao.

O autdmato celular apresentado aqui mostra de uma maneira muito simples que regras locais
simples podem dar origem a padrdes globais complexos e auto-organizados. A interagdo de uma
regra de ativacdo seletiva e uma regra de mortalidade imediata fornece a base para estruturas
simetricamente espaciais com crescimento auto-limitado e um alto grau de complexidade visual.
Essas propriedades tornam este sistema especialmente relevante para fenOmenos de auto-
organizagdo, dinamicas de crescimento sob restricdes e modelagem de padrdes em sistemas
discretos (27,34).

2.3.1 O Jogo da Vida de Conway

Entre os modelos de autdmatos celulares bidimensionais, o mais popular e mais estudado é

o Jogo da Vida, proposto pelo matematico britanico John Conway em 1970 (36). Este modelo
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Figura 8 — Padrao bidimensional gerado por autdmato celular ap6s 15 iteracdes, partindo de uma tinica
célula central ativa. Células inativas ativam-se com 1 ou 2 vizinhos ativos, c€lulas ativas tornam-se
inativas na iteraco seguinte.

Fonte: O autor.

ganhou fama porque mostra como regras locais simples podem levar a padrdes extremamente
complexos e até mesmo a um comportamento universal.

O Jogo da Vida € definido em uma grade bidimensional onde cada célula pode estar viva (1)
ou morta (0), como pode ser visto na Figura 9. A vizinhanga neste modelo é a de Moore, ou
seja, cada célula € influenciada por 8 células ao seu redor. A dinamica do sistema € governada

pela aplicacdo das seguintes regras a cada célula na grade:

* Uma célula viva estard viva na proxima geragao se tiver exatamente dois ou trés vizinhos
vivos. Caso contrario, ela morre: se tiver menos de dois vizinhos, morre de solidao, e se

tiver mais de trés, morre de superpopulacao.

* Uma célula morta se tornard viva na proxima geracao se tiver exatamente trés vizinhos

vivos. Esta regra representa o nascimento de uma nova célula.

As regras sdo suficientes para construir estruturas com diferentes dinamicas de acordo com

sua estabilidade e mobilidade na grade. Entre os padrdes notaveis, destacam-se os seguintes:

* Estaticos (Still Lifes): Como o block (bloco) (37), que constitui uma configuracao invari-
ante no tempo, onde C; | = C;.

* Oscilatérios (Oscillators): Como o blinker (38), que apresenta periodicidade temporal
T > 1. No caso do blinker, o sistema alterna entre dois estados (7" = 2) sem que haja

deslocamento do centro de massa da estrutura.

* Moveis (Spaceships): O glider (deslizador) € a estrutura mais emblematica, caracterizada
por recuperar sua morfologia original apdés um nimero determinado de passos, porém
deslocada espacialmente. Matematicamente, satisfaz a condi¢do Ci7(x,y) = Ci(x —

Ax,y —Ay) (39), o que permite a transmissdo de informacao através da grade.
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Figura 9 — Resultados de multiplas simulacdes de um autdmato celular em dois grids distintos. (a)
Resultado de quatro simulagdes distintas em um grid 10x10, com as células vivas coloridas conforme
a origem da simulagcdo. (b) Representacdo andloga em um grid 51x51, com maior densidade de
pontos vivos. Cada cor indica uma simulacdo independente, permitindo observar padrdes recorrentes
ou divergéncias na evolucdo do sistema. Essa visualizacdo facilita a andlise comparativa entre diferentes
execucdes do modelo sob as mesmas regras.

a) g 4 DPso. 4
8 e ° . ° .o
7 ° 13 40/ : ® . 3 13
g 30 S L] ° o g
4 1 2 20 ¢ o ¢ o 2
3 | | * | |
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0 0 0 ‘ Hihhal *® 0
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Fonte: O autor.

Isso significa que, apesar de suas regras simples, o Jogo da Vida é um processador de
informagdes universal (36). De fato, a interacdo das células pode ser organizada para realizar
qualquer cédlculo que um computador tipico poderia fazer.

No Capitulo 3, discutiremos modelos epidemioldgicos compartimentais que sao de particu-
lar utilidade para o estudo da modelagem matematica da propagacdo de doencas infecciosas.
Esses modelos levam em consideracdo a dinamica de transmissdo de diferentes grupos de
pessoas, organizados em compartimentos como suscetiveis, infectados e recuperados. As equa-
coes diferenciais e os parametros epidemioldgicos podem ser usados para descrever e prever
fendmenos de surtos e epidemias e, como veremos neste capitulo, o efeito de intervencoes
como vacinagdo, isolamento e distanciamento social. Este capitulo serd baseado nos principais
modelos, suas variacdes e aplicacdes, e fornecerd um quadro tedrico para relacioni-los aos

processos para a propaga¢do de doencas em populacdes humanas.
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3 MODELOS EPIDEMIOLOGICOS

Neste trabalho, discutimos a aplicacdo de modelos compartimentais na compreensiao e
previsdo da disseminacdo de doengas infecciosas em populagdes. Para esse proposito, utili-
zamos equacodes diferenciais ordindrias, que sdo deterministicas, e autdmatos celulares, que sdo
estocasticos. Esses modelos organizam uma populacao de tamanho N em compartimentos epi-
demioldgicos (Suscetiveis (S), Infectados (I)) e descrevem de maneira simples a disseminagdo
da doenca. Estes modelos sdo usados para estudar a propagacido da doenga e para projetar
medidas de controle, como exclusao social, medicamentos e campanhas de vacinag¢do em larga
escala.

As doengas sdo classificadas em infecciosas e nao infecciosas (4). Doengas ndo infecciosas
como hipertensao estdo geralmente associadas a fatores genéticos, ambientais ou comportamen-
tais ao longo da vida, enquanto doencas infecciosas como tuberculose podem ser transmitidas
entre individuos (40). Em doengas ndo infecciosas, a epidemiologia estd preocupada com
fatores de risco e relacdes causais, como a relacdo entre o consumo excessivo de sal e a
hipertensdo. Em doencas infecciosas, a transmissdo € impulsionada pela interagdo entre
individuos suscetiveis e infectados, e este € um aspecto fundamental dos modelos matematicos
que visam descrever e prever a disseminagao da doencga.

Tais modelos consideram a imunidade pds-infec¢do, sua duracdo e mecanismos de trans-
missdo, e assim podem ser uma representacdo mais precisa das caracteristicas de diferentes
doencas. Por exemplo, doencas como sarampo e variola tém imunidade duradoura apds a
recuperacdo (41), enquanto a gonorreia € uma doenga sexualmente transmissivel (DST), que
tem altas taxas de reinfeccdo (42). Em doengas transmitidas por vetores, como dengue (43) e o
virus zika (44), os modelos precisam levar em conta fatores geoespaciais e ambientais devido
aos seus processos de transmissdo. Essas diferencas tornam ainda mais importante adaptar os
modelos as caracteristicas particulares de cada patégeno e seu modo de disseminacao.

Uma das diferengas fundamentais desta adaptacdo € que o agente infeccioso é bioldgico.
Enquanto os macroparasitas precisam de modelos que considerem a carga parasitdria individual,
como as doengas infecciosas causadas por microparasitas se desenvolvem no organismo hos-
pedeiro € geralmente descrito pela carga patogénica (ou seja, a taxa de replicacdo do patdégeno
e a resposta imunoldgica do hospedeiro) (4). Nesse sentido, modelos epidemiolégicos sobre
doencas microparasitdrias transmitidas diretamente t€ém desempenhado um papel critico na
compreensdo da dinamica de tais infec¢cdes. Embora sejam apenas parte do amplo contexto
da modelagem epidemioldgica, os avangos feitos nas ultimas décadas os tornaram cada vez
mais influentes na previsdo e mitigacdo de surtos epidémicos.

Em contraste, doengas causadas por macroparasitas, como helmintos e esquistossomos, t€m
ciclos de transmissdao mais complexos com estdgios de desenvolvimento fora do hospedeiro
principal (45). Muitas doencas também dependem de hospedeiros intermedidrios ou vetores,

por exemplo, mosquitos, moscas tsé-ts€¢ e carrapatos. Esses casos ndo sdo transmitidos di-
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retamente, mas podem ser modelados como uma sequéncia (primeiro o agente infeccioso €
transferido do hospedeiro primério para o vetor, depois o agente infeccioso € transferido do
vetor para um novo hospedeiro (4).

A classificacdo epidemioldgica dos estados suscetivel, exposto, infeccioso e recuperado
¢ baseada na capacidade de transmissao do agente infeccioso. Esta classificacdo tem algumas
implicagdes préticas para a modelagem. Primeiro, o estado clinico de uma pessoa ndo determina
necessariamente sua classificacdo epidemioldgica, pois pessoas assintomaticas podem liberar
grandes quantidades de patdgenos e ajudar na propagagao da infeccdo. Em segundo lugar, os
limites entre exposicao, infecciosidade e recuperacao sdo frequentemente pouco claros porque
a transmissibilidade nao ocorre em um tnico instante (47). Isso é exacerbado pela variabilidade

na resposta imunoldgica e na carga patogénica em diferentes pontos do curso da infeccao.

3.1 ORIGEM HISTORICA

A epidemiologia € um campo da ciéncia que lida com padrdes, causas e efeitos de condi¢des
de saude e doencas em popula¢gdes humanas (2). Foi desenvolvida a partir de palavras gregas,
Epi (sobre), demos (pessoas) e logos (estudo ou discurso). E uma drea de pesquisa para
descobrir os fatores que afetam a propagacdo de doencgas, o que, por sua vez, ajudard no
desenvolvimento de medidas de controle. A epidemiologia desempenhou um papel fundamental
na luta contra doencas infecciosas como HIV e hepatite B no passado, e em crises pandémicas
como HIN1 e COVID-19, atualmente (48,49). A propagacdo de tais doencas ¢ influenciada por
varios fatores, como a viruléncia do patégeno, hospedeiro, ambiente e medidas preventivas
tomadas (1). Atualmente, a epidemiologia é mais do que doencas infecciosas e doencas
cronicas, fatores genéticos e determinantes sociais da satde fazem parte dela e também € uma
disciplina central em saide publica.

As doencgas infecciosas tém sido um problema para os humanos desde o inicio dos tempos,
mas somente com os avancos cientificos dos séculos XVII e XVIII os humanos ganharam a
capacidade de medi-las usando métodos quantitativos. Um momento importante foi em 1662,
quando John Graunt (8) usou registros de mortalidade de Londres para conduzir uma das
primeiras andlises estatisticas das causas de morte e desenvolveu a teoria dos riscos competitivos
(50). Esta teoria descreve como multiplos fatores podem influenciar simultaneamente os
desfechos de sadde, evidenciando a complexidade envolvida na andlise das causas de morte
dentro de uma populacao.

A variola foi uma das maiores ameacas a saide publica no século X VIII, em particular entre
as criancas. Daniel Bernoulli (51), em 1760, propds um modelo matemadtico que aplicava a
teoria da probabilidade e risco a variolagdo. Ele mostrou que a inoculagdo com uma forma
enfraquecida do virus pode reduzir significativamente a mortalidade e este foi o primeiro passo
no uso da modelagem matemaética na epidemiologia (52). A ideia de imunizacao indireta foi

desenvolvida e parte da protecdo da populacdo estd em linha com a protecdo coletiva (53). A
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figura 10 ilustra um diagrama compartimental proposto por Bernoulli, que foi um dos primeiros

a fazer uso da matematica e epidemiologia.

Figura 10 — Diagrama de compartimentos para o modelo de Bernoulli.

Sobrevivéncia a
A doenga
Suscetivel | ———» | Imune
s(@)A(a)
J(@)+[1-s(@)]p(a) (2)
Mortalidade (natural + doenga) Mortalidade Natural

Fonte: adaptado de (52).

O desenvolvimento da epidemiologia quantitativa comec¢ou no século XIX com o trabalho
de John Snow (54), que na epidemia de célera em Londres em 1854 usou mapeamento
geoespacial para encontrar a causa da doenca (55). Seu trabalho estabeleceu a base para
a epidemiologia espacial. Ao mesmo tempo, William Budd (56) usou o mesmo método
para estudar a febre tifoide e enfatizou a importancia dos dados empiricos para a andlise
epidemioldgica. Ao mesmo tempo, a modelagem matematica de doencas infecciosas estava
gradualmente sendo formalizada.

Em 1906, W. H. Hamer (57) introduziu a chamada lei da acdo de massa (58), segundo
a qual a taxa de novas infec¢des € proporcional ao nimero de suscetiveis € ao nimero de
pessoas infectadas. Este principio seria um bloco de constru¢do fundamental para modelos
compartimentais que permitem a descri¢do matematica de epidemias e a formulacao de politicas
de controle.

Entre 1900 e 1935, modelos compartimentais foram desenvolvidos por Ronald Ross, W. H.
Hamer, A. G. McKendrick e W. O. Kermack. Ross, que ganhou o Prémio Nobel de Medicina
em 1902, descreveu a transmissdo da malaria e o modelo SI (Suscetivel-Infectado) (59,60). Este
modelo foi posteriormente renomeado para SIS (Suscetivel-Infectado-Suscetivel), enquanto
Kermack e McKendrick propuseram o modelo SIR (61)(Suscetivel-Infectado-Recuperado) em
1927, que é fundamental para entender a imunidade adquirida e sua influéncia na propagacao.

O modelo SIR foi posteriormente estendido para incluir novos compartimentos, € 0 modelo
SEIR foi criado, incluindo a fase de exposi¢do, que € muito importante para doengas com
periodo de incubagdo como sarampo e COVID-19 (60, 62,63). Nas décadas de 1970 e 1980,
Anderson e May (64) ampliaram essa estrutura, tornando-a uma ferramenta poderosa para
estudar a transmissdo de virus em diferentes contextos. O modelo SEIRS também leva em
consideragdo a perda de imunidade ao longo do tempo (65), o que € de particular interesse para

doencas com reinfec¢do recorrente, como a gripe sazonal (66, 67).
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Neste trabalho, analisamos a dindmica de doengas infecciosas por meio da integracao de
modelos compartimentais (68) e autdmatos celulares (69). Utilizamos equacdes diferenciais
para descri¢do da dinamica epidemioldgica (3) e autdmatos celulares para modelagem espacial

e interagdes locais.

3.2 MODELO SI

Um dos modelos mais bem estabelecidos, ¢ o modelo compartimental, onde busca-se dividir
uma populacdo em grupos de acordo com o tipo de infec¢do. As regras que governam a
transi¢do entre compartimentos sao determinadas pelas caracteristicas da doenca e pela taxa de
transferéncia entre os grupos populacionais (70). A questio chave na formagao desses modelos
¢ entre doencas que sdo portadoras de imunidade e aquelas que nao sdo, o que determina
diretamente a escolha de uma estrutura compartimental.

Essa suposi¢do € valida em casos onde hd um grande nimero de pessoas em cada comparti-
mento, e o problema das flutuacdes aleatérias € ignorado. No entanto, se 0s compartimentos sao
populacdes pequenas, entdo a hipdtese de continuidade nao € vdlida e € mais natural adotar abor-
dagens estocdsticas para capturar a incerteza da propagacao epidémica. Em geral, os modelos
classicos sao formulados como sistemas de EDOs, e a evolucdo da doencga € deterministica (71),
onde a populacio inicial e a interacdo entre compartimentos sdo completamente determinadas
pela populagdo e pelo nimero de compartimentos (68).

Dessa perspectiva deterministica, a dindmica € um problema de valor inicial no qual a
evolucdo da infeccdo € governada por um conjunto de equagdes que descrevem as taxas de
mudanga populacional. O compartimento bdsico nesse processo € o dos suscetiveis, S, e aqui
falaremos apenas sobre individuos em risco de serem infectados (3). A variagdo temporal de
S € influenciada por nascimento e imigra¢do, mas € principalmente determinada pela interacao
com individuos infectados. No modelo SI, todos os suscetiveis estdo na mesma probabilidade de
contato, e a taxa de transmissao € proporcional ao nimero de interagdes (72). Como este modelo
ndo contempla a recuperacdo, a reducao do contingente de suscetiveis ocorre exclusivamente
via processo de infeccao.

O compartimento dos infectados, I, inclui os individuos que contrairam a infec¢io e sao
capazes de transmiti-la a outros suscetiveis (58). Essa caracteristica torna o modelo adequado
para descrever infec¢des de longa durag@o, como certas doencgas sexualmente transmissiveis ou
infeccdes persistentes que nao conferem imunidade efetiva.

Em muitos modelos epidemioldgicos, € comum assumir uma populagdo total constante, N,
sem considerar nascimentos ou mortes durante o intervalo de tempo analisado. Sejam S(r)
e I(t), respectivamente, os niimeros de suscetiveis e infectados no tempo ¢, de forma que
S(t)+1(t) = N (3). Essa simplificagdo permite isolar a dindmica da infec¢do sem interferéncias
demogréficas, focando na taxa de transmissao entre 0s grupos.

A propagacdo da doenca se did por meio de contatos entre individuos, mas apenas uma
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proporcao desses contatos € efetiva para a transmissao. A taxa com que individuos suscetiveis
sd0 expostos ao contato com agentes infecciosos em um instante ¢ € expressa pelo produto entre
a fracdo de suscetiveis na populacio, %, e a taxa média de contato por individuo infectado
nesse mesmo instante. Essa formulacdo reflete a suposicio de homogeneidade nos contatos,
segundo a qual cada individuo infectado tem a mesma probabilidade de interagir com qualquer
outro membro da populacdo. Essa relacao estabelece a base para a modelagem da transmissao
epidémica.

Para formalizar essa dinamica, introduzimos as seguintes notacdes: o nimero de contatos
entre individuos é denotado por (Contatojngividquos)» 0 nimero de individuos infectados por
(IndividuoSinfectados )» 0 contatos estabelecidos com suscetiveis por (ContatOgyscetivel )» © NUMero
de novos infectados por (NOVOSinfectados )» € @ probabilidade de transmissdo em um contato eficaz
por (Probabilidadeansmissio) (72). Com esses elementos, torna-se possivel expressar de maneira
estruturada a taxa de novos casos a partir da interacio entre grupos populacionais.

Em sintese, podemos descrever esse mecanismo da seguinte forma:

Contatoindividuos S(t ) . Contatosuscetivel S (t )
IndividuoSipfectados - ¢ N IndividuoSigfectados - ¢ N

3.1)

ao multiplicar a taxa de contato entre individuos suscetiveis e infectados pela probabilidade de
transmissao da doenga em cada interacao, obtém-se a taxa de geracao de novos casos infecciosos
por individuo infectado. Essa expressdo quantifica o nimero esperado de novas infeccoes
originadas por um unico agente infeccioso, considerando tanto a frequéncia de contatos quanto

a eficdcia da transmiss@o em cada encontro, onde temos a seguinte expressao:

NovoSinfectados Contatoindividuos S (t ) Probabilidade , (3.2)
. . transmissao» .

Individuosipfectados - ¢  Individuosipfectados -
a partir dessa expressdo, define-se a taxa de infecg¢do, 8, como:

Contatoingivs S(t
ontatoindiviawos _ SU) e pabilidadersamsmisao. (3.3)

- Individuos;yfectados - ¢

Na modelagem epidemiolGgica, o pardmetro 3 representa a taxa de transmissdo da infec¢ao
(73), definida como o produto entre a taxa de contatos entre individuos e a probabilidade de
transmissao por contato. Esse parametro incorpora tanto aspectos comportamentais da popula-
cdo quanto caracteristicas bioldgicas do agente infeccioso. Seu valor determina a velocidade
de propagacdo da infeccdo: valores elevados indicam rdpida conversdo de suscetiveis em
infectados, enquanto valores mais baixos refletem uma disseminagdo mais lenta, favorecendo
a eficicia de intervencdes de saude publica. A Figura 11 ilustra como diferentes valores
de B resultam em dindmicas distintas de propagacdo. E importante destacar que devemos
adotar B > 0, pois valores negativos ndo possuem interpretacao fisica plausivel no contexto

epidemioldgico. No caso limite B = 0, ndo ocorre transmissao da doenga, tornando a definicido
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do parametro irrelevante. Assim, ao longo deste trabalho, serd assumido que 3 > 0, assegurando

consisténcia com os cenarios reais de interesse.

Figura 11 — Dinamica de diferentes taxas de transmisséo 3. A curva em ciano () representa uma taxa
de transmiss@o mais baixa, resultando em uma propagacdo mais lenta da infec¢do. A curva em vermelho
pontilhado (f3;) corresponde a uma taxa de transmissdo mais alta, levando a uma disseminagio mais
rdpida da infecgao.
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Fonte: o autor.

Queremos enfatizar que 8 nao é um pardmetro fixo. Este pardmetro pode variar ao
longo do tempo com mudangas sazonais, comportamentais ou de politicas de saide (58). O
distanciamento social, o uso de mdscaras e as campanhas de conscientizagdo t€ém impacto
na taxa de contato e, portanto, na taxa de transmissdo efetiva. As mutacdes no patdgeno
também podem afetar a infectividade, o que, por sua vez, afeta a probabilidade de transmissao
e, consequentemente, o valor de f3.

No modelo SI, a auséncia de um compartimento de recuperagdo implica que, a medida
que a infec¢do progride, o nimero de suscetiveis diminui continuamente enquanto o nimero
de pessoas infectadas cresce. Isso pode levar a uma epidemia total da doenga, na qual toda a
populacdo € infectada. Tais dindmicas sdo particularmente relevantes para doengas cronicas ou
infec¢des de longa duragdo quando nao hd imunidade a doenga e, portanto, € necessdrio estudar
a transmissibilidade que estd por trds da evolugdo epidémica.

A taxa de novas infeccdes em toda a populacido é dada pela Equacdo (3.2) multiplicada
pelo nimero de individuos infectados I(t) (72), resultando na expressao que descreve a variagao
absoluta no nimero de novos casos ao longo do tempo:

Novosinfectados —B. & -I(t). (3.4)
t N
Essa equacdo representa a taxa de crescimento do compartimento dos infectados, ou seja,

dl/dt, e descreve a evolucdo temporal da epidemia. Modelos como o SI sdo amplamente
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utilizados para simular a disseminacdo de doencas infecciosas em populacdes, incluindo o
Papilomavirus Humano (HPV) (74). A estrutura conceitual do modelo pode ser ilustrada pelo
fluxograma da Figura 12, que esquematiza as transi¢des entre compartimentos € suas respectivas

relagcdes matematicas.

Figura 12 — Diagrama dos compartimentos para o modelo SI. 3 representa a taxa efetiva de infecg@o.
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Fonte: o autor.

Nesse modelo, individuos suscetiveis tornam-se infectados conforme entram em contato
com a infec¢do. Supondo uma populacdo total constante, a taxa de saida de individuos do

compartimento S € igual a taxa de entrada em /, o que leva a seguinte formulagao:

ds SI
= _pB= 3.5
dl S
—=pB—. 3.6
I ﬁN (3.6)

As Equagdes (3.5) e (3.6), com condigdes iniciais S(0) = Sy e 1(0) = Iy, descrevem a

dindmica do modelo. Somando essas equacdes, obtém-se:

ds  dI _
dt dt

o que implica que S+ 1 = N permanece constante ao longo do tempo. Essa conservagao popula-

3.7

cional permite reescrever o modelo em termos de fra¢des da populagdo, com as transformagdes

s =S8/Nei=1I/N, tornando o sistema independente de N. Assim, temos:

g;:—ﬁg, (3.8)
%:ﬁn (3.9)

Com condig¢des iniciais s(0) = 5o e i(0) = ip, 0 modelo SI estd completamente definido em
sua forma fraciondria. Neste estudo, utilizamos a conveng¢do de que letras maidsculas em itdlico
representam o nimero absoluto de individuos, enquanto letras mindsculas denotam proporc¢oes
da populacdo.

Apesar da ndo linearidade das Equacdes (3.8) e (3.9), € possivel obter uma solugdo analitica.
Utilizando a conservacdo da quantidade s+ i = 1, substituimos s = 1 — i na Equacdo (3.8),

resultando em:
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di N
E:ﬁ(l_l)l’ (3.10)

uma equagao diferencial de primeira ordem separavel, que reduz o sistema original a um espago
invariante.
A solucdo dessa equacao pode ser obtida por separacao de varidveis e integracdo por fracoes

parciais. Com a condi¢do inicial i(0) = iy, obtém-se:

. i()eﬁt
C14ig(ePr—1)

Portanto, a solu¢do completa do sistema dado pelas Equagdes (3.8) e (3.9) é determinada

i(t) (3.11)

pela Equacg@o (3.11), em conjunto com s(7) = 1 —i(¢) (75). Para que essa solugdo seja vélida do

ponto de vista epidemioldgico, é necessario que (s(¢),i(t)) pertenga ao dominio:

D={(s5,)) eR*|0<s<1,0<i<1,s+i=1}, (3.12)

isto é, o par ordenado (s,i) deve estar contido no quadrado unitdrio do plano e satisfazer a
condicdo s+ i = 1, que expressa a conservacdo da populacdo total ao longo do tempo. Essa
restricdo garante que os valores de s(7) e i(f) se mantenham fisicamente coerentes com a
hipdtese de populacio fechada e constante, o que € fundamental para a validade do modelo.

Para garantir que a Equagdo (3.11) permaneg¢a dentro do dominio admissivel D, é preciso
verificar sua compatibilidade com as restri¢gdes do modelo. Como 3 > 0 e P> 0 para todo
t > 0, a dnica fonte de possiveis inconsisténcias seria o valor inicial iy. Exigir iy € [0, 1] assegura
que i(r) € [0,1] e que a condig¢do s(¢) +i(¢) = 1 seja satisfeita em todo o intervalo de tempo.

Além da consisténcia fisica, a anélise da Equacao (3.11) permite estudar o comportamento
assintético do sistema. Quando i(r) — 0, a solu¢do converge para o ponto de equilibrio trivial
(5,1) = (1,0), denominado equilibrio livre de doenga. Esse cendrio ocorre quando iy = 0,
ou seja, na auséncia inicial de infectados. Por outro lado, se iy > 0, a solu¢do tende para
(s*,i") = (0,1), o equilibrio endémico, indicando uma populagdo inteiramente infectada e sem
suscetiveis restantes. Neste trabalho, utilizamos a notagdo com acento circunflexo para o estado
de equilibro livre de doenga e o asterisco para o estado endémico.

A dinamica temporal do modelo SI € ilustrada na Figura 13, na qual a linha verde representa
a evolugdo da fracdo suscetivel s(¢), enquanto a linha roxa mostra a fragdo infectada i(z). As
curvas foram obtidas com os pardmetros iy = 0,01, B = 0,1 e so = 1 —ip. Observa-se que s(t)
diminui continuamente e i(¢) cresce até uma estabilizagdo e esgotamento do compartimento,
refletindo a transi¢do de suscetiveis para infectados. Para esses pardmetros, as curvas se cruzam
no instante em que s(¢) = i(¢). A partir desse ponto, s(¢) continua diminuindo até atingir zero,

consolidando o estado endémico (s*,i*) = (0,1).
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Figura 13 — Soluc¢des do modelo SI em um cendrio epidémico. Em (a), apresenta-se a solugdo numérica
pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem, em (b), a solucdo analitica correspondente. Ambas
produzem o mesmo comportamento epidémico.
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Fonte: o autor.

3.3 MODELO SIR

O modelo SIR € uma das realiza¢cdes mais fundamentais na modelagem matemadtica em
epidemiologia e é uma extensdao do modelo SI. Este modelo foi desenvolvido por Kermack e
McKendrick em 1927 (61) e introduz um novo compartimento de individuos recuperados, que
reconhece a possibilidade de imunidade apds a infeccdo. Este € um passo muito importante na
descricao da dinamica das epidemias, pois a recuperacdo pode proteger contra a reinfecgao.

Neste contexto, a populacdo total € dividida em trés compartimentos interativos: suscetiveis
(S), infectados (I) e recuperados (R). Esta estrutura compartimental é particularmente apropri-
ada para descrever doencgas que conferem imunidade apds a infec¢do, como o sarampo (62),
e permite uma andlise mais proxima da realidade para as trajetérias epidémicas ao longo do
tempo.

A transicdo entre compartimentos ocorre em uma sequéncia: individuos suscetiveis que
entram em contato com pessoas infectadas podem contrair a doenca € mover-se para o compar-
timento I apds um tempo infeccioso. Apds um periodo infeccioso, essas pessoas se recuperam
da doenca e se movem para o compartimento R. Isso € representado na Figura 14, onde a taxa de
recuperacdo € 7, ou seja, quao rapido os infectados deixam o estado infeccioso e se recuperam
dele.

Figura 14 — Diagrama dos compartimentos para o modelo SIR. f3 representa a taxa efetiva de infecgdo e
Y a taxa de recuperagdo.
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Fonte: o autor.

Inicialmente, neste modelo, consideraremos apenas a dindmica da populacdo infectada,

N

a qual serd descrita por meio da seguinte relacdo matemdtica correspondente a classe dos
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infectados no modelo SIR.

< —psi-ni (3.13)

O parametro Y, que controla a transi¢cdo das pessoas do estado infeccioso para o estado
recuperado, é uma parte fundamental da dindmica do modelo SIR. Para entender seu papel
mais precisamente, precisamos estudar a natureza de sua unidade e sua interpretacdo temporal.

Neste modelo, o tempo ¢ € considerado em dias, enquanto as varidveis s, i € r representam,
respectivamente, as propor¢des da populacao nos compartimentos suscetivel, infeccioso e recu-
perado. Para que as equagdes diferenciais sejam dimensionalmente consistentes, os parametros

1

B e y devem ter dimensdo de inverso do tempo, isto é, tempo~ . Sob essa interpretacdo, o

valor — corresponde a duragdo tipica do periodo infeccioso de um individuo, antes que este se
recupere (75).

Para ilustrar essa interpretacdo, consideremos um caso extremo, ou seja, toda a populacao
estd infectada s(r) = 0. Desta vez, obtemos a equagio da fragdo de pessoas infectadas que muda

com o tempo:
di
dr

com condi¢ao inicial i(0) = 1. A solug@o dessa equagio diferencial é representada como:

=i, (3.14)

esse resultado expressa uma diminuicao exponencial da fracdo de infectados com o passar do

tempo. Como consequéncia, a taxa de recuperagdo da populacio é dada por:

—i=ye . (3.15)

Essa expressdo mostra que os individuos vao se recuperando continuamente ao longo

do tempo, a medida que a quantidade de infectados diminui. O total de individuos que

eventualmente se recuperam pode ser obtido integrando a taxa de recuperagdo ao longo do

/Om (—%) dt =1, (3.16)

esse valor confirma que, ao final do processo, toda a populacio originalmente infectada tera

tempo. O resultado é:

migrado para o compartimento dos recuperados, caracterizando o esgotamento completo da
fase infecciosa nesse cendrio.

A partir do resultado anterior, podemos interpretar a expressio —i = ye~ " como uma fungio
densidade de probabilidade (75). Isso se justifica pelo fato de que toda a populacao inicialmente

infectada acaba eventualmente se recuperando, conforme indicado pela integral da taxa de
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recuperacao ao longo do tempo. Sendo assim, € natural definir o tempo médio até a recuperagao

comao:
(5} o o) B 1
/ —t—dt=y [ te Vdt=-. (3.17)
0 Y

. : o - 1 :
ao integrar por partes a integral no lado direito da equagdo, obtemos —, que quantifica o tempo

que um individuo permanece no estado infeccioso e depois se recupera. Assim, Y € a taxa
de transicdo do estado infeccioso para o estado recuperado e, para ser consistente com sua
descricao bioldgica, deve ser um nimero real positivo.

Com a interpretacdo de y devidamente estabelecida, voltamos nossa ateng¢do agora a andlise
das equacgdes diferenciais que descrevem a dindmica da infeccdo. Por ora, desconsideraremos
o compartimento R e concentraremos nossa andlise exclusivamente nos compartimentos S e I,
com base na estrutura do modelo SIS. A escolha de focar apenas nesses dois compartimentos se
justifica pelo fato de que, no modelo SIS (72), a dinamica de infec¢do e recuperagdo € descrita
diretamente entre os estados suscetivel e infectado, com a recuperacio levando os individuos
de volta ao estado suscetivel. A abordagem simplificada, sem a inclusdo do compartimento
(R), visa explorar a solu¢do do modelo e sua interpretacdo fisica, centrando-se no processo de
infeccao e reinfec¢do que caracteriza o comportamento dindmico do sistema.

Considerando as Equacdes do modelo SIS (3.18 e 3.19), os pontos de equilibrio do sistema

SIS sd@o obtidos a partir da resoluciao do seguinte sistema de equacoes:

d
= —Bsi+7i, (3.18)
o —psi-vi (3.19)

Uma primeira solug¢do possivel é s =0 e i = 0, a qual representa a extingdo da doenca.
No entanto, essa solu¢do ndo apresenta grande interesse do ponto de vista epidemioldgico.
A segunda solugd@o, ao analisar o comportamento assintético do modelo SIS, é fundamental
identificar seus pontos de equilibrio. Para determinar os pontos de equilibrio, analisamos a

equacgdo que descreve a derivada de i(t), isto €, a equacdo (3.19), sob a condi¢do estaciondria:

.
o= Psi—7i=0. (3.20)

Fatorando a expressao acima, obtemos:

i(Bs—7) =0. (3.21)

A equacdo (3.19) mostra duas possibilidades distintas para que a derivada de i(r) se anule,

indicando os possiveis pontos de equilibrio do sistema.
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(1) i = 0: nesse caso, a populacdo infectada € nula. Substituindo na equagdo s+i = 1, ob-
temos s = 1, o que caracteriza o equilibrio livre de doenga ou (disease-free equilibrium),

dado por:

(§,1) = (1,0). (3.22)

(i) Bs—vy=0= 5= v/PB: essa condi¢do corresponde a existéncia de uma fracdo constante
de suscetiveis capaz de manter uma proporcao positiva de infectados. Substituindo esse

valor de s na equacdo de conservagdo s+ i = 1, obtemos:

(3.23)

i=1l—-s=1-—

4
B
Como ¥ < 1, ou seja, B > 7, a fragdo de individuos infectados no equilibrio € estritamente

positiva. Esse segundo ponto de equilibrio é denominado equilibrio endémico (75), descrito

por:

(s*,i*) = (By —%) . (3.24)

Esse resultado mostra a presenga de dois estados estaciondrios possiveis no modelo SIS:
um que representa uma populagdo completamente livre de infec¢ao e outro em que a doenca se
mantém persistentemente na populagdo. A transi¢do entre esses regimes depende diretamente
da relag@o entre os parametros f3 e .

Diferentemente do modelo SI, em que o estado final tende a i(f) = 1, ou seja, toda a
populacdo eventualmente se infecta, no modelo SIS o valor final da fracdo de infectados é

11— E Para que essa solugdo seja factivel do ponto de vista bioldgico, exigimos que % <1,

o que equivale a dizer que y < f. Essa condi¢@o indica que a taxa de infec¢@o deve exceder a
taxa de recuperacdo para que a doenga consiga se manter de forma endémica na populagao.

Por outro lado, quando ¥ > B3, a taxa de recuperagio supera a de infec¢do. Nessa situacdo,
o sistema ndo evolui para um estado endémico, mas converge para o equilibrio livre de
doenca. Assim, o modelo apresenta dois pontos de equilibrio possiveis, cuja existéncia esta
condicionada a valores iniciais positivos de s e i.

A equacdo diferencial do modelo SIS pode ser reduzida a uma Unica equacio escalar para a
varidvel i(t), utilizando-se a restri¢do s(z) +i(¢) = 1. Substituindo s = 1 — i na equagdo da taxa

de variacao dos infectados, obtém-se:

di

T _Bil1—i—Z

i Bi (1 i B) . (3.25)
A equacgdo (3.25) possui a forma de uma pardbola com dois pontos de equilibrio: i =0 e

i* = 1— —. O primeiro corresponde ao estado livre de infec¢do (doenga erradicada), enquanto

B
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o segundo representa um estado endémico, desde que 0 < i* < 1.
A estabilidade desses pontos pode ser investigada por meio da andlise do sinal da derivada
da funcdo a direita da Eq. (3.25). Seja f(i) = Bi(1 —i— %) Aplicando a regra do produto, a

derivada de f em relagdo a i é dada por:

— 2Bi+B-7. (3.26)

A avaliagio de f'(i) nos pontos de equilibrio permite caracterizar sua estabilidade linear

local.
No ponto de equilibrio i = 0:  Substituindo na Eq. (3.26),

f(0)=-2B-0+B—7v
—B—v. (3.27)

No ponto de equilibrio i* =1 — [—’;: Substituindo na Eq. (3.26),
1—

F1-§)=-28(1-%)+B-7
=2 +2y+p -y
=—B+v
=—(B-7)- (3.28)

As expressdes acima mostram os dois pontos de equilibrio que apresentam sinais opostos
para a derivada, que caracteriza estabilidades opostas. No caso em que 8 < 7, tem-se f'(0) < 0,
o que indica que o ponto i = 0 é localmente estével, enquanto f'(i*) > 0, embora nesse caso
i* < 0, 0 que torna o ponto biologicamente invidvel. Por outro lado, se 8 > ¥, entdo f/(0) > 0
(instabilidade em i = 0) e f'(i*) < 0, garantindo a estabilidade local do ponto endémico.

A estabilidade dos equilibrios estd, portanto, condicionada ao sinal de 8 — ¥, ou, equi-
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valentemente, ao valor do nimero bésico de reproducdo %y = /7, que determina o regime
epidemioldgico dominante.

A andlise de estabilidade linear revela que o comportamento do sistema préximo ao ponto
de equilibrio livre de infec¢do (i = 0) é ditado pelo sinal de f'(0) = 8 — 7. Para que a doenca
consiga se difundir na populagio, o estado i = 0 deve ser instdvel, o que ocorre quando:

f0O)>0 = B—y>0 = B> (3.29)

Essa desigualdade estabelece o limiar critico para a persisténcia da infec¢do. Ao reorgani-
zarmos os termos, podemos definir uma quantidade adimensional que expressa essa condi¢dao

B_, (3.30)

Y

Em epidemiologia, essa razao € representada por uma das quantidades mais importantes na

de crescimento inicial como:

epidemiologia: o niimero basico de reproducio, %y. E o nimero médio de novas infecgdes
causadas por um unico individuo infectado em uma populagdo completamente suscetivel (3).
No modelo SIS, é definido por %y como um limiar critico, que separa a extin¢do da doenga
daquela que continua a existir por um determinado tempo. Embora em ambos os modelos o
nimero bdsico de reproducdo seja a mesma expressao matemdtica para a mesma doenca, o

valor de % depende do modelo e da doenga em questio.

Ko = —. (3.31)

O valor de %, permite classificar o comportamento do sistema quanto a disseminagdo da

doenca:

e Se Y > 1, entdo Zy = % < 1. Nesse caso, observamos que I(¢) tende a decrescer até

Z€10.

* Por outro lado, se 4 < 1, entdo %y = b > 1. Nota-se que, quando /(¢) se inicia proximo

de zero, ele cresce até atingir um valor de equilibrio positivo, dado por

1

I=1- 7% (3.32)
Assim, Z funciona como um limiar critico, diferenciando cenarios de extingdao da doenca
daqueles em que a infec¢do persiste ao longo do tempo. Vale ressaltar que, embora ambos os
modelos compartilhem a mesma expressdo matematica para o nimero bdsico de reproducdo,
o valor de %) varia conforme o modelo especifico e a doenca em questdo, com cada infeccdo

apresentando um % distinto.
Ap6s a defini¢do e representacao dos parametros relacionados a recuperagdo e ao nimero de

casos secunddrios, podemos agora apresentar a formulacdo completa do modelo SIR, descrita
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da seguinte forma:

d

E;::_ﬁ”’ (3.33)
o

o= Bsi— i, (3.34)
dr .

Adota-se a restri¢do estrutural do modelo SIR classico, na qual a soma das fracdes de
suscetiveis, infectados e recuperados permanece constante, ou seja, s(z) +i(¢) +r(¢t) = 1 para
todo ¢ > 0. Considerando as condig¢des iniciais 5(0) = sg, i(0) = iy e r(0) = ry > 0, e assumindo

pardmetros 3,7 > 0, as solu¢des do sistema estdo contidas no dominio:

D={(s,i,r) eR*|0<s<1,0<i<1,0<r<1,s+i+r=1}.

A presenga do termo ndo linear si nas equagdes diferenciais, aliada a interdependéncia entre
as varidveis, torna a obtencdo de solugdes analiticas do modelo SIR uma tarefa consideravel-
mente complexa.

Uma primeira solugdo de equilibrio € a trivial, dada por (s,i,7) = (1,0,0), a qual, embora
matematicamente valida, carece de significado pratico no contexto epidemiolégico. De maior
interesse € o equilibrio livre de doenca.

Para identificar esse ponto de equilibrio, reescreve-se a equacao governante da dinamica dos

)

essa equacdo possui dois pontos de equilibrio: i =0 e s = y/B. Quando s > y/f, a derivada i

infectados, na forma:

€ positiva, o que indica crescimento da populagdo infectada. Esse comportamento é conhecido
como fendmeno de limiar, biologicamente, o limiar epidémico representa o ponto exato em que
a taxa de novas infecg¢oes fBs iguala-se a taxa de remogao ou recuperagao Y e estd associado ao
ndmero bésico de reprodugdo % (72).

Para que a doenca consiga se espalhar de forma efetiva na populacdo hospedeira, é im-
prescindivel que o nimero bésico de reprodugao satisfagca Zy > 1. Além disso, é necessario
que a proporgdo inicial de individuos suscetiveis exceda o valor critico ¥/B. Quando essas
condigdes sdo atendidas, o ponto de equilibrio livre de infeccio assume a forma (§,7,7) =
(1,0,0). No contexto deste modelo, esse ponto constitui a dnica configuragdo de equilibrio
epidemiologicamente relevante.

A obtengdo da solucdo assintética do modelo SIR pode ser realizada por meio da divisdo da

Equacdo (3.33) pela Equacao (3.35), resultando na seguinte relacdo diferencial:

ar —7 = —,@()S, (336)
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a partir da relacao diferencial que descreve a variagdo da proporc¢ao de suscetiveis em funcao dos
individuos recuperados, procede-se com o método de separacdo de varidveis para a obtengdo da

soluc¢do analitica do sistema. Isolando as varidveis de estado, obtém-se:

1
;ds = —Zodr. (3.37)

Integrando ambos os membros da equacdo desde o estado inicial ¢+ = 0, onde as fracdes

populacionais sdo dadas por s(0) = sg e r(0) = rp, até um instante de tempo arbitrario #, tem-se:

s() 1 r(t)
[ as=—an [ ar (3.38)
S 70

0

a avaliacdo das integrais definidas fornece a seguinte relagcao logaritmica:

In(s(¢)) —In(so) = —Zo(r(t) —ro), (3.39)

utilizando as propriedades operatérias dos logaritmos para agrupar os termos a esquerda da

igualdade, a expressdo pode ser reescrita na forma:

t
In (&) = —%0(1‘(1‘) — I’Q), (3.40)
50
para isolar a varidvel de interesse s(¢), é aplicado a func¢@o exponencial em ambos os lados da
equacao, resultando em:
s(t) = sge~ ot} =ro), (3.41)

Admitindo a condig¢do inicial ry = 0 onde é coerente com o cendrio epidemioldgico no qual,
no limiar da introdug¢do do patégeno, ainda ndo existem individuos na classe dos recuperados,

a equagao acima admite como solugdo a expressao exponencial:
s(t) = soe 7). (3.42)

A solucdo obtida na Equacao (3.42) descreve a evolugdo da fragdo de suscetiveis ao longo
do tempo. Para compreender o desfecho da epidemia, € necessario analisar o comportamento
assintotico do sistema dindmico no limite em que ¢ — oo.

Considerando a premissa fundamental do modelo SIR de que a populacdo total permanece
constante e as fracOes sdo normalizadas a unidade, tem-se a lei de conservacdo valida para
qualquer instante ¢:

s@)+i(t)+r(r)=1. (3.43)

Por defini¢cdo, o fim do surto epidémico € caracterizado pela extin¢do da classe infectada,
uma vez que a auséncia de novos suscetiveis ou a recuperagdo total interrompe a cadeia de

transmissao. Assim, no limite assintético de tempo infinito, a fracdo de individuos infectados
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tende a zero:
limi(t) = i(e0) =0, (3.44)

f—voo
aplicando este limite a equacdo de conservacdo da populagdo, estabelece-se uma relagdo direta
entre a fracdo final de suscetiveis, denotada por s(e0), e 0 tamanho final da epidemia (fragdo

final de recuperados), denotado por r(eo):
s(e0) +0+r(c0) =1 = s(00) =1 —r(o0), (3.45)

em paralelo, avaliando a relacdo exponencial deduzida anteriormente para s(f) neste mesmo

limite t — oo, obtém-se o valor residual da populacgao suscetivel:
5(o0) = spe~ 707, (3.46)

substituindo a relacdo de conservacdo da Equacao (3.45) no lado esquerdo desta ultima expres-

sdo, igualam-se as duas descri¢des para os suscetiveis no fim da epidemia:
1= r(00) = spe™ #01=), (3.47)

por fim, rearranjando os termos para evidenciar os zeros da funcdo, obtemos a relacdo que

define o tamanho final da epidemia:
1 — r(o0) — spe~#07(=) = 0, (3.48)

Neste contexto, o termo r(eo) representa a fracdo de individuos que, ao final da epidemia,
Jé se recuperaram. Em um modelo em que a mortalidade ndo é explicitamente separada, esse
valor € equivalente a proporcao total da populagdo que foi infectada ao longo de todo o surto.
Lembrando da relagdo de conservago r(eo) = 1 — s(c0), e assumindo o cendrio epidemio-
l6gico clédssico no qual a populagdo inicial € quase inteiramente suscetivel (isto &, so ~ 1), a
Equacao (3.48) pode ser reescrita para descrever a fragdo final de suscetiveis na forma de uma
equacao implicita:
s(o0) = ¢~ Zo(1=5(=)) (3.49)

A solugdo numérica da Equag@o (3.49) fornece o valor de s(0), isto é, a propor¢do exata
de individuos que ndo contrairam a doenca e permaneceram na classe dos suscetiveis até o
esgotamento do surto. Uma vez determinado esse valor residual, o tamanho final da epidemia
que corresponde a fragdo total da populacao que foi efetivamente infectada € prontamente obtido
pela diferenca 1 — s(o).

A Figura 15 ilustra a solu¢do numérica desta relagdo, demonstrando como o niimero bésico
de reproducdo ) dita a gravidade do surto de acordo com as previsdes do modelo classico SIR.

E observado uma transi¢ao critica em %, = 1, que atua como um limiar marcando a fronteira
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entre dois regimes dindmicos distintos.

Quando Z%, < 1, a propaga¢ao da doenca ndo € sustentada, resultando em uma fracao de
infectados macroscopicamente desprezivel. Esse cendrio de extin¢do rdpida € identificado na
figura pela regido destacada em rosa, rotulada como “Livre de doenga”.

Em contraste, quando % > 1, o surto epidémico torna-se viavel. A propor¢io de individuos
infectados cresce de forma abrupta a medida que % ultrapassa o limiar, aproximando-se assin-
toticamente de 1 para valores suficientemente elevados do nimero de reprodugdo. Isso indica
que, em cendrios de alta transmissibilidade, praticamente toda a populacdo serd acometida pela
infeccdo. O grafico evidencia de forma inequivoca o papel determinante do % como parametro
de bifurcagdo, separando os estados de supressdo da doenca daqueles de disseminacdo em larga
escala.

Figura 15 — Fracao total de individuos infectados ao longo de uma epidemia em funcao do nimero bésico
de reprodugdo %, segundo o modelo SIR. A curva mostra que, abaixo do limiar critico %y = 1, a doenca
ndo se propaga e a populacdo permanece praticamente livre de infec¢do. Acima desse valor, a fracdo de

infectados aumenta rapidamente com %, indicando o surgimento de surtos epidémicos significativos. A
regido destacada a esquerda ilustra o regime livre de doenca.
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Fonte: o autor.

Enquanto a andlise assintética nos revela o tamanho final da epidemia, a dindmica temporal
do modelo SIR ¢ igualmente fundamental para compreendermos como o surto se desenvolve
e impacta a populagdo ao longo do tempo. Para ilustrar essa evolucao transitdria, a figura 16
apresenta duas simulacgdes distintas, correspondentes aos painéis (a) e (b). Em cada um deles
sdo tracadas as curvas das propor¢des da populacdo suscetivel s(¢) (linha verde), infectada i(r)
(linha roxa) e recuperada r(¢) (linha azul), todas em func¢do do tempo ¢.

No painel (a), observa-se um cendrio impulsionado por uma taxa de transmissao moderada.
A dinamica ocorre de maneira gradual: a quantidade de suscetiveis diminui progressivamente,
permitindo que os infectados atinjam um pico atenuado e mais tardio (por volta de ¢ = 50),
enquanto os recuperados aumentam de forma cadenciada. Epidemiologicamente, este padrdao
representa uma propagacao menos agressiva, o que dilui a resposta temporal da infec¢do e evita

um colapso abrupto do sistema em andlise.
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O painel (b), o comportamento epidémico € mais intenso e abrupto, simulando o sistema
sob uma taxa de transmissao consideravelmente mais elevada. Neste caso, a queda no nimero
de suscetiveis € rdpida, o nimero de infectados atinge seu valor mdximo mais cedo (cerca
de t = 30) e com uma amplitude superior, e a populacdo recuperada cresce rapidamente até
alcancar quase toda a populacdo. Como consequéncia, embora a infec¢do desapareca mais
cedo, o impacto inicial sobre a populagcdo hospedeira é muito mais severo.

A comparacao entre os dois painéis evidencia o papel decisivo da taxa de transmissdo na
morfologia do curso de uma epidemia: taxas mais elevadas resultam em surtos intensos e
breves, enquanto taxas mais baixas promovem uma propagacdo mais lenta. Adicionalmente, o
aspecto mais notdvel em ambas as simulagdes € que a infec¢do ndo se mantém indefinidamente.
Eventualmente, o nimero de infectados tende a zero em virtude do acimulo de individuos
recuperados (e, portanto, imunes). Isso reduz a densidade de suscetiveis a um valor inferior ao
limiar critico de propagacao, gerando um efeito natural de imunidade coletiva que interrompe a

continuidade da transmissao.

Figura 16 — Evolugdo temporal das propor¢des de individuos suscetiveis s(¢), infectados i(7) e recupe-
rados r(t) em duas simulagdes distintas do modelo SIR. No painel (a), a taxa de transmissido é menor,
resultando em uma epidemia mais lenta e de menor impacto, com f§ = 0,16 e y = 0,05 e Zy = 3,2.
No painel (b), observa-se uma taxa de transmissao mais elevada, ocasionando um surto mais rdpido e
intenso, com esgotamento acelerado dos suscetiveis com 8 = 0,25 e y= 0,05 e Zy = 5,0. Em ambos os
casos, a infeccdo desaparece com o tempo devido ao acimulo de imunizados, evidenciando o papel da
imunidade coletiva na contengdo da propagacao.
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Fonte: o autor.

A estrutura matematica do modelo revela que a dinamica do sistema gera um efeito natural
de imunidade coletiva. Em cendrios onde o niimero basico de reprodug¢do % é maior que 1, a

epidemia cresce até que o esgotamento continuo de hospedeiros reduza a fracdo de suscetiveis

ao valor critico s = % = Neste exato ponto de inflexdo o pico da curva epidémica, a
0
propor¢do da populacdo que j4 se infectou e se recuperou (ou seja, a fracdo imune) atinge o

valorde 1 — T Essa quantidade ndo € apenas uma consequéncia matematica do modelo, mas
0
define o que se conhece na epidemiologia limiar de imunidade de rebanho (3), ou seja, € a

porcentagem minima da populagcdo que precisa estar imune a uma doenga para que ela pare de

se espalhar livremente pela comunidade.
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A imunidade de rebanho atua, portanto, como uma barreira fisica a propagacdo viral:

se a fracdo de individuos imunes na populagcdo alcancar ou superar o limiar de 1 — 7
a taxa de novos casos entra em declinio assintético, pois a escassez de hospedeiros torr(l)a
impossivel a sustentacdo das cadeias de transmissdo. E sobre este principio que se fundamentam
as campanhas de vacinacdo. Ao transferir artificialmente individuos da classe suscetivel
diretamente para a classe recuperada (imune), a vacinagdo encurta o caminho até o limiar
critico. Como exemplo prético, no caso da rubéola, considerando uma estimativa conservadora

de Zy = 6 (76), a fracdo minima da populacdo que deve estar imunizada para interromper a

propagacdo da doenca é de aproximadamente 1 — rire ou seja, cerca de 83,3%.

Quando a vacinagdo ndo estd disponivel ou ndo atinge a cobertura necessdria, a mitigagao
da epidemia depende da redugdo forcada do nimero basico de reprodugdo Zy. Considerando
que a taxa de recuperacdo Y é uma caracteristica amplamente associada a biologia da doenca
e, portanto, constante, a tnica varidvel de controle prética é a taxa de transmissdo 3. Dois
fatores principais influenciam : o nimero médio de contatos didrios por pessoa infectada e a
probabilidade de transmissdo em cada contato.

O primeiro fator € o nlimero de contatos sociais realizados por individuos infectados. Esse
nimero pode ser reduzido se as pessoas souberem da sua doenga, seja por sintomas ou por
terem contato com casos positivos. Tanto voluntariamente quanto por forca legal, as pessoas
tomam medidas de isolamento (4). Mas quando ocorrem infec¢cdes com uma alta taxa de
casos assintomdticos (como a Covid-19), muitas pessoas ndo sabem que estdo infectadas e,
portanto, ndo conseguem interromper a cadeia de transmissdo. Nesse caso, agdes coletivas
880 necessarias, como o distanciamento social e, as vezes, o fechamento de locais (como em
escolas, templos e outros lugares onde o risco de transmissao € alto).

O segundo fator estd relacionado a probabilidade de infec¢do em cada contato. Essa
probabilidade pode ser drasticamente reduzida pelo uso adequado de madscaras, tanto por
individuos infectados (que s@o controle de fonte) quanto por pessoas suscetiveis (para se
protegerem da propagacdo), o que € um passo fundamental no controle da disseminacdo do
virus.

Concluimos que o controle da dindmica epidémica em fases agudas de uma epidemia é
limitado a diminuigdo de f3. Isso pode resultar de uma combinag@o de intervengdes comporta-
mentais e de politicas publicas bem desenhadas, que se baseiam na redugdo de contatos e na

eficiéncia de transmissdo de cada interagao

3.4 MODELO SEIR

O modelo SEIR € uma extensao natural do modelo SIR porque possui um compartimento
adicional chamado exposto, definido pela varidvel (E) (76). Este compartimento representa
pessoas que foram infectadas, mas ainda ndo desenvolveram a capacidade de transmitir a

doenca, ou seja, ainda ndo se tornaram infecciosas.
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Essa distingdo € importante porque em muitos processos infecciosos o patdégeno ja estd
presente no organismo imediatamente apds o contdgio. Em geral, a transmissdo comega com
uma inoculagdo inicial com algumas unidades do patégeno (4). E durante um periodo de
tempo chamado periodo de incubacdo (o), o patdgeno se replica tdo fortemente no organismo
hospedeiro que o sistema imunoldgico raramente consegue erradicd-lo imediatamente. Durante
esse periodo, a carga patogénica ainda ndo é muito alta para que a infeccdo alcance outras
pessoas suscetiveis. Assim, hd uma infeccdo em andamento, mas o hospedeiro ainda ndo

¢ contagioso. A transicdo desse estado latente para o estado infeccioso € feita a uma taxa

de incubacgdo (w), que € o inverso do periodo de laténcia (o = %). Portanto, essas pessoas
ndo podem ser consideradas suscetiveis, infecciosas ou recuperadas, entdo o compartimento
Exposto (E) € desenvolvido.

Um caso cldssico de uma doenga que foi modelada com essa estrutura é a catapora (76).
A doencga ¢é incubada por um longo tempo (10-21 dias) durante o qual o individuo ndo estd
infectado e ainda € assintomdtico. Embora possa haver reativagdo do virus na forma de herpes
zoster anos depois, isso ndo interfere no modelo da fase aguda da epidemia e o modelo SEIR €
adequado para a dindmica inicial da catapora.

O modelo SEIR pode ser representado esquematicamente por meio de um fluxograma que
descreve as transicdes entre 0s compartimentos:

Figura 17 — Diagrama dos compartimentos para o modelo SIR. f3 representa a taxa efetiva de infecgdo e
Y a taxa de recuperagdo.

S FE o BT
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Fonte: o autor.
onde € descrito por um conjunto de quatro equagdes:

d
d—: — _Bsi, (3.50)
d
o= Bsi— e, (3.51)
di
o= we—1i, (3.52)
dr
—=Yi 3.53

sendo assim, a soma das derivadas das proporcoes de individuos em cada compartimento € nula,
ou seja:
S+eé+i+i=0.

Isso significa que a propor¢do total da populacdo permanece constante ao longo do tempo.
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Portanto, vale a relacao:
st)+e(t)+i(t)+r(r)=1.

A partir dessa restri¢do, é possivel reescrever a varidvel r(¢) em fun¢do das demais:
rit)=1—s—e—i.

Desconsiderando efeitos demograficos como nascimentos e 6bitos naturais, o nimero basico

de reproducdo %, pode ser expresso como:
Ko = E,
Y

sendo f3 a taxa de transmissdo da doenga e ¥ a taxa de recuperagio.
Admitindo que os parametros sejam estritamente positivos e que as condi¢des iniciais sejam
fisicamente admissiveis, as solu¢des do sistema permanecem contidas no seguinte subconjunto

do espaco de estados:
D={(s,e,i,r) eR*|0<5<1,0<e<1,0<i<1,0<r<1,s+e+i+r=1%

Durante os estdgios iniciais de uma epidemia, é razodvel considerar que a fracdo de
individuos suscetiveis permanece praticamente constante e proxima da unidade, ou seja, s = 1.
Com essa suposicdo, 0 modelo SEIR pode ser linearizado em torno do ponto de equilibrio livre
de infeccao.

Nesse contexto, as equagdes diferenciais que descrevem a evolugdo dos compartimentos

E(t) e I(t) assumem a forma:

dE
& BI—wE
dl ﬁ w )
dl
— =k -yl
di ¥

Esse sistema pode ser representado na forma matricial:

d (E -0 B\ [(E

dr\ 1 o v/ \I

A taxa de crescimento exponencial da infec¢do, representada por A (77), corresponde
ao maior autovalor da matriz acima. Para determina-la, utiliza-se a equacdo caracteristica

associada a matriz do sistema linearizado, dada por:

—0—A B
w —7—A

det =0.

A solucdo dessa equacdo fornece os autovalores do sistema, e o maior deles indica o
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comportamento dindmico da epidemia nas fases iniciais.

O que nos conduz a seguinte equagao quadritica:

A+ (0+y)A+o(y—B)=0. (3.54)

Sabemos que Zy = B /y. Com isso, podemos reescrever o termo ®(y— f3) como — @y (%o —

1). Assim, a equagdo caracteristica assume a forma:

A+ (0+7)A—0y(Zy—1) =0. (3.55)

Resolvendo essa equacdo quadrética, obtemos:

A= % (—(a)+y) + \/(a)+}/)2+4wy(%0— 1)) : (3.56)

Ou, de maneira mais usual:

A= % (\/4(920—1)wy+ (a)+}/)2—(a)+y)). (3.57)

Essa € a expressdo utilizada para estimar a taxa de crescimento exponencial da infeccdo em
fun¢ado da taxa de progressdo m, da taxa de recuperacio ¥, e do nimero reprodutivo basico %.

Como o periodo latente estd associado ao inverso de @, ou seja, essa equacao permite
analisar diretamente a relagdo entre o tempo de laténcia da doenga e a velocidade de expansao
do surto epidémico.

A formulag@o padrdao do modelo SEIR, em que se assume uma taxa de mortalidade natural
nula (u = 0), fornece uma representacdo robusta e adequada para descrever a dinamica de
curto prazo de muitos surtos epidémicos. Contudo, para investigar patologias em populacdes
humanas ou animais de longa duragdo, torna-se necessario considerar a dinamica vital da
populacdo. Nesse contexto, a inclusdo da taxa y permite uma modelagem mais realista, pois
evita que nascimentos e mortes naturais sejam negligenciados ao longo de periodos extensos.

O sistema SEIR com mortalidade € dado por:

ds

T =u—(BI+n)s, (3.58)
E

P~ p1s— (0t (3.59)
dI

dR

X —y—uR. 61
K (3.61)

Aqui, a taxa de natalidade € assumida igual a taxa de mortalidade natural ut, garantindo uma
populacdo total constante. A classe E representa individuos que foram infectados, mas ainda

ndo sdo infecciosos, o que exige a inclusdo de um periodo latente médio de duragio 1/@.
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A andlise do ponto de equilibrio endémico segue a abordagem padrdo de estabilidade (4).
Para determinar este estado, no qual a doenca persiste na populacdo de forma estaciondria,
igualamos as derivadas do sistema a zero (dS/dt = dE /dt = dI/dt = 0), assumindo que I > 0.
Ignorando a equagdo para R, que nao realimenta a dindmica das demais classes, obtemos o

seguinte sistema algébrico:

p—(Br+pup)s* =0, (3.62)
BI*'S* — (w+ W)E* =0, (3.63)
WE* — (y4+p)I* =0. (3.64)

A partir da Equacéo (3.64), podemos expressar o nimero de individuos expostos E* em

fungdo dos infectados I*:
— H_'u I*
®

E* (3.65)

Substituindo esta relacdo na Equacdo (3.63) e dividindo toda a expressdo por I (o que

7z

é matematicamente vélido, pois I* # 0 no equilibrio endémico), obtemos a propor¢do de

suscetiveis:
pseLOFWIHY) o L o WEVRFO)
0] Bw

. (3.66)

Neste ponto da dedugdo, torna-se conveniente definir o nimero bésico de reproducio, %,

que incorpora os efeitos da mortalidade natural, tanto na fase latente quanto na recuperacao:

~ Bo
= T o)

(3.67)

Dessa forma, a proporcdo de suscetiveis no equilibrio endémico pode ser simplificada para

a classica relagdo:
1

Com o valor de S* estabelecido, utilizamos a Equacéo (3.62) para determinar /*. Isolando o

S* (3.68)

termo que contém a infeccdo, temos:
Brs*=u(l1—S%). (3.69)
Substituindo S* = 1/%, obtemos a fragéo de infectados no equilibrio:

BI* (%):u<1—%> = 1*:%(%—1). (3.70)

Por fim, retornamos a expressdo inicial de E* e substituimos o valor recém-encontrado para
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I, resultando em:

Er=YtH [H(%’o—l)] Lop o HEEY o, 3.71)
o |p Bw

O valor de % deduzido aqui representa o nimero médio de novos casos gerados por um
unico individuo infeccioso em uma populacio totalmente suscetivel, levando em conta que tanto
individuos expostos quanto infecciosos podem morrer antes de transmitir a infecgao.

Antes de proceder com a andlise de estabilidade, convém justificar a reducao da dimensi-
onalidade do sistema em andlises dindmicas. Embora o modelo fundamental seja composto
por quatro compartimentos estruturais (SEIR), a premissa de conservacao da populacao total,
expressa pela relacdo S+ E + 1+ R = 1, atua como uma restri¢do linear que reduz os graus de
liberdade do sistema para trés.

Do ponto de vista dindmico, o compartimento R atua como um estado absorvente onde
os individuos removidos ndo perdem a imunidade e, portanto, a varidvel R ndo realimenta as
equacdes diferenciais que governam a evolugdo de S, E e I. Em virtude desse desacoplamento,
a equacdo para dR/dt é estritamente redundante para a dinimica do contdgio, permitindo que
a andlise de estabilidade seja conduzida, sem perda de generalidade ou rigor matematico, no
subespaco tridimensional (S, E,I).

Para verificar a estabilidade local deste estado endémico, avaliam-se os autovalores da
matriz Jacobiana do subsistema linearizado (S,E,I) no ponto (S*,E*,I"). Este procedimento

conduz a seguinte equacao caracteristica cubica (4):
A+ (uRBo+2u+ 0+ YA+ uR2u + 0+ YA+ u(uZo —1)(p+o0+7)=0. (3.72)

Por outro lado, para investigar a dindmica da fase de invasdo (o surto inicial da epidemia),
deve-se analisar a estabilidade do ponto de equilibrio livre de doenga. Nesta fase, quando
I(t) e E(t) sdo pequenos, a taxa de crescimento exponencial inicial A é governada pelo maior
autovalor do subsistema infectado. Como discutido por Anderson e May (1991), quando w e
Y sd@o muito maiores do que i, uma premissa vélida para a maioria das doengas agudas, uma

aproximacao analitica para o autovalor dominante é:

A~ % [\/4(920— Dyo+(0+7)?*—(0+7)|. (3.73)

Este valor € sempre menor do que o correspondente autovalor no modelo SIR, que é
simplesmente A = (B —7) = Y(%o— 1) (4).

A presenca da mortalidade natural y pode ter um efeito ao reduzir o crescimento inicial da
infec¢do, especialmente se o tempo médio de vida (1/u) for comparével ao tempo de laténcia ou
infecciosidade. A inclusdo da taxa p no modelo SEIR proporciona uma anélise epidemiolédgica

sob cendrios mais realistas, destacando que, mesmo que baixas, as taxas de mortalidade natural



56

podem impactar fortemente a dinAmica de curto prazo da epidemia.

Na Figura 18, o eixo horizontal corresponde ao periodo latente, definido por 1/(@ + u),
e estd representado em escala logaritmica. Essa representacdo abrange desde valores extre-
mamente reduzidos (por exemplo, 0,01 dias) até valores bastante elevados (até 1000 dias),
acomodando tanto doencgas de transmissibilidade quase imediata quanto aquelas com janelas de
incubagdo muito extensas. O eixo vertical apresenta a taxa de crescimento exponencial inicial

A, medida em unidades por ano, quantificando a velocidade de disparo do surto.

Figura 18 — A figura apresenta a taxa de crescimento exponencial da infeccdo em funcdo do periodo
latente, dado por 1/(® + ), considerando diferentes valores do nimero reprodutivo bésico . Para
valores baixos de %, o impacto do periodo latente sobre a taxa de crescimento € pequeno, resultando
em um comportamento préximo ao do modelo SIR. Entretanto, conforme o periodo latente aumenta,
observa-se uma redugdo significativa na taxa de crescimento, sobretudo para valores mais elevados de
o, podendo inclusive impedir a disseminag@o da infecgdo. Para essa andlise, foram considerados os
pardmetros 1/p = 70 anos (esperancga de vida) e 1/y = 10 dias (periodo infeccioso médio).

350
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Fonte: adaptado de (4).

Taxa de crescimento (ano)

A Figura 18 apresenta trés curvas, cada uma associada a um valor de %, (2, 5 e 10). A
andlise demonstra que embora valores maiores de % gerem um crescimento inicial mais rapido,
o aumento do tempo de laténcia freia a velocidade de expansdo da doenca, independentemente
do valor de %.

Do ponto de vista dindmico, um intervalo ampliado entre a infec¢ao e o inicio da capacidade
de transmissdo funciona como um retardo inercial, dificultando a propagacdo da doenga mesmo
com alto potencial de disseminag@o. No limite de laténcias muito longas (@ — 0), a taxa de
crescimento A decai assintoticamente em direcdo a zero, ilustrando a severa dificuldade de a
infeccdo se alastrar. Em contraste, no limite de laténcia nula (®w — o), quando a transmissao
ocorre quase instantaneamente apds a infec¢do, o sistema degenera no modelo SIR, e a taxa de
crescimento satura no valor tedrico esperado y(%y — 1).

Este resultado mostra que a introducdo de um compartimento latente exerce um impacto

dréastico na fase de invasdo, podendo inclusive impedir a disseminacdo do patégeno caso a
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transicao para a fase infecciosa seja lenta em comparagdo com a taxa de mortalidade natural.

Essa dependéncia estrutural mostra que a velocidade inicial de propagagdo de uma epidemia
nao depende apenas do valor de %), mas também é fortemente dependente da duragdo do
periodo de laténcia. Isso € crucial para esforcos de saude publica, como rastreamento de
contatos e quarentenas. Em patégenos com laténcia curta, a janela de oportunidade para
intervengdo é pequena e precisamos agir rapidamente para controld-la. Em doencas com
laténcia mais longa, hd uma janela de tempo maior para acdo de saude, mas o risco de
disseminacdo generalizada ainda € alto se o limiar de transmissibilidade for elevado.

Para compreender de forma integral o desenrolar temporal dessa dindmica, a Figura 19
ilustra a evolugdo dos compartimentos do modelo SEIR (suscetiveis, expostos, infectados e
recuperados) sob duas condi¢des distintas de transmissibilidade, assumindo para este caso
pratico uma escala de tempo em que a mortalidade natural pode ser desprezada (u = 0). No
painel (a), representa-se um cendrio de alta agressividade epidémica € observado uma exaustao
rapida da propor¢do de individuos suscetiveis € um pico acentuado na fragdo de infectados,
resultando em uma rdpida transicado da maior parte da populacdo para a classe imune.

Em contraste, o painel (b) ilustra um cendrio de menor transmissibilidade. Nesse caso, o
surto € menos severo, o pico de infec¢do é consideravelmente achatado e uma grande fracao
da populag@o permanece suscetivel até o final da simulag¢do. O trago mais marcante em ambos
os cendrios, intrinseco a dindmica do modelo SEIR, é o atraso temporal entre as curvas de
expostos (e) e infectados (7). Essa atraso reflete o acimulo populacional causado pelo periodo
de incubacdo. A comparagdo entre os painéis reafirma que as variagdes na taxa de contigio
afetam ndo apenas a intensidade do surto, mas também a sua distribui¢do no tempo e a sua
extensdo final.

Figura 19 — Evolugdo temporal das propor¢des de individuos suscetiveis s(), expostos e(t), infectados
i(t), e recuperados r(¢) em duas simulagdes distintas do modelo SEIR. No painel (a) assumem-se 0s

pardmetros B =0,5, y=0,1, ® =0,13 e Zy = 5. No painel (b), utilizam-se f = 0,5, y=0,19, ® =0,17
€ %0 = 2,63.
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Fonte: o autor.

Tendo estabelecido os fundamentos matemadticos € o comportamento dindmico através
do modelo continuo, a proxima secdo serd dedicada a uma andlise comparativa de modelos

epidemiol6gicos sob duas perspectivas estruturais distintas. Contrastaremos a abordagem con-
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tinua, baseada em sistemas de Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDOs), com uma abordagem
discreta fundamentada em Automatos Celulares (AC). Por meio dessa transi¢do, buscando
evidenciar as premissas e limitagdes inerentes a cada método, destacando como as heterogenei-
dades espaciais e as interagOes locais capturadas pelos autdmatos celulares, introduzem novas
e importantes dindmicas na representacao do fenomeno epidémico, complementando a visdao

homogénea estabelecida até aqui.
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4 EDOSE ACS: ABORDAGENS NA DINAMICA DE EPIDEMIAS

4.1 O MODELO SI

Conforme introduzido nos capitulos anteriores, o0 modelo SI descreve cendrios epidemiol6-
gicos onde nao ha recuperacdo, a exemplo da propagacdo viral em populacdes de mosquitos
vetores (78). Tendo explorado sua dindmica continua por meio de Equacdes Diferenciais
(EDOs), esta secdo inaugura a andlise comparativa ao simular o mesmo sistema sob a 6tica
discreta e espacialmente explicita dos Automatos Celulares (AC).

Nessa abordagem discreta, a propagacao da doenca ndo é governada por uma taxa continua
global, mas por um processo local regido por duas etapas fundamentais: a oportunidade espacial
de contagio e a probabilidade efetiva de transmissdo. A malha bidimensional é populada por

células que assumem, para este modelo, um de dois estados estruturais:

* Estado 1 (Suscetivel): representa um individuo isolado (ou grupo) ainda niao exposto ao
agente patogénico. O risco de infeccdo desta célula depende estritamente da configuragdo

do seu entorno imediato.

* Estado 3 (Infectado): representa a célula que contraiu a infeccio. Uma vez que uma
célula transita para este estado, ela adquire a capacidade de transmitir o patdgeno aos
seus vizinhos e, caracteristica intrinseca do modelo SI, permanece neste estado de forma

irreversivel até o fim da simulagdo.

O primeiro requisito para que o contdgio ocorra no autdmato é a proximidade topoldgica.
Todas as simula¢des deste trabalho adotam a vizinhanc¢a de von Neumann associada a condigdes
de contorno periddicas, isto €, uma topologia em formato toroidal onde as bordas da malha se
conectam, garantindo a homogeneidade espacial e eliminando efeitos de borda. Caso uma
célula suscetivel ndo possua vizinhos infectados em sua fronteira imediata, ela permanece
efetivamente isolada e protegida. A presenca de pelo menos um vizinho no Estado 3 configura
a condicao minima necessdria para habilitar a via de transmissao.

Contudo, a proximidade apenas abre a "porta"para o contigio, a efetivacdo da transi¢ao
depende do componente estocédstico governado pela taxa de infec¢do . Este parimetro
quantifica a agressividade do patégeno em cada interacdo local. Se B = 0,1, por exemplo,
uma célula suscetivel exposta a um ambiente infeccioso possui exatamente 10% de chance de
contrair a doencga a cada passo da simulagao.

Computacionalmente, essa dinamica € implementada gerando-se um valor pseudoaleatdrio
uniformemente distribuido (entre O e 1) para cada célula em risco durante a itera¢do. A infec¢ao
se concretiza Unica e exclusivamente se este nimero sorteado for inferior a . Nos demais 90%
dos casos do nosso exemplo, a célula resiste a exposi¢ao e mantém-se no Estado 1.

Ajustar o valor de f atua, portanto, como o principal mecanismo de controle da velocidade

de expansao das frentes de onda da epidemia no espaco discreto. A Figura 20 ilustra a evolugdo
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espacial resultante da aplicacdo dessas regras locais. E fundamental ressaltar que, para garantir
o rigor e a validade da andlise comparativa entre as modelagens, todos os parametros dinamicos,
incluindo a fragdo inicial de individuos infectados e a taxa f3, descritos na Tabela 4.1, sdo

mantidos estritamente 1dénticos nas abordagens de AC e de EDO.

Figura 20 — Evolug@o temporal e espacial do autdmato celular para o modelo SI via AC. A cor verde
exibe os individuos suscetiveis e a roxa os infectados, para os tempos 20, 30, e 50.

Tempo 20 Tempo 30 Tempo 50
100 100
75 S
50
25 i
0
0 25 50 75 100

75
Tabela 4.1 — ParAmetros e condi¢des iniciais dos modelos.

100

75
50
25

0
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100

Fonte: o autor.

50
25

0

Parametro AC EDO | Condig¢des Iniciais
N 10.000 1 -

B 0.1 0.1 |-

1(0) 100 (0.01N) | 0.01 | 1(0)

S(0) 9.900 0.99 | S(0)=N—-1(0)

Para realizar a andlise comparativa do modelo SI, simula¢des numéricas foram executadas
empregando ambos os modelos (EDO e AC), garantindo a propor¢ao dos parametros conforme
especificado na Tabela 4.1. Na simulagdo espacial via autdmatos celulares, observa-se a
transicao progressiva e irreversivel dos individuos do compartimento S para o compartimento I,
culminando na infec¢do total da malha populacional, padrdo ilustrado na Figura 21.

Uma divergéncia fundamental surge na dindmica temporal inicial entre os dois métodos.
Como a atualizagdo de estados no modelo de AC € de natureza estritamente local e topoldgica,
a propagacdo da infeccdo é quase que imediatamente a partir da vizinhanga direta da primeira
célula infectada (o paciente zero). Esse mecanismo resulta em uma percep¢cao de dindmica
acelerada nos estdgios iniciais do surto.

Em contrapartida, a formulagdo por EDOs pressupde uma populagdo perfeitamente mistu-
rada a chamada aproximag¢ao de campo médio, na qual as taxas de infec¢do sao calculadas a
partir das densidades globais dos compartimentos (3). Esse pressuposto de homogeneidade dilui
espacialmente e amortece o impacto inicial da introduc¢do do patégeno. Consequentemente, o
modelo continuo apresenta um crescimento epidémico inicial mais brando, passando a exibir o
seu forte cardter exponencial apenas quando a propor¢ao de individuos infectados atinge uma

massa critica na populacdo total.
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E importante destacar que este contraste dindmico a rdpida difusdo espacial nos automatos
celulares em oposi¢do ao crescimento inicial amortecido das EDOs nao € exclusivo do sistema
SI, mas manifesta-se como uma assinatura metodoldgica comum a todos os modelos epidemi-

ologicos investigados neste trabalho.

Figura 21 — Evolugdo temporal para o modelo SI, tanto por meio de EDO em a), quanto AC em b),
apresentando os ajustes determinados nas Equagdes 4.1, 4.2, 4.3.
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Fonte: o autor.

Para avaliar comparativamente o crescimento inicial da infec¢do nas duas abordagens, é
proposto uma funcao de lei de poténcia para descrever a evolugdo temporal no modelo AC (7):

Iyc(t) = Ki5. (4.1)

Para o modelo baseado em equacdes diferenciais ordindrias, a evolucdo do numero de
individuos infectados € descrita por uma fun¢do exponencial (7) da forma:

IED0<t> = Kexp(Bt). 4.2)

A fim de estabelecer uma comparagdo entre os crescimentos observados nas duas abor-
dagens, foi proposto uma funcdo com forma de tangente hiperbdlica (7) para descrever o
comportamento geral da propagacao da infec¢ao:

[(t) = o (1 +tanh(Er + @) (4.3)

Nessa expressdo, o € [0, 1] representa a amplitude méxima da curva, & é o pardmetro que
controla a taxa de crescimento e ¢ é um parametro de fase que desloca a curva ao longo do
tempo (7). A varidvel [(¢) representa a propor¢io de individuos infectados no tempo ¢. Tanto

tanh quanto ¢ sdo grandezas adimensionais, enquanto & possui unidade de inverso do tempo.



62

Dessa maneira, o pode ser interpretado como o nimero de individuos que adoecem dentro de
um intervalo de tempo, funcionando como um fator de incidéncia.
A comparacdo entre as curvas obtidas a partir de ambas as formulagdes, para uma fracao

inicial de infectados de I = 0,15N, esta apresentada na Figura 21.

* Painel do (AC): A curva ciano representa a func¢do i(f), enquanto o trago amarelo
pontilhado corresponde ao ajuste conforme a Eq. (4.1), fornecendo os valores K =
0,007 0,001 e B = 1,09 0,05, com coeficiente de determinagao R? = 0,9966. O
marcador em forma de circulo roxo refere-se ao ajuste da Eq. (4.3), com os parametros
estimados sendo o = 0,115+0,00, £ = 0,108 0,003, ¢ = —1,27+0,01 ¢ R*> =0,9998.

* Painel da (ODE): De forma andloga, realizamos o ajuste para o modelo continuo baseado
em ODE. Para a Eq. (4.2), os parametros obtidos foram K = 0,01076 4+ 0,00001, B =
0,09262 + 0,00004, com R* = 0,99987, representado pela curva vermelha pontilhada. Ja
o ajuste com base na Eq. (4.3), indicado pelo circulo roxo, forneceu os seguintes valores:
o = 0,500 + 0,003, & = 0,05000 4+ 0,00003, ¢ = —2,298 4+ 0,003, resultando em um
coeficiente de determinacdo R* = 0,99998.

Nas simulacdes realizadas, todos os ajustes apresentaram coeficientes de determinacao
R? elevados, indicando uma boa aderéncia entre os modelos propostos e os dados obtidos
numericamente. No entanto, foi possivel identificar diferencas significativas no padrdo de
crescimento das infec¢des em cada abordagem. A dindmica observada no modelo baseado em
autdmatos celulares segue uma lei de poténcia, refletindo a influéncia das intera¢des locais e da
estrutura espacial do sistema. Por outro lado, o modelo continuo, descrito por EDOs, apresenta
um crescimento de natureza exponencial, caracteristico de sistemas com mistura homogénea da
populacao.

A funcdo de ajuste baseada na tangente hiperbdlica demonstrou-se eficaz em representar
satisfatoriamente ambos os comportamentos, tanto no regime discreto quanto no continuo. Essa
fun¢do capturou com precisdo a transicdo entre o crescimento inicial acelerado e a posterior
estabilizacdo do nimero de infectados. O objetivo principal desta andlise foi investigar qual
tipo de funcdo de crescimento melhor se adapta aos diferentes modelos epidemioldgicos,

caracterizando a evolucao da epidemia.

4.2 O MODELO SIR

A evolugdo do modelo SI para o modelo SIR representa um salto qualitativo fundamental
rumo a uma simulag@o mais realista da dindmica epidémica. Ao incorporar o ciclo completo
da doenga, inicio, desenvolvimento e resolu¢do, o modelo passa a capturar ndo apenas o
avanco descontrolado da infeccdo, mas também o processo natural de contencao induzido pela

aquisicao de imunidade. Sob esta dptica espacial, o modelo se torna capaz de reproduzir local
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e globalmente a cldssica curva epidémica, caracterizada por um subito crescimento de casos
seguido por um declinio.

O gatilho de propagacio, representado pela transi¢do do estado suscetivel para o infectado
(S — I), mantém a mesma dinamica descrita no modelo anterior: depende da proximidade
topoldgica com vizinhos infecciosos e € governado estocasticamente pela taxa de transmissao
B. A grande inovagdo metodoldgica do modelo SIR reside na introdugdo da transicdo inversa
(I = R), um mecanismo de dissipacdo que drena a "energia"do surto.

Ao contrdrio do contdgio, que é um processo estritamente interativo e dependente da
vizinhanca, a recuperacdo é modelada como um decaimento espontaneo (3). Essa transi¢dao
de estado € controlada exclusivamente pela taxa de recuperagdo 7y, refletindo a capacidade
fisioldgica intrinseca do individuo de eliminar o patégeno. Para acomodar esse fendmeno, a

malha de autdmatos celulares passa a admitir um novo comportamento estrutural:

» Estado 4 (Recuperado): representa as células que erradicaram a infeccdo e adquiriram
imunidade permanente. Uma vez atingido este estado, a célula se torna inerte para fins
de contigio: ndo pode ser reinfectada nem atuar como vetor transmissor. Fisicamente,
no espaco da grade bidimensional, essas células passam a atuar como "barreiras isolan-
tes"mortas, bloqueando os caminhos de propagacio, protegendo os suscetiveis ilhados
em seu entorno e induzindo, de forma natural e espacialmente explicita, o fendmeno de

imunidade de rebanho.

A dindmica computacional da recuperagdo opera de forma simultanea e independente para
toda a populacdo doente. A cada passo de tempo (iteracdo), todas as células que se encontram
no compartimento de infectados sdo avaliadas. Para cada uma delas, o algoritmo gera um valor
pseudoaleatdrio uniforme. A transi¢io para o estado imune ocorre unica e exclusivamente se
este valor for inferior ao limiar definido pela taxa 7.

Se considerarmos, por exemplo, ¥ = 0,1, cada célula infectada experimenta uma probabili-
dade de 10% de transitar para o Estado 4 a cada instante discreto de tempo. Caso o sorteio seja
desfavordvel (o que ocorre em 90% dos casos), a célula permanece ativa no compartimento I,
continuando a ameacar seus vizinhos suscetiveis, e serd submetida a um novo teste independente
na iteracio subsequente.

O maior mérito dessa abordagem estocdstica, baseada em probabilidade de transicdo em
vez de um tempo de cura fixo deterministico, € a geracdo de uma distribui¢ao temporal realista
dos periodos infecciosos. Embora a duracao média da doenga convirja matematicamente para
o valor esperado de 1/y, o tempo de permanéncia de cada individuo flutua naturalmente,
refletindo a variabilidade imunolégica observada em cendrios clinicos reais. A evolugdo
temporal e a consequente formagdo das frentes de onda, bem como as barreiras de imunes
deixadas para trds, podem ser visualizadas na sequéncia espacial da Figura 22.

Utilizando as duas formula¢cdes matematicas, por AC e por EDO, para o modelo SIR,

realizamos simula¢des numéricas considerando os mesmos parametros, conforme especificado
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Figura 22 — Evolucéo temporal e espacial do autdmato celular para o modelo SIR via AC. A cor verde
exibe os individuos suscetiveis, em roxo os infectados e azul os recuperados, para os tempos 10, 20, e
35.

Tempo 10 Tempo 20 Tempo 35
100 100 100
75 75 75 °
50 50 50 i
25 25 25
r
0 0 0
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100 0 25 50 75 100

Fonte: o autor.

na Tabela 4.2. A Figura 23 representa os resultados do AC e EDO utilizando as equacdes 4.1,

4.2 e 4.3, com os seguintes parametros para o ajuste:

Tabela 4.2 — Parametros do modelo SIR para AC e EDOs.

Parametro | Valores (AC) | Valores (EDO) | Condig¢des Iniciais
N 10.000 1 -

B 0.2 0.2 -

Y 0.1 0.1 -

1(0) 100 (0,01N) 0.01 1(0)

R(0) 0 0 R(0)

S(0) 9.900 0.99 S(0)=N-—1(0)

Outra diferenca relevante refere-se ao crescimento do nimero de individuos infectados.
Seguindo a mesma estratégia anterior, ajustamos a curva até o momento em que / atinge 0,15N.

Os ajustes realizados foram os seguintes:

* Painel do (AC): A curva ciano representa a evolucéo de i(¢), enquanto a linha pontilhada
amarelo corresponde ao ajuste realizado conforme a Eq. (4.1). O ajuste forneceu os
seguintes valores: K =0,01740,001 e B = 0,87 40,03, com coeficiente de determinagdo
R?> =0,9987. O marcador em forma de circulo roxo refere-se ao ajuste com base na
Eq. (4.3), cujos pardmetros estimados foram o = 0,090 + 0,003, & = 0,150 =+ 0,006,
¢ = —1,030+£ 0,019, com R* = 0,9996. Ambas as abordagens descrevem de forma
consistente a fase inicial de crescimento da populacdo infectada no modelo SIR utilizando

automatos celulares.

* Painel da (EDO): De maneira andloga, foi realizado o ajuste para o modelo continuo
baseado em equagdes diferenciais ordindrias. Para a Eq. (4.2), os parametros obtidos
foram K = 0,0175 40,0001 e B = 0,0597 +0,0001, com coeficiente de determinacao
R?=10,9926, sendo o ajuste representado pela linha pontilhada vermelho. O marcador em
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circulo roxo representa o ajuste com base na Eq. (4.3), cujos parametros estimados foram
o = 0,10027 £0,00007, & = 0,05447 +0,00003, ¢ = —1,5027 +0,0003, resultando em
R* = 0,99996.

Figura 23 — Evolugéo temporal para o modelo SIR, tanto por meio de EDO em a), quanto AC em b),
apresentando os ajustes determinados nas Equagdes 4.1, 4.2, 4.3.
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Fonte: o autor.

Na modelagem epidemioldgica, o emprego de diferentes fungdes de ajuste matematico é
fundamental para capturar os diferentes regimes dinamicos da propagagdo de doencas infeccio-
sas. Cada tipo de ajuste exponencial, lei de poténcia e tangente hiperbdlica refletem a assinatura
fenomenoldgica dos dados e oferece uma perspectiva complementar sobre a evolucao temporal
do surto.

O ajuste exponencial € caracteristico de modelos baseados em Equagdes Diferenciais Or-
dindrias (EDOs) durante a fase de invasdo da doenga. Nesse estdgio inicial, assumindo uma
populacdo perfeitamente misturada (campo médio), a quantidade de individuos suscetiveis
¢ vasta e ndo impde restricdo imediata ao contdgio. Consequentemente, a taxa de novos
casos € proporcional ao nimero de individuos ja infectados, justificando a precisdo do modelo
exponencial. Contudo, a validade desse ajuste € estritamente de curto prazo, extrapolagdes
para estdgios mais avancados resultam em superestimativas severas, uma vez que a fungdo
exponencial ndo contempla os limites fisicos do sistema, como o esgotamento de hospedeiros,
a aquisicao de imunidade ou a implementa¢ao de medidas nao farmacolégicas de contencao.

Em contraste, a lei de poténcia na modelagem espacial explicita por Autdmatos Celulares
(AC), onde a transmissao € restrita por interacdes estritamente locais e pela topologia da rede de
contatos. A justificativa desse ajuste indica a presenga de invariancia de escala e de dindmicas

ndo lineares complexas decorrentes da heterogeneidade espacial. A desaceleracdo da taxa
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de crescimento epidémico, capturada pela lei de poténcia antes mesmo do esgotamento total
dos suscetiveis, pode ser atribuida a efeitos estruturais do sistema, onde infectados competem
pelo mesmo conjunto limitado de vizinhos suscetiveis e a formacdo de aglomerados (clusters)
imunes que bloqueiam as frentes de onda da doencga.

A fungdo tangente hiperbdlica, por sua vez, representa um comportamento limitante mais
abrangente e biologicamente realista. Essa fun¢do acomoda os dois regimes dinamicos: um
crescimento inicial tipicamente exponencial, seguido por um ponto de inflexdo que marca uma
fase de desaceleracdo até a estabilizacdo assintética, resultando na classica curva epidémica de
formato sigmoidal (curva S). Essa morfologia torna a tangente hiperbdlica particularmente efi-
caz na representacao da curva de incidéncia acumulada ou do total de recuperados, capturando
o platd imposto pela imunidade de rebanho ou pelo contégio.

A principal diferenca entre os modelos de EDO e AC estd nos mecanismos que levam a
epidemia a saturacido. No formalismo continuo (EDOs), a estabilizacdo decorre exclusivamente
da dilui¢do global da densidade de suscetiveis. No espaco discreto (AC), a saturacdo (o ponto
em que a doenca ndo consegue mais encontrar individuos suscetiveis em ndmero suficiente
para continuar acelerando) € antecipada pela compartimentagdo natural do espaco: fragmentos
da malha com individuos suscetiveis podem ficar completamente isolados (quarentenados
topologicamente) por anéis de individuos imunes, impossibilitando a continuidade da infec¢ao.
Isso gera dindmicas onde surtos abruptos sdo sufocados rapidamente pela geometria do sistema,
divergindo do esgotamento suave e homogéneo previsto pelas EDOs.

Dessa forma, enquanto as fungdes exponencial e de lei de poténcia decodificam as fases de
arranque em sistemas homogéneos e espaciais, respectivamente, a fungdo tangente hiperbdlica
consolida-se como uma ferramenta versdtil. Ela proporciona uma representacdo analitica
robusta dos padrdes sigmoidais inerentes a diversos cendrios epidemioldgicos, integrando a

explosao inicial e os mecanismos naturais de contencao da doenca.

4.3 O MODELO SEIR

A progressao para o modelo SEIR insere uma camada de complexidade temporal e espacial
critica a simulacdo: a laténcia (76). Ao introduzir o compartimento de individuos expostos,
o modelo incorpora uma defasagem biol6gica fundamental entre 0 momento do contigio e o
inicio efetivo da transmissibilidade.

Além do novo estado, esta etapa da modelagem implementa um refinamento na regra de
vizinhanca. Nos modelos espaciais anteriores (SI e SIR), a presenca de um tnico vizinho
infectado acionava a taxa de transmissdo com uma probabilidade isolada. No modelo SEIR
implementado, assume-se que o risco de infec¢do (S — E) € proporcional a intensidade da
exposi¢do. Computacionalmente, a forca de infeccdo local passa a depender da densidade
do entorno: uma célula suscetivel cercada por multiplos individuos infecciosos apresenta

uma probabilidade de contdgio cumulativamente maior. Essa alteracdo mecanica resulta em
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uma disseminacdo mais agressiva no interior de aglomerados densos, reforcando a profunda
influéncia da topologia espacial na propaga¢ao da doenca.
Para acomodar essa dindmica, a malha celular passa a admitir o seguinte estado estrutural:

* Estado 2 (Exposto): representa os individuos que ja contrairam o agente patogénico, mas
que ainda se encontram no periodo de incubagdo. Células neste estado atuam como
reservatorios silenciosos no espago bidimensional: elas ndao influenciam diretamente a
propagacdo imediata, pois ndo infectam seus vizinhos. No entanto, a sua transi¢do para
o estado infeccioso representa um potencial latente massivo, precedendo e acelerando

explosdes locais de contégio.

O mecanismo de incubagdo introduz uma janela de tempo varidvel antes do inicio da
transmissibilidade, cuja duracdo média esperada é matematicamente descrita por 1/@. Para
refletir essa métrica no ambiente discreto dos Automatos Celulares, a transicao (E — I) ndo
obedece a um crondmetro deterministico global. Em vez disso, ela é modelada como um
processo estocdstico de decaimento resolvido a cada iteragdo.

Por exemplo, considerando uma taxa @ = 0,2, cada célula exposta possui 20% de chance de
se tornar ativamente infecciosa a cada passo temporal. Caso a varidvel pseudoaleatéria sorteada
indique sucesso, a célula transita para a classe dos infectados (Estado 3). Caso contrario, ela
permanece no compartimento latente, inofensiva ao seu redor, aguardando um novo teste de
transi¢d0 no passo seguinte.

Em vez de impor um tempo de laténcia rigido e uniforme para toda a malha, o cariter
estocdstico dessa transi¢do induz uma assincronia natural no processo de contidgio. Essa
formulacdo preserva o tempo médio de incubacdo esperado para a populacdo, mas adota
um sistema numérico dos graus de liberdade necessdrios para desenvolver frentes de onda
marcadamente irregulares e dispersas. Esse descompasso temporal fendmeno capturado pela
evolucdo espacial da Figura 24, parametrizada segundo a Tabela 4.3 reflete o avanco insidioso

e muitas vezes silencioso caracteristico de epidemias reais.

Figura 24 — Evolugao temporal e espacial do autdmato celular para o modelo SEIR via AC. A cor verde
exibe os individuos suscetiveis, em salmdo os expostos, a roxa os infectados, e azul os recuperados para
os tempos 10, 15, e 25.
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Fonte: o autor.



Tabela 4.3 — ParAmetros e condi¢des iniciais dos modelos.

Parametro AC EDO | Condicdes Iniciais

N 10.000 1 -

B 0,25 0,25 | -

Y 0,1 0,1 |-

o 0,2 02 |-

E(0) 100 (0,01N) | 0,01 | E(0)

1(0) 100 (0,01N) | 0,01 | 1(0)

R(0) 0 0 R(0)

S(0) 9.800 0,98 | S(0)=N—1(0)—E(0)
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A comparagdo entre os modelos baseados em autdmatos celulares e equacdes diferenciais

ordindrias para o0 modelo SEIR na Figura 25 revela que, apesar das diferentes metodologias,
as curvas geradas por ambas as abordagens apresentam formas qualitativamente semelhantes
ao longo do tempo. No entanto, observa-se uma diferenca significativa no inicio do surto. No
modelo AC, o nimero de individuos no compartimento exposto cresce de maneira mais rapida,
enquanto na abordagem por EDO esse crescimento € mais lento durante os primeiros instantes

(t < 20), passando posteriormente a exibir uma tendéncia exponencial.

Figura 25 — Evolugéo temporal para o modelo SEIR, tanto por meio de EDO em a), quanto AC em b),
apresentando os ajustes determinados nas Equagdes 4.1, 4.2, 4.3.
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Fonte: o autor.

Inicialmente, foi utilizada a Eq. (4.1) para ajustar os dados provenientes do modelo AC,
e a Eq. (4.2) para o modelo EDO. Em seguida, ambos os conjuntos de dados foram também
ajustados por meio da Eq. (4.3), correspondente a fungdo tangente hiperbdlica, os paineis

apresentam os parametros utilizados:

* Painel do (AC): A curva ciano representa a evolugao de i(¢), enquanto a linha pontilhada
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amarelo corresponde ao ajuste obtido pela Eq. (4.1). Os parametros estimados foram
K = 0,0069 £0,0005 e B=1,21+£0,03, com coeficiente de determinagao R*> =0,9987.
O marcador em forma de circulo roxo representa o ajuste pela Eq. (4.3), com os seguintes
parimetros: o = 0,106 +0,003, &€ = 0,142+0,004, ¢ = —1,35+0,01, e R? = 0,9997.

* Painel da (EDO): A curva mostra a evolugdo de i(7) no modelo continuo, com ajuste via
Eq. (4.2) representado pela linha pontilhada vermelho. Os parametros ajustados foram
K = 0,00077 £0,00008 ¢ B= 0,116 +0,002, com R*> = 0,7509, indicando um menor grau
de aderéncia em relagdao ao modelo AC. O ajuste pela Eq. (4.3), indicado pelo circulo
roxo, forneceu os seguintes valores: a = 0,10360 + 0,00007, & = 0,04334 + 0,00002,
¢ = —1,4970 40,0003, com excelente concordéncia estatistica R = 0,99996.

Esses resultados refor¢cam a conclusao de que, para o modelo SEIR, as fun¢des exponencial
e lei de poténcia ndo oferecem um bom ajuste para a curva i(t), sobretudo na fase inicial do
surto. Por outro lado, a funcdo tangente hiperbdlica mostra-se robusta e eficaz em ambas as
abordagens, refletindo adequadamente o comportamento de crescimento seguido de saturagdo,

caracteristico de epidemias reais com fase latente.
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5 CONCLUSAO

A presente dissertacdo dedicou-se a investigacao sistemdtica e comparativa da dinamica de
propagacdo de epidemias, estudando dois modelos matematicos complementares: os modelos
continuos, baseados em Equacgdes Diferenciais Ordinérias (EDOs), e os modelos discretos,
fundamentados em Autdmatos Celulares (AC). Ao longo do trabalho, a exploragao progressiva
das topologias compartimentais desde o modelo SI, passando pela contencdo imune do SIR,
até a introducdo do atraso biolégico no SEIR permitiu estudar como a adicdo de estados
transicionais modifica de forma nao linear o comportamento dindmico e os pontos de equilibrio
do sistema.

Do ponto de vista da fisica estatistica e da modelagem de sistemas dindmicos, a adoc¢ao
destas dois modelos foi possivel mostrar as limitagdes da premissa de mistura homogénea. As
simulacdes evidenciaram que os modelos baseados em EDOs, por operarem sob a aproximacao
de campo médio, tendem a manifestar um crescimento exponencial nos estdgios iniciais de
invasdo da epidemia. Neste regime continuo, a auséncia de fronteiras fisicas permite que o
contdgio escale globalmente em fun¢do das densidades populacionais puras.

Por outro lado, ao introduzir a dimensdo espacial por meio dos autdmatos celulares, o
sistema revelou uma fenomenologia radicalmente distinta. A propaga¢do da doenga, movidas
por meio das interagdes de vizinhanga na malha bidimensional, perde seu cariter exponencial
continuo e passa a exibir comportamentos de crescimento regidas por leis de poténcia. Essa
transi¢do reflete o surgimento de correlacdes espaciais, onde o contdgio sofre efeitos onde
individuos infectados competem pelo mesmo conjunto limitado de vizinhos suscetiveis, € o
surgimento de aglomerados (clusters) de células recuperadas atua como barreiras topoldgicas
que causam conflitos entre as frentes de onda da epidemia, mesmo quando a fragdo global de
suscetiveis ainda ¢ alta.

Com o intuito de quantificar e extrair assinaturas matematicas dessas trajetérias dinimi-
cas, o ajuste numérico de curvas demonstrou ser uma ferramenta de diagndstico importante.
Confirmou-se que o modelo exponencial cldssico possui uma janela de validade extremamente
estreita, restrita aos instantes inaugurais das EDOs, falhando criticamente em acomodar os
efeitos de saturacdo e esgotamento de hospedeiros. A lei de poténcia, por sua vez, mostrou-
se intrinseca ao regime de propagacao espacial dos autdmatos celulares, capturando os efeitos
de difusdo e a desaceleracdo gerada pela geometria da rede.

No entanto, o resultado analitico mais importante desta andlise comparativa estd na aplicabi-
lidade da funcao tangente hiperbdlica. Dentre os ajustes testados, o comportamento sigmoidal
desta fungdo provou-se superior e metodologicamente confidvel. Demonstrou a capacidade
analitica de acoplar as duas fases criticas da evolugdo epidémica: a explosdo de contdgio inicial
e a transi¢do de fase (ponto de inflexdo) rumo ao platd de saturacio, parametrizando a exaustdao
do surto independentemente do formalismo (continuo ou discreto).

Apesar da robustez dos resultados apresentados, reconhece-se que as premissas adotadas
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oferecem oportunidades para expansdes futuras. A utilizacdo de redes em grade regular (malhas
quadradas) nos automatos celulares restringe o nimero de contatos a um grau fixo, algo que
difere da heterogeneidade social humana. Como perspectiva de trabalhos futuros, a transi¢do
destes modelos espaciais para a topologia de Redes Complexas como redes de mundo pequeno
(small-world) e redes livres de escala (scale-free) desponta como um caminho natural. A
introducdo de individuos altamente conectados (hubs) e redes de mobilidade espacial inter-
conectadas permitiria avaliar o impacto de eventos de superespalhamento (superspreading) sob
a Gtica dos mesmos parametros biol6gicos aqui estudados. Adicionalmente, a implementacao
de taxas de transi¢do dindmicas (como um f3(¢) que varia no tempo simulando a imposi¢do e o
relaxamento temporal de politicas de quarentena) traria uma camada extra de aplicabilidade as
politicas publicas.

Conclui-se, portanto, que a escolha do formalismo matemadtico na epidemiologia molda
ativamente as conclusdes fisicas e sociais que podem ser extraidas do sistema. A EDO nos
fornece o limite tedrico e a gravidade do cendrio homogeneizado, enquanto o Automato Celular
revela as resiliéncias ocultas na estrutura espacial. A integracdo sist€mica dessas abordagens
continuas e discretas, aliada a mecanismos de ajuste unificadores como a tangente hiperbdlica,
fornece ndo apenas um modelo descritivo mais rigoroso, mas uma andlise analitica para a

predi¢do, a contengdo e a mitigacdo de surtos infecciosos complexos.
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