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Resumo

A sincronizagéo é um comportamento dinamico exibido por ampla variedade de sistemas
naturais tais como neurénios, vaga-lumes e juncdes Jasepbk é definida como um ajuste
de ritmos de objetos oscilantes devido a uma fraca interagéie eles, e € estudada usando
diferentes modelos matematicos tais como as redes de mepalados (RMAs). Em uma
RMA, o processo de sincronizacdo representa uma evolucdiontarentre todas variaveis de
estados. Este processo € geralmente investigado com base&puentes de Lyapunov condi-
cionais. No entanto, para redes com topologia variavektgeentes ndo sao facilmente deter-
minados. Neste trabalho propomos novas quantidades padaea sincronizacéo nestas redes.
Estas quantidades sao definidas como meédias ponderadaseids as topologias possiveis e,
no caso em que a topologia é constante, equivalem aos egpaint.yapunov usuais. Encon-
tramos uma expressao analitica para as quantidades sfpéir@ o caso em que a topologia €
invariante sobre translacao na rede e demonstramos quernjomtmde observagcdes sobre um
intervalo curto de tempo pode ser usado para predizer o atanmpento da rede a longo prazo.
Também verificamos que, se a rede possui uma estrutura etmstdaomogénea, as quanti-
dades efetivas podem ser obtidas considerando a projeb&® @® autovetores associados a
esta estrutura. Mostramos a eficacia das quantidadesasfetsando-as para construir uma
rede com topologia constante que exibe as mesmas propedadincronizacao da rede com
topologia variavel. Por dltimo apresentamos um criptéssia para sistemas de comunicacéo
gue € baseado em duas réplicas de redes sincronizadaslenjemn®s sdo nao-sincronos. In-
vestigamos este sistema quanto ao tempo de operacao, temb@sseguranca contra intrusos.
Nossos resultados sugerem que ele é seguro e eficiente paeangto intervalo de parametros.

Palavras-chave sincronizacéo, redes de mapas acoplados, expoentes penoyaefetivos,
entropia de transferéncia.



Abstract

Synchronization is a dynamical behavior exhibited by a watege of systems. Neurons, fire-
fly and Josephson junctions are examples of these systerssddfined as an adjustment of
rhythms of oscillating objects due to weak interaction lestw them, and it is studied using
different mathematical models including the coupled mafickes (CMLs). In CML the syn-
chronization corresponds to process in which all stateatsées become identical at the same
instant. Usually we study the CML synchronization by caltntathe conditional Lyapunov
exponents. However, if the coupling or network topologyinsetvarying, this exponents are
not readily determined. In this work we propose new quaditd study the synchronization
in these CMLs. These quantities are defined as weighted asmgr all possible topologies
and, if the topology is constant, they are equivalent to gwealLyapunov exponents. We find
an analytical expression for the effective quantities wihentopology is invariant over transla-
tion on the network and demonstrate that an ensemble of shn@tobservations can be used
to predict the long-term behavior of the lattice. Also werpdhat, if network has constant and
homogeneous structure, the effective quantities correspo the projection on the eigenvec-
tors associated with this structure. We show the avaitgitofieffective quantities using them to
build a lattice with constant topology that exhibits the sasynchronization critical properties
of the lattice with time-varying topology. Finally, we pesg a cryptosystem for communication
systems based on two replica synchronized networks whesgeelts are not synchronous. We
investigate it as to operation time, robustness and sg@gdinst intruders. Our results suggest
that it is safe and efficient for a wide range of parameters.

Keywords: synchronization, coupled map lattices, effective Lyapuaxponents, transfer en-
tropy.
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1 Introducao

Na natureza observamos uma grande variedade de sisteroaglamentos interagem
uns com os outros. Estes sistemas definem conjuntos refagende uma estrutura de rede,
cujos os nos correspondem aos componentes individuaisresdasa interacao existente entre
eles. A dinAmica destes sistemas pode ser estudada ateadifsrdntes modelos matematicos,
entre eles as redes de mapas acoplados. Estes séo sisteamais ol cujas as variaveis tempo
e espaco sao discretas e as variaveis de estado sao cantinuas

As redes de mapas acoplados surgiram no final do século passeatb modelos
para investigar fendmenos espaco-temporais de sistepasi@amente estendidos. Elas foram
propostas simultanea e independentemente por Kaptaheko? Kuznetsow? Fujisaka e Ya-
mada® O primeiro utilizou as redes para modelar sistemas quimiaenetsov estava interes-
sado na aproximacgéao de grupo de renormalizacao, Fujisaenadé investigaram a dinamica
de um conjunto de osciladores, e Kaneko utilizou as redesgsudar a evolucao temporal de
sistemas espacialmente estendrRidgualmente as redes de mapas acoplados s&o utilizadas em
diversos problemas da fisica da matéria condensada, oircia e fisico-quimicé-’ Basica-
mente elas séo utilizadas para modelar sistemas dinanuoptdos e estudar as propriedades
decorrentes da interagdo entre esses sistemas. Dentrenpsréamentos espaco-temporais
apresentados por uma rede de mapas acoplados podemositpagacio de estruturais,
intermiténcie®® a formac&o de padré®s e a sincronizacat? 1!

Neste trabalho estudaremos especificamente o fendmenucdarszacédo que é o pro-
cesso no qual os elementos da rede passam a exibir um compnttacoletivo. Este processo
pode ser observado em diversos sistemas fisicos, quimibmddgicos. Cadeias de juncdes
Josephsot? neurdniost® células cardiaca8e flashes de vagaluméssao alguns exemplos de
sistemas que manifestam o comportamento sincrono. Urmsigiarticular onde a sincroniza-
céo exerce um papel fundamental é o cérebro. Alguns esfidamostraram que a sincroniza-
¢do entre os padrdes de atividades dos neurdnios € neagssao processo de aprendizagem
e para a memoria curta. Em contrapartida, ha estfiddsjue a associam com comportamen-
tos indesejados como os ataques epilépticos e 0 mal de BamkiNesse contexto o estudo da
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sincronizacgao através de modelos mateméaticos pode naw ajettender melhor esse sistema
e fenbmenos. Além disso, as redes de mapas acoplados wemstima boa opcédo de modelo
porque sao capazes de reproduzir outras trés caractesistiservadas experimentalmente em
redes de neurdnics;< a saber: uma rapida resposta a estimulos, uma grande lidegebide
padrdes de atividade e um comportamento altamente irregpganeurdnios individuais.

Além da ampla variedade de sistemas naturais que exibempottamento sincrono,
a sincronizagédo também possui interesse de aplicacadddgmaocomo, por exemplo, em sis-
temas de comunicacio baseado em éaoNestes sistemas a sincronizacdo € utilizada para
transmitir dados de modo seguro, pois apenas sistemasaménticos sdo capazes de sin-
cronizar. Qualquer erro ou diferenga entre os parametros dois sistemas faz com que as
dindmicas exibidas por eles divirjam exponencialmente oaiempo. Entédo, se as dinami-
cas de dois sistemas caoticos sao utilizadas como chave maiptografia, a sincronizacéo
proporciona um meio eficaz de transmitir e receber dados de iseguro. Sistemas de comu-
nicacéo baseados em sincronizacdo de caos sdo investidgsties o final do século Y8X'2*
e uma realizacdo experimental foi realizada em 2005 usasgéed semicondutores caotices.
Nossa contribuicdo nesse contexto € a proposta de um mésodaptbgrafia que explora a
sincronizacao de caos entre réplicas de redes cujos elesmsi ndo sincronos. O método e
suas propriedades serao discutidos detalhadamentema phlirte do trabalho.

Para estudar o processo de sincronizagdo podemos utilieegrdes modelos de re-
des, desde os mais simples até os mais compixés.A escolha de um modelo especifico
geralmente é feita de acordo com as caracteristicas dmsisfee se pretende investigar. Em-
bora existam varios modelos e estudos sobre redes, a mdadeis considera uma estrutura
constante ao passo que as redes reais apresentam umaa&steutds e arestas que pode mu-
dar com o tempo. Nas redes sociais, por exemplo, 0 nUmer@aeetos varia continuamente
e as relacoes entre eles também é dinamica. Entdo, como wniigbm mais real destes sis-
temas, na Ultima década, alguns modelos de redes com aerpéavariando no tempo tém sido
propostos e analisados. O modblinking>* os grafos aleat6rid$ e as topologiasandomly
switching® sdo alguns exemplos. Estudos sobre a sincronizacéo nesletos’ sugerem que,
em alguns casos, a dinamica da topologia pode aumentarrarszabilidade da rede quando
comparada a redes com estrutura estatica e mesma disiolieégonexdes.

A sincronizabilidade de uma rede pode ser inferida a padimaior expoente de
Lyapunov transversal ao subespaco de sincroniz&cado entanto, para redes com topolo-
gia variavel o célculo desta quantidade néo é direto e d&@od alternativos sdo geralmente
utilizados®4-3/ Neste trabalho propomos uma nova abordagem para o estudwdanizacao
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para esta classe de redes. Esta abordagem compreendeagesitienominadas efetivas cujo

o significado fisico € o mesmo das quantidades usuais, petaaliferem destas Ultimas pela
maneira como s&o obtidas. Efrmostramos que os expoentes de Lyapunov efetivos de uma
rede de mapas especifica, cujo acoplamento varia no temyivakgn aos expoentes de Lya-
punov tradicionais e, portanto, podem ser explorados petexrdinar a sincronizabilidade da
rede. Nossa hipdtese € que este procedimento pode sedaplicana classe maior de redes
com topologia variavel no tempo. Entdo, neste trabalhagroghamos e analisamos os ex-
poentes de Lyapunov efetivos para outros modelos de regiesopologia varia com o tempo.

Os resultados obtidos tém ratificado tal hipotese.

Estudos com redes cuja topologia varia no tefipd também tém sugerido a cons-

trucdo de esquemas de acoplamento auxiliares com topslogistante que exibem comporta-
mentos dindmicos equivalentes. Bhowmick e colaboraddnesr exemplo, utilizaram um cir-
cuito eletrénico e demonstraram experimentalmente qeteexima relacédo entre os parametros
criticos de uma rede variavel e do modelo auxiliar. Basicaeenmodelo auxiliar representa
um acoplamento médio em que intera¢cées sdo ponderadasrpbbitidade das conexdes.
Nesse sentido, o0 modelo auxiliar seria uma boa alternativa estudar a sincronizacdo em
redes com topologia variavel. Mas, a equivaléncia entreoagportamentos assintoticos do
modelo auxiliar e da rede variavel tem sido verificada sobietjuando a dinamica local da
rede é regida por equacdes diferenciais. Entdo, usandopogrmes de Lyapunov efetivos e
outros diagnaéticos de sincronizacdo mostraremos quedquadinamica local da rede é regida
por mapas, o modelo auxiliar e a rede varidvel exibem corapmwmtos equivalentes apenas
para determinados valores dos parametros ou quando o tardashsistemas sao suficiente-

mente grandes.

Diante do problema encontrado no modelo auxiliar para rddesapas acoplados
com topologia variavel propomos aqui um modelo auxiliagralativo que denominamos sis-
tema efetivo. Trata-se de um sistema autbnomo e deteriomégie, por construcao, exibe as
mesmas propriedades de sincronizacdo da rede cuja topega com o tempé® Com isso,
mostramos que o0s expoentes de Lyapunov efetivos podemilgzdas ndo apenas para predi-
zer 0 comportamento assintotico de redes com topologiawerimas também para construir
um sistema efetivo cujo comportamento é, do ponto de vissrtaonizacéo, equivalente ao
sistema com topologia varidvel. Em acréscimo mostramo® guassivel construir um sistema
efetivo reduzido composto apenas por dois elementos dengsoriginal e que preserva as
propriedades de sincronizacao deste.

Concluimos nosso trabalho propondo e investigando um neuanile criptografia
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para sistemas de comunicagao que explora a sincronizacaosle a relacdo causal da dinamica
dos elementos de uma retfe#? O mecanismo proposto é composto por duas réplicas de redes
de mapas acoplados e possui caracteristicas similaresputaéio de reservatorié:*4a qual

€ associada ao modo pelo qual a informagé&o € processadaehoccéknalisamos a seguranca
do nosso sistema de comunicagéo contra ataques de intrisgsigamos a transmisséo de
mensagens arbitrarias através dele. Os resultados obtmkisam um bom desempenho do sis-
tema, mesmo na presenca de ruidos externos, e sugerem gtentasé extremamente seguro.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no @apiapresentamos al-
guns conceitos relacionados a sincronizacao e introdssea estudo a partir de sistemas
dindmicos. Na sequéncia, Capitulo 3, descrevemos as redeapis acoplados e as formas
de acoplamento de nosso interesse neste trabalho. No @apitstudamos a sincronizacao
em redes de mapas acoplados, discutimos alguns diagrsddéi&ncronizacao e apresentamos
Nosso método para obter 0os expoentes de Lyapunov efetivese® com topologia variavel no
tempo. No Capitulo 5 mostramos como construir o sistemavefpéira estas redes e analisamos
este sistema para trés modelos especificos de redes. Nol@épikestigamos a sincronizacao
entre réplicas de redes de mapas acoplados. Também patassteonstruimos um sistema
efetivo. Como aplicacéo do estudo da sincronizacao entlieaéple redes propomos, no Capi-
tulo 7, um método de criptografia de dados para sistemas denicegdo baseados em caos.
Por ultimo, apresentamos nossas conclusdes e sugest@abalbds futuros.
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2 A Sincronizacao

Neste capitulo descrevemos o processo de sincronizacé® @ikzacdo no desen-
volvimento de sistemas de comunicacdo segura. Apresestamctalmente a descoberta, a
definicdo e os tipos de sincronizacdo. Em seguida, diregiosa atencao para a sincroniza-
cao entre sistemas cadticos acoplados, principal objete debalho. Concluimos o capitulo
discutindo a aplicacao da sincronizacéo de caos para oubdgemento de sistemas de comu-
nicagao segura.

2.1 Historia e Definicao de Sincronizagcao

O primeiro trabalho sobre o processo de sincronizagéo sisteamas interagentes é de
autoria de Christiaann HuygefisHuygens observou, no inicio do séc. XVII, que dois reldgios
de péndulos compartilhando o0 mesmo suporte passavam a @xilgomportamento comum
apos alguns instantes de tempo, isto €, suas oscilacéasdarrse coincidentes. Em uma carta
remetida a seu pai, em 1665, ele definiu tal comportament® ¢enphénoméne de la sym-
pathie, sympathie es horlogesEste fendbmeno de simpatia foi, posteriormente, denorinad
sincronizacao.

Além de ocilagdes coincidentes, Huygens observou que ogmeatos dos péndulos
apresentavam outro padrdo comum, a saber, ocorriam sempd@ex0es opostas. A partir
desta observacédo ele passou a investigar mais detalhaaaenorréncia destes comporta-
mentos e concluiu que a coincidéncia entre os periodos dagses dos péndulos devia-se a
um imperceptivel movimento do suporte no qual os relogiensentravam. As pesquisas de
Huygens foram fundamentais para melhorar estabilidadeslesiogios e, consequentemente,
para aumentar a precisdo de medidas de tempo.

O comportamento sincrono observado por Huygens em seggo®ltfo € exclusivo
deste sistema. Apds a descoberta de Huygens, Jean-JacqieMBiran observou que 0s or-
ganismos vivos apresentavam uma espécie de reldgio moladgerno que ajusta seus ritmos
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circadianos. Lord Rayleight, no meio do séc. XIX, chamou agde para a sincroniza¢cdo em
sistemas acusticos e investigou as condi¢cdes em que dos ¢comecam a soar em unissono.
Mais tarde, por volta de 1920, a sincronizacdo passou a siendid para estabilizar a fre-
guéncia de um gerador através de outro mais preciso e conoreglpossibilidades de ajuste.
Recentemente a sincronizagéo tem sido observada em uma ganneblade de sistemas natu-
rais, em problemas de engenharia e até mesmo em comportansectai$® Mas o que é a
sincronizacao?

A sincronizacéo é definida como um ajuste dos ritmos de abetoilantes causado
por uma interacéo fraca entre ef€s.Portanto, ela diz respeito a um processo de ajuste, a
uma classe de objetos e a um tipo de interacdo. Por “objetdames” entende-se quaisquer
sistemas cujas oscilacfes sdo auto-sustentaveis, igtsuitam de sua propria energia interna.
Os péndulos simples constituem bons exemplos destes bjedtém disso, sdo bastante Uteis
para elucidarmos o processo de sincronizacao. Considerex@mplo, um sistema composto
por dois péndulos conectados por uma haste rigida comoare$tigurd 2J1(a). Nesse caso,
0 movimento dos péndulos € limitado: ou eles estdo paradeg onovendo conjuntamente.
Trata-se, portanto, de um unico sistema. Suponha, agoeapgipéndulos estejam em locais
distantes, Figuria 2.1(b). Nesse caso, o0 movimento ndo éesigo e ha a possibilidade deles
exibirem o mesmo comportamento. No entanto, como ndo heagdte entre eles, qualquer
alteracdo no movimento de um péndulo néo sera “sentida’gueto. Portanto, ambas situacoes
nao podem representar o fendmeno de sincronizacdo. Cansideenfim, dois péndulos que
compartilham a mesma haste de sustentacao, Higura 2. Hs3eMaso, dependendo da rigidez
da haste, alteragbes do movimento de um podem afetar o mutzirde outro. Além disso, a
interacdo existente entre eles néo inibe a dinamica ingd#ide cada um. Portanto, este € um
exemplo de interacao fraca que pode resultar em um compamtaraincrono.

Embora o processo de sincronizacéo esteja relacionado ampoctamento coletivo,
nem todo comportamento coletivo pode ser considerado comomeizacéo. De acordo céfh
para classificar um processo como tal devemos assegura)gstamos analisando um sistema
composto de, no minimo, dois osciladores auto-sustestdved ajuste dos ritmos deve-se a
uma interacédo fraca entre os osciladores e c¢) pequenasd&siao movimento de um sistema
afetam o movimento do outro. De fato, a sincronizacdo nao @stado, mas um processo
dindmico complexo.
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Figura 2.1: Sistema de dois péndulos. Em (a) os péndulos estéctados por uma haste, a qual imp&e restricdo
ao movimento. Esta restricdo torna o sistema indecomploaiv@o constitui um exemplo de interacao fraca. (b)
Os péndulos estdo suspensos em suportes isolados. O mtyideeam néo interfere no movimento do outro

e, portanto, ndo ha interacdo. (c) Os péndulos compartilirarmesmo suporte de sustentacdo. Dependendo da
rigidez do suporte, pequenas alteracées do movimento dedegietar o movimento do outro.

ERRTE

FONTE: O autor.
2.2 Tipos de Sincronizagao

Os comportamentos observados por Huygens em seus relégiosidéncia entre os
periodos e movimento dos péndulos em sentidos opostogjtabom tipo particular de sin-
cronizacédo denominado sincronizacédo em anti-féi$éo entanto, o processo de sincronizacao
€ mais geral e pode ocorrer sob diferentes maneiras. Teateeso mencionamos, de um
ajuste dos ritmos de objetos oscilantes e, portanto, dperesaquilo que caracteriza o ritmo
de oscilacdo destes objetos.

No caso de péndulos oscilantes o ritmo pode ser associaderem@ de oscilacéo
ou, de modo equivalente, as frequéncias correspondentesipt especifico de sincronizagao
entre dois péndulos corresponde ao caso em que ambos se pakeei@ esquerda, realizam
seus deslocamentos maximos, e retornam para a direitandasgaase simultaneamente pelo
ponto de equilibrio, Figufa2.2(a). Esta é a sincronizagifase’® O caso oposto, quando os
péndulos se movem com uma diferenca de fase igual a um noldigot, Figura 2.2(b), carac-
teriza a sincronizacdo em anti-fase. Também é possivelgipéralulos apresentem a mesma
intensidade de oscilacdo, o que € denominado sincronizie@mplitude. Enfim, a combi-
nacao destes trés tipos de sincronizacéo (de fase, de aaepditde frequéncia) € denominada
sincronizacao completa.

Neste trabalho estudaremos a sincronizacao completaséstmas dinamicos acopla-
dos. Para esta classe de sistemas, como mostraremos a&sguwronizacdo completa corre-
sponde ao processo no qual todas as variaveis de estadedwneds individuais assumem o
mesmo valor no mesmo instante de tempo.
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Figura 2.2: Dois possiveis regimes de sincronizacdo de st@nsa composto por dois péndulos. Em (a) ha uma
pequena diferenca de fase e as oscila¢des sdo ditas shactasiquase-em-fase. (b) Os péndulos oscilam com
uma diferenca de fase igualeo que caracteriza a sincronizagdo em anti-fase.

FONTE: O autor.
2.3 Os Sistemas Dinamicos e a Sincronizacao

Sistemas dinamicos constituem ferramentas importantesdescrever o comporta-
mento de objetos oscilantes e, consequentemente, pataestyprocesso de sincronizacao.
Um sistema dindmico consiste de uma prescricdo matemategagsibilita descrever o es-
tado de um objeto em instantes de tempos subsequentesradpacbnhecimento do estado
inicial. Trata-se de uma regra de evolucdo que relaciontad@slo sistema em um instante de
tempo arbitrario com seu estado em um instante imediatana@terior, entendendo por estado
0 conjunto de valores que caracterizam completamenteemsast

Sistemas dinamicos podem ser de tempo continuo, se o ilanelwaempo entre dois
estados subsequentes for desprezivel, isto/, se0, ou de tempo discreto, se a sequéncia dos
intervalos temporais puder ser expressapel0, 1,2, ... Nosso foco sdo os sistemas dinamicos
de tempo discretos denominados mapas. Para estes sistemas,R™ é o vetor de estado do
sistema no tempn, entéao

Xnt1 — f(Xn), (2.1)

em quef : R™— R™ é uma fungéo vetorial que rege o mapeamento.

Mapas séo utilizados para estudar o comportamento de umdegvariedade de sis-
temas tais como densidades de populd&éamovimento de um rotor pulsads, movimento
de particulas brownian&s:®® comunicacéo entre lasers caotébsetc. Diferentemente das
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equacdes diferenciais, um mapa é capaz de exibir comportarca@dtico mesmo no caso uni-
dimensional, isto €, ele pode apresentar uma dinamicauleregu aperiddica, limitada no es-
paco, e sensivel as condicdes inickli=? O comportamento caético é caracteristico de muitos
sistemas naturais e possui grande interesse de pesquisa.

Além do comportamento cadtico um mapa pode exibir uma sérauttos comporta-
mentos dindmicos interessantes. Considere, por exemplapa da tenda

ax se x<0,5

fa(X) = { " (2.2)

1-x) se x>0,5

Dependendo do valor do parametradeste mapa, as trajetoriggo, X1, x2- - - } podem conver-
gir para um ponto fixo, apresentar um comportamento peogdigase-peridodico ou entéo ser
totalmente irregular e preencher densamente o espacoaleAdsigura 2.B exibe o compor-
tamento assintético de 4Qrajetorias iniciadas aleatoriamente e evoluidas de acooth a
Equacédol(2]2) com diferentes valoresadeEsta figura é denominada diagrama de bifurcacéo
ou atrator do mapa. Na verdade, o termo atrator € utilizada gefinir a regido do espaco
de fase acessivel ao sistema ap6s um tempo transiente antpopode ser estabelecido para
apenas um valor do pardmetro enquanto que o diagrama dedgifir ndo. A figura também
exibe em escala de cinza a densidade de pontos em cada regipato de fases. Quanto
mais escura mais densa é aquela regido. Podemos obseryanqgeral, os estados ndo sao
igualmente visitados.

O mapa da tenda recebe esse nome devido a curva da funcao eznmesho ou mapa
de primeiro retorno. As Figuras 2.4 (a) e (b) exibem tais asipara dois valores de parametro
de controle. A figura também mostra a bissetriz (linha cimzdpas regiées delimitadas por
linhas tracejadas. Estas regides correspondem a partigéesator do sistema que geralmente
sao utilizadas para definir uma dinamica binaria como agyegautilizaremos no Capitulo 7.
Em (a) as particdes foram definidas iterando o0 mapa no pordestontinuidade = 0,5 e em
(b) elas foram obtidas aplicando! sobre o ponto fixo do mapa. Note que para o caso em que
a = 2 todo o intervald0, 1] é acessivel enquanto que para /2 o atrator esta limitado ao
intervalola(1—a/2),a/2], o que esta de acordo com o diagrama de bifurcagéo apresersad
Figura2.3.

Além dos comportamentos dindmicos mencionados 0 mapa da também exibe
a periodicidade estatistica. Trata-se de uma oscilacdcedsidhde com um periodo bem
definido®¥3% O mapa da tenda exibe tal comportamento pafad < a < 21/207-1) sendo
T =1,2,... o periodo de oscilacdo. Portanto, para /2 a densidade oscila com periodo 2.
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Figura 2.3: Diagrama de bifurcacéo do mapa da tenda. Pasavetat dea utilizamos 16 iteradas apds descartar
10* de transiente.

FONTE: O autor.

Tal comportamento pode ser verificado analisando as pestigd atrator no mapa de primeiro

retorno apresentado na Figural2.4. Mais especificamentamos que todos os pontos na
particdo “0” sdo mapeados para a particdo “1” e vice-verséat@®do sistema apresentar pe-

riodicidade estatistica nao significa que ele ndo possuidensidade invariante. Na realidade
h& uma densidade invariante, mas o sistema nao convergelpafortanto, as propriedades

dindmicas de sistemas com periodicidade estatistica rdenpser obtidas sobre a densidade
invariante.

O mapa da tenda apresenta também algumas variantes que sjmalantenda as-
simétrico e o mapa da tenda com esc#p&mbora estas formas também apresentem com-
portamentos dinamicos interessantes, utilizaremos tregialho apenas o mapa da tenda na
forma padrdo, Equacab (2.2), cams= 2. Para este valor de parametro todo o espaco de fases
€ igualmente acessivel e o comportamento é fortementecoadsto significa que duas tra-
jetorias inicialmente proximas tendem a divergir expoiemente com o tempo. No entanto,
guando acoplamos dois ou mais mapas 0 espaco de fases daernigealmente acessivel e
as trajetérias descritas pelos mapas podem aproximarisgesde afastar-se. Considere, por
exemplo, dois mapas da tenda acoplados de acordo com a equaca

X1 = (1—€)f(xn) +ef(¥n),
Ynt1 = (1—€&)f(yn) +&f(Xn), (2.3)
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Figura 2.4: Mapas de primeiro retorno e particées do atiamapa da tenda. Em (a) utilizamas- 2,0 e a
particdes foram obtidas divindindo o atrator sobre o poetdescontinuidade= 0,5. Em (b) utilizamosa = v/2
e as regides binarias foram obtidas aplicafidd sobre o ponto fixo do mapa.
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FONTE: O autor.

em quet é aintensidade do acoplamentb(g,) € dado pela Equacgdo (2.2). A Figlral2.5 mostra

o atrator do sistema (2.3) paga= 0,05. Observe que, mesmo neste caso de acoplamento fraco,
h& uma reducdo significativa da &rea acessivel no espacseate fidote também que, apesar
de utilizarmosa = 2, as regides ndao sdo mais igualmente visitadas. A reducaosévimivel

nos extremos da diferenca entre as variaveis, ou seja, no saperior esquerdo e no canto
inferior direito. Isto ocorre porque o acoplamento tendpraxdmar os valores das variaveis de
estado. Entédo, dependendo da intensidade do acoplametgmporrer que as duas variaveis
exibam o mesmo valor em todos os instantes de tempo e, pmréguenas uma linha diagonal
definird o atrator do sistema. Esta linha ou bissetriz é deramta subespaco de sincronizacao

e 0 comportamento das variaveis neste subespaco é denorsinatbno.

Como mencionamos anteriormente a sincronizacdo completsistemas descritos
por mapas corresponde ao processo no qual os variaveisadi® efst todos os mapas tornam-
se idénticas. No caso de um sistema composto por dois mappladas, se, e y, Sao as
variaveis de estado dos mapas 1 e 2, respectivamente, arsraggdo do sistema é dada por
Xn = Yn VN > Ts, sendots 0 tempo de sincronizagdo. De modo equivalente, para unmsste
composto poN mapas, a sincronizacao implica

)('(ll) = Xr(12) = ... = Xr(1N) =S vn > Ts, (24)

No caso em que 0s mapas sdo cadtiggsvolui caoticamente, e dizemos que se trata de

sincronizacao de caos.
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Figura 2.5: Atrator de um sistema composto por dois mapasmtiatacoplados com intensidagle- 0,05. O
cadigo de cores denota a frequéncia na qual cada regidcsi@da, as regides mais densas séo representadas pela
cor vermelha e as menos densas pela cor azul. Os dados ondespaos valores das variaveis em itéradas

apos outras Tode transiente.

FONTE: O autor.

Nos proximos capitulos investigaremos a sincronizaca@ds ©do apenas entre dois
mapas, mas entié mapas da tenda acoplados. Nossa escolha do mapa da tende delee-
tudo a convergéncia monotona das trajetérias ao subespagoaionizacdo no caso em que o
acoplamento € constante. Portanto, se considerarmosaauaqios variaveis e a convergéncia
deixar de ser monotona, podemos assegurar que este com@oitadeve-se exclusivamente a
variacado do acoplamento. Outro motivo que nos levou a esasbte mapa € que uma rede
de mapas da tenda fracamente acoplados é considerada uongétiador de nimeros pseu-
doaleatério$? Isto significa que podemos utilizar a dinamica deste sisteana gerar chave
de criptografia para sistemas de comunicacdo. Na secamseguroduzimos a idéia de sis-
temas de comunicacéo baseado em sincronizagéo de caodienoccapitulo apresentamos um
método que criptografia que explora a aleatoriedade da din&eribida por mapas da tenda
fracamente acoplados.

2.4 Comunicacgaovia Sincronizagao de Caos

A utilizacdo da sincronizacdo de caos em sistemas de coaudti@ investigada desde
o final do século passadé2? Em geral, nos sistemas baseados em caos as mensagens sdo
codificadas pelo emissor em um sinal cadtico e, apds a trasdmia mensagem é decodificada
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por um receptor sincronizado ao emissor. Basicamente docegimentos tém sido empre-
gados: a sincronizacdo por um sinal externo comum e a sizeg#Eo por mutuo acordo de
aprendizager? No primeiro caso, o emissor adiciona uma mensagem a um sicabsizado
enquanto o receptor a subtrai. Logo, para a mensagem selifiisgda corretamente o emissor
e o0 receptor devem compartilhar uma chave secreta, por éxeagpmesmos parametros de
seus sistemas cadticos. No processo de comunicacao ussindoofizacao por aprendizagem
0 emissor e o receptor ndo compartilham nenhuma chave aepoém eles atribuem pesos
idénticos a mensagem como uma chave para a criptografia.

Um fator importante as pesquisas de sistemas de comunibagséados em sincroniza-
cdo de caos tem sido a possibilidade de realizacdo expedt@AeR? Em 2005, por exem-
plo, lasers semicondutores caadticos foram utilizados paresmitir mensagens de modo se-
guro sobre uma rede publiéa. Em tal experimento foi utilizada uma configuracéo do tipo
mestre-escravo entre 0s sistemas, isto €, um tipo de aceplaram que apenas um interfere
na dindmica do outro.

Teoricamente o processo de comunicacado entre lasersasaptide ser estudado por
meio de um sistema dinamico constituido por mapas cadtomslados? Mais especifica-
mente tem sido utilizado o mapa de Bernoulljx) = 2x mod 1, e uma configuracdo mestre-
escravo. Nesse caso, o sistema pode ser descrito como

X1 = (1-&)f(%n) +&f(Xn—1),
Ynrr = (1—&)f(yn) +ef(Xn1), (2.5)
em quex(y) representa o emissor (receptdr)z) € o mapa de Bernoullg € [0, 1] € o parametro

de acoplamento & € o tempo de atraso. Neste sistema, a mensagem é transrditidenando
um sinalm, = +1 a dindmica do receptor, isto €,

Y1 = (A—&)F(Yn)+ef(Xn—r+Ma_7). (2.6)

Entdo, para decodificar a mensagem, o receptor filtra a memsdg sinal considerando a
diferenca entre o valor de sua variavel de estado e o valdndbrecebido, isto €, a mensagem
€ lida pelo receptor como

Mh = Xn+ My — Yn. (2.7)

Portanto, a mensagem constitui uma perturbacédo que gfdstaubespaco de sincronizacgao.
Outra possibilidade seria modular um parametro do emissoese caso, a mensagem € ex-
traida pela diferenca entre as trajetorias das unidadedvetas.
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O sistema de comunicagdo mencionado constitui 0 modelo smajdes de comuni-
cacao baseado em sincronizacdo de caos. Varios outrosonadals elaborados podem ser
vistos em?? O desenvolvimento e estudo de sistemas de comunicacialbassa sistemas
dindmicos cadticos deve-se sobretudo a seguranca qusisgtesas proporcionam. Um intruso
tentando determinar os parametros do sistema criptogpdiednterceptar a mensagem sempre
cometera um erro. Se a din@mica do sistema é caotica, entém aescera exponencialmente
com o tempo tornando improvavel a interceptacdo da menspgtnintruso. Além disso, a
seguranca na comunicag¢ao em nivel de software requerdrargfoes que sejam ergddicas e
mixinge os sistemas caoticos sao naturalmente ergodinugiegl. Na realidade, um sistema
mixing & necessariamente ergddico, mas o contrario ndo € verdadeir

Além da segurancga, a sincronizacdo de caos permite queemasaiste comunicacao
envie e receba a informacdo em tempo real. No entanto, asigaés de sincronizacéo entre
0s sistemas caéticos do emissor e do receptor reduz o iltetgatro do qual os sistemas
podem ser considerados seguros. Uma proposta para uiktamas caoéticos para transmitir
informacéo de modo seguro sem a necessidade da sincranioag@resentada recentemente
por Hung e HiY A codificacdo de mensagem neste sistema é realizada de azmrda
direcdo do acoplamento entre os sistemas caodticos e é fieaddiusando uma quantidade
denominada entropia de transferérfdidal quantidade seréa discutida mais adiante. A principal
desvantagem da abordagem de Hung e Hu é o tempo de operagsteni@apara transmitir uma
mensagem. Neste trabalho propomos um sistema de comwfi€agék explora, a0 mesmo
tempo, a rapidez da comunicacao oferecida pela sincr@ozag seguranca do modelo de
Hung e Hu . O modelo proposto é descrito e analisado no Cagitulo

IDizemos que um sistenfagque preserva a area de uma regido compacémixingsobres’ se dado qualquer
dois subconjuntos e o’ de <7, em queo e o’ tem medida de Lebesgue positipa(o) > 0,y (a’) > 0, enta8?

e p[o'NF™(o)]
W) e (o)
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3 As Redes de Mapas Acoplados

Neste capitulo introduzimos a ideia de rede como uma reiBEs matematica para
o estudo de sistemas interagentes. Discutimos iniciaen@igbnceito, algumas propriedades
e medidas tipicas da teoria de redes bem como apresentagnos akemplos de redes reais.
Na sequéncia consideramos um tipo particular de rede doaddenominado rede de mapas
acoplados. Definimos este modelo matematico e apresentdgurs tipos de acoplamento de
NOsSSo interesse nesse trabalho.

3.1 Definicdo e representacao de uma rede

O termo rede abrange uma infinidade de objetos e areas decooen&. Em geral,
ele é utilizado para expressar conjuntos cujos elementesagem entre si ou compartilham
uma determinada relagdo. Como exemplos de tais conjunt@srmsdcitar as populacdes de
individuos, os grupo de animais e plantas, os aglomeradogw®nios, as paginas da inter-
net, etc. As relacdes para os exemplos mencionados podeessap entre outras coisas, 0
conhecimento ou amizade entre os individuos, uma inteqaaifiica, a ocorréncia de sinapses
e a presenca de links, respectivamente. Portanto, em cadaup estrutura especifica ou
topologia de rede é obtida.

Independentemente da natureza ou estrutura, a repredempaEfica de uma rede é
geralmente realizada por meio de pontos e linhas. Os poatagamn os elementos do conjunto
enquanto que as linhas as relagcdes existente entre eles d&lpontos outras formas geométri-
cas como discos, quadrados e triangulos também costumautilzadas para representar 0s
elementos ou subconjuntos do sistema. Particularmentesistema em questdo € composto
por elementos distintos, entédo diferentes formas georaétédo empregadas para representa-
los e diferencia-los. A Figufa_3.1 (a) ilustra uma rede costg@or dois elementos distintos.
Trata-se de uma rede de polinizacao inseto-planta, consosgiiepresentando as plantas e os
retangulos as espécies de borboletas. A relacdo nesseepassenta a polinizacdo da planta
pela borboleta e, portanto, a interagcdo ocorre apenas@ngiementos distintos. Redes cujos
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elementos podem ser divididos em duas classes de objetesamperacéo ocorre apenas entre
0s objetos de uma classe com os objetos da outra, sdo dedasivipartidas. A representacao
gréafica deste tipo de rede também pode ser feita separandienosnéos de cada conjunto em
duas colunas como mostramos na Fidura 3.1 (b), que é umareptesentacao da rede ex-
pressa na Figufa3.1 (a). Outro exemplo de rede bipartidé gastante mencionadieé a rede
de atores e filmes. Neste caso a relacéo corresponde ao eleaaiuacdo do ator no filme.

Figura 3.1: Duas representacGes de uma rede de polinizagémm-iplanta. Os discos denotam as espécies de
plantas e os retédngulos as espécies de borboleta e as lidizan a presenga de uma certa quantidade minima de
pélen das plantas na respectiva espécie de borboleta.
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FONTE: O autor.

A representacdo gréafica de uma rede € a mesma de um grafo e asnteosios séo
muitas vezes utilizados como sinbnimos. Tanto um como @aldgscrevem conjuntos cujos
elementos compartilham uma determinada relacdo. Um grafentanto, pode ser considerado
uma abstracdo matematica de um sistema concreto denonrg@deloMais formalmente, um
grafo é um ente matemati¢d que expressa um conjuntbde ndés ou vértices e um conjunto
E de links ou arestas que expressa uma relacao existenteosnétementos d¥. Portanto,

a diferenca entre os dois conceitos refere-se essenci@neexisténcia concreta do objeto
representado. Apesar disso, uma vez construida uma redmpeditilizar todo o conhecimento
da teoria dos grafos para investigar suas propriedade®tppas, isto €, sua estrutura espacial.

Tanto uma rede como um grafo podem ser construidos a pantimdematriz de ad-
jacéncia. A dimenséo dessa matriz depende da quantidaderdentos do conjunto e suas
entradasa;j = 1 oug;j = 0, denotam, respectivamente, a presenca ou ndao de umaoretzoé
os elementos. A matriz de adjacéncia também pode ser ddligara investigar propriedades
importantes das redes como sua estabilidade. De fato, camstvaremos mais adiante, o es-
pectro de autovalores dessa matriz pode ser associado Gdzajgade sincronizacao entre 0s
elementos da rede se estes possuem uma dindmica individaateristica.
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A matriz de adjacéncia é, por definicdo, quadrada, simétma diagonal principal

nula e entradas fora dessa diagonal iguais a 0 ou 1. Portasdts forma ela apenas denota a
existéncia da relacdo entre dois elementos. No entantolgemsacasos, as relacdes entre pares
distintos de elementos ndo possuem a mesma intensidadefatesteve ser considerado tanto
na construcdo como na andlise da rede. Por exemplo, a cadatitk pdlen de uma espécie
de planta encontrada em uma borboleta geralmente é déedtarguantidade de pdlen de outra
espécie de planta. Nesse, como também em outros casos,s8arerexpressar na matriz a
frequéncia ou intensidade da relagdo. Temos, entédo, azrdatadjacéncia ponderada. Outra
possibilidade é a matriz de adjacéncia normalizada, cujadas séo divididas pelo numero
de conexdes de cada sitio, ou seja, pela soma de cada linhatriia m

Além da matriz de adjacéncia, ha varias outras represesgagatriciais importantes
no estudo de red&s:*¢ Uma delas é a matriz laplaciana, a qual pode ser escrita catife-a
renca entre uma matriz diagonal, cujos elementos ndo nyppessam a soma dos elementos
em cada linha da matriz de adjacéncia, e a matriz de adjacénci

3.2 Modelos de Redes

O acoplamento entre os elementos de um conjunto pode oderdiierentes maneiras
e h& na literatura uma grande variedade de esquemas deraeafda Dentre os modelos de
acoplamentos mais estudados podemos citar o acoplamereggmeiros vizinhos® acopla-
mento de campo médis, com conexdes aleatorié3,do tipo small-world® e redes sem-
escalé’-%8 Em cada caso a estrutura utilizada é a que propicia melhespmndéncia entre o
modelo e o sistema fisico estudado.

Em uma perspectiva geral, o acoplamento em uma rede podéassificado como
local ou ndo-local. No acoplamento local cada sitio est&ctanlo apenas com seus vizinhos
mais proximos e, portanto, as interacdes sao de curto &cakooplamentos ndo-locais, ao
contrario, estabelecem conexdes entre sitios distantesneequentemente, aumentam o al-
cance das interacdes. O caso extremo de um acoplamentogg@dnstitui 0 acoplamento
global. Nesta forma de acoplamento todos os sitios est@Ttamos entre si e interagem dire-
tamente uns com oS outros.

Além de local e nao-local, os acoplamentos podem ser clzesdifs de acordo com
a direcdo e a conectividade. Quanto a direcdo, um acoplangéet¢nominado unidirecional
se, dado um par de sitios acoplados, a interacdo afeta ap@ndesles ou bidirecional se am-
bos compartilham determinada propriedade ou relacédo. &&i8.2 representa uma rede com
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acoplamento local e unidirecional e outra com acoplamdotmge bidirecional,respectivamente.
A direcdo dainterac&o no primeiro caso é expressa por meietds. Ja para o caso bidirecional
a utilizacao de setas é desnecessaria e, portanto, foratidasni

Figura 3.2: Representacdo de uma rede com acoplamentcelocadirecional (& esquerda) e de uma rede com
acoplamento global e bidirecional (a direita). Os discasespondem aos elementos do conjunto. As linhas
representam as conexdes e as setas indicam o sentido dgdat@ara o caso unidirecional.
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FONTE: O autor.

Finalmente, em relacdo a conectividade, um acoplamentogdmado homogéneo,
heterogéneo, regular ou irregular. Se todos os sitiosaqE@as 0 mesmo numero de conexdes 0
acoplamento € homogéneo, caso contrario, ele é denomietelmféneo. Se, além do mesmo
namero de conexdes, a mesma regra de conexao e interaceiéads por todos elementos da
rede ela é dita regular, mas se interacao e a distribuicdcot@xdes ndo segue um padréo co-
mum ela é denominada irregular. Redes heterogéneas sasargm@ente irregulares. Embora
a maioria das redes observadas na natureza sejam heteasgéigemas apresentam um certo
grau de homogeneidade. Além disso, como foi demonstradblishikawa e colaboradores
a homogeneidade das conexdes aumenta a capacidade deizagdo da rede.

Como um exemplo de rede real considere a rede ilustrada neaBdd Trata-se de
uma rede que mapeia o cérebro de um gato, sendo que os sitids oepresentam 53 areas
corticais e as arestas correspondem a 826 fibras nervosapeeendem os axdnios en-
tre elas. As 53 areas foram separadas em quatro grupos mgioeecorrespondem as areas
funcionais visual, auditiva, somato-motora e fronto-licals¥ Cada um destes grupos é iden-
tificado por uma cor na figura. Observe que a rede é heterogémmaalguns sitios com alta
conectividadel{ubg e outros com poucas conectividades. Note também que ceaepto nao
ocorre apenas entre vizinhos mais proximos e que ha taaigkg bidirecionais como ligagdes
unidirecionais. Portanto, redes reais envolvem uma esé&rliastante complexa.
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Figura 3.3: Rede das conexdes das areas corticais do gdtoroermatriz de adjacéncia presente®m.

FONTE: O autor.

3.3 Propriedades das redes

Na secdo anterior mencionamos diversas classes de reslesrtaasmall-world sem
escala, regular e aleatdrias. Vamos, agora, explorarraspais caracteristicas ou propriedades
gue nos permitem classificar uma rede como pertencente naldastas classes. Para isso,
vamos primeiramente discutir algumas propriedades tsdasredes, tais como: a distribuicao
de grau ou conectividade, o comprimento de caminho médioeficiente de aglomeracéo e a
modularidade.

O grau ou conectividade diz respeito ao numero de ligacbescgda sitio possui.
Como mencionamos anteriormente, em relacdo a conectividageée € denominada homogénea,
heterogénea, regular ou irregular. Grande parte das redsssao heterogéneas e, na maioria
delas, ha uns poucos sitios que possuem um alto grau de esnesfjuais sdo geralmente de-
nominados déubs e muitos outros com poucas ligacdes. Além disso, a comndatie entre os
sitios geralmente decai seguindo uma lei de poténcia. Resesatisfazem esta regra sao de-
nominadas “sem-escal&®. Embora estas redes compreendam grande parte das redessnatur
hé& redes cuja conectividade seguem outras distribuic@as,quor exemplo, uma gaussiana ou
uma poissoniang

Outra propriedade basica de uma rede € o comprimento de lvamiédio. Esta pro-
priedade corresponde a média do comprimento de todos oslwasmu distancias mais curtas
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entre dois vértices ou sitios. O comprimento dos caminhas co@tos, também chamados de
geodeésicas, referem-se ao numero de arestas que sepasasitidei Por exemplo, se dois si-
tios estdo diretamente conectados, entdo a distanciasdesréd = 1. Por outro lado, se ha um

outro sitio entre eles, entdo a distancia entre éles2. Portanto o comprimento de caminho
médioL é dado poft

1 N

ST 20

(3.1)

em qued; ; refere-se a menor distancia entre os sitieg e N € o numero de sitios na rede.

O coeficiente de aglomeracgéo, conhecido por transitividedésoria dos grafos, €
definido como a fracdo média dos pares de sitios vizinhosaguiedm sao vizinhos um do outro.
Trata-se, portanto, de uma medida da probabilidade de qtieegadjacentes de um vértice
estejam conectados. No caso de uma rede de amigos, estéecbeficforma a probabilidade
de que os amigos de determinada pessoa também sejam amiglosautno. O coeficiente de
aglomeraca® de uma rede pode ser obtido determinando o niumero de tr@ndalrede, ou
seja, por meio da equac@o

c="" (3.2)

em queA refere-se a quantidade de triangulos na reda guantidade de vértices triplamente
conectados.

Em geral as redes regulares com acoplamento nao local afaesem alto coeficiente
de aglomeracao e um comprimento de caminho médio grandeoriiccio das redes regulares,
as redes aleatdrias possuem um comprimento de caminho p&gflieno e um baixo coeficiente
de aglomeracao. Dessa maneira, se uma rede regular conbesrenxtre o& vizinhos mais
proximos for considerada e algumas ligagGes nesta redm falteradas aleatoriamente com
uma probabilidade, entdo o comprimento de caminho médio e o coeficiente de aghméo
apresentarao um decaimento no seu valor inicial. Se maigdes forem alteradas, estas medi-
das se aproximarao cada vez mais daquelas obtidas paraleal@sias. A Figura 3.4 mostra o
comportamento do comprimento de caminho médio e do coefoinaglomeragdo em funcéo
da probabilidade de alteracdes nas conexdes de uma re@ddmeicte regular com conexdes
entre ok = 2 vizinhos mais proximos. Podemos observar que o compromEntaminho mé-
dio L decai mais rapido do que o coeficiente de aglomer@gdortanto, € possivel encontrar
valores dep com os quais a rede apreseht@equeno &€ grande. Redes com estas carac-
teristicas sdo denominadas redes de mundo peqseral{world. A denominagéo “mundo
pequeno” tem sua raiz no experimento de Milgfam partir do qual se conclui que ha poucos
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graus de separacao entre as pessoas, ou seja, que o mundoe@teaequeno.

Figura 3.4: Coeficiente de aglomeragéo e comprimento dentemmédio em fungdo da probabilidade de religa-
mento sobre uma rede inicialmente regular dom?2.
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FONTE: O autor.

As alteracdes nas conexdes de uma rede inicialmente regidasdo a Unica maneira
de se obter uma redenall-world Este procedimento foi proposto por Watts e Strotagzpor-
tanto, as redes contruidas dessa maneira sdo denomindelssmall-worldde Watts-Strogatz.
Outra maneira de se obter uma rede com caracteristical-worldé considerar uma rede reg-
ular inicial e inserir conexdes aleatérias com uma certhairitidadep. Este procedimento é
atribuido & Newman e Waftse ele possui uma vantagem em relacéo ao primeiro do ponto de
vista de implementacdo. Nesse trabalho estudaremos umauedse assemelha ao modelo
small-worldde Newman-Watt$?

A andlise das conexdes entre os sitios de uma rede tambéns@odélizada para
dividi-la em grupos denominados modulos ou comunidades.mdetulo representa um con-
junto de sitios com uma densidade alta de conexdes entre el@s poucas conexdes com
outros sitios fora do conjunto. Podemos dizer que tratamhessubredes que se unem para
formar um aglomerado maior. A identificacdo destas comuleisl& de grande importancia no
estudo de redes reais. No caso de redes de polinizacéo, grapkx a existéncia de uma co-
munidade revela uma relacdo de dependéncia vital entregdganimais e plantas. Mddulos
ou comunidades também sao identificados em redes neurad®, gee cada um deles controla
uma determinada funcionalidade do cérebro. Na rede itlstra Figurda 313, por exemplo,
identificamos quatro comunidades e as expressamos udibzguatro cores distintas. Para sep-
arar a rede em comunidades utilizamos o algoritmo denorminadktrap presente no pacote
igraph.’® Esse algoritmo consiste em distribuir caminhantes aliestéobre a rede e verificar o
trajeto que eles percorrem em um intervalo curto de tempo.cGanigacdes séo densas dentro
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da comunidade é pouco provavel que o caminhante consigpagstaacomunidade em poucos
passos. Varios outros métodos, no entanto, podem ser eadosina literaturdS=®

Além das medidas apresentadas ha varias outras que podatitizadas para explo-
rar as caracteristicas de uma rede. No caso de redes eeglogar exemplo, ha um grande
interesse na medida de aninhamefttque consite em determinar o quanto a distribuicdo das
conexdes da rede se aproxima da forma de um ninho e se afdetandaaleatoria. Outra pro-
priedade, mais geral, € a centralidade de intermediacaoalaégdefinida como o numero de
geodésicas ou caminhos mais curtos entre dois sitios e gearpaor um determinado sif9.
Embora esta propriedade seja bastante importante paracer&acdo e analise de redes ela
nao sera explorada neste trabalho.

3.4 Redes com conexdes variaveis no tempo

As propriedades e modelos de redes discutidos acima apfiegparticularmente a
redes cuja estrutura é constante no tempo. No entanto, hammpla classe de sistemas na-
turais cujos elementos interagem apenas esporadicamEntidais sistemas dois elementos
arbitrarios interagem de forma direta somente em instateegempo especificos que podem
ou ndo obedecer uma regra determinada. Um exemplo de sistemnteracdes esporadicas
€ o0 cérebro. Suas células constituintes, os neurbniosniitam sinais elétricos para outros
neurdnios através depikescuja a duracdo é geralmente menor que o intervalo entre 0s mes
mos2° Portanto, o estudo desses sistemas requer a utilizacideeaem conexdes variaveis
no tempo para as quais as propriedades apresentadas narsegio precisam ser redefinidas.

Para entender melhor os sistemas cujas interacdes saadispsr varios modelos de
redes com topologia variaveis tém sido propostos e anaksdd modelo piscante dalinking
mode|®? grafos aleat6ricd e topologias dindmicé3sao alguns exemplos. Um resultado inter-
essante a respeito da dinamica destas redes € que, em afgwaegSes, o sistema comporta-se
assintoticamente como se as ligaces fossem constan@spo’=® Isto significa que nestes
sistemas variaveis, algumas quantidades dindmicas paefetieterminadas mais facilmente a
partir de um modelo constante para o qual as medidas comaritoenpo de caminho médio e
coeficiente de aglomeracéo estdo bem definidas.

Estudos com redes nao estéticas também tém mostrado quénaictinda topologia
pode favorecer a sincronizacdo entre os elementos d&%efesincronizabilidade maior de
uma rede com topologia variavel, em relacdo a uma rede comsmmeumero de conexdes,
mas constantes, pode ser atribuida ao fato de que, no matéwel, todos ou quase todos 0s
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sitios acabam interagindo diretamente uns com os outrtes Eseracdes, mesmo em instantes
de tempo diferentes, causam um efeito médio que € propat@grrobabilidade da respectiva
conexaeé® e que, portanto, pode aumentar as chances de comportanoéetioccna rede. A
sincronizagdo entre os elementos de uma rede, seja ela potodg@ constante ou variavel,
sera discutida no préximo capitulo, onde também apresestam método para determinar a
estabilidade do subespaco de sincronizacao de redes cologi@pvariavel.

Ha na literatura um crescente numero de trabalhos envavestes ou grafos com
topologias variavei8’*8¢ Nestes trabalhos, novas medidas bem como a redefinicéo @as pr
priedades mencionadas tém sido propostas e discutidasm@riooento de caminho médio,
por exemplo, é calculado considerando ndo apenas a qudaiigaarestas que separam dois
sitios, mas também levando em consideragédo a ordem tengyorque as ligacbes ocorrem.
Esta nova concepcéao dleconsidera, portanto, o fluxo de informacao na rede e deste &od
possivel obtet. — o, significando que a informacao de um sitio nunca chegar&a ent um
tempo finito pelo simples fato da ordem em que as conexdesemecardo ser favoravel para
gue isso ocorra. Neste trabalho estudamos a sincronizatéedes com topologia variavel no
tempo. Para isso, associamos uma dinamica caotica disotatia sitio da rede e analisamos a
influéncia do acoplamento sobre ela. Trata-se, portanteedis de mapas acoplados.

3.5 As Redes de Mapas Acoplados

Uma rede de mapas acoplados constitui um sistema dinamj@e ariaveis espaco
e tempo sdo discretas e a variavel de estado é coritiritra. outras palavras é uma cadeia
de mapas sujeitos a um acoplamento bem definido. O modelosmaides de uma rede de
mapas acoplados € aquele em que cada elemento esta cormmaads com seus vizinhos
mais proximos. Mais especificamente, ele corresponde aeaeaegular unidimensional com
ligacdes locais. Se 0 acoplamento for bidirecional, entdio@mica do sistema sera dada por

1 FO8) = (=) 100 + 5 [ 106 ~Y)+ 10 ™) (3.9

sendox! a variavel de estado do sitig = 1,2,---,N), € € [0,1] um parametro que controla
a intensidade da interacéo entre os sitids ® — R é a funcdo ndo-linear que rege o mapea-

mento.

Note que a evolucao espaco-temporal da rede, Equacaog8@yernada simultanea-
mente por dois mecanismos: a dindmica ndo-linear intrindecada mapa e a difusdo devido
ao acoplamento espacial entre os mapas. Deste modo, emgudinfmica local tende a sepa-
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rar as trajetorias de cada elemento o acoplamento tendexiragrlas. Portanto, a dindmica
da rede € o resultado da competicdo entre esses mecanismos.

De forma geral, a dindmica de uma rede composta por mapasnemisionais linear-
mente acoplados pode ser escrita como

(i (i, < )
Xni1 = (') + ;[Cn]i P o), (3.4)
|

em quei(=1,2,--- /N) denota a posicao do sitio na red€g= [Cn]{\j' c RN*N é a matriz de
acoplamento, cujas entradas definem as conexdes entrégoemaitrede. O subscrito nesta
matriz representa o caso em que as conexdes podem mudarpmddh® o nimero de sitios
na rede. A matri,, € uma funcdo da matriz de adjacéncia. Para a rede expresspacih
B.3), por exemplo, ela corresponde a diferenca entre andériadjacéncia normalizada e a
matriz identidade, ponderada pela intensidade de acoptarae

Uma representacdo mais compacta é obtida definigles (Iy + Cp), sendoly a

(1) ((2) (N)

matriz identidadéN x N. Neste caso, considerang@= (Xn’,Xn ', ,Xn )T o estado da rede

no tempon e F(x,) = (f(xﬁ,l)), f(xﬁz)), e f(xﬁN)))T, a Equacad (3l4) pode ser escrita como
Xnt1= GnF(Xn) = Hn(Xn). (3.5)

Neste trabalho vamos considerar que a m&@yzsatisfaz as seguintes condigdes:

N
[Gnlij >0 e Z[Gn]ijzl Vi,j,neN. (3.6)
j=1
Estas condi¢cbes asseguram qqg?ee w para todoi e n, em quew C R define o espago de
estados do mapa, isto€; w — w. Também assumiremos que o acoplamento é periodico e que,
portanto,xﬁ') = xﬁ'“\') para toda. Por ultimo, a ndo ser que especifiquemos, consideraremos
w € [0,1] eN impar. A seguir, descrevemos alguns modelos de redes de ints®sse nesse

trabalho.

3.5.1 Rede com acoplamento do tipo lei de poténcia

Este € um tipo acoplamento ndo-local onde a intensidadetela@do entre os sitios
depende de suas posicdes na E£0&2 A matriz de acoplamento desta rede é constante e seus

elementos podem ser escritos como:

— ri}“(l—éj)—n(a)&j]Jréj, (3.7)
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em quet é a intensidade do acoplamentda) = 2yMr=9 é um fator de normalizag&o, com
M= (N—-1)/2 eNimpar,rij = mincz{|i — j +IN|} e a um pardmetro relacionado ao alcance
e magnitude da interagéo entre os sitidg & o delta de Kronecker.

A Figura [3.5) ilustra esta forma de acoplamento para uma uedlimensional com
condicBes de contorno periddicas e trés valores distird@s. dA dependéncia da intensidade
da interacdo com a distancia é representada pela espeasuiahds de conexdes. Note que
guandoa = 0 obtemos um acoplamento em que todos os sitios da redegemeentre si com
a mesma intensidade. Neste caso, o estado de cada elemefitadogor duas contribuicdes:
seu estado imediatamente anterior com um pgésec) e pela média dos estados dos demais
sitios, ou sejag/(N + 1). Esta configuracdo constitui o0 acoplamento denominadabtmbde
campo medio. No outro extremo do parametro de alcance, ,isto-€ o, apenas as ligacoes
entre os primeiros vizinhos tornam-se relevantes e, potanacoplamento recupera a forma
apresentada na Equacéo [3.3).

Figura 3.5: Representacao de uma rede unidimensional coptaacento do tipo lei de poténcia e condicdes de
contorno periédicas. A espessura das linhas correspomiiergidade de interacéo entre os sitios.

o —0o

FONTE: O autor.

3.5.2 Acoplamento com probabilidade de conexao decaindo com a distan-
cia

Redes cuja probabilidade de conexao entre os sitos depertistalacia intersticial
foram estudadas como modelos para investigar impulsogs@s\transmitidos por neurdnios
do cortex cerebral®! A matriz de acoplamento desta rede é uma funcéo da matrilotppo
Th, isto &,

€

[G]ij = n )

[(1—51>[Tn]ij—n(”c‘ij +3;, (3.8)



41

em ques é a intensidade do acoplamentg @ = zﬂ-\‘:l[Tn]ij € um fator de normalizacdo. Os
elementos da matriz topologia definem as conexdes na rededadas por

0 se &> pij,

[Talij =
1 se ¢ <pij,

(3.9

em queé representa um namero aleatdrio pertencente ao intej@dlpe pj; € a probabilidade
de conex&o entreieésimo ej-ésimo sitios. Entéo, §&nij € 1, os sitios e j estdo conectados,
caso contrario eles estdo desconectados. O submal#oota o caso em que os elementos da
matriz topologia séo redefinidos a cada iterada.

A Equacaol(3.8) aplica-se a qualquer matriz com acoplanpeatmbilistico e aleatorio.
Aqui, consideramos que cada paj de sitios possui uma probabilidade de acoplamgto
dada por

pij = i—j+&| 7% (3.10)

emaque,j=12,-- N, sendoa > 0 um parametro de escala. Como no acoplamento do tipo
lei de poténcia, a rede recupera a forma global, quandd), e a forma local, quandm — .
A Figura [3.6) representa este esquema de acoplamento epeiad@&ncia com o parameto
Figura 3.6: Representagdo de uma rede unidimensional ongx&o entre sitios depende de suas posi¢cdes na

rede. As linhas tracejadas denotam que a conexdo é apenasgire a espessura corresponde a magnitude da
probabilidade de conexao entre os sitios correspondentes.

FONTE: O autor.

Neste trabalho, além da dependéncia espacial, assumineos gooplamento pode
variar com o tempo. Em outras palavras, consideramos quenas@es sao redistribuidas a
cada iterada e, portanto, a matriz topologia € constantienad¢nalizada. Nossa consideracéo
baseia-se no fato de que a maioria das redes reais nao dfzasstéas apresentam uma estru-
tura de nos dinks que varia com o tempo. A dinadmica de cada sitio nesta redegawascrita
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como
. i € N .
X = (1—¢) TZ (3.11)
n :

em que os elementos da matfiz,| sdo definidos a cadade acordo com a Equacdo (3.9).
Além disso, uma vez que a quantidade de conexdes de um siléoseo diferente do outro e
estas se modificam com o tempo, o fator de normalizacéo tarélzuoalizado a cada iterada.

Embora a probabilidade de acoplamento entre os sitiosthstaeja menor, a intensi-
dade de interacédo entre eles é igual a de sitios proximosjawesntensidade é independente da
distancia entre eles. Um caso particular desta rede comdsg consideracg®nlij = [Tnlji,

0 que estabelece um acoplamento bidirecional. Além disspomdo condi¢cdes de contorno
periddicas sobre o acoplamento, definimos a distancia naagimre os sitios na rede como
max|i — j| = (N—1)/2, paraN impar. No préximo capitulo voltaremos a discutir esta forma
de acoplamento.
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4 A Sincronizacao em Redes de Mapas
Acoplados

Neste capitulo definimos e analisamos o0 processo de simag@u em redes de mapas
acoplados. Inicialmente revisamos algumas ferramentdsadedstico de sincronizagéo e, na
sequéncia, apresentamos nossa contribuicdo que comsigte aovo meétodo para determinar a
estabilidade do subespaco de sincronizacdo. O método &doesm quantidades denominadas
efetivas e pode ser utilizado tanto para o caso de redes @miogga constante como também
para redes com topologia variavel. Finalizamos o capitaltudindo uma expresséo para as
guantidades efetivas quando a topologia da rede é periédinariante translacionalmente.

4.1 A sincronizacéo completa em redes de mapas

A sincronizacdo completa em uma rede de mapas acopladosné@deafomo o pro-
cesso no qual todos os elementos apresentam 0 mesmo vaosyzavariavel de estado no
mesmo instante de tempo. Para uma rede composta por magasansionais ela € repre-
sentada pela Equacdo (2.4) enquanto que, no caso de mapabineensdes maiores, a sin-
cronizagdo diz respeito a igualdade entre as variaveiggmondentes, por exempbo~= X
ey =Y. De modo semelhante, no caso de um sistema composto por duasis redes
acopladas, considera-se que elas estao sincronizadagogioaios os elementos com indices
iguais ocupam estados idénticos. Se, por exen¥le,X’ sdo duas redes idénticas cin
mapas unidimensionais cada uma, entdo a sincronizacadetareptre elas é dada por

=Xn", Xn =Xp, -, Xn _x’n(N). (4.2)

O comportamento sincrono dos elementos de uma rede deparektathilidade do
subespaco de sincroniza¢goSe este subespaco for estavel, entdo as trajetorias tensem a
aproximar cada vez mais dele. Por outro lado, se este sugoefgpanstavel, ocorrera a repulsdo
das trajetérias em sua vizinhanca. No caso de uma rede ctampasmapad : R — R, o
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subespaco de sincronizacdo corresponde a diagonal dauitjpeiormado pelal variaveis de
estado. Ele é definido como

y:{xeRN,seR:x(i)st}. (4.2)

Se 0 mapa utilizado como dinamica local for bidimensionéiery” corresponderé a
um plano e assim por diante. Para redes sujeitas a condigio {8e corresponde aos casos
de interesse nesse trabalho, o subespaco de sincronizagéariénte, isto éH(.) C .7.
Entdo, uma vez que as varidveis de estado sincronizem, mideéa rede fica restrita . Na
verdade, se as trajetorias estéo inicialmente for&'dexceto para o caso de super-estabilidade,
elas nunca entram er#@. Contudo, dependendo da estabilidade transversal desispago as
trajetorias podem se aproximar ¢€ até distancias infinitesimais. I1sto nos sugere um primeiro
método para diagnosticar a sincronizacao na rede, a saenninar a distancia da trajetoria
em relag&o ao subespaco de sincronizagéao.

4.2 Diagndsticos de Sincronizacao

Ha vérias técnicas para diagnosticar a sincronizacdo eaein uma rede de mapas
acoplados. Uma delas consiste em medir diretamente a deténclidiana da trajetéria ao
subespaco de sincronizacoNa Figura [(4.]1) representamos este procedimento para o caso
simples de uma rede composta por dois mapas unidimensioDgmntoP na figura corre-
sponde ao estado da rede no tempod sua distancia em relacdo ao subespaco de sincroniza-
¢do. A partir da figura podemaos verificar que essa distanciala por

th = 0nVN = /N (0@) = ()2), (4.9

em que(xp) = ﬁzi’\'zlxﬁ,'). Portantod, € uma quantidade positiva que assume o0 valor minimo
quando os elementos da rede estao sincronizados.

No subespaco de sincronizagpé identicamente nulo. No entanto, como este sube-

spaco € invariante e os calculos numéricos sao realizadopErisao finita, considera-se que

0 sistema esta sincronizado quando a distancia € menor dong@aejuantidadg: > 0, com

U € R. Mas, dependendo das caracteristicas e parametros doaigiedemos obtet, < u

em alguns instantes de tempd,£> 1 em instantes subsequentes. Em outras palavras, a rede
pode apresentar um comportamento intermitente entre wrdasberente e outro dessincrono.
Tal comportamento é geralmente observado quando os paodndet rede estdo préoximos de
um valor critico, isto €, um valor a partir do qual ocorre as$igdo para a sincronizagdo. O
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Figura 4.1: Espaco de fase de uma rede composta por dois n@gasensionais e o subespaco de sincronizacéo
correspondente (linha vermelha). O poRteepresenta o estado do sistema em um instante de temp@uanbeétr
d é a distancia deste ponto ao subespaco de sincronizagéo.

- 2

FONTE: O autor.

comportamento intermitente possui grande interesse dpiigsese pode ser observado em di-
versos sistemas natur&s. Apesar disso, neste trabalho, focaremos sobretudo noss@ce

sincronizagao.

Por definicdo, uma rede é considerada completamente sineeasomente se existir
umpu > 0 tal qued, < ¢ para toda > 1, sendor um tempo denominado transiente. Entéo, para
evitar que o comportamento intermitente seja confundido egincrono, em vez de considerar
dn analisamogd), com a média realizada sobre longos intervalos da traget@lém disso,
muitas vezes também consideramos o valor médid,deobre vérias realizacbes da rede ao
invés de trajetodrias isoladas. Se o sistema for ergédiddpeambos procedimentos sao equi-
valentes e tanto um como o outro nos permitem inferir com angé quando os elementos da
rede estdo sincronos.

O diagndstico de sicronizacdo dado pela distadci&quacaol[(4]3), é bastante util
para verificar qguando os elementos de uma rede estdo complasincronos. No entanto,
se estamos interessados em diagnosticar a sincronizat@oéplicas de redes, entdo devemos
modificar a equagéo de modo que ela continue representaridt@iacih ao subespaco de sin-
cronizagdo. Uma maneira equivalente de verificar a sinzagéio neste caso € determinar o
erro médio ou diferenca média entre todas as variaveisspmnelentes! Se duas réplicaX e
X’ de redes séo utilizadas, entdo o erro de sincronizacdo médialado por

Lo = L s iy
pn==Swn' ==3 xn' =X, (4.4)
EP A PR

em quewﬁ') representa o erro local no tempoComo no caso do parametiga sincronizacao
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entre réplicas é inferida quandp) < p, sendo a média realizada sobre varios instantes de
tempo ou, no caso de sistemas ergddicos, sobre varias desdigciais.

Tanto(d) como(p) informam se o sistema esta ou ndo sincronizado. No entanto, e
alguns casos a identificacdo da sincronizacéo exige a @gserda dindmica do sistema sobre
ou apos longos intervalos de tempo. Em outras palavras,oteansiente do sistema pode ser
muito longo e uma observagao curta pode conduzir a condwesd@neas sobre os parametros
criticos de sincronizacdo como mostradoenEntdo, ao invés de verificar se o sistema esta
ou ndo sincronizado podemos analisar sua tendéncia parerarszacao, ou seja, a taxa média
com que as trajetorias se aproximam ou se afastamf.ddma medida bastante Gtil nesse caso
€ dada por

A=t i In (d”“) , (4.5)
T2 "\ 4,

em queT refere-se ao tempo de observagédo. Se fizermes «, entdo,A | corresponde ao
maior expoente de Lyapunov transversal ao subespaco dersizacac’ Os expoentes de
Lyapunov sdo discutidos na préxima secéo e constituem kamasnetros para verificar a esta-
bilidade de.. No caso de sincronizacao entre réplicas de redes, obtdm-apenas substi-
tuindod por p na equacgao acima.

Além dos diagnésticos mencionados existem varios outregaais podemos recorrer
para determinar a sincronizacdo em uma rede de mapas axepldth diagnostico bastante
utilizado, principalmente para a analise de sincronizalgitase, € o parametro de ordem de
Kuramoto?? Este parametro possui duas versdes, uma que permite uniseayiébal da rede
e outra, proposta mais recentemetitgjue informa a sincronizacg&o local, isto é, apenas en-
tre os sitios diretamente conectados. Embora o parametoodéen seja bastante util para
analisar a sincronizacdo de fase, este pode apresentdemesbpara andlise de sincroniza-
¢do completa. Como demonstramos em um trabalho an®€rgprando o intervalo do mapa
abrange valores positivos e negativos, o parametro de godemindicar sincronizagdo com-
pleta mesmo quando ha uma diferenca de fase ignalaparametral, por sua vez, independe
da amplitude de oscilacéo, ou seja, do intervalo em que o égdpéinido.

4.3 Os expoentes de Lyapunov

A sincronizabilidade de uma rede esta diretamente reladea caoticidade do mapa
utilizado como dinamica local e as caracteristicas e parasée acoplamento. Entdo, se dese-
jamos obter as condi¢des ou conjunto de parametros quetanara sincronizacao e utilizamos
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gualquer um dos diagndsticos mencionados, devemos varnerametros e analisar o compor-
tamento do sistema para cada configuracdo possivel. No@nésite procedimento pode ser
invidvel e exigir enorme esforco e tempo computacional. Woecgdimento alternativo é deter-
minar as condi¢fes sob as quais o subespago de sincronzagé@vel. Como mencionamos
anteriormente, s¢” é estavel as trajetérias tendem a se aproximar do mesmo¢@asério,
elas tendem a se afastar. Os expoentes de Lyapunov comsititdieadores precisos da estabili-
dade do subespaco de sincronizacdo. Portanto, se detamgas expoentes de Lyapunov em
func&o dos parametros da rede podemos obter todo o conjap@rémetros sincronizaveis.

Além dos expoentes de Lyapunov serem bastante Uteis paraliaeada sincroni-
zabilidade de uma rede, estes podem ser empregados para @atios fins. A informacao
mutua, por exemplo, que € a quantidade de informacé&o coithpdd por dois processos, pode
ser determinada em termos dos expoentes de Lyapunov dmaite® Outra medida impor-
tante que pode ser determinada em termos destes expoenteméla escape de trajetérias em
uma sela caotice?

Por definicdo, os expoentes de Lyapunov de uma rede compodtbgbementos cuja
dinamica é unidimensional sdo dados$or

1
Am(Xo) = lim < In{|DF"(xo)um|, (4.6)

_ 9oF
em queDF(" = 9E°=

erada eun, corresponde anésima autodirecao tangente a trajetoria no espaco de dase c

€ a matriz jacobiana do sistema ngsimo instante de tempo ou it-

m=1,2 ---,N. Portanto, para uma rede unidimensional compostdNpo@apas o espectro de
Lyapunov é formado pdX expoentes, 0s quais sdo geralmente ordenados de acorduasm s
magnitudes, isto &1 > Ax > --- > Ap.

De acordo com a Equacdo (4.6) os expoentes de Lyapunov dstemaimedem a taxa
da média com que as trajetdrias se aproximam ou se afastasdenagtodirecao independente
Um NO espaco tangente. Portanto, se desejamos determinaabdliéstie do subespaco de
sincronizagdo, devemos calcular estes expoentes coasittetrajetorias sobre’. Neste caso,
um expoente correspondera a dinamica no proprio subesgasmaronizacdo e os demais
N — 1 expoentes informardo a taxa média de aproximacao ou mksta da trajetéria em cada
direcdo transversal &. Se o0 mapa for cadtico, entdo o maior expoente de Lyapundv ser
positivo e a estabilidade d&’ sera definida pelo segundo maior expoente do espectro. De
fato, como os expoentes sédo geralmente ordenados de a@mdsua magnitude, s& < 0
entdo todos os demais também serdo negativos e, portattajesdrias tenderéo a sincronizar
a medida que a rede evolui.
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Os expoentes de Lyapunov calculados sobre trajetérias’esdio denominados ex-
poentes de Lyapunov condicionais. O espectro desses @gpqmra uma rede de mapas lin-
eares por partes e logisticos acoplados localmente faiadtupor Kanek& e Isola e colabo-
radores®® O correspondente espectro para redes de mapas logistitascoplamento global
também foi considerado por Kane®.O caso do espectro para o acoplamento do tipo lei de
poténcia foi estudado por Batista e colaborad&&sNo entanto, para redes com acoplamento
com topologia variavel, a obtencéo dos expoentes de Lyapém é um procedimento direto
e técnicas alternativas tém sido propostallo que segue, apresentamos um novo método para
determinar a estabilidade do subespaco de sincronizagaaipe classe de redes de mapas
cujo acoplamento varia com o tempo. Como o método é baseadexposntes de Lyapunov,
denominamos a quantidade obtida mediante tal método etgsod@ Lyapunov efetivos. Além
disso, o método se reduz aos expoentes de Lyapunov coraljmara o caso em que topologia
é constante.

4.4 Os expoentes de Lyapunov efetivos

Na sec¢ao anterior vimos que 0s expoentes de Lyapunov condisimedem a taxa em
gue as trajetérias se aproximam ou se afastam do subespsipomizacao. Vamos investigar
agora a relacéo entre estes expoentes com a dinamica Ieceheaateristicas do acoplamento.
Consideremos uma rede de mapas acoplados genérica, conta dagde pela Equacéo (B.5),
e calculemos os expoentes de Lyapunov condicionais paaest. Como no subespacgo de
sincronizagao todos os sitios da rede apresentam o mesar@ueah suas variaveis de estado,
a jacobiana para trajetorias e#fi sera dada por

DH " (s9) = nleGtDF(&) = (ﬁ&) (ﬁ f/(St>HN) : 4.7)

sendof’(s) a derivada do mapa em relagag &Iy € a matriz identidade. Usando a expresséao
acima podemos escrever

Am(s0) = Jim, 1 |e4"Qner (4.8)

em queA, = Iimnﬁm% In ||‘|{1:‘01 f’(st)\ é 0 expoente de Lyapunov do mapa desacopl@dos
ﬂ{‘;& Gt € o produto a direita dematrizes de acoplamento, istd@, = G,_1Gn_2---Go, €€em
é um vetor unitario tipico e®™/E™?! comE! = w. Denotando pogm 0 autovalor da matriz
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Qn associado ao autoveter podemos reescrever a Equagaol(4.8) como

Am(s0) = lim % In ‘e/\“”)(m‘ (4.9)

De acordo com a Equacdo (4.9) os expoentes de Lyapunov anmalicda redd (315)
sdo dados por dois termos, um relacionado a dindmica localutro ao acoplamento. Além
disso, para determinar tais expoentes € necessario cordneaatrizQ, paran — c. Se as
matrizes de acoplamento forem constantes eGt&g = ' mem, para toda > 0. Nesse caso,
podemos escrever

1 n
i) = g (e
Am(So) = Aut+In[m|, (4.10)

sendd , o0 mésimo autovalor da matriz de acoplamento.

A Equacéo[(4)9) indica que os expoentes de Lyapunov comdiiiode uma rede
com topologia constante sdo dados pelo expoente do mapageerdinamica local e pe-
los autovalores da matriz de acoplamento. Por outro ladasseatrizess; mudam com o
tempo, entéo os autovalores também mudardo com o tempo.dd8mQ, €, em geral, difer-
ente para cada sequéncia de matrizes de acoplamento, pa se@riz produto depende da
ordem temporal em que os acoplamentos ocorrem. Logo, ogrtgeode Lyapunov para redes
com topologia variavel genéricas ndo podem ser obtidotadiente por meio do produto dos
autovalores das matrizes de acoplamento como no caso dedi@poonstante.

De fato, as variag6es na topologia da rede tornam bastditi aliobtencdo dos ex-
poentes de Lyapunov condicionais. Uma pequena simplificegéa esse problema é alcancada
se assumirmos que todas as matrizes de acoplamento satiséazcondicbes (3.6). Estas
condicdes sdo pouco restritivas e sdo assumidas natutalerargrande parte dos trabalhos so-
bre redes de mapas acoplados. Matrizes que satisfazemdistasi(3.6), isto é, que possuem
elementos ndo-negativos e cuja soma das linhas € igualadeiséo denominadas estocasticas
e o produto dessas matrizes é também uma matriz estoc&stiPara esta classe de matrizes
0 maior autovalor &; = 1 e ele esté associado ao autovejor ﬁ[l, ---,1]T. Portanto, inde-
pendentemente da topologia ser constante ou variavel, ar ewgpoente de Lyapunov de uma
rede de mapas acoplados dada por (3.5) e que satifaz (6ysat ao expoente de Lyapunov

do mapa desacoplado.

Como vimos anteriormente 0 maior expoente de Lyapunov est&iaslo a dinamica
no subespaco de sincronizagéo e para determinar a esadbilite ¥, precisamos determinar
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os demais expoentes de Lyapunov, que sdo 0s expoentestsais\a”’. No entanto, a deter-
minacao dos expoentdg, param> 1 exige a conhecimento dos demais autovalore3,fgue,

em geral, dependem da sequéncia de matrizes de acoplanimtponto importante aqui é
gue o produto de matrizes estocasticas resulta novamenienammatriz estocéstica. Portanto,
se ortonormalizarmos o0s autovetores da m&{zcom excessao do vetor de Perron, todos os
demais autovetores teréo elementos cuja a soma sera nuja, jhedemos afirmar que’ &
estavel se e somente se

max IN|Qném| < —Au. (4.11)
|leml|=1,efe1=0
A quantidade do lado esquerdo da Equaado [4.11) é conhezittioria de matrizes
estocasticas como coeficiente de ergodicid@4&mbora a desigualdade seja sempre valida ela
NAo nos parece, a primeira vista, bastante Util. Isto poagpendendo do tamanho das matrizes
de acoplamento, podem existir uma quantidade enorme deesnttese,, que satisfazena] -
e; =0 e, portanto, encontrar aquele que resulte no maximo datgade ser algo impraticavel.

Outra propriedade importante do produto de matrizes estioad diz respeito ao limite
do produto de matrizes quando— «. Se, além de estocasticas, as matrizes de acoplamento
foremscrambling isto €, se para quaisquer duas linhgsexistir no minimo uma colunkatal
que[Gtlik > 0 e[Gi]jk > 0,1% entéo

n-1
im [1Gt=Q e rank(Q)=1. (4.12)

n—o
t=

Na realidade ndo é necessario que todas as matrizes do @Ejamscramblingpara que
Qn — Q quandon cresce. Se pelo menos uma matzfor scrambling o produto desta por
gualquer outra matriz estocastica resultara em uma netraanblinge, portanto, ocorrera a
convergéncia.

Suponha, entéo, que o produto de matrizes de acoplamentole@3.5) tende a uma
matriz derank 1 quandon — . Uma demonstracdo da convergéncia do produto de matrizes
estocasticas descrevendo o acoplamento de uma rede de awap&sios genérica é apresen-
tada no Apéndice A. Como uma mathizx N derank 1 possuiN — 1 autovalores nulos entéo,
substituindo este resultado €m (4.9), obteriaips- —o para todan> 1. Por outro lado, se 0
sistema € cadtico, entdd;, > 0 e, portantoAyn — c paran — . Definimos, entdo, uma nova
quantidaded, = (Xm)% = |Qnem|%. Substituindo esta quantidade ém {4.9) ficamos com

Am(so) = lim Sin (eAuem)n — Au+1n(6m) = Au+ Am (4.13)

n—o N
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Chamamos a quantidadi, de autovalor efetivo e o logaritmo desta quantidade de epoe
de Lyapunov efetivc(;\m). Tal quantidade representa a taxa em que os autovalorestda ma
Qn tendem a zero quandocresce. Na Figurd (4.2) mostramos o comportamento de alguns
autovaloresym, para a rede com probabilidade de acoplamento decaindo cistéadla entre

os sitios, Equactes (3.8)[e (3.10) . Podemos observar qudetaem obedecendo uma curva
exponencial e que, portanto, poucos produtos sdo neassgarna obter uma boa estimativa
das quantidade®,,. Isto ocorre porque, tipicamente, em um pequeno conjubBer@amos 0s
acoplamentos mais provaveis, os quais tém maior influéotiesa estabilidade d& desde

gue a magnitude dm-ésimo autovalor de todas as matrizes possiveis sejanasasil

Figura 4.2: Decaimento de alguns autovalores da m@iiem funcéo da quantidade de matrizes envolvidas no

produto. Estes valores referem-se a rede com probabilidadeoplamento decaindo com a distancia entre os
sitios, Equacad (3.10), e valores de paramitee 21, = 0,5ea =0,5.
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FONTE: O autor.

Para grande parte das redes a estabilidade lineaf ideplica sincronizacédo. Supondo
gue este seja o caso, podemos dizer que a rede sincronizasé@einte condicao for satisfeita:

MBn<1l ou Am< —Ay,Vm> 0. (4.14)

Esta equacéo estabelece que se a razdo de convergénciaddto e matrizes par@ for
maior do que a instabilidade da dindmica local a sincro@iaagra possivel, caso contrario
ndo. Na realidade basta qﬁlgseja menor do que Ay para que possamos inferir a estabilidade
de.”. Uma abordagem semelhante, mas usando outro parametrog@airea convergéncia das
matrizes, foi apresentada por Jost e colaboraddrésMais precisamente, eles consideraram
como parametro o didmetro de Hajnal, o qual correspondeséedifa méaxima entre as linhas
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da matriz, isto é,

diam(Qn) = x| — | (4.15)

sendag; o vetor correspondentei@sima linha d&),,. A condicdo de sincronizagdo em termos
do diametro de Hajnal foi expressa como

diam(Q)eM < 1. (4.16)

Note que, tant®,, comodiam(Qp) expressam a convergéncia do produto de matrizes para uma
matriz derank 1 quandon cresce. Ambas as quantidades permitem determinar a etdbil

do subespaco de sincronizacdo independemente da topdgede variar ou ndo, ou seja,
foram definidas sem atentar para a variacao ou ndo das rsadgzacoplamento. Além disso,
nenhuma restricdo foi imposta sobre a construcdo das emilie acoplamento, exceto que
elas sejam estocasticaserambling Para o caso em que o acoplamento é estatico, entdo os
6m correpondem aos proprios autovaloresGje Por outro lado, se 0 acoplamento muda com

o tempo, entadd, representa a taxa de variacdo dos autovalores com 0 numenatdees
envolvidas no produto. No que segue, descrevemos como padeafcular os autovalores
efetivos para uma classe de rede com acoplamento variatetm.

4.5 Calculo dos autovalores efetivos: caso |

Na secdo anterior vimos que os autovalores efetivos desuravaxa de decaimento
dos autovalores da matrg, quandon cresce. Também vimos que, em geral, 0os autovalores
dessa matriz dependem da sequéncia considerada. Vamosdianocagora, que sob certas
condicOes €é possivel obter uma expresséao fechada parawoalatgs efetivos de uma rede com
topologia variavel. Na sequéncia mostraremos um procedoredternativo para determinar
estes autovalores para redes com topologia varidvel satigé@s menos restritivas.

Consideremos novamente a rede genérica dada pela Equdgaongs com a topolo-

gia da rede variando no tempo de modo estocastico. Além,dispomos que a topologia em
cada intervalo de tempo € invariante sobre translacteslea Estas restricbes fazem com que
as matrizes de acoplamen® pertencam a classe de matrizes denominadas circulantes. Ma
trizes circulantes sdo aquelas cujas linhas abaixo da pars&o iguais a linha imediatamente
anterior com o deslocamento ciclico dos elemet{dsPortanto, estas matrizes sdo comple-
tamente definidas especificando apenas a primeira linha. oD gle vista da configuracao
de conexdes na rede isto significa que o acoplamento de tsdkiias € determinado especi-
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ficando apenas as conexdes de um sitio ja que a mesma digtdkile conexdes € imposta
para todos os outros. A periodicidade da topologia da redbéen faz com que nao haja di-
recao preferencial para o acoplamento. Em outras palavdiasha razdo para estabelecer um
acoplamento a direita e nenhum a esquerda.

Além das condic&o de invariancia translacional da topaltginbém assumimos que
0 acoplamento € bidirecional, ou seja, dligl;; = [Tn];;. Isto significa que as matrizes de
acoplamento da rede serdo necessariamente simétricas.thdgs as matrizes de acoplamento
possiveis bem como o produto destas representam matrizégisas e circulantes. Estas car-
acteristicas da topologia da rede, porém, ndo dependengdade probabilidade que define
cada matriz de acoplamento possivel.

Vimos no capitulo anterior que a matriz de acoplamento éidafem termos da matriz
topologia. A probabilidade de ocorrer uma matriz de acoplamespecifica depende somente
das entradas dessa matriz. Se as regras que especificanbasilptades de acoplamento séo
bem definidas e ndo mudam com o tempo, entdo os elementos Kia to@adlogia sdo dados
por (3.9). No entanto, para que as condicao de invariaranalacional seja satisfeita impomos
que

[Tnlij = [Tnlogj—i modv) - (4.17)

Portanto, para a rede em questao, a probabilidade de ouoreedeterminada matriz de acopla-
mentok é

M
T = [L(pij [Tilor + (1= pij) (L~ [Tilor)) , (4.18)

em queM = (N —1)/2. Note que ha, no maximé&y = 2%

matrizes distintas e para cada
pij = 0 ou pij = 1, Ky € reduzido por um fator 2. A evolugéo da rede €, entdo, obélia s
cionando uma matria; do conjunto{Gk}Eﬂ1 a cada instantede acordo com a probabilidade

Tk.

A invariancia translacional da topologia da rede implicaesmo grau de conectivi-
dadek,, para todos os sitios no mesmo instamt&, considerando a evolucéo temporal da rede,
Kn segue uma distribuicdo poissoniana. Esta forma de digtfibweve-se sobretudo a consid-
eracao de que as probabilidadg®ess sao independentes uma da outra. No entanto, diferentes
distribuicdes podem ser obtidas realizando uma transigimdas probabilidade® de acordo
com suas respectivas conectividades.

Como as condicao de invariancia translacional assegura@das &s matrizes de acopla-
mento sejam circulantes, podemos escrever uma express$aalfepara os autovalores efetivos.
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Isto é possivel porque todas as matrizes circulantes ceithpar a mesma base e, conseque-
mente, comutam entre si. Considere, por exemplo, uma saqueEspecifica de matrizes

Qn = Glk-vgk-=2)...gklgk) (4.19)

em quek; é um indice que identifica a matriz de acoplamento observad@mpa, dentre as

Kn matrizes de acoplamento possiveis. Como mencionamosanterite, a evolucéo tempo-

ral da rede depende das sequéncia de mat@zeaxbtidas do conjuntQGt}{fgl. No entanto,
como todas as matriz&s; da rede sdo circulantes e, portanto, ttm a mesma base, podemo

escrever
Kn

Q=] <G<"))Vk, (4.20)

k=1
em quevi representa quantas vezes foi observada a n@ffiz, portantoy y Vi = n. No limite
n— o a frequéncia em que ocorreu uma dada matseravy = nri,.. Entdo, podemos escrever

Kn Vk Kn K nri
Qnem=[1(G%®) “emn=7(r%) ™. (4.21)
wen=[1(6%) “en=T] ()
Cons.iderandq)QnaMl/n = 6y, obtemos
KN
on=1 (7)™, (4.22)
k=1

em que o produtorio se estende sobre todas as matrizes daraeafo possiveis, E.(qlf)

éo
m-ésimo autovalor d&-ésima matriz de acoplamento. Aqui e no que se sé&ﬁe 6 néo es-
tdo indexados de acordo com suas magnitudes, mas de acandgeus respectivos autovetores
cujas componentes sé)éfw) = exp(—(2mi)gqw/N) /,/(N) 203 Note que, devido a simetria das
matrizes,l'gf) = I',(\lk)_m e, portanto, todos 0&;,, param > 1 sdo degenerados. Se, para aldgm
I’ET'?) =0, entdob, = 0, isto significa que o sistema é super-estavethrasima direcdo. Nesta
situacao qualquer implementacgéo do sistema resulta emest@igilidade nan—ésima direcao.
Logo, sef, = 0 em todas as dire¢des transversaig’ aentdo o subespaco de sincronizacao
sera super-estavel. No entanto, na média, 0 tempo necepaéaique uma trajetéria tipica ex-
perimente os efeitos de superestabilidade € da ordem HePortanto, este efeito dificilmente

sera observado.

De acordo com a Equacdo (4.22), se conhecermos todas azawnatei acoplamento
possiveis, podemos determinar dsautovalores efetivos simplesmente ponderando os auto-
valores de cada matriz pela probabilidade dela ocorrerad;rte posse desses autovalores
podemos determinar todo o espectro de expoentes de Lyapfetdxos, que sdo 0S proprios
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expoentes de Lyapunov condicionais da rede, usando a En{&d3). Além disso, no caso
em que a estabilidade linear implica sincroniza¢éo, podanwestigar o conjunto de paramet-
ros com os quais a rede sincroniza verificando se as cond{ddel sdo ou nao satisfeitas.
Um problema que surge, no entanto, € que a quantidade de@esaie acoplamento possiveis
cresce rapidamente com o tamanho da rede, o que torna o pneced inviavel no caso de
redes grandes. Em tais situacdes, podemos obter uma boanagréo dos autovalores efe-
tivos considerando apenas as matrizes mais frequentes. pgvtaiisamente, evoluimos a rede
e verificamos todos os acoplamentos ocorridos em um intelvagjo de tempo. Calculamos
0s autovalores destas matrizes e usarnos](4.22) para obéeapnoximacéo dos autovalores
efetivos.

4.6 Calculo dos autovalores efetivos: caso Il

De forma geral os autovalores efetivos sao determinadostia ¢@ decaimento dos
autovalores da matri@, quandon cresce. Para 0 caso em que a topologia em cada instante
€ invariante sobre translacdes na rede mostramos que elemser obtidos diretamente da
Equacao[(4.22). Esta equacdo pode ser demonstrada usandioria pazao de decaimento,
dado que o produto de matrizes circulantes resulta novanggntuma matriz circulante. No
entanto, se as matrizes ndo possuem a mesma base entdoer@opobiter uma expressao para
a taxa média do decaimento dos autovalores e devemos, dedte acompanhar o produto de
matrizes de acoplamento a medida em que elas ocorrem.

Para determinar a razédo de decaimento dos autovalores da@patom uma boa pre-
cisdo é necessario acompanharmos o produto de varias esadgézacoplamento. Mas, como
estas matrizes possuem elementos menores do que a unigsdsamos utilizar uma grande
precisdo numerica nos calculos, o que pode tornar o proéessnou mesmo inviavel. Na
Figura [4.2), por exemplo, utilizamos uma precisédo de 18)gdara demonstrar o decaimento
exponencial dos autovalores durante o produto de 100 rmstde acoplamento. Ocorre que,
em geral, os autovalores ndo decaem com a mesma razado et@oetaquanto refinamos a
taxa de decaimento dos autovalores maiores 0s menores Esti@nma ordem da precisédo da
maquina. Por outro lado, se o produto de matrizes tende a&mgpnypara uma matriz cujos
autovetores é conhecido, entdo podemos determinar osadares efetivos usando um proced-
imento alternativo, o qual descrevemos a seguir.

Para demonstrar o novo procedimento continuaremos uilza condigao de invar-

iancia translacional. No entanto, ao invés de considerar topologia invariante, vamos con-
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siderar agora que a probabilidade de acoplamento é intasabre translacdo na rede. Isto sig-
nifica que todos os sitios da rede apresentam a mesma dggolule probabilidade de conexao.
Esta condicdo é menos restritiva que aquela analisada &a aaterior e nos parece bastante
plausivel uma vez que o etiguetamento dos sitios de uma redézado arbitrariamente. Além
disso, a invariancia na probabilidade de conexdo abrangesérie de modelos para redes reais,
como as redes do timall-world nas quais geralmente € assumida a mesma probabilidade de
conexao para todos os sitios.

Além da invariancia da probabilidade de conexdo vamos derei que a rede é per-
iddica e que a matriz de acoplamento € atualizada a cadateste tempo. Entdo, para
suficientemente longo esperamos que uma grande quantidéadenéxdes possiveis sejam
observadas. Um exemplo de rede peridodica com probabilidadsonexao invariante sobre
translacao é a rede representada na Figufa 3.6. Portantaliseaa seguir permite determinar
0s autovalores efetivos de uma rede com probabilidade dex@ordecaindo com a distancia.

O primeiro passo do novo procedimento consiste em encantranjunto de autove-
tores que represente a mai)z para um determinada Dado que as matrizes de acoplamento
sdo estocasticas, sabemos que um autovetor desse conpuetessariamente o vetor de Per-
rone; = %N[l, ---,1]T. Consequentemente, para que os demais autovetores formeipase
ortonormal eles devem ser tais ggjeey, = 0, para toden > 1. Isto significa que a soma das co-
ordenadas dos demais autovetores deve ser nula. Enf@g,-s€Q quandon cresce, o produto
da primeira por qualquer autovetor com soma nula informagéam proximo deQ a matriz
Qn se encontra, sendo identicamente nul®@ge= Q. Portanto, analisando os coeficientes de
projecdo da matri®, sobre uma base ortonormal contendo o vetor de Perron, padestimar
os autovalores efetivos da rede ou, pelo menos, o segunado awdovalor. Mas, como no caso
do decaimento dos autovalores, precisamos também adeautiande precisdo numérica.

Em vez de projetar a matri@, sobre uma base ortonormal contendo o vetor de Per-
ron, langcamos a hipétese de que os vetores de Lyapunov deaederobabilidade de conexéo
invariante sdo os autovetores da base circulante, istop@nms quea, = hy,. Os vetores
de Lyapunov séo os vetores que definem as direcOes de expansatracdo de um bola de
condigdes iniciais sob a a¢do de um sistema dindAmico. Ngs$iese € baseada no fato de que,
apos um longo intervalo de tempo, todos os acoplamento$vpasscorrerdo. Como a con-
figuracao de probabilidades de conexdo de cada sitio € a mestéa todos eles vao interagir
com 0 mesmo numero de sitios e esta interacdo respeitardn@ancesfiguracdo espacial. Em
outras palavras, estamos dizendo que o efeito médio dagdier apos um tempo suficiente-
mente longo, sera equivalente ao de uma rede cuja matrizogdaamento € circulante. Com
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esse argumento podemos determinar 0s coeficiémesr meio da equacgéo:
A= lim £ S In|(Ghm)Th (4.23)
m=im 3 Inl(Gehm) ", .

em que T denota a transposta conjugada. Como estamos assgonghg, € um vetor de estado,
a quantidadé- - - | informa a projecao do estado evoluide:hy) sobre o vetor de estado atual.
De fato, sén,;, séo os vetores de Lyapunov g€ os expoenteﬁsm calculados a partir da Equacao
(4.23) quantificam a taxa média de deformacéo (expansaoriracéo) de vetores tipicos no
subespaco formado pelos vetohgs

Usando a relacd\B)"T = BTAT podemos reescrever a equagédo (4.23) como

A 1
Am = lim =
n—oo N

n
In|h! G hpy| (4.24)
&

m sl (5 61 o

n—o0 nt: =
) 1 n N—-1 N—1
= lim =3 Z)h*ﬁ,? Z)[Gt]&rhg’ (4.26)
= & r=
) 1 n N—-1 T(S> "
= rl]inooﬁt: In SJZ—O[Gt]S’rh m hq . (427)

A equacao acima independe da base formada pelos vetoresiperioy. Nossa hipotese é que
estes vetores correspondem aos autovetores de uma matiamie cujos elementos sao dados
por

hd = (1/v/N)e2mam/N (4.28)

Substituindo[(4.28) eni (4.27) ficamos com

Am = Iim} n In S G ieZm'ms/N —2rimr /N 4.99

m o N £ Srzzo[ t]s7rN e (4.29)
imls ;L f mmi(s—r)/N

= Im 2 n|R Z G| (430
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Enfim, usando a relagio de Euet? = cog @) +isin(@) e tomando o médulo obtemos

5 12 1 (N2t 2rmm(s—r) ’
Am = I’IIE)nooﬁt: In m Z [Gt]&rCOS(T) +

s,r=0

- - 2\ 3
(% > [Gilsrsin (%))

sr=0

B 2
(Nzl (Gisy sin (%)) . (4.31)

Note que se substituirmos o indiecgoor N — m na equacao acima obtemos a mesma expressao
do lado direito, isto €, encontramag = An_m. ISto significa que, os autovalores efetivos sdo

degenerados aos pares.

A Equacao[(4.31) constitui uma nova maneira de determinaxpsentes de Lya-
punov efetivos de redes com topologia variavel com proluule decaindo com a distancia.
Uma vez que ela ndo envolve o produto de matrizes ela ndorraquiizacdo de grande pre-
cisdo numerica. No proximo capitulo mostraremos que atililo os expoentes de Lyapunov
calculados por meio da equacé@o (4.31) conseguimos canginai rede com acoplamento es-
tatico que exibe as mesmas propriedades de sincronizagdmgpurede com topologia variavel.
Portanto, mesmo que nossa suposic¢édo inicial de que os setereyapunov sejam os vetores
da base circulante possa ser questionada, a projecao daesabbre esta base resgata todas
as caracteristicas da rede na transicao para a sincronjzacgie significa um grande passo
para o entendimento de redes com topologia variavel.
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5 Sistema Efetivo para Redes com
Topologia Variavel no Tempo

No capitulo anterior apresentamos um método para investigstabilidade do subes-
paco de sincronizacdo de redes com topologia variavel. ©duaédbi desenvolvido com base
em quantidades denominadas efetivas cujo significado féssicnesmo das quantidades usuais.
Neste capitulo utilizaremos as quantidades efetivas marstrwir uma rede com topologia es-
tatica, a qual denominamos sistema efetivo. Mostraremesegte sistema exibe as mesmas
propriedades de sincronizacao da rede com topologia whr@apartir da qual ele é gerado.
Portanto, o sistema efetivo tem por finalidade corroboraapepdas quantidades efetivas para
a andlise da sincronizacdo e, a0 mesmo tempo, propiciar whelonmais simples para obter
informagdes da dindmica de uma rede com topologia variavéémpo. Antes de apresentar
o sistema efetivo discutiremos sobre o modelo auxiliar da uede com topologia variavel,
0 qual também constitui um sistema com topologia constavitsstraremos que este modelo,
bastante utilizado para redes cuja dinamica local é daguit equacdes diferenciais, pode fa-
lhar e superestimar os parametros de sincronizacao quatdiddraica local é governada por
mapas. Propomos, entéo, o sistema efetivo como um model@maakernativo para o estudo
de sincronizacdo em redes de mapas acoplados com topolrgazel. Finalizamos o capi-
tulo mostrando a construcdo do sistema efetivo para as ddas de mapas acoplados com
topologia variavel discutidas no capitulo anterior bemc@ara uma rede do tiggmall-world

5.1 O Modelo Auxiliar

O modelo auxiliar de uma rede com topologia variavel € umeasgude acoplamento
constante em que as interagdes representam o efeito méldiogdes observagdes da rede com
topologia variavel. A construcao deste esquema de acoptarnesimples e consiste em sub-
stituir a matrizGy, cujas entradas sédo atualizadas a cada instante ou peedoeimpo, por uma
matriz Gmeq Cujas entradas sao ponderadas pela probabilidade de coth@xdodelo variavel.
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Considere, por exemplo, uma rede cuja matriz de acoplamantaéuncado da matriz topolo-
gia. Nesse caso, o0 modelo auxiliar € obtido substituinddeseentosT|;; da matriz topologia
por pij, em quep;; € a probabilidade dgT]i; ser ndo-nulo. Portanto, se considerarmos uma
matriz de acoplamento da fornia (3.8), o modelo auxiliar dadd por

Gmed= 0 [( —&j)pij — ()éj}‘i‘dj, (5.1)

em quen) = ¥ pj; é o fator de normalizagéo ja; a probabilidade de acoplamento entre
os sitiosi e j. Portanto, se todos os sitios da rede com topologia varguelsentam uma
probabilidade ndo nula de conexdo com qualquer outro sitimatrizGn,eq representa um
acoplamento do tipo global.

Para a rede com topologia variavel cuja probabilidade delas@nto decai com a
distancia entre os sitios, EquacBo (8.10), obtemos a seguatriz de acoplamento auxiliar

£ _1—-0a £ _o—a
1-8 53@l" 7@w2® - F@?” aat’
£ —a E £ —a £
nal? (-8 @l g2 @l
C':‘med:

£ —a & —-a £ —-a
@2 @2 awl . (178 gl
_& _& o-a . _£ p-a _& _q-a _
n(a )1 rl(a)z ’7(0)2 n(a)l (1-¢)

Note que esta matriz representa o acoplamento do tipo leotm@a descrito pela Equacao
(3.1). Portanto, o modelo auxiliar da rede cuja probalidbeacoplamento depende da distancia
€ uma rede em que a interacao entre os sitios decai com acthsitdtersticial. Isto significa
gue, se o modelo auxiliar € capaz de recuperar as propriedatiamicas do modelo variavel,
entdo podemos optar entre uma rede com acoplamento globtrsidade variavel ou uma
rede com acoplamento variavel e intensidade igual paratosigitios.

Uma maneira de verificarmos se o modelo auxiliar e variavieleex as mesmas pro-
priedades dinamicas de sincronizacao é por meio dos exgs@datyapunov condicionais. Para
a rede com acoplamento do tipo lei de poténcia, Anteneodtab@adores’ mostraram que
0s expoentes de Lyapunov condicionais sdo dados por

2¢ M cog2mkj/N)
>

A1 =Au+In|l—e+ .
A nia) & I

: (5.2)

comk=0,1,---,N—1eM= (N-1)/2. Entdo, para verificar a equivaléncia da dinamica
transversal ao subespaco de sincronizacdo de ambos osos\pdetisamos calcular os ex-
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poentes de Lyapunov condicionais para a rede com topolagiael e compara-los com aque-
les dados poif(512). No entanto, como a sincronizabilidadede é determinada basicamente
pelo segundo maior expoente de Lyapunov condicional, niécigamos considerar todo o es-
pectro de expoentes mas apenas 0s dois maiores expoengeeitsais &. Definimos, entéo,

a quantidade

My =AY -2, (5.3)

em quex\ée) e)\z(d) representam os expoentes para rede com acoplamentoceestdiitamico,

respectivamente.

A Equacaol(5.3) nos da uma medida de quéo proximas ou disBataas dinamicas
dos modelos na direcdo mais instavel ou menos estavel én@a$ao subespaco de sincroniza-
¢do. Além disso, no caso em que os modelos apresentam dasiaistintas, podemos utiliza-la
para determinar qual dos sistemas possui maior estalglidae fato, se os parametrgs, €)

forem escolhidos de tal maneira qﬂlée) e Az(d)

sejam ambos positivos ou negativos, entao
seAAT < 0 podemos inferir que a rede com acoplamento variavel é nmaigosizavel, caso

contrario, sé\At > 0, inferimos que a rede auxiliar € mais sincronizavel.

Usando as equac0Ods (4.13) e (4.31) para determinar o erepkéghtinvestigamos o]
comportamento dAAT em fungdo dos parametros da rede. A Figurd (5.1) mostra oaanp
mento desta quantidade a medida que variatnoSomo era esperado a diferenca € nula para
a = 0.0 e paraa suficientemente grande, ja que ambos 0s casos recuperama ltwral e
global de acoplamentos. No entanto, para valores inteariedia diferenca é ndo-nula, o que
significa que os modelos ndo apresentam a mesma dinamisadrsal. Inicialmente ocorre
um crescimento da diferenca e, quamde: 1,2, ela comeca a decair. Para> 1,5, o melhor
ajuste dos pontosnse) sugere um decaimento exponencial da diferenca. Portiadkepen-
dentemente do parametmtemosAAT > 0, 0 que nos permite inferir que a rede auxiliar € mais
sincronizavel do que a rede com topologia variavel.

Na Figura [(5.l1) também podemos verificar que a difereéia é menor pard =
101 do que par& = 51. Este resultado nos motiva a investigar o comportam&iatoem
funcdo do tamanho da rede. Para isso, fixamos os valores dimgieosa e € em 12 e
0,5, respectivamente, e calculamos a diferenca entre os eigsopara varios tamanhos de
rede. Podemos observar na Figlral(5.2) e decai conN segundo uma curva do tipo lei de
poténcia. Este resultado nos indica que, no limitlde «, as redes com acoplamento variavel
e estatico apresentam, do ponto de vista da sincronizag@@smo comportamento assintotico.

O comportamento lei de poténcia da difereddg com relagdo ao tamanho da rede
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Figura 5.1: Diferenca entre o maior expoente de Lyapunastarsal &7, das redes com acoplamento variavel
e constante, em fungdo do parametrdPara ambas as redes utilizangos 0,5,N = 51 and 101 e, para o célculo
dos expoentes (9, consideramos Fomatrizes de acoplamento para cada valonde® insetexibe a diferenca,
em escala log, naregido de> 1,5.
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0,015 16°L -
- 4 —_ -
’<|_ p ° 56 | 3,2 4,8
q 0,010_ ’ ’ 1O
0,005 —
I | I | I |
0
0 1 2 3 4 ¢
a

FONTE: O autor.

Figura 5.2: Diferenca entre o segundo maior expoente deun@pcondicional do modelo auxiliar e da rede com
topologia variavel em funcao do tamaho da rede. Os dadosspmmdem aos paramet®s- 0,5 anda = 1,2 e

/\Z(d) foi determinado considerando a evolugéo da rede sobri¢etr@das.
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FONTE: O autor.

também sugere que, para redes suficientemente grandestersas apresentam oS mesmos
expoentes criticos de sincroniza¢do. Entdo, usando agémde nulidade dar e (dy) in-
vestigamos o conjunto de parametfesx| a partir dos quais as redes sincronizam. Além dos
autovalores efetivos também consideramos o método deoomatizagio de Gram-Schnét
para obter os parametros sincronizaveis da rede com aceplanariavel. Na Figurd (3.3)
mostramos a fronteira de sincronizacédo pdra 21 eN = 385. Nossa escolha d¢ = 385
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baseia-se nos resultados apresentado$ e, quais sugerem este tamanho de rede como o
minimo pratico para o limite termodinamico.

Figura 5.3: Dominio de sincronizacao no espaco de parameirfsonteira corresponde ao valor minimode o
para observar a sincronizacdo na rede com acoplament@otmginha continua) e variavel (circulos, quadrados
e X) no tempo. Aqui, assumimos os elementos sincronizadéd) se 1012, sendo a média realizada sobre 500
condigdes iniciais. Note que os parametros de sincronizdggendem do tamanho da rede, péra 21 ha duas
regides, A e B, enquanto que pdda= 385 ha somente uma, a regiao A.

110 T | T T | ﬁ | T

€07

FONTE: O autor.

Podemos observar na Figura (5.3) que, quaddo21, a rede auxiliar apresenta uma
regido de sincronizacdo maior do que a rede com acoplamenitovel. No entanto, para
N = 385 as regides de sincronizagdo de ambas as redes parea@postds. Isto significa
que, do ponto de vista da sincronizacao, é preferivel atiliedes com acoplamentos estati-
cos e interacfes menos intensas entre 0s elementos margeisfconexdes menos provaveis)
do que acoplamentos variaveis e interacdes de intensidafterne para todos os elementos

conectados.

Da Figura[(5.B) também podemos inferir que o0 maior expoesig/dpunov transver-
sal e os parametros criticos de sincronizacao obtidos peedeacom topologia variavel séo
sempre iguais ou maiores do que aqueles da rede auxiligar®mrembora o modelo auxiliar
nao exiba os mesmos parametros criticos da rede com topalagavel para todo o intervalo
de parametros, ele pode ser usado para definir um conjuntarédmetros ndo-sincronizaveis
desta de modo a diminuir a quantidade de pardmetros a sstigago. Além disso, a figura
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também sugere que quanto maior fbia diferenga entre os pardmetros criticos de ambos os
modelos tende a diminuir. Entdo, como a rede auxiliar érfemite construida e geralmente
apresenta um espectro de expoentes de Lyapunov bem defindiemos utiliza-la para fazer
uma primeira aproximagado dos parametros criticos de un®ceoh acoplamento variavel,
sendo melhor a aproximacgéo quanto maior for a rede em estudo.

A Figura [5.3) também mostra que h4 um bom acordo entre ompénds estimados
através das quantidades efetivas e aqueles encontradiderando a distancia média entre as
trajetérias ao subespaco de sincronizacdo. Portantmditaique os expoentes de Lyapunov
efetivos constituem bons indicadores da sincronizalulbdde uma rede com topologia variavel
e, dessa maneira, confirma que a analistXde apresentada nas duas figuras anteriores, corres-
ponde de fato a uma diferenca na dindmica transversal doslasod

5.2 A Construcao de Sistemas Efetivos

Ao analisarmos 0 modelo auxiliar de uma rede de mapas aasplatificamos que
a correspondéncia entre as propriedades dinamicas de askastemas depende do tamanho
e dos parametros da rede. Apenas para alguns valores deepasi®/ou redes suficiente-
mente grandes observamos uma concordancia satisfatfmgeasrpropriedades de sincroniza-
¢ao destes sistemas. Diante disso propomos um esquemapliEnaecto auxiliar para estudar
a dinamica transversal .2’ de redes com topologia variavel que independe do tamanho das
redes envolvidas. Este novo modelo é baseado nos autaval@té/os e, por conseguinte, 0
denominamos sistema efetivo.

O sistema efetivo é construido da seguinte maneira: sejéadigs uma matriz diago-
nal formada pelos autovalores efetivoS ema transformacao de similaridade unitaria formada
pelos vetores de Lyapunov d€, a matriz de acoplamento do sistema efetivo € dada por

G = Sdiag{e’} S, (5.4)

Podemos observar que, por construgéo, os sisté@gse G sdo equivalentes do ponto de vista
da sincronizacgéo. De fato, §a descreve a dinamica transversal ao subespaco de sing@njza
0s sistemas construidos pgB,} e G devem exibir 0s mesmos parametros de sincronizagéo
independentemente do tamanho das redes.

Para demonstrar a equivaléncia entre as propriedades @erszacdo dos sistemas
construidos pofGn} e G utilizaremos novamente a rede com probabilidade de acepim
decaindo com a distancia entre os sitios. No entanto, cenasemos agora tanto o caso de
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invariancia translacional sobre a topologia, o qual raesefh matrizes de acoplamento circu-
lantes, como também o caso mais geral que € a invariancslacéonal na probabilidade de

conexao. Na sequéncia apresentaremos também a constaugidtetha efetivo para o caso de
uma rede do tipegmall-world

5.2.1 Caso I: invariancia translacional sobre a topologia

A condicao de invariancia translacional sobre a topologieede faz com que a matriz
T, seja completamente definida pelas conexdes de um sitioaaiditpor exemplo, o sitio
i = 1. Esta restricdo, como vimos, reduz a quantidade de mattizecoplamento possiveis e,
juntamente com a condicao de periodicidade da rede, assggeras matrizes de acoplamento
sejam circulantes. Devido a esta propriedade encontramasedpressao para os autovalores
efetivos a qual utilizaremos, agora, para construir a mdgiacoplamento do sistema efetivo.
Esta é a principal razao pela qual consideramos uma redaisatohdi¢cdes.

Demonstramos no capitulo anterior, que os autovalores@faele uma rede com in-
variancia translacional sobre a topologia podem ser abtio meio da Equacab (4122). No
entanto, para que esta equacgao seja util precisamos coriaetee a probabilidade de ocor-
rer determinada matriz de acoplamento como seu espectiuatalabres. A probabilidade de
ocorrer um dado acoplamento é, de acordo dom(4.18), umaduoe matriz topologia cujos
elementos sdo 0 ou 1. Entdo, se considerarmos todas as cieguginarias possiveis para 0s
elementos da matriz topologia obtemos[de (4.18) a proldabidirg de ocorrer uma dada matriz
k. Resta-nos, portanto, encontrar uma expressao para oslaues/

Para determinar os autovalores de cada matriz de acoplateemtiramos que, devido
a condicdo de invariancia translacional sobre a topologigede, essas matrizes sao necessari-
amente circulantes. Esta classe de matrizes possui untesgeautovalores bem definiths
e, portanto, podemos obter todos os autovalores de cadaasmaalrizes de acoplamento pos-
siveis sem muito esforgo. De fato, @& uma matriz circulantdl x N, o m—ésimo autovalor

dessa matriz € dado por
N—1 _
Fm=Y [Clowe™Z™MmN, (5.5)

w=0
em que[Clo denota av—ésimo elemento da primeira linha da matriz. Se, aléem delainte,
a matriz for simétrica coril impar, entdo a Equac¢do (b.5) torna-se

(5.6)

Mm=[Cloo+2 % [C]O\Ncos(znmw> ,
w=1
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em queM = (N —1)/2. Dado que as matrizes acoplamento sdo simétricas, a Eqagfnos
permite determinar todo o espectro de autovalores desgezena

Outra propriedade importante das matrizes circulanteeé&ga fechadas para o pro-
duto. Isto significa que a matri@, também é circulante e, consequentemente, os vetores de
Lyapunov de¥ s&o dados pdS|qw = exp(—(2mi)qw/N)/+/N, onde utilizamos os indicege
w ao invés de e j para ndo causar confusdo com a quantidade imaginaria freseaquacao.
Entéo, substituindo a Equacdo (5.6) ém (4.22) obtemos osalates efetivos e 0s expoentes
de Lyapunov efetivos. Usando estes expoentes e (5.4) eacms

[é]qwz % {1+2 % ghon cos(%_q)) } . (5.7)

s=1

Como co$) é uma funcéo par com periodarZs é uma matriz circulante, estocastica
e simétrica. Isto significa que a matriz de acoplamento derss efetivo satisfaz todas as
suposicoes sobre a rede com topologia variavel. Na Figudar&presentamos pictoricamente
a matriz de acoplamento efetiva para a rede em considerdgdemos observar que esta matriz
também resulta em uma rede regular, isto é, cujos acoplamsétb invariantes sob translactes
da rede. A deducéo detalhada da EquaCad (5.7) é apreseatadadsecao seguinte, em que
consideramos uma rede sob condigbes menos restritivasedestu

Para verificar a equivaléncia da dinamica dos sistemasmaltigi efetivo analisamos
a evolucdo temporal de trajetorias tipicas em relac&b.aAqui, como no que segue, con-
sideramos que a dindmica local das redes é regida pelo majeads Equacédd (2.2), com
parametroa = 2. A Figura [5.5) mostra a evolugcédo temporal da distanciaubespaco de
sincronizacao para algumas trajetérias e parametros daavento especificos. Podemos ob-
servar que, para a rede com topologia variagévolui de modo irregular, enquanto que, para
a rede com acoplamento efetivdy, decai seguindo uma curva exponencial. De fato, para a
rede com acoplamento variavel, se em um dado instacdela sitio € influenciado por poucos
sitios que estdo em estados muito diferentes, a traje®aasta de. Por outro lado, se 0s
sitios sdo influenciados por outros sitios com estadosrpasxia trajetoria tende a se aproxi-
mar de.. Portanto, a irregularidade observada na evolucgéao teringhpdave-se a dependéncia
temporal do acoplamento.

Embora o comportamento de trajetdrias individuais, edalsiia partir da rede com
topologia variavel, seja diferente daquele observado parstema efetivo, em média eles exi-
bem o mesmo comportamento. A Figura [5.6) mostra o tempordeosizacdo médio em
funcdo do parametra para ambas as redes. Podemos observar que o tempo de ziacéoni
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Figura 5.4: Representacao pictorica dos elementos dazn@trexceto os elementos da diagonal principal. A
intensidade das cores corresponde a intensidade de aesptamEsta matriz foi gerada usando os seguintes

valores de parametrétd = 31,6 =0,7 ea = 0,6.

0 0,08
10
q 0,04
2 [Glaw

FONTE: O autor.

Figura 5.5: Convergéncia par# de trajetorias tipicas para a rede com topologia varidireidk pontilhadas) e
para o sistema efetivo (linhas sélidas). Utilizamos para@iN = 31, =0,7 ea = 0,6. Cada cor de linha

representa uma condicao inicial distinta.

FONTE: O autor.

Ts aumenta conu e diverge em seu valor criticoc(g,N), para o qual¥ torna-se transver-

salmente instavel. Verificamos, ainda, que a transi¢cdo gamcronizacdo ocorre no mesmo
ponto para ambos o0s sistemas e que a dispersédo, medida peilo piedrdo de diversas reali-
zacoes das redes, € pequena. Este resultado indica que ortammgnto médio das trajetérias
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do sistema com topologia variavel é equivalente ao commpento do sistema efetivo para
gualquer conjunto de parametros.

Figura 5.6: Tempo de sincronizacdo médio em funcéo do adcdaprobabilidade de acoplamento para o sistema
com topologia variavel (circulos) e para o sistema efetiwar(gulos), conN = 31. Barras verticais e horizontais
representam a dispersdo do tempo para as redes com topadogieel e efetiva, respectivamente. As linhas
verticais representam os valores criticosdegara 0s quais” torna-se transversalmente instavel.
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FONTE: O autor.

Nossa abordagem também pode ser aplicada para redes enogotogia varia peri-
odicamente no tempo, trocandp pela frequéncia relativa associada cokiésima topologia.
Em geral, devido a dependéncia explicita da matriz Jacalsabre os pontos da trajetéria,
podemos demonstrar formalmente a equivaléncia entre ao®bsistemas somente na vizin-
hanca linear d&. Quando esta dependéncia néo existe, os vetores de Lyagartodos 0s
pontos no espaco de fase sdo idénticos e 0s nossos ressfiadgisbalmente validos, isto €, a
equivaléncia entre os dois sistemas, para propésitos d®gsinacao, é genérica:1%4

5.2.2 Caso ll: invariancia da probabilidade de conexéao

Vimos que, se a rede apresenta uma invariancia translasim@ a topologia, h4 uma
equivaléncia da dinamica transversal ao subespaco desiracdo do sistema efetivo e da
rede com topologia variavel. Acreditamos, porém, que egivaléncia é mais geral e abrange
igualmente as redes periddicas cuja probabilidade deag#ierentre os sitios é invariante sobre
translacdes. Nossa hipotese, ja mencionada no capit@oané que qualquer rede periddica
com topologia variavel no tempo, cuja probabilidade deragi&o entre os sitios € invariante
sobre translacdes, pode ser representada por uma matiia efeculante. Consequentemente,
conhecendo os expoentes de Lyapunov que caracterizamraicinfiansversal ao subespaco
de sincronizacdo, podemos encontrar uma estimativa pasaplaanento efetivo entre os ele-
mentos do sistema. Note que nossa conjectura diz respeit@idéincia da probabilidade de



69

interacdo entre os sitios, e ndo da topologia, sob traredat@rede.

No capitulo anterior demonstramos que, se a hipétese édmoiee 0s expoentes de
Lyapunov efetivos sédo dados pela Equa¢do (4.31). Entdizantio estes expoentes para de-
terminar a estabilidade d¢’, verificamos que as medidas obtidas através deles concordam
satisfatoriamente com outros diagndsticos de sincroa@aégora vamos utilizar a Equacéao
(4.31) para construir o sistema efetivo da rede cuja préidatle de interacao € invariante sobre
translagdes, tal como o fizemos para a rede com invariaacisl&icional sobre a topologia.

Uma consequéncia direta de nossa hipétese é que os vetdrgapismov de¥ séo
dados porl{4.28). Entdo, como no caso antef&w = [H]qw = exp(—(2mi)qw/N)/+/N. Por-
tanto, de acordo com a Equacé@o [5.4), a matriz de acoplardergistema efetivo para a rede
cuja probabilidade de interacdo € invariante sobre tradstasera dada por

Glap = [Hdiag{e"}H ap

N—1 N-1 5
= Z[Hdlag{ewaw[ Muo="Y [Hlasdiag{e’}sufH b
w,s=0

w=
1N —2mas)/N (2riwb)/ 1 Nileﬁ (—2mw(a—b))/N
- N Zoe 53\,\,6/\ — NWZO e .

Entéo, lembrando qué é impar e\; = 0 podemos reescrever a equagao acima como

M.
[é]&b — i {1+ z rwel—2mw(a-b))/N
w=1

= e}\We(—zmw(a_b)) /N} .

w=M+1

Para simplificar esta equagdo podemos substituir N — s no segundo somatorio. Fazendo
isso ficamos com

Z| =

[Clap = {1+ z ghwgl—2mw(a—b))/N | Ze/\N s~ 2i(N~ s)(a—b))/N}

Z| =

{1+ Z e/‘We —2mw(a—b /N+ Z\eR\N Se —2rmi(a— b)) (st(a—b))/N}

{1+ > el ~2MW@-b)/N 4 (coson(a—b) —isin2m(a— b)) x
w=1

Z| =

M- sg(27is(a-b))/N }

M=

Z| =

{1+ Z e/\we —2mw(a—b /N Z\e)\N Se (2mis( a—b))/N} (58)
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Mas, comaoly, = An_w, podemos agrupar os somatorios. Isso nos leva a

M .
Glab = %{H S e (e<—2m'w<a—b>>/N+e<2m's<a—b>>/N)}. (5.9)
w=1

Finalmente, utilizando a relacéo de Euler encontramos

Glap = %{1-1—2 gle;‘Wcos(W) } (5.10)

Podemos observar que (5.10) tem a mesma forma que a Eqlagfiokda para o
caso em que a topologia € invariante sobre translacdes ea Aedbas resultam em matrizes
de acoplamento simétricas devido a paridade da funcdorems8&m disso, elas também séo
circulantes, pois

A 1 M5 2nw(—b-+a modN) }
Globa modN) = —<1+42F e
[Glo. dN) N{ + Wzl COS( N )
1 M 3 2nw(a— b) }
= {1425 e —_—
N{ + Wzl cos( N )
= [Glap, (5.11)

para todoa,b = 0,1,--- ,N—1. Na realidade, o fato da matriz de acoplamento efetiva ser
circulante independe das regras que definem o acoplamesistama com topologia variavel
no tempo. Esta caracteristica, como podemos observandieppenas da base composta pelos
vetores de Lyapunov d&’ que assumimos ser 0s autovetores da base circulante.

Calculando os autovalores efetivos e substituindo-o$ elflpodemos construir uma
rede com topologia estéatica que representa o sistemacefidivede cuja probabilidade de
acoplamento decai com a distancia. Se nossa hipotese estiketa, entdo o sistema construido
por meio da Equacédg (5]10) e a rede com topologia variavedggondente devem apresentar
as mesmas propriedades de sincronizacdo. No entanto, rdromtdo € verdadeiro, isto €, 0
fato das propriedades serem equivalentes ndo é suficienateqraprovar a hipétese assumida.
Além disso, mesmo que a equivaléncia entre as propriedaci@sidas seja observada para o
sistema efetivo construido usando autovetores da basaarite, devemos testar outras bases
para verificar se a primeira € ou ndo uma base privilegiadas, Be o sistema construido
usando uma outra base ortonormal também exibir as mesmpseglades de sincronizagao,
isto significa que os vetores de Lyapunov.geéndo sao representados pelos autovetores da
base circulante.

Dado que as matrizes de acoplamento sao, por definicioasstas e o produto delas
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resulta novamente em uma matriz estocastica, entdo quadlgse ortonormal a ser utilizada
deve necessariamente conter o vetor de Perron e todos ossdatmgies devem possuir soma
nula de seus elementos. Consideramos, entdo, uma uma leasataiH cujos elementos sao

dados por
qu = 1/vN para todoy (5.12)
hqw = 0 parag > w (5.13)
k_qu = +0-1//4 parag>1 (5.14)
haw= —hee/(q—1) paral<q<|. (5.15)

Note quel-_l € uma base ortonormal que contém o vetor de Perron e 0s degt@ies/possuem
soma nula. Ent&o, substituintigy porﬁqW na Equacad (4.23), calculamos os expoentes de Lya-
punov efetivos usando a nova base e, de posse desses expoentalimos um novo sistema
efetivo assumind® = H na Equacad(5l4).

A Figural5.7 exibe o tempo de sincronizagdo médio em funcgmdimetrax obtido
para a rede com topologia varidvel e para dois sistemasasetim construido usando a base
circulante e o outro usando a base alternativa. Podemosvabsgie o tempo de sincroniza-
¢cdo médio do sistema efetivo construido sob a base cireutamicorda satisfatoriamente com
aguele obtido para a rede com topologia variavel cuja pibbatle decai com a distancia. No
entanto, para o sistema efetivo construido sob a bass tempos médios de sincronizagado
coincidem apenas pama~ 0 e divergem a medida quecresce.

Figura 5.7: Tempo de sincronizagdo médio em funcéo do adcdaprobabilidade de acoplamento para o sistema
com topologia variavel (linha), para o sistema efetivo tmido usando a base circulante (quadrado) e para o
sistema efetivo usando a base arbitraria (triangulos).a0sgreferem-seM = 51 e foram obtidos considerando

a média sobre 100 realizac8es para cada um dos sistemaadaali
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FONTE: O autor.
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Além deH consideramos outras bases arbitrarias de matrizes eitasésverificamos
gue o comportamento do tempo de sincronizacdo médio se maot@o mostra a Figuta 5.7.
Em outras palavras, ndo encontramos uma base que nos peyomstruir um sistema efetivo
gue exibisse 0 mesmo tempo de sincronizag¢édo da rede conogiguariavel subjacente. Estas
bases-testes foram geradas considerando os autovetonesrides estocasticas arbitrarias e us-
ando o método de ortonormalizacdo de Gramm-Schmidt. Gsreast efetivos correspondentes
a estas bases foram construidos tal como procedemos conooesvda base circulante. O fato
de ndo encontramos bases alternativas nao significa quasel@sistam, mas que a construgéo
de um sistema efetivo ndo pode ser realizada a partir de wprabgise. Como a base circu-
lante mostrou-se uma base privilegiada em nossos testeslieacéio da Equacad (4.23) para
a determinacéo das quantidades efetivas requer que oeturtsh,, representem os vetores
de Lyapunov do subespaco de sincronizacdo, podemos dieezsges resultados constituem
um forte indicio que os vetores de Lyapunov.gedo sistema em estudo correspondem aos
autovetores da base circulante. Mais a frente vamos magteaum sistema efetivo que recu-
pere as propriedades de sincronizagao do sistema var@ateinpo pode ser construido usando
0s autovetores da matriz correspondente as ligacdes ntastaPortanto, como as ligacbes
constantes neste caso representam o acoplamento cuja enairculante, a base circulante
constitui uma base privilegiada para a rede em estudo.

Para comparar o sistema efetivo e 0 modelo auxiliar coremles a regido de sin-
cronizacdo de ambos os modelos no espaco dos parametroscoid® @om a andlise pe-
los expoentes de Lyapunov exibida na Figural(5.3) a diferemtre os parametros criticos
destes sistemas diminui com o tamanho da rede. No entamgig® ide sincronizacao também
diminui comN. Isto significa que a igualdade entre os sistemas dependaaladm que ocor-
rem tais decaimentos. Mas, como mostrado por Anteneodcadamldores? paraN — oo
existe uma regiao de sincronizacao limite para a rede que, r@gpresenta o modelo auxiliar.
Portanto, como a diferenca entre os parametros dos moeeids & diminuir conN entéo ela
deve ser nula neste limite. A Figuia (5.3) também mostra qua @< a < achaume. <1a
partir do qual ocorre a sincronizagdo. Entdo, podemossamalicomportamento da regido de
sincronizagdo com o tamanho da rede em termos da area

As(N) = /OGC(N)[l—s(a)]da. (5.16)

Em geral ndo conhecemeé) e, portanto, determinamos esta quantidade numericamarrate p
um conjunto de valores de. Neste caso, ao invés da integral acima utilizamos

ic

AN) = 3 [1-e(a)loa, (5.17)
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em queic = | 2¢ | e | | refere-se ao maior inteiro menor ou igual a razéo. A Fidui@) (Bostra

o0 decaimento da area de sincronizagcdo com o tamanho da rede pstema efetivo e para
0 modelo auxiliar. A diferenca entre as areas de ambos ned@dsiofuncdo déN também

€ exibida e 0 ajuste dos pontos indica que ela segue uma ledtdagi. Portanto, tanto a
diferenca dos expoentes de Lyapunov da rede com topologé&ebe do modelo auxiliar como

a diferenca entre a area de sincronizacéo deste como aqusisteima efetivo comportam-se
semelhantemente com o tamanho da rede.

Figura 5.8: Area de sincronizag&o no espaco dos parametrdsngdo do tamanho da rede. A linha vermelha
corresponde ao modelo auxiliar e a linha preta ao sistentaefeA diferenca entre as curvas em funcéo do
tamanho da rede é apresentada no quadro menor. O melha ajdista que a diferenca decai em uma lei de
poténcia.
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FONTE: O autor.

5.2.3 Caso lll: probabilidade de conex&o uniforme

Os resultados obtidos para as duas redes analisadas mestaigtema efetivo pode
ser representado por uma matriz circulante. Nossa hipagtesentanto, era que qualquer rede
com topologia variavel, cujas regras de distribuicdo deeg@a sdo invariantes no tempo e
guanto a translacfes na rede, resulta em um sistema efefavmatriz de acoplamento é circu-
lante. Nessa secdo mostraremos que a invariancia trasdia probabilidade de conexao é
uma condicao necesséria, mas nao suficiente para garamérmatriz de acoplamento efetiva
seja circulante. Na realidade, além desta condicéo, dexestir @onexdes estaticas que sejam
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representadas por uma matriz circulante. Se ambas cosdi§0esatisfeitas, o sistema efetivo
construido com base nos expoentes de Lyapunov obtido®atdavEquacad (4.31) apresenta
as mesmas propriedades de sincronizacao da rede original.

Considere, entéo, o caso trivial de uma rede cuja probatididie conexao entre os
sitios é invariante sobre translacdes na rede. Trata-senderede do tipcsmall-world de
Newmann-Watt%2 Dizemos que ela representa um caso trivial porque todosios gossuem
a mesma probabilidade de conexdo com qualquer outro sitieddga Lembre que, conforme
mencionamos anteriormente, esta rede é construida coarsilteconectados é&svizinhos mais
proximos e inserindo atalhos entre os sitios distantes ecoenprobabilidade. Entéo, se con-
siderarmos que os atalhos sdo atualizados a cada instatéengde, esperamos que, para
suficientemente grande, todos os sitios que ndo séo vizedtwse uma distancia topologika
tenham se conectado uns com os oupigsvezes. Isto significa que o modelo auxiliar desta
rede é representado por um acoplamento global cuja intaesidla interacdo entre kwizin-
hos mais proximos € e entre os demaisge. A redesmall-worldcujos atalhos variam com o
tempo bem como seu modelo auxiliar foram estudados por Belykiiaboradore®® Eles de-
nominaram a primeira dalinking-modelou modelo piscante e investigaram suas propriedades
de sincronizacédo para o caso em que a dinamica local é regidapacdoes diferenciais.

Como o modelo piscante apresenta probabilidade de conev@mainte utilizamos a
Equacado[(4.31) para determinar os expoentes de Lyapuntivosfe Substituindo estes ex-
poentes em (5.10) construimos o sistema efetivo subjaeeatalisamos as propriedades de
sincronizacdo de ambos. A Figural5.9 exibe os tempos médiegdronizacdo destes mode-
los em funcdo da probabilidade de atalhos paral e N = 31. Podemos observar que 0s
tempos médios bem como o valor critico pleque € a probabilidade minima para que ocorra
sincronizacgao, estdo em bom acordo. Portanto, também gtereaso a matriz de acoplamento

efetiva é circulantes.

Para o caso em que= 2 também verificamos que os tempos de sincronizagdo do
sistema efetivo e do modelo piscante sdo equivalentes. tdatenquando assumimés= 0
esta equivaléncia rapidamente desaparece. Mais precisgmbservamos que 0S tempos con-
cordam parg = 1, que € o caso em que ambos sistemas representam o acoplahobiad,
mas a medida que diminuimos a probabilidade de atalhos go&ede sincronizagéo se dis-
tanciam cada vez mais e divergem para valores distintgs-de.. A Figura[5.10 exibe este
resultado para alguns valores especificos de paramedtres &L, porém, observamos o0 mesmo
comportamento também para outros tamanhos de rede.

A discrepancia entre nossa previsao teérica (equivalgecia resultado numérico
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Figura 5.9: Tempo de sincronizagdo médio em fung&o da piladsde de atalhos em uma redmall-world

do tipo Newmann-Watts para o sistema com topologia vari@ieulos) e para o sistema efetivo (triangulos). Os

dados correspondem aos paramekresl eN = 31 e a média foi realizadas sobre 100 realizacdes de caddanode

As linhas tracejadas na vertical indicam os valores cstitzoprobabilidade a partir do qual ocorre a sincronizagéo.
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FONTE: O autor.

Figura 5.10: Tempo de sincronizacdo médio em func¢éo da pilatsde de atalhos em uma redmall-world

do tipo Newmann-Watts para o sistema com topologia varigfetulos) e para o sistema efetivo (triangulos).
Os dados correspondem aos parametresO e N = 31 e a média foi realizadas sobre 100 realiza¢des de cada
modelo. As linhas tracejadas na vertical correspondemalosas criticos da probabilidade a partir do qual ocorre
a sincronizagéo.
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FONTE: O autor.

obtido (diferenca) para o tempo de sincronizagdo qudngdod sugere uma reconsideracao

de nossa hipotese inicial. De fato, quando retiramos agdegmlocais da rede, ela continua ap-
resentando uma probabilidade de conexao invariante selm&dcéao e, portanto, esperariamos
gue o sistema efetivo construido a partir das equa¢des) (¢.88.10) apresentasse as mes-
mas propriedades de sincronizacéo independentementaidosegiros envolvidos. No entanto,

como os tempos de sincronizagao sao diferentes, isto sgqiiie a matriz de acoplamento efe-
tiva ndo é circulante e, consequentemente, os vetore$ dao correspondem aos autovetores
de matrizes circulantes. Note que o problema nao se enganttafinicdo das quantidades efe-
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tivas e do sistema efetivo, mas na maneira como eles foraemaietdas, ou seja, através das
equacbed (4.31) € (5]10). Um sistema efetivo que presergeopsedades de sincronizagéo
para este modelo poderia ser construido, por exemplo,ndiet@ndo os autovalores efetivos

a partir da taxa de decaimento dos autovalores da n@jrie utilizando a base adequada na
Equacédol(5l4). Mas este procedimento, como mencionamesantente, requer a utilizagdo

de grande precisdo numeérica nos calculos o que resulta eon teaipo e esforco computa-

cional.

Os resultados obtidos para os trés tipos de redes estudasigsgerem que, além da
invariancia translacional da probabilidade de conexdemegs impor que algumas conexdes
estejam sempre presentes. Neste ponto lembramos que sggidm@iros casos em que a base
circulante mostrou-se privilegiada, as conexdes corestagram locais e que, portanto, resul-
tavam em uma matriz circulante. 1sso nos faz acreditar giséeexma relacéo entre os vetores
de Lyapunov do subespaco de sincronizacdo e os autovetraatdz que representa as lig-
acOes constantes quando a probabilidade das demais cergekdariante sobre translacdo na
rede. Chamamos esta matriz com as liga¢gdes fixas de matriregobs a rede correspon-
dente de rede substrato e, para verificar se essa suspeitad quocedente, consideramos
uma rede substrato aleatdria e ndo necessariamente otecaka qual todos os sitios possuem
duas conexdes. Encontramos os autovetossmatriz substrato e os utilizamos nas Equacdes
(@.23) e[5.4) fazendb = h. A Figura[5.11 mostra o tempo de sincronizacdo médio em funca
da probabilidade de atalhos sobre a rede substrato paraaloiss de acoplamento. Observe
gue h& uma boa concordancia entre os dados obtidos paramaistiginal ou varidvel e para
0 sistema efetivo.

Figura 5.11: Tempo de sincronizacao médio em funcéo da pilatade de atalhos em uma rede substrato ho-
mogénea nao-circulante para o sistema com topologia er{éirculos) e para o sistema efetivo (triangulos).
Os dados correspondem aos paramettes 7 e duas conexdes para cada sitio e a média foi realizadas S®br
realiza¢6es de cada modelo.
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A rede substrato e matriz de adjacéncia correspondentditjp@ruos para determinar

o tempo de sincronizagao exposto na Figural5.11 sao exibabBgyurd 5.12. Embora a matriz
de adjacéncia substrato ndo seja circulante podemosdrarésfa em uma matriz circulante
multiplicando-a por uma matriz de permutag@dVatriz de permutacdo é uma matriz quadrada
que tem apenas um elemento ndo nulo em cada linha e c8RiRndemos obter a matriz de
permutacao considerando inicialmente a matriz identidgadermutando as linhas de acordo
com necessidade. Por exemplo, para transformar a matrdjaleéncia exposta na Figura5.12
em uma matriz circulant€ podemos realizar a seguinte operagao

C=P AP=PTAP, (5.18)
em que
0010000
0001000
000O0O0O01
P=]1 0100000
0000100
0000010
1000000

Consequentemente, como os autovetores de matrizes ctesutdio dados pbiry, entdo pode-
MOSs escrever

P~'APhm = Ahnm

Isto significa quehm = Phy, €, portanto, se a probabilidade for uniforme obteremos as me
mas propriedades de sincronizacdo, seja utilizando uneastdaktrato circulante ou uma rede
homogénea com o mesmo grau de conexdes.

A equivaléncia entre os tempos de sincronizacao do sistéatiacee da rede variavel
com uma rede substrato homogénea sugere que a base ceculamia base privilegiada. No
proximo capitulo analisaremos a sincronizacao entre dapieas de redes cujas conexdes en-
tre elas variam periodicamente no tempo. Mostraremos qubém, neste caso, podemos
construir um sistema efetivo que exibe as mesmas propesdselsincronizacdo usando como
referéncia a base circulante. Nossa analise para duasazpk redes também mostrara que é
possivel construir um sistema efetivd @imensional que apresenta o mesmo tempo médio de
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Figura 5.12: Rede substrato e matriz de adjacéncia sulstrat
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FONTE: O autor.

sincronizagéo, sendb a dimenséo do mapa. O sistema efetivo reduzido é constrsaialo
osd expoentes do mapa desacoplado & osaiores expoentes de Lyapunov da rede que séo
transversais & . Isso significa que podemos estudar algumas propriedadésalenizacéo de
um sistemalN-dimensional por um sistemal2limensional. Mas, o fato de ser possivel con-
struir um sistema efetivo reduzido néo diminui a importardn sistema efetivo ndo reduzido
estudado neste capitulo. Como o sistema efetivo aqui exposserva a dimensionalidade
do sistema variavel original ele permite investigar a diicanem cada direcao transversdl
Também acreditamos que, no caso em que a derivada do magassjante, tal sistema efe-
tivo possa ser empregado para obter informacdes da dinatoissstema variavel no tempo
sem precisar recorrer a condicdo de sincronizacao datiage No entanto, esta analise sera
deixada para trabalhos futuros.
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6 Sincronizacdo em réplicas de redes
com elementos n&o-sincronos

Nos capitulos anteriores discutimos o processo de sirragfid em redes de mapas
acoplados. Também apresentamos alguns diagnosticogdeatdicar quando a rede esta sin-
cronizada e introduzimos as quantidades efetivas como wve flerramenta para o estudo
da sincronizacdao em redes cuja topologia muda com o tempste apitulo exploraremos a
sincronizagao entre réplicas de redes quando seus elesT&tmao-sincronos, ou seja, estu-
daremos as condi¢cdes em que ocorre a sincronizagdo entenoeEnéos das duas redes cujos
indices séo iguais e ndo mais entre todos os elementos dienmmdpria rede. Para distinguir
os dois tipos de sincronizacdo denominamos o primeiro deaiizacadnternetworke o se-
gundo sincronizagaotranetwork Analisaremos tanto o caso em que a interacao entre as redes
€ constante bem como o caso em que ela varia com o tempo.zBneatios o capitulo investi-
gando um sistema efetivo reduzido para as duas réplicaslds. reste sistema é composto por
apenas dois mapas e preserva as mesmas propriedades deizagéo do sistema a partir do
gual ele é construido.

6.1 Asredes

SejamX e Y duas redes de mapas acoplados idénticas compostd$ @lementos
cada uma. Os elementos de cada rede sao submetidos a uneadpléocal e condigbes de
contorno periddicas sao impostas. O grafo representaéistechcoplamento tem a forma de
um anel e foi apresentado no Capitulo 3 tanto para o caso ecimtal, Figural[(3]2), como
para o caso bidirecional, Figuras (3.5 e (3.6) quande . Também mostramos que, se o
acoplamento é bidirecional, a dindmica dessa rede é depetd Equacad (3.3). No que segue
utilizaremos especificamente o acoplamento bidirecionebmo ele esta associado apenas as
interacdes entre sitios dentro de cada rede, o denominanetrametwork

Como mostrado erP€ uma rede de mapas acoplados localmente possui um intervalo
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bastante restrito de par@metros sincronizaveis. Seautilias, por exemplo, 0 mapa da tenda
coma = 2, o subespaco de sincronizacdo dessa rede sera instévebgaN > 6, indepen-
dentemente da intensidade do acoplamentdntdo, dado que a sincronizacao depende da
estabilidade de”, ela sera observada em situacdes bastante especificag,adifsgimente
observaremos a sincronizacdo completa nessa rede. Magst#inos mais interessados na
sincronizacdo entre os elementos da rede. Nao desejaméseesaino evitaremos este tipo
de sincronizacdo. Os motivos pelos quais assumimos issa fitais claro no préximo capi-
tulo quando apresentarmos nosso esquema de criptografeand®e, entdo, que a imposicéo de
uma dindmicantranetworkcadtica e ndo-sincrona aumenta significativamente a seguda
comunicacao do sistema proposto.

A sincronizacdo que estamos interessados aquntemetwork que € o processo no
gual os sitios da red¥ exibem o mesmo comportamento dindmico dos sitios daYeukra
todon > 15, sendots 0 tempo de sincronizacdo. Estudos prétied’-1%sobre este tipo de
sincronizagdo mostraram que, dependendo do mapa utilado dinamica local da rede, os
parametros criticos de transi¢cao permitem classificadtraolde duas classes de universalidade:
a de ruido multiplicativo, se o mapa for suave, ou a de pegéolairecionada, se o mapa é
fortemente ndo-linear. Entdo, como estamos considergai@aa 0 mapa da tenda, que é suave,
0s sistemas em estudo pertencem necessariamente a classmdsultiplicativo. Mas, apesar
deste conhecimento prévio e bem estabelecido, os estudmwsamados se limitaram a analise
das redes para um valor especifico do acoplamiettanetwork Além disso, a maioria das
abordagens sdo numéricas. Nossa contribuicdo, nessetogite consideracdo de um novo
intervalo de acoplamento com o qual € possivel obter algimfi@snacdes analiticamente.

Ha basicamente duas maneiras para sincronizarmos as dieas g fazer com que
elas sejam submetidas a mesma perturbacao externa; 2Je@mnsima interacdo entre as redes
de modo que a dinamica de uma dependa da dindmica da outrassiBaianos a primeira
possibilidade, entdo, como a sincronizag&manetworkdeve ser evitada, devemos considerar
uma pertubacgdo diferente para cada sitio. Isto significgprpesamos de uma fonte de pertur-
bacdo externa com a mesma dimensao das redes e que sejatitbagaapor elas. A segunda
possibilidade é bem mais simples e requer apenas que came@EuUM acoplamento entre 0os
sitios de ambas as redes. Portanto, assumiremos este aggaoeddimento e consideraremos
gue a dinamica de cada sitio € dada por

K= FOR) - WFOR) —F o)

: | Nl ol (6.1)
YW= Fo)+WIFOE) —F )

em quexg) eyﬂ) sao as variaveis de estado das redesY, respectivamentd‘;(zﬂ)) é dado
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pela Equacaad (3.3) ﬂﬂz") € [0,1] representa a intensidade de interagédo daYetlsm a redeX
paraz = X, Ou vice-versa para=y.

O sistema descrito pela Equac@o[6.1) engloba tanto o cagpuera acoplamento é
constante como aquele em que a topologia varia com o tempaossgilplidade de variacéo
temporal do acoplamento é expressa, neste caso, pelossn@icno parametrg. Entéo, se o
acoplamentanternetworkfor constante e todos os sitios interagirem uns com 0s Q@NUIOS
os indices sao omitidos. A Figuiia (b.1) ilustra o sistemamusto pelas duas redes para 0 caso
em queyrﬁy’i) =ye yr(,x’i) = 0. Note que este caso expressa um acoplametasimetworkdo tipo
mestre-escravo, sendoa rede mestra ¥ a escrava.

Figura 6.1: Representacdo do sistema composto por duas cedeacoplamentmtranetworklocal e acopla-

mentointernetworkdo tipo mestre-escravo. As esferas claras representareroseios da reds e as escuras 0s
elementos da redé enquanto que as setas indicam a dire¢do do acoplamento.

FONTE: O autor.

6.2 A analise linear

Para determinar a estabilidade do subespaco de sincraoizaglemos verificar o
comportamento de trajetorias na vizinhangafleComo vimos anteriormente, sé for estavel
as trajetorias tendem a se aproximar dele, caso contrasaehdem a se afastar. Considere-
mos, entao, que as redes estéo sincronizadas e realizequespe perturbacdes nas trajetorias
em .. Mais precisamente, vamos assuwﬂil = xE,iJ)rlJr o1, sendo 0< ¢\ << 1. Neste
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caso, a dindmica sera dada por

{ X1 = FOW) + W F O+ 68— F i) 62)

Xt o= FOw + o0 ) IF o))~ Foa) 490

Mas, como¢r(]i) << 1 podemos expanle(xQ) + ¢r(1i)) em série de Taylor e reter apenas o
primeiro termo da expanséo. Fazendo isso obtemos

X1 = FOa)+ 0 0 F () 6.3)
X+ ol = FOO) + o8 F o0 — W ol F (), (6.4)

em queF’(xQ)) € a derivada do funcdo que rege o acoplaméntranetwork Uma simples
subtragéo dd (6.4) e (6.3) nos leva a

ol = (A —WIE ). (6.5)

Esta equacao nos permite determinar o erro entre cadapws) de variaveis em um instante
arbitrarion dado que conhecemos o erro no instante imediatamenteanténtdo, dado um
erro inicial ¢(()'), 0 erro ap0s iteradas pode ser obtido considerando aplicagfes suasshav

(&.39), ou seja,

o = (l—véfil)—véy_
i Y

- rL(l—%X”—Vt”’”fElj GERDE ©)

Agora, dividindo ambos os membros pﬁé‘) e tomando a rain-ésima obtemos

AN L= NN IR i
ol (DI

Finalmente tomando o logaritmo natural em ambos os ladaeadan — « encontramos

¢n . (%,1) y| /
Ainoon (d)é' = A@mnz)ln'l % ]+I|_r31°nzjln\F . (6.7)

Se assumirmos que a probabilidade de conexao entre cada gitiod das redeseY é invari-

ante sobre translacdes na rede entdo o primeiro termo daliesdto sera igual para qualquer
sitioi. Além disso, se os sistemas forem ergddicos também o setgemaoresultara no mesmo
valor independentemente do sitio considerado. Entéo,reerdb quep é uma perturbagéo da
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trajetdria sincronizada e que, portanto, diz respeito em @ sincronizacdo, a média de (6.7)
nos leva a

1
Al = lim=
n—oo N

n
Z)In]l—w(x)—){(y)H/\(N,e) (6.8)
=

em queA | € o maior expoente de Lyapunov transversat’ @ A(N, €) € o maior expoente de
Lyapunov de uma das redes isoladas, por exemplo, aXxede

A Equacdo[(6.8) mostra que a dindmica transversal ao sufedpasincronizacédo do
sistemal(6.]1) depende tanto do comportamento espaco-tainsiecacoplamentmternetwork
como do comportamento dindmico da rede individual. No castiqular em que o parametro
de acoplamento é constante e todos os sitios de uma redsgrtiecom os sitios da outra com
a mesma intensidade essa equacao se reduz a

AL = Inj1—y™¥ Y| L AN, g). (6.9)

Note que, para o caso de acoplamento unidirecional, em qeraspma rede influencia a
dindmica da outra, basta assumirmos umyagial a zero na equacao acima. Por outro lado,
se 0 acoplamento for bidirecional e as duas redes interagioen a mesma intensidade, entao
este termo sera |t — 2y/|.

De acordo com[(6]8) o comportamento das trajetérias naharica de¥ depende
de ambos os parametros de acoplamentoter e ointranetwork No entanto, a influéncia
deste ultimo nédo é explicita como do primeiro e ha casos enelaugode ser desprezada. Na
verdade é o expoente de Lyapunov maximo da rede que depertintinte do acoplamento
intranetwork Portanto, para explicitar a relacdo sle com € precisamos determinar como
N\ depende deste parametro. Se considerarmos uma rede @rjeEnéds estédo sincronizados,
entdo o expoente de Lyapunov maximo corresponde ao expdenteapa desacoplady,.
Isto significa que quando h& sincronizagawanetworkA(N, ) = A(N,0) = A,. Mas, como
mencionamos anteriormente, estamos interessados noroagoeeca dindmica dentro da rede
seja ndo-sincrona e bastante descorrelacionada. Entés, elstas condi¢cdes, podemos assumir
que o acoplamentimtranetworké suficientemente fraco. Pikova% mostrou que, se este for
0 caso, 0 expoente de Lyapunov maximo de uma rede de mapasidddealmente acoplados
sera dado por

/\:In(2)+%ln (1—2£+g£2>. (6.10)

Note que n&o aparece nenhum termo ¢oma equacéo acima, o que significa que, para acopla-
mentos suficientemente fracas< 0,1 por exemplo, a dindmica na direcdo mais instavel do



84

espaco de fases independe do tamanho da rede.

Substituindo, entdo, a Equa¢&o (6.10) eml(6.8) obtemos

T R %) _ ) 1 3.2
AL = rl‘inmﬁt: IN|1— %" — ¢ |+In(2)+éln(1—2£+§£), (6.11)

paras < 0,1. Esta equacao fornece o maior expoente de Lyapunov trgasvee um sistema
composto por duas réplicas de redes de mapas da tenda eofhe acoplamentintranet-

work do tipo local. Nela esta explicita a contribuicdo dos aaoplatosintra e internetwork

para a dindmica transversals@. Portanto, dado que a estabilidade deste subespaco implica
sincronizagdo, podemos utiliza-la para verificar se océroel ndo a sincronizacdo entre as
réplicas a medida que elas evoluem no espago-tempo.

6.3 Parametros criticos de sincronizacao

Embora a Equacédb (6]11) tenha sido derivada consideram@tdnias na vizinhanca
de.¥, ela pode ser utilizada em um contexto mais geral. Podenizsié, por exemplo, para
determinar os valores dos parametros de acoplamentoosréipartir dos quais as redes sin-
cronizam ou, entdo, para escrever uma expressao para o tienspwronizacao médio entre as
redes em termos dos parametros de acoplamento. A genefialida Equacad (6.11) € possivel
porque assumimos que a dinamica local da rede é descritenppl® da tenda e, portanto,.ge
for estavel, ocorrerd uma convergéncia monotdnica datdrags para este subespaco a medida
que as redes evoluem.

Para determinar os parametros de acoplamento a partir disaporre a sincroniza-
¢cao entre as redes, podemos utilizar a condi¢cdo de nulidadeatbr expoente de Lyapunov
transversal. Entdo, assumindlp = 0 na Equacad (6.11) ficamos com

0 = Iim}

n—oo N

S 01—y — [ 11n(2) + Sin (1- 26+ 2 (6.12)
t; W W > > . :

Observe que, como o parametro de acoplamaenésnetworkpode variar com o tempo, para
obtermos uma relacdo mais direta entre os acoplamaritase internetworkprecisamos co-
nhecer como este Ultimo muda com o tempo. No caso particmaue este é constante e igual
para as duas redes encontramos

1 1 3 ,\ Y2
yE = Eiz(l—ZeJrész) , (6.13)

sendo que o sinais de-) e (+) referem-se, respectivamente, aos valores minimo e maxmo d
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acoplamento para que as redes sincronizem.

Os valores d¢ obtidos por meio da Equacdo (6.13) definem a fronteira desiiza-
¢ao no espaco dos parametros paraf)< 0,1. Sey > y¢ as redes sincronizar&o apds um certo
tempo transiente, mas< y; a sincronizagcdo ndo sera observada seja qual for o tempo tran
siente utilizado. Especificamente, pgra y;- 0 erro de sincronizagéo médio dado pela Equacdo
(@.3) deve decair com tempo em uma lei de potéfftEntdo, assuminde = 0, 1 investigamos
a evolucéao temporal do erro de sincronizagéo medio para:, sendoy; determinado a partir
de (6.18). A Figura 6]2 mostra que o comportamento tempararch de sincroniza¢do con-
corda com a previsdo teorica. Além disso, para o valor oritiw acoplamentoy = 0,22308
o melhor ajuste dos dados indica um decaimento lei potémoracoeficiente 108+ 0,03, o
qual estd em bom acordo com o valor encontrado na literatd@+10, 05*C para sistemas
pertencentes a classe de ruido multiplicativo.
Figura 6.2: Evolucdo temporal do erro de sincronizacdo snédire duas réplicas de redes de mapas da tenda

acopladas local e bidirecionalmente. Os dados correspoade= 0,1 e N = 10° e a média foi realizada con-
siderando 100 condigdes iniciais aleatodrias.
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FONTE: O autor.

Outra propriedade de sincronizacdo que esta relacionadaocmaior expoente de
Lyapunov transversal é o tempo de sincronizacdo médio.dastatidade é, geralmente, deter-
minada considerando a evolugcdo de um conjunto de trajst@narificando o tempo no qual o
erro de sincronizacdo médio € menor do que um certo ygloMas, como vimos ao deduzir-
mos a equacao do expoente de Lyapunov transversal, o ernoctlerszacédo médio satisfaz a
equacao

Pn = poe". (6.14)
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Portanto, se assumirmos que para Ts 0 erro de sincronizagdo médio € igual ao valor de corte
Pc € quepg = 0,5, obtemos

In(2pc)

i (6.15)

Ts =

A Equacédol(6.15) relaciona o tempo de sincronizacdo médio@onaior expoente de Lya-
punov transversal &’. Nossa suposicao de qpg = 0,5 deve-se ao fato de que as condi¢des
iniciais sdo definidas aleatoriamente dentro do inter{@ld. Portanto, comgy representa
uma gquantidade média, esperamos que ele se aproxime cadwigedo valor suposto a me-
dida que adicionamos mais condi¢des iniciais ou aumentarted®anho das redes.

Considerando novamente 0 caso em que o acoplanmeetmetworké constante, o
tempo de sincronizagdo entre as redes sera dado por

In(2pc)

= ) 6.16
IN|1—y® —y¥|+In2+1In(1-2¢ + 3¢2) (6.16)

Ts

Se assumirmog® = y¥) =y, que corresponde ao caso ilustrado na Figurh 6.1, a equacao
acima adquire a forma

In(2pc)

Ts= . 6.17
> In|1-2y|+In2+1in(1— 2 + 3¢2) (6.17)

Uma simplificacdo adicional é obtida quange- 0,25 que corresponde ao valor critico para o
caso de dois mapas acoplados. Assumindo tal valor encargram

In(2pc)
lin(1-2e+3¢2)

(6.18)

s:

Finalmente, realizando uma expanséo em série de potémoitesidminador até segunda ordem
e desprezando os termos de ordens superiores obtemos

Tons ———tC) (6.19)

Logo, em primeira ordem, o tempo de sincronizacdo médioidmra £ seguindo uma lei
poténcia. A Figura 63 mostra a curva de decaimento do teramindronizacdo em funcao
da intensidade do acoplameriranetworkpara dois valores de acoplamento entre as redes.
Os resultados indicam um bom acordo entre a curva analitosadados obtidos numerica-
mente. Tanto em um como no outro caso consideramos as tiagesincronizadas quando

p < pe = 1012 Se, em vez de um acoplamento bidirecional utilizassemoaagplamento
unidirecional, entdo o comportamento como lei de potérazia sbservado panga= 0,50 como
demonstramos efft.
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Figura 6.3: Tempo de sincronizacdo entre duas réplicas ks rde mapas da tenda acopladas local e bidire-
cionalmente em funcéo do acoplamemtivanetwork As linhas correspondem ao resultado analitico e os pontos
representam os valores médios sobre 100 condicoes iratigigirias &N = 10°.
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FONTE: O autor.

6.4 Acoplamento periodico

Vamos considerar, agora, 0 caso em que 0 parametro de aesptayrpode variar
espaco-temporalmente. Isto significa que o acoplamatemetworkpode apresentar valores
diferentes em cada instante de tempo e para cada sitio d=s ol uma questéo de simplici-
dade assumiremos, porém, que a o acoplamento é periodisejaugue as ligacdes entre as
redes através de determinados sitios ocorre em periodesyge bem definidos. Por exemplo,
sey?' > 0 para um dade, entéoyﬁip.yﬁ’i > 0 para toda > 0, sendop o periodo de variacéo
da topologia. Note que a periodicidade espacial do acoplenméio significa que a intensidade
da interacdo é a mesma a cada periodo, mas apenas que @mt@age sempre N0 Mesmo
intervalo de tempo. Em relacdo a intensidade da interagovassumir que ela corresponde
a um numero aleatério tomado de uma distribuicao unifornje ictiervalo € bem definido.

Portanto, em geral, ela muda com o tempo.

Consideremos, entao, que a dindmica do sistema € dada e (fué a cada instante
de tempoyrf’i e y?{‘ sdo nao-nulos apenas para um determinadd, e j = ky+1 modN.
O valor da variavek em cada instante pode ser definido arbitrariamente; no tentzmos
assumir qu&k = n modN. Dessa maneira, estamos impondo queremN iteradas todos
os sitios de uma rede interajam diretamente com os sitiosittia ede. Note também que
duranteN iteradas cada sitio de uma rede acopla-se com seu correspertth outra rede em
dois instantes de tempo, mas, sery.éfbyé y},” em cada instante apenas um deles exerce uma
influéncia sobre a dindmica do outro. A Figural6.4) ilussadorma de acoplamento para os
dois primeiros instantes de tempo. Observe que a imposgd@mek = n modN equivale a
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mantermos as conexomgernetworkfixas e rotacionarmos as duas redes a mesma quantidade,
mas em sentidos contrarios, a cada instante de tempo.

Figura 6.4: Representacdo esquematica do acoplarmgatoetworkperiodico paraN = 8 e dois instantes de
tempo subsequentes.

FONTE: O autor.

Como no caso em que 0 acoplamento é constante estamos iandeessn analisar as
condicBes em que ocorre a sincronizacao entre as variﬁi)eﬂ'syg) de cada rede. Sabemos,
porém, que para ela ser observada é necessario que a iathnsiol acoplamento seja maior
do que um certo valor critico. Portanto, para garantirmas@anizacao das redes devemos
assegurar qUﬁ(Z’i) > y. para toda > 0. E possivel observar sincronizagdo mesmo que ocorra

%(ZJ)

frequéncia bem menor do que os demais, caso contrario aaffasto das trajetérias em relacao

< ¥ em alguns instantes de tempo. No entanto, estes valoresdm@rer com uma

a.7 serd, na média, maior do que a aproximacgdo. Diante dissms/agsumir que quando ha
interacdo entre os sitios=£ k ei = k+ 1 para as redes eY respectivamente) a intensidade do
acoplament (=) ¢ [V , Y& |. Portanto, precisamos encontrar os valores que definemmibedi
desse intervalo. Mas, como os valores criticos ndo depeuddet®ampo, para determiné-los
consideraremos que, se dois sitios estdo acoplados,aci@tevcorre com a mesma intensidade
em todo o tempo.

Vimos que, independentemente das regras que definem o mesptaentre as redes,
pequenas perturbacbes el se propagam no tempo de acordo cém](6.5). Portanto para o
acoplamento periddico a perturbacdo em cada variavel e sera dada por

6= A-yF Q)85
67 = 1-yF )85
o) = Fo¢)0Y) parai > 2
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Paran = 2 os sitios acoplados séo outros e a perturbacgédo torna-se

057 = F el = @ yF ) () ot
o2 = (1—yF >¢£2>=< Y (XP))F <“>¢éz>
0 = (1-yF ()oY = 1 F HF ()9

¢£i) = F/(Xg> (Xz )¢o parai > 3.

Entdo, apod iteradas, o acoplamento ocorrera igualmente entre todsgios e, portanto, a
perturbacao sobre as variaveis sera

oy = (1- v<|'LF )

Consequentemente, para qualqUenultiplo inteiro deN teremos

o)) = (1—y)ZTN (Tf!;lF’(xg))> b -

Agora, dividindo ambos os membros pﬁél) e tomando a raiZ -esima obtemos

i\ YT T-1 . YT
(s5) -l (=)
0 n=

Finalmente tomando o logaritmo natural em ambos os ladazeadaT — « encontramos

jim =1 o'\ _ In(1— )2/N+||mi Tlln\F’ | (6.20)
fmgn| g = ey 2 e

Dado que as redes sao ergodicas, podemos escrever
AL = In(A—y)ZN+HAN,g). (6.21)

Esta equagdo constitui um caso particular[del (6.8) e o fatpre2aparece resulta da nossa
imposicao de que apenas dois sitios distintos estdo aasplaidirecionamente a cada instante
de tempo. Entéo, se assumirmos que o acoplamento ocoreesitios distintos, obteremos

AL = Inj1—y*N+A(N,g). (6.22)

Para obter o valor dg& usamos a condicdo de nulidade do maior expoente de Lyapunov
transversal. Entdo, assumindlp = 0 em [6.2R2) encontramos

& =1+e NANE/K (6.23)
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Esta equacao nos fornece os valores maximo e minimo do aveplainternetworkque per-
mitem a sincronizacédo. Observe, porém, que ela resultgiem 1, o que significa que néo
precisamos nos preocupar com o valor méximq(ag ja que ele esta fora do intervalo no qual
este parametro € definido.

No caso em que o valor deg dado, podemos utilizar a condicédo de nulidade do maior
expoente de Lyapunov transversal para determinar o nuneecorexdex. hecessario para
gue as redes sincronizem. Fazendo iSso encontramos

—NA(N, €)
Ke=——1—. 6.24
Note que, para obter as equacdes acima, ndo fizemos nenhpasicéo sobre os valores do
acoplamentantranetwork Mas, se assumirmas< 0,1 o expoente de Lyapunov maximo sera

dado por[(6.10). Neste caso, podemos escrever

x|z

Vo =1— (2,/1—2s+252> , (6.25)

N [|n2+ In(1—2¢+ 352)%]
In(1-y)

Observe quer € menor quanto maior o valor dee menor for a razabl/k. Considerando o

Kc:

(6.26)

caso ilustrado na Figufa 6.8, = 8 e k = 2, a equacdo acima nos fornege,, = 0,9048 e
Yemax= 0,9375, que correspondenza= 0,1 e€ = O, respectivamente. Para este caso, também
analisamos a evolucao temporal do erro de sincronizacammeduacaol(4]4). Os valores
dos parametros de acoplamento para os quais obsen@md® 1?2 sdo mostrados na Figura
[6.3. Podemos observar que tais valores coincidem com aqgobtielos mediante a Equacao
(6.28) para acoplamentos fracos, mas a medida que o acapt@aimatensificado eles perdem

a correlacéao.

6.5 Quantidades efetivas para as réplicas acopladas periodica
mente

Para construir um sistema efetivo para as redes com topolagando no tempo pre-
cisamos determinar os expoentes de Lyapunov ou autovadfetigos e os vetores de Lya-
punov de. Entédo, de posse dessas quantidades, usamos a Eduatja(a.dpter a matriz
de acoplamento do novo sistema que, por construcdo, afaesemesmas propriedades de
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Figura 6.5: Fronteira de sincronizacamernetworkno espaco dos pardmetros. A linha refere-se ao resultado
analitico dado pela Equagdlo (6.25) e os circulos represeagavalores obtidos numericamente variando os
parametros de acoplamento e verificando qugmetol0-*? em 16 iteradas subsequentes.
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FONTE: O autor.

sincronizagdo do sistema variavel no tempo. De forma gerautovalores efetivos sdo de-
terminados considerando a taxa de decaimento dos autesalarmatriZ),. No entanto, se
conhecemos os vetores de Lyapunov do subespaco de sirmg@nizpodemos determinar os
expoentes de Lyapunov efetivos usarido (4.23).

Em geral os vetores de Lyapunov g€ ndo sédo conhecidos. Mas, como mostramos
no capitulo anterior, existem casos que nos permitem sufoome desses vetores. O sistema
descrito na se¢ao precedente € um desses casos. Os moévassdavam a acreditar nisso séo
semelhantes aqueles usados para a rede cuja probabilidadaekédo decai com a distancia,
isto é, a periodicidade e a invariancia. A diferenca aquieajinvariancia do acoplamento s6
pode ser inferida em instantes de tempo que sdo multiplesastdeN. Portanto, para utilizar
(4.23) devemos substituB; por Qp, sendop = nN.

Considere, entdo, o caso em dde= 8 ek = 2 que € 0 mesmo analisado na secao
anterior. A matrizZQy para este acoplamento pode ser escrita como

1-y+y> O 0 0 |y—y2 0 0 0
0 1-y 0 0 0 y 0 0
0 0 1-y O 0 0 y 0
0 0 0 1-y| O 0 0 y
On =
y 0 0 0 |[1-vy 0 0 0
0 yv—y?2 0 0 0 1-y+y° 0 0
0 0 y—y* O 0 0 1-y+y? 0
0 0 0 y—y?| O 0 0 1-y+y?

Portanto, usando os elementos dessa matriZ_eml (4.23) elemrsilo que os vetores de Lya-
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punov de¥ sao os vetores da base circulante obtemos

3 1 1t g2rim(s—r)/N
Am = —Inj|= [QN]s,r amis=
Y Ns,rzzo
i 1 l . N N mim mm T erim N_ im
= g N<N(1 y)+2y2+2ye — Ve 51 Ve
= lIn 1 N(1-— )-l—ﬂyz—l—N Cos(rrm)——yzcos(nm)
- NN T3 Y 2
= %In 1—y+§+ycos(mn)—§cos(mn)”. (6.27)
Observe que sm é par ou nulo
2 1
Am = Bln 1-y+—~ +y——H (6.28)
enquanto que s@ é impar temos
A 1
Am = <Injj1- v+——y+y2H
N
1
= N|nH:L_2y+y2H
= %In(l—y)z. (6.29)

Substituindo este resultado €m (4.13) e lembrando ques nasb o sistema isolado refere-se a

uma rede e, portantd, — A(N, €), encontramos
Am =&In(1- )2+ A(N, €) param impar (6.30)

Como o maior expoente de Lyapunov transversal aorresponde én= 1, podemos escrever

Z\N

AL=In(1-y)N+A(N,¢). (6.31)

Note que esta equacéo € idéntica_a (6.21) obtida consideeaadolucdo de pequenas pertur-
bacdes na vizinhanca do subespaco de sincronizacdo. Al@gleakntre estas equacdes nos
deixa mais convictos de que a base circulante € uma baskegiada para sistemas que pos-
suem uma determinada invariancia translacional sobregessrde acoplamento.

6.6 Sistema efetivo para as réplicas acopladas periodicamente

Usando os expoentes de Lyapunov efetidgsobtidos na secao anterior construire-
mos, agora, a matriz de acoplamento efetiva para o sistemaasto por duas redes acopladas
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periodicamente. D& (5.4) temos que

Glap = [Hdiag{e*}H]ap

N-1 - N-1 -

= Z [Hdiag{ e }|aw[H b = z [H]asdiag{e*™}sw[H Twp
w=0 w,s=0

_ %\:;0 —2mas)/N ¢V\ﬁ2\ (2miwb) / z ef\We —2mw(a— b))/

Como}\m =0semée par @\m In(1— y)z/N semé impar podemos reescrever a equagao acima
como

R 1 (N/2-1 N/2 .
Glap = { Y gl-2maw(@a-b))/N 4 (1 _ 1)2/N Ze(—Zm(2w—1)(a—b))/N}‘
=0 =

Entdo, fazenda=0eb=b—a modN encontramos
N 1 (N/21 _ N/2 _
(Glob-a modn) = N{ Y e EmAE BNy (12N 5 e<—2m<2w—1><a—b>>/N}
= [Glab (6.32)

Como esta igualdade vale paratab=0,1,--- ,N—1 a matriz de acoplamento efetiva € uma
matriz circulante. Portanto, para determiﬁhcompletamente precisamos determinar apenas
os elementos da primeira linha. Calculaniﬂ}:ﬂo,b encontramos

R 1 (V21 N2
[Glop = N{ Z g(2mM2wWb)/N 1 (1 _ y)2/N Ze(zm(ZW—l)b)/N}
w=0 w=1

_ %{eo+e(2mzb)/N_|_ezm'4b)/N_|_m+e(2m2(N/2_z)b)/N+e(2m2(N/z_1)b)/N n
(1_y>2/N <e(2mb)/N+e(2m3b)/N+_"+e(2m(2(N/2—l)—1)b)/N+e(2m'(2N/2—l)b)/N>}
%{eoJre(zmzb IN | 2mdb)/N |, o (2midb)/N | o (2mi2b)/N

(1—y)¥N (e(zmb)/N+e(2ni3b)/N+._'+e(—2m'3b)/N+e(—2ru'b)/N)}

Para simplificar esta equacado vamos utilizar a relacéo d&.Htdzendo isso ficamos com

"Wb> 1 2(1—y)2N %4 cos(m(ZWT_l)IO) }

w=1

—

. 1 N/4 4

Clop = {l-codm)+2% cos(
N w=1

Portanto, encontramos q{fé]ovb # 0 apenas sb=0eb= N/2. Para tais casos obtemos

Gloo=5[1+1-y?N] e Glonz=3[1- @y
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Note que os elementos da diagonal da matriz de acoplamexntiteaefquivalem a soma dos dois
autovalores efetivos ndo degenerados utilizados pararaoresta matriz e qug&',;é[é]qw =

1. Esta dltima assegura a matriz de acoplamento efetivanédssica como sdo as matrizes de
acoplamento do sistema original.

6.7 O sistema efetivo reduzido

Ao deduzirmos a matriz de acoplamento do sistema efetiva ghaas réplicas de re-
des acopladas periodicamente verificamos que ela aprek@stalementos ndo-nulos em cada
linha. Um desses elementos corresponde a soma dos augsvafetivos dividido por dois e 0
outro a diferenca entre o primeiro e o segundo, em ordem daitueg, dividido por dois. Este
resultado, juntamente com o fato de que o tempo de sincigiivzaara mapas suaves depende
apenas do maior expoente de Lyapunov transversal, nos rieditac que é possivel construir
um sistema efetivo composto apenas por dois mapas e queyprepuiedades de sincronizacao
equivalentes.

A matriz de acoplamento do sistema efetivo reduzido € dada po
R 1-6
& ( (1-6.) > , (6.33)

(1+6,)
em quef, = e\ é o autovalor efetivo associado ao maior expoente de Lyapafeiivo

(1—|— 91_)
(1-6,)

Nl NI
NI NI

transversal &”. Vamos definir um parametro de acoplamento efefidado por

V:%(l—@L). (6.34)

Usando esta nova quantidade a matriz de acoplamento dfathase

~ 1—v v
G:( Y VA>. (6.35)
o1y

Esta matriz € bastante familiar e representa um acoplantéditecional entre dois mapas,
Equacaol(ZI3).

De acordo com a Equacdo (6.15) o sistema efetivo reduzidésteos com conexdes
variaveis exibem o mesmo tempo de sincronizacdo medio sesaagresentarem 0 mesmo

expoente de LyapunoX ;. Como o primeiro representa um acoplamento bidirecionakent
dois mapas, este expoente € facilmente determinado. Maispmente ele é dado por

AL =In(1-2)) +A, (6.36)
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sendoA o expoente de Lyapunov associado a dindmica do mapa utiliZzmtéo, substituindo
(6.32) nesta equacéo obtemos

A

AL = In(8)+A
A.

AL = AL+ (6.37)

Portanto, se 0 mapa utilizado para o sistema reduzido falledo de tal maneira que seu
expoente de Lyapunov associado a dindmica#seja igual ao expoente de Lyapunov maximo
do sistema original, isto &, s& = A(N,€), entdo ambos 0s sistemas apresentardo a mesma
dindmica transversal ao subespaco de sincronizacao equ@rgemente, exibirdo as mesmas
propriedades criticas de sincronizagao.

Nossos resultados sugerem uma nova maneira de estudar ortamgnto dinamico
assintético de sistemas cadticos sincronizaveis. Se #aooos na natureza um sistema sin-
cronizavel cujos componentes possuem uma dinamica queh&ada, mesmo que nao se-
jamos capazes de determinar a quantidade de elementosraaadoracoplamento entre eles,
podemos construir um sistema efetivo reduzido que nos pemsiudar as propriedades de
sincronizacao do primeiro. Considere, por exemplo, umaioedo cérebro que apresenta sin-
cronizacao a partir de um determinado estimulo externa €&e sistema podemos determinar
A perturbando os neurénios sincronizados com um impulsacelé verificando o compor-
tamento desta perturbagédo com o tempo. Esta taxa, como,viim®$ornece o maior expoente
de Lyapunov transversal ao subespaco de sincronizacao,Erisando este expoente ém (6.35)
obtemos a matriz de acoplamento do sistema efetivo reduRielsta-nos, portanto, encontrar a
dindmica dos elementos constituintes do sistema oright@lcaso dos neurdnios podemos su-
por que ela siga algum modelo presente na literatura e, aAssMBEguiMos um sistema que nos
permite estudar o comportamento coletivo de toda uma regjiartir da dindmica de apenas
dois constituintes. Por outro lado, se as equacdes que edaramica do sistema analisado for
desconhecida, mas a série temporal das variaveis puderesitanentdo podemos utilizar os
procedimentos apresentados'éhpara encontrar a forma das equagdes e, portanto, construir o
sistema efetivo reduzido.
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/7 Criptografia baseada em redes
sincronizadas com elementos
nao-sincronos

Sistemas de comunicacdo constituem dispositivos cujadadsd é transmitir dados
para diferentes locais. Em muitos casos, porém, ndo bast@djgpositivo seja capaz de trans-
mitir os dados, mas ele deve fazé-lo de modo extremamentecselentro deste contexto, 0
fendbmeno da sincronizagao de caos tem sido explorado coneteunmento chave para aumentar
a seguranca de sistemas de comunicacao, isto porque asteams idénticos sdo capazes de
sincroniza#! Neste capitulo vamos propor e investigar um método de grafia de dados
para os sistemas de comunicacéo que € baseado em répliedesglsincronizadas cujos os ele-
mentos sao ndo-sincronos. Este método explora a caotaildadinamica dos elementos dentro
da rede e a sincronizacédo entre as réplicas de redes pamaitiadados de modo seguro. Ele
também compartilha similaridades com um método denominadputacao de reservatério, o
gual é associado ao modo pelo qual a informacéo é processaasmitida no cérebro. Tanto
em um como no outro ndo ha um esquema de codificacdo de casaptérdefinido a partir
do qual a mensagem é criptografada, mas este é estabelecatdada propria comunicacao
por um processo de aprendizagem. Além da sincronizagéivatgimos uma quantidade fisica
denominada entropia de transferéncia que, em um sentidoanglo, mede a influéncia da
dindmica de um sistema sobre o outro. Empregaremos esttidatinpara verificar a corre-
lac@o entre o sinal e 0 estado da rede a cada instante a fimabifaer corretamente os dados
criptografados. Finalizaremos o capitulo discutindo aéfitia e seguranca do sistema pro-
posto e apresentando algumas modificacdes que podem seadaslpara torna-lo ainda mais
seguro.
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7.1 Sistemas de comunicacao com caos

O processo de comunicacao pode ser definido como a acao dmitiae eventual-
mente receber outra mensagem como resposta, tal como entagaalé e-mails. Do ponto
de vista mais técnico, a comunicagdo envolve a transmiséoepgao de mensagens de uma
fonte para um destinatario sendo que a mensagem, para s&Enitida através de um meio
fisico ou equipamento, € antes codificada em um sinal de acord esquema de criptografia.
Esquematicamente h& cinco elementos em um sistema de @ap@oi um emissor, um codi-
ficador, um canal de transmiss&o, um decodificador e um @EeptO codificador manipula
a mensagem de modo que ela possa ser transmitida atravésal@ @adecodificador realiza
0 processo reverso. A Figuralr.1 ilustra como estes elemeat arranjados em um sistema
de comunicacdo. Além destes componentes o sistema de a@p@nipode dispor de outros
elementos que Ihe assegure protecdo contra ataques @ositru

Figura 7.1: Diagrama esquematico de um sistema de comaiicac

@— decodificador
emissor receptor

Em um sistema de comunica¢do a mensagem consiste em um rient&dos chama-

FONTE: O autor.

dos, frequentemente, dados primarios. Tratam-se de sjnaipodem assumir muitas formas
bem como ser traduzidos em termos numéricos, motivo pelpgdamos medir a quantidade
de informacdao transmitida. Quando a mensagem € composfgitiesdinarios, cada unidade
de informacéo é chamadat. Em um computador, por exemplo, cada caractere € traduzido
por uma sequéncia binaria cujo tamanho ou nimetutdelepende do esquema de codificacdo
utilizado. Especificamente no esquema ASCII cada caracberesponde a uma sequéncia de
8 bitsdenominada byte. A letra “c”, por exemplo, € lida como 0110100

Quando a informagcdo de uma mensagem pode ser consideragemiente de seu
contetdo semantico ela pode ser definida estatisticantemtieamos, entdo, no campo da teoria
de informacéo, no qual toda informacé&o deve carregar unedgndinacao, caso contrario, nao
pode ser propriamente considerada informacdo. Mais paraeiste, dado um sinal deve existir
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uma indeterminacao em relacdo ao proximo sinal e a quastidadnformacao deste ultimo
€ uma funcédo da probabilidade dele ocorrer. Na realidadeatigade em questdo é igual ao
negativo do logaritmo na base 2 da probabilidade do $ffaPortanto, no campo da teoria
de informacéao, a informacgéo propriamente dita ndo se raféoeque dizemos” mas a “o0 que
poderiamos dizer”.

Para a maioria dos casos de interesse, o sistema de confimiteag, além de transmi-
tir as mensagens com pequena probabilidade de erro, serdaf@zé-lo de modo seguro. Em
outras palavras, desejamos que apenas determinadosatirsis recebam ou sejam capazes
de decodificar a mensagem enviada. Um passo importante seds#o foi dado no inicio na
década de 984 Mais precisamente, foi demonstrado que o fenémeno da sizegio de
caos poderia ser explorado como elemento de seguranceae Brasa diferentes sistemas de co-
municacdo baseados em sincronizacéo de caos foram prepdsiestigados?**:3 Em geral,
tais sistemas assumem uma dindmica cadtica para o emisa@ e peceptor. O emissor entao
codifica a mensagem em um sinal cadtico e, apds a transmasaensagem é decodificada
pelo receptor sincronizado ao emissor.

Fora do escopo da sincronizagao, uma abordagem altermpatreatransmitir dados
usando sistemas caéticos acoplados foi apresentada pgreHiu! No modelo de Hung e Hu
uma mensagem bindria é codificada pelo emissor de acordo sentido do acoplamento entre
mapas caoticos dispostos em um anel e, para decodificar ageenso receptor determina a
entropia de transferéncia entre as varidveis de mapasgiérges. A entropia de transferéncia
€ uma quantidade que diz respeito a quanto o estado futumnm destema € afetado pelo estado
atual de outro sistema. Ela ¢ definida cctfio:

P(Yni1[Yn, Xn)
P(Ynt1/Xn)

em quep( , ) e p( | ) denotam as probabilidades conjunta e condicional, respaatnte,

Txa=¥nis = » P(Ynt1, Yo, Xn) log (7.1)

e a soma é realizada sobre todos os estados possiveis pasteosasX e Y. Note que
esta quantidade é ndo-simétrica, ou seja, se interaca@ angistemas for diferente obtemos
T Yot 7 NWaoXayq- POrtanto, dado um sistema composto por varios elemertersigentes,
podemos utilizar a entropia de transferéncia para detarmqimis elementos interagem entre si
e qual o sentido da interacdo. A Figlral 7.2 mostra o0 comperitonda entropia de transferén-
cia em funcéo do parametro de acoplamento para dois mapasaleede de mapas acoplados
unidirecionalmente. Observe que no sentido correto daaigde(i — j) ela tende a crescer
com acoplamento, enquanto que no sentido contfgrie i) ela é aproximadamente nula para
todo o intervalo do pardmetro. Ha ainda duas regi6es ondé elda em ambos os sentidos,
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isto ocorre porque os mapas exibem um comportamento pesiddssas regides do parametro.

Figura 7.2: Entropia de transferéncia em funcao do paréndetacoplamento para uma rede de mapas logisticos
acoplados unidirecionalmente. Os dados foram obtidosderedaN = 100 mapas na rede e°lileradas.
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FONTE: O autor.

A novidade do modelo de Hung e Hu é que ele néo requer a sizeig#o para a trans-
missao de dados mas somente a determinagéo da entropiasfer&acia. No entanto, como
esta quantidade é definida em termos de probabilid&des, grande nimero de observacées
da dindmica dos mapas é necessario para decodificar a mend2@® os dados mostrados na
Figura[7.2, por exemplo, utilizamosZideradas para determinar as probabilidades dos eventos.
O tempo ou quantidade de iteradas minima para o receptonidese a entropia de transferén-
cia entre os mapas foi definido por Hung e Hu como tempo deaedax Portanto, a transmis-
sao de informacéao através de seu mecanismo requer intedal@mpo que sdo multiplos do
tempo de relaxacao.

Considerando as duas possibilidades mencionadas de capanibaseada em caos,
propomos um mecanismo de criptografia que utiliza tanto @femo da sincronizacdo como a
entropia de transferéncia. Nosso mecanismo é compostaipsirddes de mapas acoplados, a
emissora (E) e a receptora (R), sendo a rede receptora urnaréplemissora. A transmissao
de uma mensagem através do sistema é realizada a partirgdesti@gios que denominamos
pré e pos-sincronizacdo. Na realidade a transmissao deagemspropriamente dita ocorre
apenas no segundo estagio, no entanto, a conclusao dorpriestagio é fundamental para
0 processo de decodificacdo da mensagem. NoO estagio prérsracao as redes passam a
interagir diretamente até que suas variaveis corresptegléornem-se idénticas, ou seja, até
que ocorra a sincronizacaaternetwork Uma vez que as redes estejam sincronizadas inicia-
se 0 segundo estgio do processo que consiste na transmids&odificacdo da mensagem.
Neste estagio a interacdo entre as redes € desativada e agerand codificada em um sinal
binario por meio de um dispositivon-off A vantagem desse procedimento € que podemos
transmitirN bitsde informacéo a cada unidade do tempo de relaxacao, o quedatklerar a
transmissao de dados quando comparado ao modelo de HungrenbHimente, para decodificar
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a mensagem o receptor utiliza a entropia de transferéri@arteo no modelo mencionado. No
entanto, ela é calculada, ndo mais entre os mapas na redggmasentre cada mapa e a
variavel que representa o sinal.

Embora o nosso sistema de comunicacao seja capaz de Enbitgem um mesmo
intervalo do tempo de relaxagao e, com isso, acelerar o ggoae transmissao de dados, sua
principal vantagem néo € apenas diminui¢cdo do tempo, ma® adéatransmitir a mensagem
de modo bastante seguro. Na realidade consideramos egtelsegspecto a propriedade mais
importante do nosso modelo. Mesmo que um intruso consigadaso valor de todas as vari-
aveis de estado das redes emissora e receptora, se ele h&pawu precisdo a forma e inten-
sidade do acoplamento, ele ndo sera capaz de decifrar ageemsarretamente. Nas proximas
se¢Oes vamos discutir mais detalhadamente sobre 0 mecarigtografico proposto.

7.2 Descricdo do sistema de comunicacao

Considere um sistema de comunicagédo formado por duas redeapds acoplados
denominadas emissora (E) e receptora (R). Exemplos de ssteampostos por duas redes
foram estudados no capitulo anterior do ponto de vista damiizacdo de caos e, portanto,
sempre que for necessario retomaremos as ideias expogtadenaapitulo. Aqui, a quantidade
de elementos ou sitios em cada rede € definida de acordo camaaha da mensagem, em
bits, que se deseja transmitir a cada envio. Uma mensagem oudeot@nsagem dd bits
por exemplo, requeK sitios por rede. Como nos casos estudados, as redes sadoaddénts
sitios dentro da rede sdo submetidos a um acoplanr@ranetworklocal e bidirecional.

Para que ocorra a comunicacao entre o emissor (E) e o re¢B)teles devem estar
conectados de algum modo. Esta conexao é representada etoratrdvés do acoplamento
entre as redes e, portanto, ele é estabelecido durante woppdépcesso de comunicagdo. No
estagio pre-sincronizacdo atribuimos um valor iniciahtgo as variaveis de estado de cada
rede e as evoluimos até obter a sincronizagéErnetwork ou seja, até que as variaveis de
estadoeg) da rede emissora se tornem idénticas as variaveis de eré@ada rede receptora.
Apos isso, inicia-se o0 segundo estagio do processo. As mensaao, entdo, criptografadas
de acordo com as variaveis de estado da rede emissora eametbrma de sinal para a rede
receptora. Esta, por sua vez, decodifica a mensagem comtidenal calculando a entropia
de transferéncia deste com suas variaveis de estado. @&maks pois, cada um dos estagios

separadamente.
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7.2.1 Estéagio pré-sincronizagéo

No capitulo anterior estudamos as condicfes de sincr@uzagtre duas réplicas de
redes para alguns casos de acoplamémernetwork Utilizaremos, entdo, os mesmos es-
guemas de acoplamento para as redes (E) e (R). Portanto,nmeinoriestagio a dindmica do
sistema sera descrita pela Equa¢ad (6.1). Vamos consid@iaimente o caso especifico em
gue o acoplamentimternetworké constante e homogéneo e que apenas a rede (E) influéncia a
dindmica da rede (R). Uma representacdo deste acoplamenteséatada na Figura ¥ .3.

Figura 7.3: Representagéo esquematica das coneccdevgsitms das redes emissora e receptora no primeiro
estagio do mecanismo de comunicacéo.

FONTE: O autor.

Vamos considerar que a dinamica local da rede € dada pelo daafnda e que o
parametro de acoplamento< 0,1. Entdo, de acordo com as equacges (6.8) €](6.10), o maior
expoente de Lyapunov transversal ao subespaco de siregénipara o caso considerado sera
dado por

1
)\L:In|1—y\+ln2+éln (1—25+g£2). (7.2)

Entdo, se considerarmgs> 0,5 obteremos\| < 0 para qualquer valor de acoplamento con-
siderado e, portanto, as redes certamente sincronizad@oadgum tempo de interacao entre
elas. Comg/= 0,50, neste caso, equivale/a= 0,25 para o acoplamento bidirecional, o tempo
médio minimo de interagcdo necessario para que as redesnegtegincronizadas, isto é, para
gue o erro de sincronizacao seja menor dogue 0, sera dado pela Equacéo (6.19). Portanto,
dado um valor de acoplameritdranetworke y = 0,5 sabemos quanto tempo devemos deixar
as redes interagindo para que elas sincronizem. Uma vezsqwsl@s estejam sincronizadas
inicia-se 0 segundo estagio do processo.

7.2.2 Estéagio pos sincronizacao

O segundo estagio tem por objetivo transmitir uma deterdaimaensagemm através
das redes de modo eficiente e seguro. Uma condi¢ao necesgagas redes permanecam sin-
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cronas durante todo o processo. Caso contrario, o recet@end capaz de ler corretamente a
mensagem. Entdo, para satisfazer tal condi¢do realizamasincamento d®(pc) nas vari-
aveis de ambas as redes imediatamente apés a conclusaoneo@estagio. Entdo, como as
redes constituem sistemas idénticos e o truncamento fazjoensuas variaveis sejam exata-
mente as mesmas, elas permaceréao sincronas independ#etdmacoplamento, motivo pelo
gual o desligamos neste estagio. Outro motivo para desacpledes € aumentar a seguranca
da comunicacéo ja que um intruso - capaz de determinar carisogodas as variaveis da rede
(E) no final do primeiro estagio, mas cujo acoplament@anetworké minimamente diferente

- NA0 conseguird manter-se sincrono a ela quando a mesnaa deignviar informacéo sobre
os estados de suas variaveis em cada instante de tempo.

Introduzimos, entdo, um novo sistema dinam&ow — w que é responsavel por
codificar a mensagem no sinal. Este sistema define o valomdbsgiem cada instante de
tempo associando os caracteres da mensagem as variaveiadteaa rede emissora por meio
de um mecanismon-off Este mecanismo funciona da seguinte maneira:i s&sono elemento
dem possui o valor 1, entdo considera-se qﬁl)einfluencia a dindmica ds, (modo-on), caso
contrario, ndo (modaff). Portanto, o valor do sinal em cada instante de tempo sd@uta:

Sne1r S= (1—B)sn+E S e/ m() (7.3)
n i;

emque=(N-1)/Nen= ZiNzl m®) & um fator de normalizacdo. Note que a magnitude
do sinal ndo é uma caracteristica da mensagem, mas da dinéadiica da rede (E). Logo,
se o sistema for iniciado a partir de estados iniciais diz$ina mesma mensagem resulta em
diferentes sinais. Por outro lado, pode ocorrer que duasagens distintas resultem em um
sinal com a mesma magnitude em algum instante de tempo, aotenesta situacdo sera
pontual e ndo deve se manter com o tempo.

O sinal com a mensagem, isto é, o valorsgem cada instante de tempo é entao en-
viado ao receptor por meio de um canal. Apoés receber o siredeptor inicia o0 processo de
decodificacdo da mensagem verificando quais vari@%imfluenciaram e quais nao influen-
ciaram o valor des, ;. Isto é possivel porquéf) = rrq) e, portanto, ele ndo precisa receber a
informacgédo das variaveis da rede (E). O receptor, entdociass simbolo 1 quando verifica a
influéncia e 0 caso contrario, sempre respeitando o indiseitios na rede. Uma ferramenta
gue permite ao receptor realizar tal verificacao € a entampteansferéncia. De fato, calculando
a entropia de transferéncia de cada variavel da rede reaqm@m o sinal,

P(snsalsn )
P(Sh+1/Sn)

To o =Y P(sr.s.r)log

" —Sh1

(7.4)
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0 receptor determina quaiﬁ) contribuiram para o valor do sinal naguele instante de tempo
Entéo, ele decodifica a mensagem enviada usando o seguctdpnento: Sgré”esm >0
entdom() = 1, sendan) = 0. O célculo das probabilidades condicional e conjuntassses
para a obtencao da entropia de transferéncia pode serddettiizando, por exemplo, um
algoritmo de contagem de caixas ou estimador de Kernel. Yaionsiderar aqui o primeiro
procedimento e, no lugar das variévéi%,s] €Sy 1, as variaveis binélriat'q(,]i*,§n e$. 1, emque
X=0sex< 1/2 eX= 1 caso contrario. Neste caso, o somatério na Equacdo (fhreende
apenas oito termos, ja que ha apenas oito estados binasst@is. O fato de considerarmos
apenas as variaveis binarias para o calculo da entropiggtambs permite assumir que o sinal
j& € enviado como uma variavel binaria. Trata-se, portatgéajm sinal digital que pode ser

transmitido através de qualquer canal publico.

Quando o receptor calcula a entropia de transferéncia paugperar a mensagem ele
dificilmente obtera um valor nulo. No entanto, para os s@tm®ectados ele obtera uma medida
significativamente superior aquela obtida para os sitiesngio estdo conectados. Entdo, para
recuperar corretamente a mensagem o receptor deve utilzdiltro passa-alto. Propomos
como filtro o desvio padrédo da entropia de transferéncia.s®esaneira, assumimos que a
mensagem lida pelo receptor é dada por

M =o(T

rl

) —o(T)), (7.5)

—S+1

em que®(x) € a funcdo de Heavsidea(T) € o desvio padrdo da entropia de transferéncia
de cada sitio da rede. Uma representacdo esquematicaetoaidé comunicacdo no estagio
pés-sincronizagdo é apresentada na Figuta 7.4.

Figura 7.4: Representacao esquematica do sistema de aap@ioino segundo estagio de funcionamento.

CANAL .
Emissor Dispositivo Entropia de
on—off [Transferencia

Receptor

FONTE: O autor.

Tal como no modelo de Hung e Hu, o processo de decodificaca@dsagem usando
a entropia de transferéncia ndo é instantaneo, mas requegrntonntervalo de tempo minimo
de envio continuo do sinal. Este intervalo de tempo ou gdadd minima de sinais binarios
necessarios para o receptor decodificar corretamente ageans o tempo de relaxacég
Mas, diferentemente do modelo de Hung e Hu, onde este tentgpoedscionado apenas com
o célculo das probabilidades, aqui ele também vai deperadeparametros do sistema. Além
disso,Tr pode ser diferente para diferentes mensagens. Entéo, [farauma estimativa deste
tempo definimos e analisamos o comportamento do tempo deacdla médio< TR > em
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funcéo dos parametros do sistema, sendo a média realiZadasoa certa quantidade de men-
sagens definidas aleatoriamente. A Fidgura 7.5 mostra o atampento do tempo de relaxacao
médio em funcdo do parametro de acoplamenti@network sendo a média calculada para
100 mensagens aleatorias. Os varios pontos para um mesonaealreferem-se a diferentes
tamanhos de mensagem desde<N < 151.

Figura 7.5: Tempo de relaxacdo médio em funcéo do parametmoaplamentintranetwork A média foi calcu-
lada para 100 mensagens aleatdrias para diferentes vaéofds< N < 151.
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FONTE: O autor.

Podemos observar na Figliral7.5 que o tempo médio tende arcceses. Este resul-
tado ja era esperado, porque a medida que intensificamoglaamntantranetworkaumenta-
mos a correlacdo entre variaveis dos sitios vizinhos eaptartdificultamos a identificacédo das
variaveis que nao contribuem para a dinamica do sinal. Tamg@#emos observar na figura
gque mensagens de diferentes tamanhos, diferentes vatohkegesultam em tempos de relax-
acao variados. Analisamos, entéo, a relacao de dependéni@ao tempo de relaxacdo meédio
e o tamanho da mensagem. A Figura 7.6 exibe o comportamesti® téenpo para diferentes
valores deN e . Como na figura anterior a média foi calculada consideran@aighsagens
aleatdrias e, como naquele caso, observamos um compottaonescente do tempo de relax-
acao medio.

Dado que o tempo de relaxacdo médio cresce com ambos, o tamiamhensagem e
a intensidade do acoplamenitranetwork analisamos a dependénciadear > com relacéo
ao produtd\e. A FiguralZ.7 mostra que o comportamento do tempo de relaxaédio cresce
comNe e que seu valor maximo é limitado por uma curva exponenaisgefa,

< TR >maX: KebNE. (76)

Para encontrar os paramett® b da Equacgad (716) consideramos o ajuste exponen-
cial dos valores maximos do tempo de relaxacdo médio em dutkelle. Com isso encon-
tramosK = 4,9x 10° eb = 1/3. Os méaximos do tempo de relaxacio médio e a curva de ajuste
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Figura 7.6: Tempo de relaxa¢@o médio em fungdo do tamanhuelasagens. A média foi calculada considerando
100 mensagens aleatdrias para cada tamb0< € <0, 1.
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FONTE: O autor.

Figura 7.7: Tempo de relaxagdo médio em funcédo do prodatoOs dados correspondem a média sobre 100
mensagens aleatérias.
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FONTE: O autor.

sdo mostrados na Figural7.8. Podemos observar que a cunraeexal fornece um bom ajuste
dos pontos. Entao, substituindo estes parametros na Eg(@giobtemos o tempo de duracao
do estagio pés-sincronizacao para qualquer valer elnl.

7.2.3 Efeito do ruido

Durante a transmissdo do sinal pode acontecer que algum extdrno interfira no
sinal transmitido. Este ruido pode resultar do préprio tanser inserido por algum agente
externo tentando atrapalhar ou impedir a comunicacéao. t®@ieso, é extremamente impor-
tante verificar a quantidade de ruido que o sistema supartagge a comunicagdo seja prej-
udicada. Consideramos, entdo, que o sinal &€ submetido a dmgaussiano de média zero
e varianciao e calculamos a razao sinal-ruido (BER). Esta razéo corresppfrd¢ao ddits
decifrados erroneamente em relacdo ao nimero totztsida mensagem. A Figura 7.9 mostra
os valores médios da razao sinal-ruido em funcéo do pardeheticoplamentmtranetworke
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Figura 7.8: Maximo tempo de relaxagdo médio em func¢éo douypodde, sendo a média obtida para 100 men-
sagens aleatorias.
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FONTE: O autor.

da amplitude do ruido para mensagens de tamanho iguabis51

Podemos observar na Figural7.9 que para ruidos fraces0, 1 a razéo sinal-ruido
€ nula para qualquer valor @de Isto significa que, neste regime, ndo havera distincae entr
a mensagem enviada pelo emissor e a mensagem decoficadagqegitor. Por outro lado, se
consideramos ruidos com > 0,1 a razdo sinal-ruido deixa de ser nula, sendo maior quanto
maior o valor dee. Mas, apesar desta medida ser ndo-nula, seu valor é pecarenanpa ampla
faixa de valores deste parametro. Isto nos permite infexr @ sistema é bastante robusto a
ruidos externos.

7.3 Exemplo

Nesta secdo vamos utilizar o sistema de comunicacao quaraoalile descrever para
transmitir uma mensagem binaria arbitraria. Vamos conasidgue a mensagem contenha 21
bits e seja dada pon=101110010111111110011. Entao, as redes emissora e necept@m
ter N = 21 sitios cada uma. Além do mesmo numero de sitios as redesammpartilhar de
uma chave de seguranca que é representada pelo parametaptireentdantranetwork Se
assumirmos = 0,1 ep; = 10~ as equacdeB (6.119)[e (7.6), resultammgra 323 &(TR)max ~
2 x 10°, respectivamente. Como estes tempos representam valal@spudnsideraremos aqui
Ts=10etr=2x 10%

Apo6s determinar os tempos de sincronizagao e relaxacaibdigtos as condi¢cdes

iniciais para as duas redes e as acoplamos de acordo com edbd@&al) com ) _ 0 e

%(y,i)

as variaveis na@(p;) de modo a garantir que, = r,. Iniciamos, entdo, a transmissdo do

= 0,50. Deixamos as redes interagirem durante ts iteradas e, em seguida, truncamos
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Figura 7.9: Média da razédo sinal ruido em fun¢éo do acopleminanetworke da amplitude do ruido. Os dados
correspondem a 500 mensagens escolhidas aleatoriamenateatgho igual a 5hits.
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FONTE: O autor.

sinals(sn), coms, dado pela Equacab (7.3). O receptor guarda o sinal binarantkn = 15
iteradas subsequentes e, através da Equacao (7.4), calenteopia de transferéncia. Enfim,
usando a Equacédo (7.5) o receptor recupera a mensagemeaen¥ibijurd 7.10D exibe o padréao
binario da mensagem enviada, a entropia de transferénicialarda pelo receptor para cada
variavel e o padréo binario da mensagem lida por ele.

Conforme podemos verificar na Figlra 7.10 cada sitio apr@sentvalor diferente
para a entropia de transferéncia. Além disso, ha valoresias mesmo quando o respec-
tivo indice da mensagem € nulo. No entanto, como mostradtiragermite que o receptor
identifigue corretamente os indices que correspondem=al e, portanto, recupere perfeita-
mente a mensagem enviada pelo emissor. Isto significa quet@geafia envolvida mostrou-se
eficiente. Mas, além de eficiente, podemos afirmar que elaténbasegura. Mesmo que um
intruso seja capaz de copiar todo o sinal enviado, a prabatié dele acertar todas as variaveis
7 durante agg iteradas @ = 2-N® — 263000 Egta ¢ também a probabilidade dele acertar a
mensagem enviada.



108

Figura 7.10: Exemplo de transmissdo de uma mensagemhes2(t) Mensagem binéria transmitida; (b) entropia
de transferéncia (linha continua) e desvio padrao da eatdmtransferéncia (linha tracejada); (c) mensagem
decodificada pelo receptor.
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FONTE: O autor.

7.4 Melhorando a eficiéncia e seguranca

Na secao anterior mostramos que 0 mecanismo de criptogesiatio em réplicas de
redes é extremamente eficiente e seguro. No entanto, pararsizar as redes foi necessario
acoplar todas as variaveis da rede emissora com as vartavetsle receptora e isto gera dois
problemas, um do ponto de vista operacional e 0 outro ema&e@kgeguranca contra um intruso
astuto. O problema operacional diz respeito a capacidadama que deve ser utilizado no
primeiro estagio de funcionamento do modelo. Mais precisde) para enviar o valor de todas
as variaveis da rede emissora para a rede receptora no mestaoieé de tempo e com uma
precisao alta, € necessario considerar um canal analégieocpda variavel e, portanto, sao
necessariobl canais.

O segundo problema diz respeito a existéncia de um intrustoague acompanha a
troca de informacao entre as redes no primeiro estagio@¢enstruir uma réplica sicronizada
da rede emissora a fim de decifrar a mensagem que ela enviguraseestagio. Lembre que a
seguranca da criptografia reside no fato de que as redes deveaénticas e sincronas. Entao,
se de algum modo o intruso conhecer o acoplamiettanetwork(forma e valor de parametros)
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e conseguir obter o valor de todas as variaveis da rede emise@rimeiro estagio, como a
dindmica desta independe da rede receptora, ele tera desdie decifrar a mensagem no
segundo estagio.

Considere, por exemplo, que um intruso astuto possa de alfprma interceptar a
comunicacao entre as redes durante o estagio pré-sinegdoiz copie todos os valores das
variaveis enviadas. Como o nimero de variaveis € igual ao midebits da mensagem ele
determina, de imediato, qual € o tamanho da mensagem quetsag® enviar. Aléem disso, se
ele conseguir acompanhar a evolugcéao temporal de cada usesdesiaveis, entéo ele podera
calcular a entropia de transferéncia entre cada par deve&ia, com isso, determinar quais
sitios da rede emissora estdo acoplados entre si. Istdiciggue ele conseguira determinar a
forma do acoplamentatranetwork O Unico parametro desconhecido sera, entéo, a intensidade
do acoplamenta. Mas como o intruso copiou a série temporal de todas as esiéle pode
tentar determinar este parametro a forca. Para o caso ensqucolos sdo realizados com
precisdadouble o intruso tera que testar ¥0possibilidades.

Uma vez que o intruso determina o valoraele verifica quando a rede emissora para
de enviar os valores de todas as variaveis e comeca a emitialccem a mensagem. Entéo,
ele considera os ultimos valores enviados como condica@irem sua rede, a qual possui 0
mesmo acoplamento das redes emissora e receptora, obssiaouana réplica sincronizada
destas. Neste caso, ndo h4 distingdo entre a rede do reeeptdo intruso e, portanto, este
podera utilizar o mesmo procedimento que o primeiro paradicar a mensagem contida no
sinal durante o estagio pos-sincronizacao.

Os dois problemas que acabamos de apontar podem ser ew&gdssumirmos que 0
acoplamento entre as redes possui a estrutura periodicdisqugimos na secéo 6.4 e a inten-
sidade deste acoplamento varia com o tempo. Como demonstragaela secao, € possivel
sincronizar duas réplicas de redes considerando que arcstdate de tempo cada uma troque
informacdo de apenas uma de suas variaveis de estado. Magjugaisso ocorra, devemos
considerar redes com poucos sitios, por exenigle; 8. Também demonstramos que existe
um intervalo do parametrg para o qual as redes sincronizam. Portanto, considerando va
res dentro deste intervalo, mesmo que eles sejam definidakabmente a cada instante de
tempo, as redes certamente sincronizardo. Vamos analigag, como este novo sistema evita
os problemas apontados.

Ao considerarmos que cada rede compartilha o valor de apenawariavel a cada
instante de tempo reduzimos para dois 0 numero de canaisyatd necessarios para o fun-
cionamento do sistema no primeiro estagio. Com essa redacifitaimos a implementacao do
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sistema do ponto de vista operacional. Isto significa quénogimo problema esté solucionado
ou, pelo menos, foi diminuido. Resta-nos, portanto, verifioano as alteragcdes mencionadas
afetam a seguranca no primeiro estagio de funcionamentstgos.

A primeira mudanca quando consideramos o0 acoplamentodoaridiz respeito ao
etiquetamento dos sitios. Como os elementos de cada redéésdicas e as condicdes inici-
ais sao distribuidas aleatoriamente este etiquetamemalizado durante o proprio processo.
Quando uma rede recebe o primeiro sinal, ela escolhe umaadevatiaveis a qual associa o
indice 1, o segundo a variavel 2 e assim por diante. A redetaee por outro lado, pode
utilizar uma regra diferente daquela que consideramos pibuba anterior, desde que ela seja
conhecida pela primeira. Entdo, esta regra pode ser edpl@@mo parametro de seguranca.
Se ela néo for conhecida pelo intruso, ele ndo conseguitéosizar uma rede externa com a
rede emissora.

A segunda mudanca € aquela que aumenta a seguranca do sistemma maneira
mais elaborada. Ela diz respeito a variacao aleatoria dorptroy em cada instante de tempo.
Neste caso, mesmo que um intruso disponha de umdreds o mesmo numero de elementos
e com a mesma forma de acoplamento ele ndo sera capaz degiddeocom as redes e Y
apenas substituindo os valores das duas variaveis enwacdada instante de tempo em suas
proprias variaveis. Isto porque, cada rede define um valgradeatoriamente em cada instante
de tempo e este ndo é compartilhado no processo. Além disso,@valor de uma determinada
variavel € enviado apenas a cada oito iteradas e os sist@maséticos, a variacdo gevai
impossibilitar que o intruso acompanhe a evolucéo templerabda variavel.

Como no caso do acoplamento constante as redes interagenoomzaatuitra até que
ocorra a sincronizacao entre cada par de variaveis comdsptes. Quando isto ocorre elas
param de enviar informacao de suas variaveis e passam a emaanensagem arbitraria. Para
saber se ocorreu a sincronizagéo, cada rede avalia o tertneopanénteses do lado direito da
Equacaol[(6]1). Se ele € nulo para tédel,2,---,8, entdo as redes estdo sincronizadas. Em
outras palavras, cada rede calcula o coeficiente

8 . .
Wi = 3 IFE) -Fl)l paran=8 @7

Entdo quando elas obtémy, < pc, imediatamente param de enviar informacgéo de suas vagiavei
de estado.

Para que o intruso consiga sincronizar sua réplica com &s mudissora e receptora
ele precisaria determinar todas as variaveis das édmsY quando elas ja estivessem sin-
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cronizadas, pois nesse caso o paramgtanultiplicado por um argumento nulo e, portanto,
nao exerce nenhuma influéncia sobre o sistema. Mas comoessentssora e receptora ces-
sam a interacdo imediatamente ap0s ocorrer a sincroniea¢@oelas o intruso ndo conseguira
determinar todas as varidveis das redes. Mesmo se ele absgrando as redes param de
trocar informacao e, entdo, retomar os valores das vasiéas oito Ultimas iteradas, ele ndo
conseguira determinar o estado da rede completamente peaasada Ultima variavel, pois as
demais ja evoluiram para outros estados nas ultimas setddtee, em cada iterada, um valor
diferente dey foi utilizado. Enfim, se o intruso tentar obter a for¢a o valas outras sete var-
iaveis sincronizadas, com precisdome= 1015, ele tera(10")'® possibilidades de escolha.
Além disso, para manter as variaveis sincronas ele tamb@ngue conhecer exatamente o
valor do parametro de acoplamemtoNeste caso, o intruso terja0’)1°, (10" = 10'?° pos-
sibilidades de escolha e, portanto, dificiimente consegdaterminar o valor correto de todas
as variaveis.

Uma vez que as redes estejam sincronizadas inicia-se dcegtdgrsincronizacao.

Neste estagio a mensagem € codificada no sinal e transmdfidl@gnal. Podemos considerar
este estagio tal como no caso do acoplamento estatico campéesialteracdo de que, agora,
ambas as redes podem trocar informacédo. Além disso, o ea\simdl pode ser realizado pelo
proprio canal utilizado, no estagio anterior, para siniaamas redes. Uma possibilidade de
alteracdo do segundo estagio de funcionamento é estabaheceservatorio com a informacao
das variaveis das redes. Esta alteracdo pode ser realid@mpara aumentar a seguranca do
modelo, mas para tornar o processo mais rapido no segurapaest

7.4.1 Estabelecendo o reservatoério

Nesta etapa cada rede evolui independentemente durants iteradas. Em cada
instante de tempo as red¥ Y verificam os valores de suas variaveis de estado e definem as
variaveis binarias

i) 0 sezrq) <0,5

7)1 sed 05 79
em quezﬁ) = {xﬁ,”,yﬁ,”}. Como as redes estao sincronizadas ten%&“yg) vV n. A Figura
[7.11 mostra a evolucao temporal destas variaveis nas 5eipariteradas para uma realizagédo
tipica do sistema. Também apresentamos as variaveis dercgirdesistema sincronizado a
X eY, porém come 1% diferente. Note que a medida que as redes evoluem os pddgie
perdem a correlacgéo.
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Figura 7.11: Evolucdo temporal (da esquerda para a dirdgta)varidveis binarias da redenas 50 primeiras
iteradas para uma realizagao tipica do sistema. O eixacakdorresponde aos indices de cada variavel, eixo
horizontal ao tempo e as cores aos valores de cada variaweésCura refere-se ao valor 1 e cor clara ao valor 0.

(a) Valores de&) = )751” e (b) aos valores das variaveis binarias obtido por umaitenese sincronizadaX e,
porém cone 1% diferente.

R
R

FONTE: O autor.

Cada rede armazena o padréo binario em uma espécie de réservéiste reser-
vatério, idéntico para as red¥se Y, sera fundamental para o processo de codificacao e decodi-
ficacdo das mensagens, o qual discutiremos na proxima $eademos dizer que o reservatorio
contém a chave de encriptacéo de toda informacéo que aspeskesm trocar naquele contato.
Sua funcionalidade, portanto, assemelha-spaatdo método de Vernan cipher e, como neste
método, o padrdo binario ndo € constante. De fato, mesmo regl@s utilizarem sempre o
mesmo valor dee em cada contato, o padrao sera diferente, pois ele tambéendiemlas
condic¢des iniciais, as quais séo definidas aleatoriamentegola rede.

O padrao binario em cada instante de tempo também pode sazemado na forma
de caracteres de acordo com algum esquema de codificacédoitde Réste caso, os padroes
exibidos nas Figura 7.11 seriam substituidos por uma se@uéa carateres. Outra possibili-
dade é a rede guardar o padrdo binario no reservatério escd®@w na forma decimal, isto é,
calculando e armazenando o numero

8

A 5(i) y—i

a=\5 722 (7.9)
i;

A Figural7.12 mostra a série temporalagobtida a partir do padréo binario exibido na Figura
[7.11. A informacéo contida tanto em uma como na outra é a mesuliéerenca ocorre apenas
na representacao que, em alguns casos, pode ser mais eogenm uma ou outra forma.

O tamanho do padrao binario ou, de modo equivalente, da wénporal dea, é
dado pelo tempo de relaxacd@g. Este tempo como vimos anteriormente € limitado por uma
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Figura 7.12: Evolucéo temporal do padrdo binario da Figuid onvertido em numero decimal através da
equagad(719). A linha continua (tracejada) correspongedrio da red¥ (E).
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FONTE: O autor.

curva exponencial cujos parametros dependem da intemsaadcoplamentmtranetworke
do tamanho da mensagem. Como estamos considerando a redentanno fixd\N = 8 e, por-
tanto, mensagens debyte Tr € sempre menor ou igual a3 Este limite é obtido substituindo
N =8e¢& =0,1 na Equacéad (7.6).

7.4.2 Codificando e lendo uma mensagem

Vamos assumir que a comunicacgao entre as redes ocorre ppdeneomputadores e,
portanto, a mensagem corresponde a uma sequéncia de g getada pelas teclas pressiona-
das ao longo do tempo. Além disso, cada tecla pressionadssponde a um numero inteiro
ou a uma sequéncia binaria cujo tamanho depende do esqueccdifieacdo de caracteres
utilizado. Considere que o sistema proposto utiliza um esgute codificagdo no qual todos
caracteres podem ser representados por uma Unica seqdé8dids ou 1 byte

Considere que o esquema de codificacdo utilizado seja caahdsto significa que
nao podemos transmitir a mensagem diretamente para ooedeptnodo seguro. Precisamos,
portanto, realizar uma nova codificacéo ou encriptacao agsagem de maneira tal que apenas
0 receptor consiga decodificar e recuperar a mensagem. Eas@adlavras, o emissor € 0
receptor devem compartilhar uma chave de seguranca cdalegoenas por eles. Nesse ponto,
lembramos que ambas as redes possuem reservatériosadéntja igualdade deve-se ao fato
delas compartilharem da mesma prescri¢cao de acoplamentan® este reservatorio pode ser
utilizado para codificar e decodificar a mensagem de modaosegu
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Uma maneira de criptografar a mensagem a partir dos dadesdovatorio € usando
o algoritmo de encriptacdOR Neste esquema os bits da mensagemX@Redcom os do
reservatério e o resultado € a mensagem criptografada. d&waspor exemplo, que o emissor
deseja transmitir a letra “c” e que o esquema de codificagams&SCII. Entdo, ao pressionar
a tecla correspondente a seguinte sequéncia gerada s€@@0Q11 Da Figura 7.11 vemos
gue o primeiro padréo binario do reservatorio € 0010011ttaR, usando o algoritm¥OR
obtemos

01100011 00100111= 01000100 (7.10)

Ao receber a mensagem criptografada o receptor realizamewa a aplicacdo dORcom o
padrao do reservatorio, isto €,

010001005 00100111= 01100011 (7.11)

Com esse procedimento o receptor recupera a mensagem.

Embora o algoritmoXOR seja bastante interessante e eficiente, propomos aqui um
outro mecanismo de encriptacdo que utiliza a entropia defegéncia e apresenta similaridades
com o processo denominado computacéao de reservatério (RQidéomnque a mensagem seja
criptografada em um escalsdado por

1S g
%zﬁzﬂwn (7.12)
i=

em quem() & oi-ésimo elemento da sequéngia= & ;m(i) € um fator de normalizacéo e
XE,') representa ©-ésimo elemento da sequéncia binaria do nunagrdefinimos, entdo, uma
variavel binaria

(7.13)

g — 0 ses,<0,5
1 ses,>0,5

Esta varidvel representa o sinal a ser transmitido no temfbprocesso € repetido para todas
ast; variaveisxt’ presentes no reservatorio. Isto significa que oshitkode um caractere séo
codificados em 1®bits no sinal. O processo, portanto, aumenta significativangedimensao
da entrada tal como ocorre na operagcdo de computacdo deatéser Além disso, como
0s padrdes contidos no reservatorio dependem das condigdiés, que sdo aleatérias, o
receptor ndo sabera a priori qual sequéncia esta relaciamadda caractere. Entdo, como
no caso do computacao de reservatorio, o receptor detedrarsequéncia que corresponde a
cada caractere durante a propria comunicacéo, tal como muregso de aprendizagem. No



115

entanto, se o contato é interrompido naquele instante &nmsnente, € reiniciado, 0 mesmo
caractere certamente sera representado por outra semjy@wisi devido a escolha aleatoria das
condic@es iniciais, o reservatorio contera outro padraérim para codificar a mensagem.

O sinal na forma binaria pode ser transmitido a partir dequeal canal digital. Ao
receber o sinal o receptor inicia o processo de decodificaéémeiro ele calcula a entropia
de transferéncia de cada variéyg] paras,.1. E, apds isso, o receptor recupera a mensagem
usando o filtro passa-alto como no caso apresentado anterite.
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8 Conclusoes

Neste ultimo capitulo apresentamos nossas concluségseatoedo trabalho. Fazemos
uma breve revisdo/consideracéo sobre alguns pontosgaiaciontidos no mesmo e apontamos
sugestdes para trabalhos futuros.

8.1 Consideractes Finais

O comportamento cadtico e a sincronizacéo sao fendbmenqsogeen ser observados
em uma ampla variedade de sistemas encontrados na nat@ilezatambém sao explorados
em aplica¢gdes tecnologicas como no desenvolvimento dgrsstde comunicacdo. Um mode-
lo matematico importante para estudar estes sistemas s&@dexsde mapas acoplados, pois
podem ser derivadas das proprias equacdes fundamentaisgpm a dinamica destes e sao
mais factiveis analitica/numericamente do que outros tosdpie descrevem tais sistemas.
Além disso, o comportamento dindmico exibido por modelosdes de mapas acoplados pré-
existentes podem revelar caracteristicas importantegaldemas fisicos caracterizados por
sistemas compostos por elementos interagentes que aprasestrutura similar.

Neste trabalho demos um passo para a compreensdo da sacéamiem redes de
mapas caoticos acoplados com topologia variavel no temgia diasse de redes abrange néo
S0 a dindmica individual dos elementos de um conjunto, nmabéen a dindmica das relacdes
e interacdes que eles assumem, 0 que constitui outro agpgmdante das redes reais. Es-
tudamos o processo sincronizacdo nesses modelos de réwdesizmdo novas quantidades
denominadas efetivas. Usando estas quantidades deterasms parametros de sincronizacao
de uma rede com probabilidade de acoplamento decaindo castAadla intersticial e verifi-
camos que os parametros obtidos a partir das quantidadesefestdo em bom acordo com
agueles obtidos por meio de outros diagndésticos de sirmao@io. Isto significa que as quanti-
dades efetivas podem ser usadas como diagndsticos prdeisirscronizacdo quando o mapa
gue rege a dinamica local for suave. No entanto, a princigalagem das quantidades efeti-
vas €, como mostramos, a construcao de um sistema auténoetermithistico que exibe as
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mesmas propriedades de sincronizagéo da rede com topeé@ael no tempo.

Definimos os autovalores efetivos como a razéo de decaintmg@utovalores da
matriz de acoplamento e mostramos que quando ha uma invarida topologia é possivel
encontrar uma expressao analitica para eles. Os expoentgspunov efetivos foram, entéo,
definidos como o logaritmo dos autovalores efetivos. Paeso mais geral em que a probabili-
dade de conexdo, e ndo a topologia, € invariante sobredcéies na rede, langamos a hipotese
de que as quantidades efetivas seriam dadas pela projes&stdmlos sobre os autovetores
da base circulante. Confrontamos nossa hipétese utilizdoidanodelos de rede e diferentes
valores de parametros. Verificamos, entdo, que os autegetiar base circulante sao vetores
privilegiados ndo apenas devido a invariancia da proluué, mas pelo fato de assumirmos
uma estrutura circulante sempre presente, a estruturdodeain. Utilizando outra estrutura de
rede homogénea como substrato encontramos evidéncia® deega probabilidade for invari-
ante e a rede variavel no tempo, os vetores de Lyapunov edtiionados aos autovetores da
matriz adjacéncia da rede substrato. Este resultado mioparum avanco para o entendimento
das redes mapas com topologia variavel no tempo, pois daglaagd®e homogénea de substrato,
podemos realizar permutacdes dos elementos transforrzagighouma estrutura circulante sem
alterar suas propriedades fundamentais.

Para demonstrar que os expoentes de Lyapunov efetivosituenstbons parame-
tros para determinar a estabilidade do subespaco de sagéo comparamos os valores dos
parametros criticos obtidos através deles com os que fobiolos usando outros diagnosti-
cos de sincronizacdo. Nossos resultados mostraram queahéamoordancia satisfatéria entre
estes parametros indicando, portanto, que pelo menos o expioente de Lyapunov transversal
efetivo e 0 usual séo equivalentes. Outro resultado quelmana o papel das quantidades efeti-
vas para sincronizagao foi a construcao do sistema efdiste. sistema foi proposto como um
modelo auxiliar para o caso em que a dinamica local da redpdarpor mapas. Mostramos que
o0 modelo auxiliar padréo, construido considerando umagkdel com interacdes ponderadas
pela probabilidade de conexdes, nem sempre apresenta anestimativa dos parametros de
sincronizagao neste caso. Apenas quando as redes saaonselfi@ate grandes € que a rede de
mapas com topologia variavel e 0 modelo auxiliar padraocsgRibm comportamento dinamico
equivalente. Em contrapartida, o sistema efetivo foi qoifid de tal maneira que, se as quanti-
dades efetivas forem equivalentes as quantidades usodissaistemas devem exibir as mes-
mas propriedades de sincronizacao independentementendohia das redes. Comparando o
tempo de sincronizacdo médio e os parametros criticos deairnacdo do sistema efetivo e da
rede com topologia variavel verificamos que eles concordane si. Este resultado significa
gue: (a) é possivel estudar a sincroniza¢cdo em uma rede pohgda variavel a partir de um
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sistema constante no tempo; (b) as quantidades efetivasgraso mesmo significado fisico
das quantidades usuais.

A sincronizacao entre réplicas de redes de mapas acopkub®in foi investigada.
Considerando pequenas perturbacdes de trajetorias Szamlas encontramos uma expressao
para o expoente de Lyapunov transversal ao subespaco denssacdo que o relaciona ao
maior expoente de Lyapunov de uma rede isolada. Emboraxgstssao ja seja conhecida na
literatura, a novidade que trouxemos aqui é a relacéo lieeine este expoente e o parametro
de acoplamentintranetworka partir da qual pode-se determinar o conjunto de parametros
de acoplamento com os quais as redes sincronizam. Além disslacao permite obter o
parametro de acoplamento critico, cujo valor € necessaria geterminar 0s expoentes que
descrevem a transi¢ao para a sincroniza¢ao. Outro pontortiampe € que a relacdo encontrada
permite obter uma expressao fechada para o tempo de sixegéoientre as redes.

Por ultimo, apresentamos um mecanismo seguro para transmitsagens binarias
sobre réplicas de redes de mapas acoplados. O mecanismoaebguito a entropia de trans-
feréncia como o fendbmeno da sincronizacéo. A entropia defgeéncia representa uma nova
abordagem para sistemas de comunicagao, pois, permitestilggfio de sistemas de comuni-
cacao sem utilizar o fendmeno de sincronizacao de caos. fdatenutilizando a entropia de
transferéncia junto com a sincronizacdo conseguimos reangm modelo seguro e robusto a
ruidos externos. Utilizando, entdo, mensagens arbigréestamos o sistema em cada um de
seus estagios e comparando a mensagem lida pelo receptagoeta emitida verificamos que
ele é bastante preciso. Também consideramos as variabipdades de um intruso astuto
decifrar corretamente a mensagem a partir do sinal. Vimesisgo seria possivel apenas se
0 intruso conseguisse sincronizar uma rede externa as eetssora e receptora. Entdo, para
evitar tal ataque apresentamos algumas modificagbes qeens®t realizadas.

8.2 Trabalhos futuros

Em trabalhos futuros pretendemos investigar de modo maisuaqlado alguns feno-
menos que foram observados ao longo deste e que ainda naaranuas uma explicacéo
conclusiva. Tais comportamentos referem-se sobretudockiagacéo dos parametros criti-
cos de sincronizacdo do modelo auxiliar e da rede com toola@giavel no tempo quando
aumentamos 0 numero de elementos nas redes.

Também almejamos investigar mais detalhadamente a con@&pcia entre os vetores
da matriz substrato e os vetores de Lyapunov do sistema. Gomnpreetendemos demonstrar
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gue os expoentes de Lyapunov efetivos equivalem aos exgmdatLyapunov usuais e que a
base circulante € uma base privilegiada para uma ampla&dassistemas.

Outra sugestao para pesquisas futuras é investigar asqutages de sincronizacao de
redes com topologia variavel no tempo quando a rede subgttaterogénea e/ou a probabili-
dade de conexao nao € invariante. Acreditamos que mesmo pasd em que a rede subtrato
€ heterogénea, se a probabilidade de conexéo for invarigmtiemos utilizar os autovetores
da matriz de adjacéncia substrato para construir o sistéstiace sendo este sistema capaz de
recuperar as propriedades de sincronizacéo da rede cojagapée variavel no tempo. Por fim,
acrescentamos as nossas perspectivas de trabalhos fatanpementacdo do mecanismo de
criptografia em nivel deoftware
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APENDICE A - Prova da Convergéncia

SejaQn 0 produto den matrizesGy, isto €,Qn = Gn_1- - - Go. Denotemos polj(Qn)
e m;(Q¢) o maximo e o minimo, respectivamente, de cada coluna dazairiMatematica-
mente, isto pode ser escrito como

M;(Qt) = miaX[Qt]ij e m;(Qi) = min[Qdlij. (A1)

Se, para todo > 1, ambas as desigualdades

M;(Qn) < M;j(Qn-1) € Mj(Qn) > mM;(Qn-1) (A.2)

sao satisfeitas, com a igualdade ocorrendo apen&s seQ,_1, entdo podemos inferir que
Qn — Q a medida que aumentamos
Vamos analisar primeiramente o comportamento do maiNm@®n) e, em seguida,
consideramos a outra condi¢cdo. Usando a relacéo
N
[Qnlij = > [Gn-1lix[Qn-1lk] (A.3)

k=1

podemos escrever

Mj(Qn) < Mj(anl)
max([Qnij) < max([Qn-1lij)

IN

N
miax< > [Gnl]uk[in]k,j) max([Qn-1lij) (A.4)

K=1
Para demonstrar que a desigualdade é satisfeita, vamdd@@msjue os elementos da matriz

de acoplamento sao dados por

£

Gtlik = 0 ((Adic— " 8k) + B (A.5)
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Substituindo essa expressaoleml A.4 obtemos

N
miax<z {nz)[An ik +(1—€)4 }[Qn 1]k1>

k=1

IN

max[Qn-1);)

N
miax<(1 €)[Qn-1li,j + i') Z[An 1)ik[Qn— 1]k1> < miax([anl]ii)
Nn” k=1

Supondo que o maximo do argumento do lado esquerdo sejaaptahda = se 0 maximo
argumento do lado direito seja dado pef r, a equacao acima torna-se

N
(1—¢)[Qn-1]s 5 z [An-1]sk{Qn-1lkj < [Qn-1lyj.

I’l k=1

Rearranjando os termos ficamos com

N
5 S AnaladQn 1 < [Qutlrj — [Qn-1lsj +£[Qn s, (A6)
Nn” k=1
DefinindoA = [Qn_1]rj — [Qn-1]sj € usandmn = SR 1[A]sk, podemos escrever
N N
€Y [An-1]slQn-1lkj < (Z[An—l]sk> (A+€[Qn-1]sj) (A7)
K=1 K=1

como assumimofn_1]rj = max([Qn_1Jij) temos qued > 0. SeA € nulo, entddQn_1]sj =
max ([Qn-1]ij) €, portanto, o lado esquerdo sera sempre menor do que o laito,d¢ a igual-
dade ocorrera apenas|§h-—1]sj = [Qn-1]kj Vk, ou seja, se todas a linhas@g_1 forem iguais.

Por outro lado, parA > 0, podemos demonstrar que

Mz
Mz

[An-1]sk{Qn-1lkj < ( [An—l]sk> (A+[€Qn-1]s) -

k

Il
=
~
Il

1

mostrando que

2

kl

N
[An l]sk[Qn 1] < (Z An 1sk)5 A+[Qn 1]51)
" (A.8)

pois, comece < 1,0, temos

N N
(Z [Anl]sk) (A+ [Sanl]s,j) > (Z [Anl]sk> € (A+ [anl]s,j) .

k=1 k=1
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Dado queA = [Qn_1]rj — [Qn-1]s j podemos escrever a equagaolA.8 como
N N
Z An 1 sk Qn 1 < (Z [An—l]sk) ([Qn—l]r,j) . (A,9)
K=1 K=1

Entéo, send®n_1]rj = max([Qn-1}ij), € direto que

[An—l]sk> (A+€[Qn-1s))- (A.10)

x
™Mz

[An—1]sk[Qn- 1] < (

~
™M=

sendo a igualdade observada apenas as linh@g deforem iguais.

Para demonstrar quaj(Qn) > m;(Qn-1) procedemos de maneira equivalente. Tal
como em|[(A.4) podemos escrever

N
min<Z[Gn1]i,k[Qn1]k7j> > miin([Qn—l]ij) (A.11)

L \k=1

N
min<2{i(An ik + (1 - S)QK}[in]Kj) = min([Qn-1Jij)

b\ Kk=1

N
miin ((1 €)[Qn- 1]|] i' Z [An—1]ik[Qn— 1]k]> > miin([anl]ij)

Nn

Supondo que o minimo do argumento do lado esquerdo sejaajtahdd = se 0 minimo do
argumento do lado direito seja dado pef r, a equacao acima torna-se

N
(1—¢)[Qn- 151 is Z [An—1]sk@n-1]kj > [Qn—l]fj'

Nn” k=1

Rearranjando os termos ficamos com

&

N
n(s) Z[An—l]Sk[Qn—l]k,j > [Qn 1] [Qn 1]SJ+3[Qn 1] (A.12)
DefinindoA’ = [Qn_1]rj — [Qn-1]sj eusandcn,g = SN 1[A]sk, Podemos escrever
N N
€ Y [An-1]skQn-1k (Z [An- 1sk> (& +€[Qn-1sj) (A.13)
K=1 &

como assumimofn_1]rj = min;([Qn_1Jij) temos que\’ < 0. SeA’ é nulo, entddQn_1]sj =
min;([Qn-1ij) e, portanto, o lado esquerdo sera maior do que o lado diritojgualdade
ocorrera apenas $&n_1]sj = [Qn-1]kj Vk, ou seja, se todas a linhas @g_, forem iguais.
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Por outro lado, parA’ < 0, podemos demonstrar que

N N
) Z [Anfl]sk[anl]k,j > <z [Anl]sk> (A,+ [Sanl]sj) .

k=1 k=1

mostrando que

N N
€Y [An-a]sdQn-1lkj = (Z [Anl]sk) € (& +[Qn-1ls)
K=

K=1
(A.14)
pois, comece < 1,0, temos
N N
<Z [An—l]sk> (A + [EQn 1 Sj (Z An 1 sk) € A + [Qn 1]5])
K=1 k=1
Dado quel’ = [Qn-1]rj — [Qn-1]s j podemos escrever a equafdo A.14 como
N N
z [An—l]sk[Qn—l]k,j > (Z [An—l]sk) ([Qn—l]r,j) . (A-15)
K=1 K=1
Entéo, send®n_1]rj = mini([Qn-1lij), € direto que
N N
z An_1skQn-1lkj > (Z [An—llsk> (A+ E[Qn—l]s,j) . (A.16)
K=1 K=1

sendo que a igualdade é observada apenas se as linQasd®drem iguais.

Enfim, comonrgi) > 1 para todd e n, estes resultados séo suficientes para assegurar
queQn — Q quandon cresce.
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1. Introduction

In nature, we see objects that interact in various ways. These objects define sets, called networks, that presents a specific
structure according to each situation observed. When objects are identical an important phenomenon can occur: the com-
plete synchronization of chaos [1]. This kind of synchronization is a phenomenon in which all elements of a network present
the same states in the same time. Neurons in the brain [2], groups of individuals [3] and the world wide web [4] are examples
of systems that can exhibit synchronization. These three systems, among others, have a complex topology as part of its struc-
ture, and, for each specific topology different properties are observed [5]. Random, small-world and scale-free are the most
prominent among the networks that appear in literature [3,6-8]. In real systems, such as topologies can coexist in the same
instant, or change as time passes [9-11].

Synchronization can occur in the systems cited above, as well as in models using topologies above mentioned. A recent
work [12] has studied the synchronization of clusters in genetic oscillators with external disturbances, in which the time
delay is taken into account, in order to simulate the delay in the transmission of information in real systems. Aiming to opti-
mize synchronization between coupled chaotic systems the authors of Ref. [13] present an adaptive strategy that has two
parallel objectives: to minimize the intensity of coupling optimization and convergence speed. These two studies show more
realistic models and aim to capture the complexity of real systems. In a paper in which it uses the topology of the cat brain
authors study the role of synchronization, among other attributes of a complex network, to characterize the most central
nodes of a network [14].

Using the synchronization, we present a method in order to predict the long-term behavior of networks whose topology
varies over time and present long-range interactions [15]. The main idea of this work is the statement of effective quantities
static quantities that replace those that vary over time for the analysis of the transversal dynamics to the synchronization
manifold. These quantities, obtained by calculating a weighted average over the set of possible states, can be used to verify
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the ability of synchronization of a network as well as for derive the quantities that are defined on the subspace of synchro-
nization, for example, the conditional Lyapunov exponents and upper bond of mutual information [16]. As a parameter for
checking the ability of the network to synchronize, the effective quantities adds to the pre-existing approaches as the Hajnal
diameter [17], and the stability method in a connection graph [18] among others. Another advantage of our approach is to
allow the construction of a lattice with a static coupling which, for synchronization purposes, exhibits behavior consistent
with the networks with time-varying topology. We say that such effective coupling represents the effective dynamics of the
system. Therefore, the main contribution of this paper is to determine the circumstances under which a network with var-
iable topology, reaches the synchronization, and from there build a network with effective coupling, which can be determined
from the effective quantities, which regains its dynamics.

We hypothesized that each realization of the original time-varying network, for a long enough observation period, can be
replaced by an effective system. Moreover, we expect that any network with time-varying topology can be represented by a
circulant effective matrix, provided that the network is periodic and that the probability of interaction between elements is
invariant over translations. Knowing the Lyapunov exponents that characterize the transversal dynamics to the synchro-
nized state, we can find a good estimate for the effective coupling between the elements of the system under study.

The article has six main sections including the introduction. Firstly, we shall present the class of coupled map lattice, with
time-varying topology, that is the subject of this work. The next section outlines the mathematical tools for calculating the
effective quantities. This will be followed by the derivation of the expression for such quantities and the construction of the
effective system. The next section will present a application of our results in a coupled map lattice whose coupling between
the elements is semirandomly determined: the coupling probability between two elements in a given instant depends alge-
braically on their distance in the lattice. This coupling form was studied in Refs. [19,20] as a model of a network of neurons.
Our conclusions are left to the last section.

2. Coupled map lattice

We examined a network called coupled map lattice (CML) [21], which is defined in the following way: let g : ® —  be an
axiom-A! d-dimensional map defined in w c R% Let F: Q — Q be a lattice with N coupled maps in the form g, with Q@ = w". This
lattice reads

Yo = F(Ym n) = an(Yn)ﬂ (1)
in whichy,=[x® ... x®7]",x{" defines the state of the mth site, f™ (y,) = g(x"), and G, is a dN x dN matrix that de-

pends on discrete time n, in an explicit way. This is the coupling matrix.
2.1. Topology

We shall restrict the lattice to the linear couplings, as we can see in the Eq. (1), and consider the lattice topology varying
stochastically with time. However, the following conditions must be observed:

(i) the lattice is a periodic one;
(ii) the topology at each time interval is invariant under translations in the lattice.

Since there are constraints about the topology, one can call this form of semirandom coupling. The above conditions imply G,
is a circulant matrix. Due to periodicity imposed to the topology, there is no reason to define a preferential direction (say, to
the left or to the right) and we also require the topology to be a symmetric one. These features do not depend on the prob-
ability rule that defines each possible coupling matrix. The condition that the phase space Q is a direct product of N subspac-
es o is satisfied if, and only if,

dN-1
Gilgw >0, D [Galgn =1, (Vq.W). 2)
m=0
Herein, g,w =0,1,...,dN — 1. Thus, G, is also a stochastic matrix. We imposed also that the system (1) represents the cou-

pling (direct or indirect) between all the N maps. That is, the state of an arbitrary site eventually influences all other elements
in the lattice. If not, the system (1) can be splited in two uncoupled subsystems. In this case, our results are applied sepa-
rately to each subsystem. Mathematically, this means that the condition 0 < [G],, < 1 must be satisfied, for at least one
Gy, for each w, in a such way that the infinite product of matrices G, typically results in a strictly positive matrix [23,24].
For instance, if each site is always coupled with its first neighbors, this condition is always satisfied. Here, we consider that
the network topology uniquely defines the coupling matrix G,, i.e. G, = G,(T;), being T, = 1 + A, the topology matrix, 1 the
identity matrix and A the usual adjacency matrix [25].

T A map that satisfies the axiom-A is hyperbolic and mixing [22].
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If we suppose that the rules that specify the coupling probabilities are well-defined and do not change over time, we have

1 if ¢<p,
[Tulor = Maloan_r = {0 if &> Z:

[Tﬂ]qw = [Tﬂ]O(w—q moddN)®

in which r =0,1,...,N', with N' =41 ¢ is random variable, and p, is a parameter that determines the connectivity be-
tween sites 0 and r. We remark that the connectivity distribution of each site is uniquely defined by the parameter p,. If
¢ is s-correlated and with uniform probability distribution in [0, 1], then p, defines the coupling probability. Therefore, the
probability of occurrence of a specific coupling matrix depends only on entries of the topology matrix:
N
e =[] (pr[Tilor + (1 =P)(1 = [Tido,)- (3)

r=0

If the conditions (i) and (ii) are fulfilled, there are, at most, Ky = 2% distinct matrices. For each p,=0o0rp, =1, Ky is re-
duced by a factor 2. The evolution of the network is then obtained by the selection of G, from the set {G}}", according the
probability my.

The translacional invariance of the lattice topology implies all sites share the same connectivity degree k, at the same
instant n. Along the temporal evolution of the lattice, x, follows a Poissonian distribution, because we assume that the
p,’s are independent of each other. Different distributions can be obtained through a rescaling of the probabilities 7, follow-

ing their respective connectivities.

3. Chaos synchronization and linear stability analisis

We are interested in studying the CML (1) from the point of view of the synchronization manifold stability. Such manifold
is defined by

S={yeQscw:x™=svm},

that is, we are considering the complete amplitude synchronization - all sites share the same state at same time. We say that a
trajectory {y,}; , achieves S at time n when, for any ¢ > 0, we observe dist(y,,S) < é. The mapping F keeps S invariant, and
the dynamic in this subspace is determined by g.

The stability of the synchronization manifold can be determined through the Lyapunov exponents’ spectrum of S, calcu-
lated for a typical trajectory in this manifold. The mth Lyapunov exponent is defined by

. .1
n(S0) = lim — In D" (sg)e | @)

in which D = 2 is the dN-dimensional Jacobian matrix, e, is a typical unitary vector in E™ \ E™1, and E° = Q [22]. Since the
dynamics in S is ruled by the map g, which is, by assumption, mixing, /n(So) do not depends on sy, apart from a set of null
Lebesgue measure, and we have ,,(So) = An. The calculations yielded by (4) give o > 41 > --- > /na_1. The analysis of the
stability of S is done by the examination of the greatest transversal Lyapunov exponent, denoted by /,, which is calculated in
Q\ 8. In the case of networks whose topology varies over time, the scaling behavior of the Hajnal diameter of the product of
coupling matrices enables us to obtain 2, [26,17].

Now, let us develop Eq. (4) for typical trajectories embedded in S. For the sake of simplicity, we shall consider d = 1. Let
J,.(yo) be the Jacobian matrix applied in (1), which is calculated over {yt}’;}:

n-1
J:(¥o) = [ [GDE(y,)-
t=0

In S we have Df(y,) = "’gg—j‘) Iy, where [y is the identity N x N matrix. Thus, the calculation of the Lyapunov exponents given by

Eq. (4) yields
n-1
eun (Hct> en

t=0

m = lim1 In

n—oo

; )

in which 4y > 0 is the Lyapunov exponent of the map g(s).
Once G, is a matrix satisfying the conditions (i), (ii) and Eq. (2), we can show that 2

2 Qur results remain valid under less restrictive conditions with respect to the possible coupling matrices. Theorems in Refs. [24,23] guarantee that the
infinite product of matrices that are indecomposable and aperiodic converges to a matrix whose all rows are identical (matrix H). A matrix is indecomposable if
it contains no submatrix of order s x (N —s) composed of zeros, whatever s > 0. If there is a finite sequence whose product results in a strictly positive matrix,
i.e. all matrix elements are positive, the infinite product of indecomposable matrices converges to the matrix H. This result was used by Lu et al. in Refs. [17,26]
in the study of coupled map lattices in which the coupling is time-varying. They demonstrated the need for the union of all sets contains a spanning tree, that is,
any pair of elements must be eventually coupled. We extend the applicability of expression (7) for all Lyapunov exponents of the synchronization subspace,
from which we could build an effective system (autonomous and deterministic). The restrictions that we imposed on the topology of the network allowed us to
derive analytically an expression for the effective quantities, Eq. (8).

134



1494 R.M. Szmoski et al./ Commun Nonlinear Sci Numer Simulat 18 (2013) 1491-1498

n-1

%LmHGt =H,

t=0
with [H],, = [H,,,, for all ¢ and w. The values labeled by [H],, depends on the observed coupling matrix chronological se-
quence, though it does not hold for the H form. H is a stochastic matrix, whose greatest eigenvalue is #, = 1, which is asso-
ciated to the eigenvector hy = \/iﬁ[l .- 17", All the others eigenvalues, associated with the eigenvectors h, (q > 0) are
equal to zero, Ny = 0.

4. Results and discussion
4.1. The effective quantities

In the limit n — oo, the Lyapunov vectors of S, which are parallel to the eigendirections of the Jacobian matrix, are deter-
mined by hg. For this reason, the Lyapunov exponents are given by

1
pI— — gl
Am = lim o n e,

with e,; = h;; in (5) (the index of h,, are chosen to provide a non-increasing spectrum).
For n — oo we have e — o and 7,, — 0 (m > 0). If we write

Om = ()" ©
we have
o= im0 )| "

The quantities 7, and (e’ 0,,) represent the mth effective exponent and Lyapunov number, respectively, and we call 0, the
mth effective coupling eigenvalue. For n > 1 we have ni,, which describe the time-n average behavior of the system. If #,,
approaches zero faster than the exponential, the limit n — oo in Eq. (6) results 8,, = 0, therefore, Eq. (7) gives iy = —oo.

Expression (6) gives a general and strong meaning to the effective coupling eigenvalues. The 0,, (m > 0) quantity is ob-
tained by the decay rate to zero of the eigenvalues of the matrix H, = []/_G:. Only one condition was imposed, namely
lim,_..H, = H. In other words, for any system in the form (1), in which all the possible coupling matrices satisfies (i), (ii)
and Eq. (2), the results (6) and (7) are formally valid. Thus, in general, our results suggest that the effective dynamics of a
network whose topology is time-varying can be obtained by the analytical or numerical calculation of 8y,

Since the conditions (i) and (ii) imply all coupling matrices are circulant, we can write down the exact expression for (6).
This is possible because all circulant matrices share the same basis and, consequently, commute with each other. For this
reason,

Ky

o =TI(r¥)". ®)

k=1
in which the productory extends over all possible coupling matrices, and 1",(7’,‘) is the mth eigenvalue of the kth coupling ma-
trix. Here and in what follows, the Fﬂj) (and the 0,,) are not indexed by their magnitudes, but according their respective
eigenvectors whose components are hgw) o exp (—(2mi)qw/N) [27]. Notice that, due symmetry, 1"(,:,‘) = F%‘lm and all the 6,
with m > 0 are degenerated. If for some k, 1"5,’1‘) =0, then 6, = 0, which implies the system is superstable in the mth direction.
Strictly speaking, in this situation, any implementation of the system eventually results in superstability in the mth direction.
The synchronization manifold is transversely superstable if, and only if, 0,, = 0 in all transversal directions, i.e. for every
m > 0. In average, the time required for a typical trajectory to experience the effects of superstability is of the order of ;1.

4.2. The effective coupling

Let diag{0,,} be a diagonal matrix formed by the effective coupling eigenvalues (8). Let P be an unitary similarity trans-
formation formed by the Lyapunov vectors of S. Hence, we can make an effective autonomous deterministic system from the
definition of an effective coupling matrix:

G = Pdiag{0,,}P'.
From the point of view of the synchronization capacity we show that the systems constructed by {G,} and G in (1) are
equivalent.

For the systems under consideration, we have [P],, = exp(—(2mi)qw/N)/VN, therefore

v
Glyw = % {90 +2) s cos (W) } (9)
s=1
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Once cos(-) is an even function with period 27 and = 1, is straightforward that G is a circulant, stochastic and symmet-
ric matrix. For this reason, the effective matrix satisfies all the suppositions about the network. An example is found in Fig. 1.

In general, due to the explicit dependence of the Jacobian matrix on the points of the trajectory, we may formally dem-
onstrate the equivalence between both systems only in the linear neighborhood of S. When such dependence does not exist,
the Lyapunov vectors of all points in phase space are identical and our results are globally valid in Q [28,29]. From this, we
conjecture that the equivalence between the two systems, for synchronization purposes, is generic. Our results are also valid
for networks in which the topology varies periodically in time, replacing 7, by the relative frequency associated with kth
topology.

4.3. Example

We shall apply the above results to a system in which, at each time instant, two sites are coupled with probability
p. = 1% being r the shortest distance between sites 0 and r,p, =1, and « > 0 a parameter that quantifies the range of
the coupling. We assume the same value of the coupling strength ¢ for all connections. Therefore, the coupling is expressed
by

(GaTlgy = (g = (1+ (1 =) )ogw) - (10)

in which v, = ZZL [T4],, is @ normalization fNagtor according to (2). Since, by construction, p, = p; = 1, the total number of
different topologies for this system is Ky =27 .

This example describes a network with time-varying topology and interactions whose probability of coupling between
two sites depends on the r distance between them. This spatial dependence is recovered by the effective matrix G in the form
of the coupling intensities, as shown in Fig. 1.

We present an analysis on the synchronization of chaos in this system, as well as illustrations of the equivalence between
the original system (1) and effective static system. In view of this, we consider the temporal evolution of the Euclidean dis-
tance between the points of the trajectory and S, denoted by d, = dist(y,, S). As a first examination, we consider the evolu-
tion of typical trajectories to S for a specific realization of this network. The results for the numerical simulations are
presented in Fig. 2. From the expressions (8) and (7) we determine a set of parameters (N, ¢, o) for which S is transversely
stable, in which we chose the tent map g(s) = 1 — 2|s — 1/2| (4y = In2) to rule the dynamics of each site. The rationale be-
hind this choice is the monotonic convergence of the trajectories to the transversely stable synchronized state, when static
couplings are considered [29]. Thus, we can ensure that the irregular time evolution of d, in Fig. 2 - for typical trajectories
outside the synchronization manifold - is precisely due to the time-dependent coupling. For example, at a given instant n, it
is possible that each site is only influenced by a few distant sites, which are in very different states, causing a departure from
S. On the other hand, the same mechanism may explain the decrease in the synchronization time when the states are very
close together. Fig. 2 also shows the numerical simulations for the static performance of the system, in which we observe
that the convergence is monotonic.

We must emphasize that typical trajectories of the system, whose topology is time-varying, present an average behavior
that is determined by the equivalent static system, for any set of parameters - including the lattice size - inside the synchro-
nization domain. This result is shown in Fig. 3 in which we analyze the average time required for synchronization of a set of

0.08

0.04
[G]

Fig. 1. Pictorial representation of G elements, in which the color scale stands for the coupling intensity. Note the periodicity and translational invariance of
the coupling. This matrix has the following parameters: N = 31, ¢ = 0.7 and o = 0.6 (elements on the main diagonal are not shown). (For interpretation of
the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)
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Fig. 2. The convergence to S of typical trajectories for the time-varying topologies (dashed lines) and for the effective system (solid lines), with
N=31, ¢=0.7 and o = 0.6.
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Fig. 3. The dependence on the range of coupling probability of the average synchronization times, for the time-varying system (circles) and the effective
static one (diamonds), and its standard deviation, given by vertical and horizontal bars, respectively, for N = 31. The vertical dashed lines are the critical
values o, for which S becomes transversely unstable.

typical trajectories. The synchronization time increases with the parameter o and diverges at its critical value, a.(e, N). For
this parameter value S becomes transversely unstable. The o, is determined by the Eq. (8) when |e%v#, | =1 [28], being
0, = maxm>0{|(§m\}. This critical value * is indicated by the dashed lines in Fig. 3. The transition to synchronization, which is
characterized by changes in transversal stability of S, occurs at the same point for both systems. In this figure, we also analyze
the dispersion of synchronization times. The dispersion is computed by the standard deviation of several network realizations.
This quantity is represented by vertical and horizontal bars in the case of systems with varying and static topology, respectively.

5. Conclusions

In conclusion, we studied here the synchronization of chaos in coupled map lattices whose topology varies semi-
stochastically with time. Regarding the periodicity, the translational invariance of lattice topology, and that all sites are even-
tually coupled, we showed that a weighted average over all possible topologies determines the dynamics transverse to the
synchronization manifold. This was quantified by the introduction of effective Lyapunov exponents, for which we derive an
exact analytical expression. We also showed that, starting from such effective dynamical quantities, a system that is
deterministic and autonomous - which we call effective system - can be constructed, so that its topology is static. We
demonstrated the equivalence between the two systems by analyzing the stability of the synchronization manifold, and
the average time needed for the typical trajectories of the network to reach it. Although the average behavior is the same

3 This network can present superstability at ¢ = (1 —1/N) = &; for any o < oo, because global coupling has probability Ty = (N'1)"*. Typically, this
superstability is not observed because the set of parameters, which is determined by &, has null measure in parameter space. For ¢ = & + J¢ the contribution
to the expression (8) of the eigenvalue associated with global coupling is given by 5¢™¥" ", i.e. it becomes evident only for very small networks. For this reason,
even for & =~ &, no manifestation of this phenomenon is observed.
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for both systems, we showed that the time dependence of the coupling can cause great variability in time synchronization
for the case of isolated observations.

We found an efficient method to numerically determine the effective quantities. This method is based on the eigenvalue
decay rate of the coupling matrices’ products, which may be a quick way to calculate the Lyapunov spectrum, because it usu-
ally involves a small number of products of matrices (compared to the number of possible topologies). The eigenvalues’ de-
cay is due to the convergence of the coupling matrices product to a matrix of rank 1, because these matrices are stochastic,
indecomposable and aperiodic (SIA). SIA matrices appear in different contexts and constitutes a broad class; however, in this
work, we use a specific coupling matrix form. Therefore, measuring the rate of decay of the eigenvalues for the determination
of effective quantities extends beyond the coupling model used in this work.

In future work, we intend to study the effective quantities for networks with time-varying topology in which the prob-
ability of interaction (and not the topology) between elements is invariant over translations. We expect also that the new
network considered can be represented by a circulant effective matrix, provided that the network is periodic. If the effective
coupling is circulant, the Lyapunov vectors of the synchronization subspace correspond to the eigenvectors of the circulant
base matrix and, thus, we can estimate the effective Lyapunov exponents analyzing how close the final shape is each matrix
coupling. Consequently, knowing the Lyapunov exponents that characterize the transversal dynamics to the synchronized
state, we can find a good estimate for the effective coupling between the elements of the system under study. This is possible
with the use of Eq. (9) after inversion of Eq. (7). A well-known example of models whose probability of interaction between
elements is invariant over translations are the small-world networks. In these networks one usually assumes that all ele-
ments have the same probability of connection. However, few papers have studied the small-world networks with time-
varying topology. Therefore, our next step will be to apply the method presented here for this class of systems, and analyze
the dependence of the effective quantities on the time scale at which the topology changes.
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There is a broad area of research to ensure that information is transmitted securely. Within this scope,
chaos-based cryptography takes a prominent role due to its nonlinear properties. Using these properties,
we propose a secure mechanism for transmitting data that relies on chaotic networks. We use a nonlinear
on-off device to cipher the message, and the transfer entropy to retrieve it. We analyze the system
capability for sending messages, and we obtain expressions for the operating time. We demonstrate the
system efficiency for a wide range of parameters. We find similarities between our method and the

© 2013 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

A communication system is a device whose purpose is to con-
vey a message between spatially distinct locations. Schematically,
there are five elements in any communication system, namely: an
emitter, an encoder, a transmission channel, a decoder, and a re-
ceiver [1]. The encoder handles the message, so it passes through
the channel, and the decoder carries out the reverse process. In or-
der to be practical and safe, the construction of a communication
system may require other components [2].

A major concern of communication is the security in data trans-
mission. In many cases, the speed and reliability for transmitting
a message with low probability of errors is not enough, but also
the transmission has to be carried out in an extremely secure way.
In 1949, C.E. Shannon took a decisive step toward showing that
if the length of the key is not an inconvenience, a message can
be securely sent [1]. In a communication system, traditional cryp-
tography functions in the software level rather than in the high
speed physical level. Besides, security requires the use of ergodic
and mixing transformations also in the software level. In the early
1990s an attempt was made to show how to use chaos synchro-
nization to create a secure communications systems [3,4]. This
kind of synchronization has enabled one to create a fast crypto-
graphic system that operates in the physical (hardware) level of

* Corresponding author.
E-mail addresses: desouzapinto@pq.cnpq.br, desouzapinto@gmail.com
(S.E. de S. Pinto).

0375-9601/$ - see front matter © 2013 Elsevier B.V. All rights reserved.
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the communication system. Besides, chaotic systems are naturally
ergodic and mixing, which provides security. This initial idea was
shown to be insecure [5]; however, the complexity of nonlinear
systems enables other approaches. On account of this, different
communication systems based on chaos synchronization have been
proposed and investigated [6,7]. In general, such systems assume
chaotic dynamics for both the decoder and receiver. Thus, the en-
coder codifies a message using some property of the chaotic signal
and, after being transmitted, the message is decoded by the re-
ceiver, which is synchronized to the emitter [8].

An eavesdropper trying to determine the parameters of a cryp-
tographic system will always make an error. If the dynamics of the
system is chaotic, a small error grows exponentially what makes
difficult to decrypt the intercepted message [9-14], if the decoding
relies on a receiver that is exactly identical to an emitter. This is
one of the properties that made chaos-based cryptosystems popu-
lar.

Synchronization offers a communication system where informa-
tion is transmitted and received in real time and that operates
in physical level. However, the need for synchronization reduces
the parameter range of the transmitter and receiver within which
the system can be considered secure. For example, in [15] it was
shown that receiver and emitter do not need to match for the re-
trieval of information.

A different approach to secure communication using cou-
pled chaotic systems was presented by Hung and Hu [16]. In
their method, a binary message is codified considering the cou-
pling direction between chaotic maps on a ring. The receiver de-
codes the message, determining the transfer entropy [17] between
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succeeding maps. Indeed, for any interacting system, the trans-
fer entropy can be used for determining which variables influence
the dynamics of each other. The novel feature of this method is
that it does not require synchronization for transmitting data; it
only requires the determination of the transfer entropy. One in-
convenience is that, as this quantity is statistically defined, many
observations from the dynamics of the maps are necessary in or-
der to decode the message. The observation interval needed by the
receiver to determine the transfer entropy between the maps was
taken as the relaxation time [16]. Therefore, the transmission of
information through this mechanism requires operating times that
are multiples of the relaxation time.

In this work, we propose an improvement over the previous
method of Hung and Hu consisting of a communication system
that uses both chaos synchronization as well as transfer entropy.
While Hung and Hu's method uses only one network of cou-
pled maps, our model contains two networks, the emitter and
the receiver, the latter being a replica of the former. The trans-
mission of a message through the system is accomplished by two
stages that we call pre- and post-synchronization. Here, synchro-
nization occurs just between the elements with the same label, in
the emitting and receiving networks. Importantly, the elements in
each network are out of synchronization. The use of desynchro-
nized networks allows one to explore the good properties of syn-
chronization, namely fast transmission of information, but without
losing the parameter range for which the system is secure [18].
Mostly important, since that all nodes in the emitter network are
desynchronous, the encoded signal generated by this network is
composed by variables that are not correlated. In our method, it
is strictly necessary that receiver is identical to emitter in order to
decode the message. Since the transmitter is composed by a large
network of desynchronous elements, it is very difficult to deter-
mine the parameters of this network by analyzing the transmit-
ted signal. An eavesdropper cannot reproduce equally the emitter.
Even if an intruder manages to find all values of the state vari-
ables from the emitter and receiver, if one does not know precisely
the coupling function and intensity, one is not capable of decod-
ing the message correctly. Assuming the coupling prescription to
be secret keys of the communication system, if the key is altered
after each communication, then security would be increased fur-
ther.

In the stage of pre-synchronization, the networks start inter-
acting directly with each other until every node of the emitting
network becomes identical to other every node with the same
label of the receiving network. Once the emitter and receiver net-
works are synchronized, the second stage starts transmitting and
decoding the message. During this stage, the interaction between
networks is deactivated and the message is encoded in a binary
signal through an on-off device. The advantage of this procedure
consists on transmitting N bits of information for each unit of the
relaxation time. In other words, the communication device trans-
mits N bits of information using a bit stream, which makes data
transmission fast.

The proposed method relies on the fact that a long scalar quan-
tity, composed by the trajectory of a uni-dimensional system (s)
coupled in a master-slave fashion with an N-dimensional emitter
network by a connecting matrix representing the binary message
to be transmitted, carries information about these couplings and,
therefore, the message. The message can only be decoded by a per-
son that has complete knowledge of the emitter network. Imagine
the system s as a node in a large dynamical network. With the ex-
ception of the node s, assume that the information about all other
nodes is either known or can be precisely measured. Our method
works because it is possible to determine, which are the nodes in
this dynamical network that are connected to s by measuring the
flow of information created by a connection. Hence, nodes coupled

to s influence its dynamical behavior. Furthermore, the receiver
uses the transfer entropy to decode the message.

The fundamentals behind the success of our cryptographic
method share similarities with one possible way in which the in-
formation is believed to be processed and transmitted in the brain.
Reservoir Computing (RC) [19] is a machine-learning paradigm em-
ployed to retrieve from a dynamical network, the reservoir (the
“brain”), information of an external perturbation driving it, input.
The assumption behind RC is that the information about the in-
put is spread out all over the network, and reliable retrieval of
it can be accomplished by making a weighted average from the
trajectories of some selected nodes of the reservoir, the output.
Discovering which nodes should be selected is a remarkable task
that can be resolved by a learning process whose purpose is to find
an approximate match between input and output. In summary, one
hopes to find the connecting topology between the reservoir and
output (for a given random connecting topology between the in-
put and the reservoir), such that the output matches the input. It
has been recently demonstrated that RC can be performed by a
reservoir composed by a single dynamical node operating as if it
were a complex system [20]. In order to make the analogy between
RC and the proposed cryptographic method, imagine the system
s functioning as the reservoir, the emitter network being respon-
sible to produce the input, the connecting topology between the
input and s is given by the message, and the output is generated
by the receiver network, which in our method equals the input
in the post-synchronization stage. Similarly, to RC, which considers
that the input perturbs any random set of nodes in the reservoir,
the proposed cryptographic method works regardless of how is the
connecting topology between the input and s, the message. Any
random message can be decoded by whom has confidential infor-
mation. The main assumption for the success of RC lies behind
the belief that the reservoir stores information about the pertur-
bation experienced by it. According to this analogy, we argue that
the state of the reservoir stores specific information about the way
how it is disturbed. In contrast to RC, that aims at discovering the
connecting topology between the reservoir and output, in the pro-
posed cryptographic method it is the connecting topology between
input and the reservoir, the message that needs to be revealed. Fi-
nally, in RC input and output only roughly match, whilst in our
method, they need to match perfectly; otherwise, the message can-
not be decoded. Therefore, this analogy allows one to interpret the
encoding system s as a sort of reservoir that has memory about
the message, i.e., the way it is being perturbed.

This work is organized as follows: in Section 2, we describe
the communication device based on both chaos synchroniza-
tion and transfer entropy analysis. Section 3 describes the pre-
synchronization stage, computing the synchronization time of a
lattice of coupled piecewise-linear chaotic maps. In Section 4 we
describe the post-synchronization stage, determining the relax-
ation time of the system. Section 5 examines an example of data
transmission through this mechanism. The last section is devoted
to our conclusions.

2. Description of the communication mechanism

Consider the emitter (E) and receiver (R) networks as two
identical coupled map lattices composed by N sites each one [21-
23]. The number of sites N is defined according to the amount
of bits in a message that will be transmitted. If we assume the
message as a binary sequence m = {mMm®, ..., m®™} of length
N’, with m® equal to 0 or 1, N is equal to the number of el-
ements belonging to this sequence, this is N = N’. The state of
the E and R networks, at each discrete time n, is defined by the

vectors e = (€S, e, ..., e T and r, = ¢V, r®, . i)T re-
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spectively, with e,(f) and r,(f) corresponding to a state variable z € £2
whose time evolution is governed by a chaotic map f : 2 — £2,
with 2 CcR.

There have been investigations of chaos synchronization be-
tween replicas of coupled map networks using continuous maps
[24-26]. Based on such previous investigations we can restrict our
analysis to continuous maps f over the set §2. In particular, we
focus on the piecewise-linear tent map f(z) =1—2|z—0.5| [27].

Besides the individual dynamics, the sites in each network are
submitted to a coupling prescription. This intra-network coupling
is arbitrary, but, for transmitting and sending a message correctly
both E and R networks must be taken as identical, sharing the
same coupling prescription and parameters. So, our communi-
cation system uses a symmetric private key. Here we consider
a Laplacian-local intra-network coupling with periodic boundary
conditions and random initial conditions:

F(z0) =1 _8)f(zr(1i)) + %[f(lﬁH)) +f(zr(1i+1)):|’ (1)

where z(® = z(N+) represents the state variable of the i-th site (i =
1,...,N) and ¢ € [0, 1] stands for the strength of intra-network
coupling in each network.

The transmission data process between E and R networks is
composed by two stages: the pre- and post-synchronization. When
we refer to synchronization we mean the process in which e, =r,
for all n. The components of each state vector are necessarily not
equal. If all maps of a network mutually synchronize, then the dy-
namics of the network, given by Eq. (1), reduces to the dynamics
of an uncoupled map. This is an undesirable feature for the point
of view of the secure communication, since an intruder could de-
termine the network state from knowing the state of only one
site, that would endanger the security of the transmission. Thus,
in order to avoid mutual synchronization in each network, we will
assume that intra-network coupling intensity is sufficiently weak,
which increases the dimension of the emitter.

3. Pre-synchronization stage

A way of synchronizing the state vectors of the E and R
networks is to assume an interaction between them. This inter-
network coupling may be unidirectional or bidirectional. In the
first case, also known as master-slave coupling, one network in-
fluences the dynamics of the other but is not influenced by the
latter; while, in the second case, both networks influence and are
influenced by each other. We will take here the master-slave cou-
pling, E as the master and R as the slave networks, such that the
dynamics of the system is described by
ety = (el
=0 =F) +vF(er), )
in which y is the strength of the inter-network coupling. Fig. 1
illustrates the system described by Egs. (1) and (2). Each site is
represented by a disc and the lines indicate the connections among
them. Note that the E-sites interact with their neighbors inside
the E-network, and R-sites interact with their neighbors inside the
R-network (intra-network connections are bidirectional). However,
the sites of E influence a corresponding site of R and its nearest
neighbors, since the inter-network connections are unidirectional.

The coupling remains active while the networks do not syn-
chronize with each other. When this occurs the network E stops
sending information about its state variables. Since the synchro-
nization of the E and R networks marks the end of the first stage
of the process, we have to identify when it occurs. We use as
a synchronization diagnostic, the synchronization error average,
given by

(a)
(®)
©: R ©

Fig. 1. Schematic diagram of the connections between corresponding sites (la-
beled 2) of two networks (E: emitter; R: receiver) with Laplacian-local intra-
network coupling and a master-slave inter-network coupling. (a) Site 2 in both
networks have outcoming intra-network coupling. Outcoming inter-network cou-
pling is described by site 2 of E coupled to sites 1, 2, and 3 of R; (b) Site 2 in
both networks have incoming intra-network coupling. Incoming inter-network cou-
pling is described by site 2 of R coupled to sites 1, 2, and 3 of E.
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Fig. 2. Average synchronization time as a function of the intra-network coupling
parameter ¢ for different values of the inter-network coupling parameter y. The
solid line is a least squares fit with slope —1.0.

1 6

wi= 5 2 len =l (3)
i=1

If the state vectors of E and R networks are synchronous we have

wy, =0, otherwise w, > 0. The synchronization time t is the time

it takes for this average error to be less than 1074 over a time

window of 1000 consecutive iterations of the system.

In order to make the e, and r, vectors identical we need to
choose the y and & parameters in such a way that they allow syn-
chronization. In the particular case in which & = 0, synchronization
is just observed when y > y, = 1/2. For an inter-network coupling
strength of y =1/2 +§, we investigated the synchronization time
7s between the networks as a function of the intra-network cou-
pling strength ¢. Fig. 2 shows the average synchronization time as
a function of the intra-network coupling strength for 100 different
randomly chosen initial conditions, N =21 and for different val-
ues of 5. We see that, for y =0.5 (§ =0) and ¢ < 0.3, the average
synchronization time scales with € as a power-law

(T =Ce™®, (4)

in which C and « are obtained by the best fit of the points. In
the case presented we have the following values: o = 1.018 and
C = 32.23. Considering networks of different sizes, we found that
o ~ 1.0 while C depends on the value of w from which the net-
works are considered synchronized, more specifically, C = Inw~!.
Even though this relation, in general, is not a power-law for any
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Table 1 dynamics (mode-off). Moreover, the dynamics of the signal is given
XOR true table. by the following map
Message 0 0 1 1 N
Keystream 0 1 0 1 ﬂ ( 4
Sni1=S6n) =1 —P)sa+ =Y ef’m?, (5)
XOR 0 1 1 0 =
in which B=(N—-1)/N and n = Z{\’Zl m® is a normalization fac-
Table 2 ) ) tor. Given a randomly chosen initial condition sg the iteration of
Cipher and decipher operations. the map S yields a chaotic orbit {s,},_o. The map S itself is not
Plain Text ® Keystream = ciphertext chaotic but, since it is driven by e\, that it is itself chaotic, the
ciphertext &3] keystream Plain text orbit {sy},—¢ results chaotic as well.

value of ¢, it can be used nevertheless to estimate the synchroniza-
tion time between the networks. In the following we will consider
just the case for ¢ < 0.1 and, thus, Eq. (4) allows us to estimate the
time it takes for the coupled networks to mutually synchronize.

4. Post-synchronization stage

In the previous section, we showed how to synchronize the
networks E and R by controlling the inter-network coupling pa-
rameter y. Here, we will describe how to convey a particular
message m between E and R in a safe and efficient way. A neces-
sary condition is that both networks remain synchronized during
all the process, otherwise the receiver will not be able to read the
message correctly.

Remember that we consider the networks to be synchronized
whenever the synchronization error wy is less than a tolerance
fixed at 107", In order to keep the network synchronized we
truncate the state variables of both E and R such that we get rid
of differences o(w) less than 10~'4. Then we turn off the inter-
network coupling, since it is no longer necessary for keeping the
networks synchronized. Indeed, E and R being identical networks,
if e; =1, at a given instant n = 75 then they remain synchronized
for all n > ;.

After the inter-network coupling is switched off the second
stage of the communication process begins, in which we trans-
mit the desired message. To compare our method with traditional
cryptography, we briefly introduce the famous Vernam cipher [28],
a symmetrical key cipher where plain text digits are combined
with a keystream. This combination produces a ciphertext using
the operation XOR, symbolized by &, whose true table is pre-
sented in Table 1. The operation is reciprocal: one uses an identical
keystream both to encipher plain text to ciphertext and to decipher
ciphertext to yield the original plain text (Table 2).

According to Shannon, for a cipher to be considered secure it
must satisfy the following conditions: (i) the keystream must have
at least the same length of the message, (ii) is changed at ev-
ery communication, and (iii) binary symbols of keystream must be
randomly decorrelated, then cipher is proven to be secure [2].

In our method, the XOR transformation is a sophisticated non-
linear transformation. Similarly to the Vernam cipher, the size of
the emitter network is equal to the length of the message. The
emitter network has a role similar to the keystream in the Ver-
nam cipher method. Finally, the requirement that a keystream
must have decorrelated symbols is analogously reproduced in our
method by having decorrelated nodes in the emitter network.

We introduce a discrete-time dynamical system S : 2 — £2 that
is responsible for encoding the message in the signal consisting
of an orbit of the system S. The map S defines the value of the
signal s, in each time instant associating the message characters
to the state variables of the emitter network through an on-off
device. If the i-th element of the message m, denoted as m®, has
a binary value of 1, then ef,') influences the dynamics of s, (mode-

on), whereas if m® =0, then e,(f) does not influence the signal

Notice that the magnitude of the signal is not a feature of the
message, it is rather a feature of the dynamics of each element of
the emitter network (E). Consequently, if the system initiates from
different initial states, the same message will generally result in
different signals. On the other hand, it may happen that two dif-
ferent messages result in the same signal for a limited and usually
short period of time, however the signals will eventually diverge
with time.

For recovering the message contained in the signal {s;},_o the
receiver network R first verifies which state variables eﬁ,i) = rﬁli) in-
fluence and which do not influence the s,y1. Then the receiver
network associates the symbol 1 to the former case and 0 to the
latter case, observing the indexes of the sites in the network. The
transfer entropy is the dynamical tool that allows the receiver
network R to accomplish such verification. The transfer entropy

Tr'” Sus vanishes if and only if the dynamics of s,41 does not de-
n 7 Sn+
(i)

pend on the dynamics of r,’, so if the transfer entropy is nonzero
there is a statistical coherence between these signals. It is defined
as

(i)
10} pGSn+1lSn, )
T = E n —_—
=S P(Sn+1,3n, " p(Sn+1lsn)

where p(, , ) and p( | ) mean the join and conditional probabili-
ties, respectively. These probabilities may be calculated using a box
counting algorithm or a kernel estimator [17]. In this work we use
the former procedure by considering the following coarse-grained
variables

) log (6)

- 0, if0<x<1/2,
X‘{L if1/2<x<1, )
in such a way that, instead of using the variables r,(f), sp and Sp41q

we use the binary variables F,(l”, Sp and Spy1.

Since there are only eight possible binary states, the summation
in Eq. (6) has only eight terms. Besides, instead of working with
the signal s, itself, it suffices to consider the binary variables s,
without risk of turning the decoding process unsafe. In the binary
form the signal can be transmitted through any public channel. In
the following we explain how the determination of the transfer
entropy of each variable from the receiver network to the signal
enables the receiver to decode the message.

When the receiver network computes the transfer entropy to
recover the message encoded in the signal, it hardly will achieve
a vanishing contribution due to the fluctuations. Moreover the re-
ceiver network sites coupled with the signal yield a transfer en-
tropy value much higher than those uncoupled sites. A high-pass
filter is used to enable the receiver network to correctly recover
the message. Let m be the message sent by the emitter network
and m’ be the message recovered by the receiver network. The el-
ements of the received message are given by:

—a (), (8)

where ©(x) is the Heaviside unit step function and o (T) is the
transfer entropy standard deviation of all network sites of the R

m®=e (Trh”asnﬂ
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Fig. 3. Average relaxation time as a function of (a) intra-network coupling
strength ¢, (b) message size N, (c) Ng, for Ny, = 100 different messages, each of
them with No = 100 initial conditions. (d) The upper limit for the relaxation time.
The red line stands for Eq. (9). (For interpretation of the references to color in this
figure legend, the reader is referred to the web version of this Letter.)

network. Hence the received message is a string of 0’s and 1’s if
the transfer entropy of the corresponding network site is less or
greater than one standard deviation of T.

The decoding process performed by the receiver network is not
instantaneous, but requires a finite time interval during which a
sufficiently large amount of binary signal is sent, in order to cor-
rectly decode the message. We define the relaxation time tg the
time it takes for R to correctly decode the message, i.e. such that
m’ =m [16]. We have observed that the value of 7z depends on
the message, for a given set of parameters. Hence we work with
the average relaxation time (7r), where the average is taken with
respect to a number Ny, of randomly chosen messages.

In numerical simulations, we consider a number N,; = 100 of
different messages m consisting of randomly chosen strings of bits.
The whole set of average relaxation times is plotted as a function
of the intra-network coupling strength & [Fig. 3(a)] and the net-
work size N [Fig. 3(b)], where we verified that (tg) grows with
both parameters. So, it is suggestive to analyze the tg-dependency
with respect to the product Ne [Fig. 3(c)], which shows a growth
whose upper bound is an exponential curve

(tr) = Ke*N?, 9)
where K = 4.9 x 10 and « = 1/3 were obtained by fitting the
maximum relaxation time points, presented in Fig. 3(d).

During the transmission of the message it may well happen
that some amount of noise corrupts the transmitted signal. It is
thus important to verify if the receiver network remains able to
decode correctly the message in the presence of external noise,
within a time of the order of relaxation time. We consider that
the signal s, is subjected to a Gaussian noise of zero mean and
variance o. The bit error ratio (BER) is the fraction of erroneously
transmitted bits with respect to the total number of bits in the
message [29]. This ratio was computed as an average over Ny, =
500 randomly chosen messages of fixed length N =51. In Fig. 4
we plot the bit error ratio (BER) as a function of o and the intra-
network coupling strength ¢. Note that, for o < 0.1 BER nearly
vanishes for all values of & and, thus, there is no difference be-
tween the decoded and emitted messages for a time n = (tg). Even

Fig. 4. Colors represent the bit error ratio as a function of the intra-network cou-
pling strength and the noise level. The values represent an average over 500 ran-
domly chosen messages of length 51 bits. (For interpretation of the references to
color in this figure legend, the reader is referred to the web version of this Letter.)
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Fig. 5. (a) 21-bit message sent; (b) Transfer entropy between F#)

received.

and 5p; (c) Message

for a stronger noise level the BER was found to be small, showing
that the communication process is robust in presence of noise.

5. Application to a specific example

We now exemplify the use of the communication system de-
scribed in the previous sections to transmit a specific binary mes-
sage. Let us suppose that the message contains N =21 bits and is
given by the binary string m =10111001011111110011 [Fig. 5(a)].
Hence both the emitter and receiver networks should have N =21
sites. Besides having the same number of sites the networks should
share a symmetric security key that is represented by the intra-
network coupling strength &, and the inter-network, from which
we calculated the time to synchronize. The value of the inter-
network coupling strength has been fixed as y = 1/2. Assuming a
value ¢ = 0.1, Eqs. (4) and (9) result in (75) = 323 and (tg) ~ 10%,
respectively, for the average synchronization and relaxation times.
Since these are average values, we can consider here 7, = 10% and
TR =2 x 10%

We couple the E and R networks following Eq. (2) and during
n = Ts iterates in the first stage of the process. At this point we
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expect to obtain a synchronization error w, < 10~ and, if so, we
truncate the state variables such that e; =r, and switch off the
inter-network coupling. In the beginning of the second state we
use Eq. (5) to obtain a signal s, which is transformed by Eq. (7) in
a binary sequence §,.

The receiver network keeps this binary signal during subse-
quent n = tg iterates and, through Eq. (6), computes the transfer
entropy for all network sites [Fig. 5(b)]. Finally, using Eq. (8) as
a high-pass filter, the receiver network decodes the message sent
[Fig. 5(c)], which is clearly identical to the sent message. We re-
mark that this process is extremely safe, since even if an eaves-
dropper would be able to snatch the signal that has been sent, the
probability of this eavesdropper to strike all the variables F,(,') dur-
ing the time tg would be P = 2N —= 263000 Thjs js also the
probability of striking the message sent, which is utterly insignifi-
cant.

6. Conclusions

We proposed in this work a robust and safe device for trans-
mitting binary messages using replicas of coupled map networks.
The communication system uses transfer entropy and as a conse-
quence allows the construction of a communication system where
information can only be decoded if the emitter and receiver are
completely synchronous and they are exactly identical. Since nodes
in each network are not synchronous, that enables the generation
of a decorrelated encoded signal. This provides an extra security
for the communication system, since it makes virtually impossible
for an eavesdropper to discover the dynamics of the emitter.

In addition, imagine that the eavesdropper is very clever and it
knows exactly the time the emitter and the receiver network take
to synchronize. If it does not know exactly the connecting topology
of the receiver network, it will not maintain synchronization. The
eavesdropper will also not be able to verify the existence of syn-
chronization, since all nodes in its network will be desynchronous.
Suppose now that the eavesdropper knows all the secret keys (in-
tra and inter couplings and connecting topology). Still all that is
needed for the communication system to regain security is that
the emitter and the receiver changes at a given time their network
connecting topology, after the message has started being transmit-
ted. This will maintain synchronization between E and R, but will
make the network of the eavesdropper to become desynchronous.
Both networks must have the same size N as the message itself (in
number of bits).

The proposed system works in two stages: in the first one we
synchronize the emitter and receiver networks. Only emitter and
receiver know how much time it takes to achieve synchronization.
After the first stage the inter-network coupling is switched off, but
the networks remain synchronized.

In the second stage we encode a given message into a signal
which is read by the receiver network using the transfer entropy
between the receiver network and the signal, with a high-pass fil-
ter based on the standard deviation of the transfer entropy. The
message can be decoded after a relaxation time. We obtained an
expression for an upper bound of the relaxation time as a func-
tion of the intra-network coupling strength and the message size.
Hence, given a message of arbitrary size the intra-network cou-
pling strength can be chosen in order to minimize the transmission
time.

The proposed device is similar to a method developed by Hung
and Hu [16] but differs from it in this way: in our method we com-
pact N bits of the message into a bit-stream of the signal, whereas
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in the Hung and Hu method every bit of the message is encoded
in a different bit of the signal. Hence our method represents a con-
siderable increase in the channel capacity attainable.

We considered a specific example to test this method and, com-
paring the message read by the receiver with the message emitted,
we verified that the method is reliable. Besides this advantage, the
method we propose is robust since, even in presence of external
noise, the bit error ratio can be kept in sufficiently low levels, vary-
ing the intra-network coupling and noise level.

Finally, we shown that even if an eavesdropper could intercept
the signal, it could not strike the message (more precisely, the
probability of it is negligible). We suggest that other continuous
maps as well as other intra- and inter-network couplings may also
be used. Some tests with other intra-network couplings have sug-
gested us that, for instance, the synchronization time power-law
behavior remains unaltered. This was also verified when consider-
ing the logistic map for the dynamics of each network site.
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