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RESUMO

O mapa padrao ndo rwist € um exemplo simples e geral de sistemas Hamiltonianos que
violam a condicdo twist. Sua aplicacdo abrange fendmenos associados a plasmas, dinamica
celeste, guias de onda, aceleradores de particulas, entre outros. A presenca de cadeias gémeas
e da curva shearless, neste mapa, tem uma grande influéncia sobre as barreiras presentes no
espaco de fase e sobre o transporte observado através dele. Neste trabalho, fornecemos uma
conexao entre os mecanismos de furnstiles e o cendrio de interseccdo entre variedades das
cadeias gémeas com o transporte no espaco de fase, uma situacdo ainda ndo completamente
entendida em sistemas Hamiltonianos nao twist. O alto transporte estd relacionado com o cendrio
de intercrossing, com a proximidade dos pontos homoclinicos e heteroclinicos das duas cadeias
e com os furnstiles agindo como um mecanismo de transporte, como uma passagem da trajetoria
de uma regido a outra no espago de fase. J4 o transporte baixo € representado pelo cendrio oposto,
temos um cendrio de intracrossing com uma distancia maior entre os pontos de intersecao e
os turnstiles agindo como mecanismo de barreira de trajetorias. O mapa nado fwist € um mapa
simétrico, sendo assim, ndo hd uma dire¢do preferencial para o transporte. Entretanto, a adi¢ao
de uma nova perturbagio na forma c sen(2mmx) é capaz de quebrar a simetria, para m par, e
assim o transporte direcionado é um fendmeno possivel. O mapa com esta nova perturbacao é
denominado mapa padrdo nao twist estendido e ele apresenta fendmenos interessantes como a
quebra de simetria, transporte direcionado e a recuperagdo do cendrio monotdnico, cendrio ndo

observado no mapa nao twist original.

Palavras-chave: condicao twist, turnstiles, simetria



ABSTRACT

The standard nontwist map is a simple and general example of Hamiltonian systems that
does not satisfy the twist condition. The map applications cover phenomenons related to plasmas,
celestial mechanics, wave guides, particle accelerators and other examples. The presence of
twin islands chains and the shearless curve has a big influence over barriers in the phase space
and, consequently, over the transport through the space. In this work, we provide a connection
between turnstiles, the manifolds intersection scenario and the transport in the phase space.
This connection is still not completely understood in non twist Hamiltonian systems. The high
transport is associated to the intercrossing scenario and how the homoclinic and heteroclinic
points from different islands chains are close to each other and how the turnstiles act like a
transport mechanism. The turnstile is the gate or the barrier to the trajectories from one region
of the phase space to another. The low transport is represented by the opposite scenario, the
intracrossing scenario has a larger distance between the intersection points. In this case, the
turnstiles act as a trapping mechanism. The standard nontwist map is a symmetric map, i.e,
there is not a preferential direction for the trajectories to follow. However, the addition of a new
perturbation with a shape as csin(2mmx) is able to break the symmetry, if m is even, and the
directed transport is a possible phenomenon to exist in the phase space. The map with the new
perturbation is called extended standard nontwist map and it features interested phenomenon as
the symmetry breaking, directed transport and the recovery of the monotonic scenario, which is

not present in the original nontwist map.

Keyword: twist condition, turnstiles, symmetry
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1 INTRODUCAO

Em seu aniversario de 60 anos, Oscar II, rei da Suécia e da Noruega, propds uma
competicao internacional que premiaria o estudioso que resolvesse e respondesse problemas
matematicos especificos e ainda sem solugdo !, Um entre os quatro problemas propostos era
a prova matemadtica da estabilidade ou nado-estabilidade do sistema solar. Este problema foi
escolhido, estudado e solucionado por Jules Henri Poincaré que acabou levando o prémio em

1889 2.

O problema escolhido pelo matematico franc€s era analisar a estabilidade de um sistema
de n corpos que interagem entre si pela for¢a gravitacional. Particularmente, Poincaré estudou o
problema que envolvia 3 corpos e, devido a complexidade e a dificuldade de se obter a solugao
analitica para a equacgdo diferencial referente, ele investigou as propriedades das solucdes a
partir de uma abordagem qualitativa utilizando técnicas geométricas e topoldgicas 2, O resultado
encontrado por Poincaré foi que as solugdes em séries para o problema convergiam, logo,
existia uma solugao analitica para o problema. Porém, enquanto preparava o manuscrito para
a publicacdo encontrou um erro que marcaria a histéria da mecanica classica: era impossivel
encontrar uma soluc@o analitica exata que descrevesse o sistema para uma condi¢do inicial
qualquer3. De fato, apenas algumas condi¢des particulares resultavam em solucdes exatas e, para
complementar, ele observou que pequenas diferencgas nas condi¢des iniciais produziam grandes

diferencas do estado final: o sistema ndo era totalmente previsivel 2,

O resultado encontrado por Poincaré foi o primeiro indicio de um novo comportamento
imprevisivel, uma ideia que contrariava o universo mecanicista e deterministico defendido
por Sir Isaac Newton e outros cientistas da época 3.0 pensamento cientifico defendido pelos
deterministas era de um universo que funcionava como uma engrenagem, uma maquina confidvel,
perfeita e totalmente previsivel: sob condi¢des proximas a mdquina do universo leva a resultados
idénticos *.

Poincaré contestou a ideia mecanicista do universo matematicamente e, anos depois, foi
observado comportamentos imprevisiveis e irregulares na natureza, em especial em sistemas
celestes. Como exemplo, podemos citar o mais cldssico deles: Hipérion, a lua incerta de Saturno.

Hipérion € uma lua com uma forma eliptica irregular que tem uma 6rbita bem estabelecida,

. ~ - . 4
precisa e regular, mas, a sua rotagao apresenta um padrdo complexo e irregular *. A lua de
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Saturno € dita ser cadtica e € uma consequéncia de vérios fatores A rotacdo de Hipérion
obedece as leis deterministicas de Newton mas, devido a complexidade da interacdo gravitacional

entre ela e os outros corpos celestes proximos, a regularidade € substituida pelo caos.

Um dos fatores que leva um sistema ao caos € o fendmeno de ressonancia. De fato,
este fendmeno € de grande importancia em problemas da Mecénica e é a explicagdo para
varios eventos naturais. Como exemplo, podemos citar as falhas nos anéis de Saturno e no
cinturdo de asteroides existente entre Marte e Jupiter ®, Para ambos os casos, temos corpos com
orbitas definidas e a presenca de corpos perturbadores. Quando a 6rbita destes corpos estd em
ressonancia com os periodos dos agentes perturbadores, esta érbita é desocupada, gerando assim
a falha °. Outra consequéncia da ressonancia € a captura dos cometas de Jupiter, como Oterma e
Gehrels 3 7. O que ocorre com estes corpos € a transicao de Orbitas: entre uma Orbita externa
a de Jupiter, geralmente com ressonancia 3:2 *, para uma interna a ela, com ressonancia 2:3
6] oposto também pode ocorrer, um cometa de uma 6rbita interna se mudar para uma 6rbita
externa. As duas ressondncias sdo conectadas por sua energia, o que justifica a transi¢do entre
estas Grbitas '. Durante esta transicdo, alguns cometas com uma energia proxima a de Oterma

podem ser capturados por Japiter 7.

Um outro exemplo de caos de grande interesse, principalmente na area de mecanica de
fluidos, € a adveccgdo cadtica. A adveccdo, neste contexto, € interessante para acelerar o processo
de homogeneiza¢dao de uma mistura pela difus@o molecular e ela € utilizada desde aplicagdes
industriais, como a reologia que estuda as deformacdes da matéria e seu escoamento, até fluxos

geofisicos 8 Neste caso, 0 caos é um componente desejavel no sistema.

O estudo de sistemas conservativos perturbados exigiu uma evolu¢dao da matematica
utilizada e aplicada para a analise de Orbitas regulares nestes sistemas. Com a descoberta
e demonstracido do teorema KAM, o estudo deste movimento regular obteve uma base bem
consistente °. Kolmogorov comegou o estudo para a convergéncia das solugdes de sistemas
perturbativos em 1954 ® Sua investigagao foi continuada por seu aluno Arnold, que em 1963
estendeu o estudo e deixou os resultados mais rigorosos, mas para sistemas Hamiltonianos conti-
nuos. Para completar o estudo, Moser provou o teorema para a dindmica discreta representada
pelos mapas © Assim, Komlogorov, Arnold e Moser construiram o teorema que leva o nome em
sua homenagem, o teorema KAM, a principal contribui¢cdo da Mecanica Cléssica do século XX.

Em suma, o teorema afirma que sistemas conservativos sob efeito de uma perturbagdo externa

*

Esta notagdo indica a razdo entre as frequéncia dos dois corpos.
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ndo tem todas suas Orbitas regulares destruidas, algumas sobrevivem e coexistem com Orbitas
cadticas " 1. A coexisténcia de caos com regularidade em sistemas conservativos € de grande
interesse pois € presente em dreas como a astronomia, a fisica de plasmas, a meteorologia, a

fisica estatistica e em modelos complexos de sistemas quimicos, bioldgicos e fisico-quimicos.

Porém, o teorema KAM nao € valido para todos os sistemas. Para que ele seja valido,
uma das condigdes necessdrias é que o sistema satisfaca a condig¢io rwist © globalmente. Esta
condigdo garante a monotonicidade? de que um momentos candnicos grandes implicam em
velocidades grandes 12 Sistemas que violam a condi¢@o twist sdo denominados ndo fwist € eles
sdo amplamente utilizados para descrever linhas de campo magnético no plasma, fendmenos
astrondmicos, entre outros exemplos 1213 Uma vez que o teorema KAM ¢ violado, novos
fendmenos sdo observados nestes sistemas como a existéncia de meanders, que pode ser traduzido
como sinuosidade, e da curva shearless *, a curva responsével pela quebra da monotonicidade no
espaco de fase. Outros fendmenos exclusivos de cendrios nao fwist sdo a reconexao e a colisdo

de separatrizes no espaco de fase, assim como a existéncia de cadeia de ilhas gémeas.

O comportamento universal dos sistemas que violam a condi¢do twist pode ser represen-
tado pelas caracteristicas do mapa padrao ndo twist, proposto por Morrison e Castillo-Negrete,
em seu trabalho publicado em 1993. Este mapa € um mapa genérico, conservativo e perturbado,
que viola a condi¢do twist e apresenta a reconexao de separatrizes e a reconexdo de camadas

fop: A ~ . .14
CStOCH.SthaS, fenomenos nao ObSCI’V&dOS em sistemas fwist .

O transporte pelo espaco de fase e seu mecanismo sido bem estabelecidos e conhecidos
para sistemas dindmicos twist, mas, para sistemas nao twist, o fendmeno de transporte ainda é
estudado e de grande interesse. Na primeira parte desta dissertagdo, buscamos entender como
ocorre o transporte no mapa padrdo nao fwist e, ainda mais, qual € a diferenca entre situagdes de
alto e baixo transporte. A andlise do transporte € feita baseada no conceito de transmissividade e
do comportamento das trajetérias no espago de fase em relagdo aos mecanismos de turnstiles® e

também associando as bacias de escape ao transporte.

O estudo sobre transporte em sistemas Hamiltonianos twists teve um grande destaque
no trabalho de Meiss, MacKay e Percival, em 1984 15 Neste trabalho, eles mostraram que o
transporte das trajetérias cadticas através das barreiras parciais que separavam o espaco em duas

regides ocorre pelos mecanismos de turnstiles, que sdo formados pelas varidveis instaveis e

" Este termo € especifico da édrea, evitaremos utilizar a tradugo.
*  Termo utilizado para representar algo que tem apenas um comportamento: crescente, decrescente, entre outros.

¥ Traducdo: roleta. Como é um termo préprio da drea, utilizaremos o termo em inglés.



14

estdveis do sistema * '°. Eles também descobriram que é possivel prever tempos de confinamento

a partir destes mecanismos de transporte °,

Para sistemas conservativos abertos com saidas especificas, o estudo do transporte
também engloba o caminho que a trajetdria segue e a saida escolhida. Sanjuén et al propuseram
a adaptacdo de bacias de atracdo de sistemas dissipativos para bacias de escape em sistemas
conservativos, definindo as bacias de escape como o conjunto de condi¢des iniciais que escapam
por uma determinada saida 7 As entropias definidas e associadas as bacias de escape nos
informam sobre a incerteza do sistema assim como elas se relacionam com a imprevisibilidade

das posi¢des finais das trajetérias 17,

Uma propriedade importante do mapa padrao ndo twist € a sua simetria vertical no espaco
de fase. Devido a isso, o transporte para cima ou para baixo sio iguais, ndo hd uma direcao
preferencial. Entretanto, quando hd a quebra de alguma simetria, o transporte direcionado se torna
um fendmeno possivel. A este fendmeno damos o nome de catraca (do ingl€s, ratchet). Varios
estudos sobre este fendmeno foram realizados nos ultimos anos pois ele fornece explicagdes
para vérios fendmenos quimicos, fisicos e bioldgicos como os motores moleculares, migracdo de

bactérias, transporte de fluidos, fluxos de densidade entre outros exemplos 18, 19,20, 21

Na segunda parte desta dissertacao buscaremos estabelecer a relagdo entre simetria e
transporte direcionado para sistemas nao twist. Para isso, estudamos o mapa padrao nao twist
estendido, proposto por Portela e colaboradores 22 como uma expansao local de um mapa nao
twist global que descreve as linhas de campo magnético em um dispositivo de plasma toroidal na

.. L 1 L. 3
presenca de um limitador ergédico magnético 22,2

. O limitador ergédico tem, como contribui¢do,
uma nova perturbagao externa responsavel pela quebra de simetria e, consequentemente, pela

presenca do transporte direcionado.

A estrutura desta dissertacdo € dividida de maneira que no capitulo 2 apresentamos uma
revisdo sobre sistemas dindmicos e as ferramentas utilizadas para analisd-los, como o nimero de
rotacdo e o expoente de Lyapunov. Também fazemos uma breve exposi¢ao sobre os conceitos de
bacia de escape, sobre as entropias associadas as bacias e o transporte direcionado. A primeira
parte do nosso estudo estd concentrada nos capitulos 3 e 4. No capitulo 3, apresentamos o
mapa padrdo ndo twist e estudamos o transporte pelo espaco de fase. Este estudo é baseado nos
conceitos de transmissividade, variedades e turnstiles. J4 no capitulo 4, abordamos a simetria do
mapa ndo twist e o estudo das bacias de escape e entropias para este mapa. A segunda parte da

dissertacdo estd concentrada no capitulo 5, onde apresentamos a extensdo do mapa nao twist, as
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consequéncias da presenca e da influéncia da nova perturbagdo na simetria do sistema, na quebra

de barreiras e, consequentemente, no transporte pelo espago de fase.

Os resultados desta dissertagdo para o mapa padrdao nao twist, apresentado no capitulo
3, foram publicados na revista Physical Review E sob o titulo "Dynamical characterization of
transport barriers in nontwist Hamiltonian systems". Este mapa também foi objeto de estudo no
artigo "Recurrence-based analysis of barrier breakup in the standard nontwist map", desenvolvido
em colaboracdo e publicado no periddico Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear

Science.
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2 SISTEMAS DINAMICOS E TRANSPORTE

Sistemas dindmicos sdo sistemas que evoluem no tempo e sdo definidos por um conjunto

de equagdes matematicas que descrevem a sua evolugdo temporal 24

. A descri¢do matematica
¢ feita, de maneira geral, de duas formas: equagdes diferenciais ou equacdes de diferencas,
esta dltima também conhecida por mapas 2. As equacoes diferenciais descrevem os sistemas
com uma evolucao continua no tempo e sdo amplamente utilizadas na fisica. Por outro lado, os
mapas sao uma descricdo temporalmente discreta do sistema, as equacdes sao iterativas e mais
simples, mas oferecem exemplos de caos e sdo ferramentas para estudar as solugdes de equacoes
diferenciais »°. De uma maneira geral, qualquer comportamento de um sistema fisico pode ser
aproximado por mapas e, a utilizacdo de uma dindmica discreta tem um custo de simulacdo

computacional menor e dispensa o uso de ferramentas matemdticas mais complexas, como os

integradores numéricos.

Neste capitulo iremos estudar uma classe especifica de sistemas dinAmicos, os sistemas
conservativos. Na primeira secao, examinaremos a descri¢do matematica de mapas relacionados
a estes sistemas e as ferramentas que serdo utilizadas para analisd-los. Na ultima se¢do, vamos

abordar um tépico importante em sistemas dinamicos, o transporte no espago de fase.

2.1 SISTEMAS DINAMICOS CONSERVATIVOS

Os sistemas conservativos sdo uma classe importante dentro do estudo de sistemas dina-

. . . . .. - . . .. .26
micos: eles descrevem sistemas onde os efeitos de dissipac¢do de energia sdo negligencidveis™ .
Como exemplo temos os sistemas astrondmicos, o confinamento em reatores de fusdo, as

trajetdrias de ondas propagantes, a dissociacao de moléculas, entre outros 24,26,27

Uma vez que a energia € conservada, uma particula em movimento permanecerd com a
mesma quantidade de energia e sua trajetdria serd restrita a uma superficie de energia durante todo
o movimento>®. Como consequéncia, tanto as equagdes diferenciais quanto os mapas iterativos
que descrevem os sistemas conservativos sao reversiveis: a dindmica original e a inversa sao

29

. 2 . o ~ . o
equivalentes ® Dentro da classe dos sistemas reversiveis estdo os sistemas Hamiltonianos>”,

assunto discutido a seguir.
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2.1.1 Sistemas Hamiltonianos

Os sistemas Hamiltonianos sdo sistemas fisicos cuja dinamica é descrita inteiramente

pela funcdo H(q,p,t) e pelo conjunto de equagdes diferenciais 24,29
dq ___ 0H(q,p?)
priial Bl —
dt op 2.1
dp _,_ OH(a.p.) '
dt oq

As varidveis q e p sdo vetores k,-dimensionais, onde k, é o nimero de graus de liberdade
do sistema 2. O espaco formado pelos vetores das varidveis conjugadas (q, p) € um espaco de
dimensao d = 2k, denominado espaco de fase®. O espago de fase é uma ferramenta grafica que
permite conhecer os comportamentos de um sistema dindmico: quais condi¢des iniciais levam a

um comportamento cadtico ou regular.

Dentro dos sistemas Hamiltonianos, temos o caso especial onde a fungdo Hamiltoniana
~ . . 24 . . L 4. n
ndo depende explicitamente do tempo~". Quando isto ocorre, o sistema € dito ser autdnomo e,

com as equagdes de Hamilton (2.1), podemos mostrar que H(q, p) é constante no tempo:

i “aqdi Tapdr o “aqap b\ g 2

dH(q,p,t) o0oHdq oHdp oH 0HOH oH ( aH(q,p,t)) _0
A defini¢do da funcdo Hamiltoniana € a soma da energia potencial com a energia cinética,
H = E_;, +U. Sendo assim, podemos associar a Hamiltoniana com a energia E do sistema e,

para sistemas conservativos autdbnomos, temos 2

E = H(q,p) = constante no tempo. (2.3)

2.1.2  Fluxos e mapas

As solugdes das equagdes diferenciais (2.1) sdo funcdes continuas no tempo, um fluxo
Hamiltoniano no espaco de fase 39 Para o caso unidimensional (d = 1), se a funcdo Hamilto-
niana depender explicitamente do tempo, temos uma dependéncia de trés varidveis: a posi¢ao
generalizada g, o momento generalizado p e o tempo ¢, sendo assim, consequentemente, o0 espago
de fase sera tridimensional. Podemos reduzir a dimensionalidade do espago de fase a partir da

secdo de Poincaré.

A secdo de Poincaré, também denominada corte ou mapa, é o conjunto de pontos
(q,p) resultante da intersec@o entre o fluxo (solugdes das eq. (2.1)) com uma hipersuperficie

propriamente definida (Figura 1) 3
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Figura 1 - Figura esquemadtica da se¢@o de Poincaré. A esquerda temos a érbita em 3 dimensdes. A secdo ao lado é
a respectiva secdo de Poincaré.

e

/ Xz )
X Xn+2

X, n+l

n+l

* Xn+2

Fonte: A autora.

Considerando uma dependéncia periddica do sistema onde H(q,p,t + 1) = H(q,p,?)
construimos o mapa de Poincaré a partir da intersecao do fluxo no plano a cada instante de tempo

tn = to +nt '°. Matematicamente, temos que a se¢do de Poincaré pode ser definida como

(pn—i-laQn—i—l) = T(pnaCIn)a (2.4)

onde p, = p(t,), gu = q(t,) e T é o operador temporal 10
Como exemplo de sistema Hamiltoniano citamos o rotor pulsado, um modelo simples
que emerge de muitos sistemas fisicos e que traz consigo as principais caracteristicas da dinamica

de sistemas conservativos'” 2.

2.1.3 O mapa padrao

O rotor pulsado € um corpo preso por uma haste a um eixo vertical que pode oscilar e
rotacionar livremente no plano perpendicular a haste”®, como esquematizado na figura 2. Os

pulsos aplicados ao corpo sdo periddicos, com um periodo T.

A funcdo Hamiltoniana que descreve o sistema € definida por 10, 30
H 1I2 Kcos6 i S(I ) 25

=5t — -—n

2 = \1T ’ (2.5)
onde o primeiro termo refere-se a Hamiltoniana ndo perturbada,
H ! I’ H L (2.6)
== ou = — .
0 2 ) 0 2p 9

com p sendo o momento linear. O segundo termo da Hamiltoniana (2.5) € a perturbacao

consequente das sequéncias de pulsos de periodo T 10 Na secdo de Poincaré, onde ¢t = nt, temos
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Figura 2 — Rotor pulsado. A massa estd fixa a uma haste horizontal, paralela ao plano, e estd estd presa a um eixo
vertical. A massa pode girar livremente no plano.

_—
-

Fonte: A autora.

que a funcdo delta serd igual a unidade. Logo, utilizando as equagdes (2.1) chegamos a

_9H _
==

= OH _ K sen®
=35 = send.

0 I,

2.7

Considerando que (1,0) sdo os valores das varidveis logo antes do pulso de nimero

n e que (1,0) sdo os valores logo antes do pulso n+ 1, trabalhando com as equagdes (2.7),

encontramos
AB 6-0 _
e (2.8)
Al -1 -
—=———=]—1=—Ksenb,
At (n+1)—n
e chegamos as equacdes definidas por Chirikov>?
I =1+ K sen®,
) (2.9)
0=0+1,

que sdo a defini¢do do mapa padrao, ou mapa de Chirikov, onde o pardmetro K € o parametro
de perturbacdo. Para entender o papel da perturbagao no sistema, construimos o espaco de fase
para diferentes valores do pardmetro K. Estes espacos de fase sdo resultados de simulacdes

computacionais e estdo apresentados na figura 3.

As curvas nos espacgos de fase nas figuras 3 representam 6rbitas regulares que oscilam ao
redor de um ponto de equilibrio estavel, estas orbitas sdo denominadas ilhas e sdo representadas

pelas curvas fechadas em azul. As curvas também podem representar Orbitas que rotacionam
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Figura 3 — Espacos de fase para o mapa padrdo com os pardmetros (a) K = 0,0, (b) K =0,24, (¢c) K = 0,70, (d)
K=1,3e(e) K=5,3.

() (b)

Cadeia de ilhas

DO

(d)

Mar cadtico

Barreiras

N
e NS

7

Fonte: A autora.

ao redor da haste do rotor, estas curvas sao as barreiras ou separatrizes indicadas pelas curvas
pretas. As cadeias de ilhas sdo uma consequéncia da perturbacdo em uma Orbita regular,
elas estdo representadas em verde. Os pontos vermelhos dispersos representam condigdes
iniciais (posic¢ao e velocidade inicial) que geram um comportamento cadtico no sistema, um
comportamento irregular, ndo periddico e imprevisivel. Por este motivo, o conjunto destes pontos
¢ denominado mar cadtico. Podemos observar que quando K € ndo nulo, temos a destruicao
de orbitas periddicas e o surgimento do mar cadtico. A coexisténcia entre 0 comportamento
cadtico e regular € consequéncia da perturbacio externa no sistema, que € conservativo. As
consequéncias da perturbacdo externa sao resumidas em dois teoremas, o teorema KAM e o

teorema de Poincaré-Birkhoff °.

2.1.4 Teorema KAM e teorema de Poincaré-Birkhoff

A ideia base para o Teorema KAM € o estudo das orbitas como toros, € ndo como

trajetorias no espago de fase 30

, como mostrado na figura 4. Imaginamos que as solucdes do
sistema estdo sobre a superficie do toro. Assim, se uma trajetdria volta exatamente para o ponto

da condicao inicial depois de um certo intervalo de tempo, o toro € dito ser racional e representa
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uma dindmica periddica. O inverso deste intervalo de tempo € a frequéncia caracteristica do toro.
Se ndo houver um retorno exato, temos uma dinamica quasi-periddica e o toro € dito irracional

26

Figura 4 — Correspondéncia de uma 6rbita regular no espaco de fase (curva fechada) para um toro em um espaco
tridimensional.

O

Fonte: A autora.

As consequéncias da acdo da perturbag@o no toros depende de sua racionalidade. Toros
racionais tém uma frequéncia caracteristica Q racional e estdo sujeitos a efeitos de ressonancias
e consequentemente a sua destrui¢cdo com a a¢do da perturbacdo externa®. Para toros irracio-
nais, ndo ha um retorno exato ao ponto de origem, assim, as frequéncias nao sio definidas e,

consequentemente, nao € possivel definir  como um nimero racional.

Quando a perturbacdo externa € pequena, a maioria dos toros ndo ressonantes, ou seja,
os toros irracionais, nio sdo destruidos, apenas distorcidos no espaco de fase'!. A existéncia de
Orbitas regulares no espago de fase com a presenca de uma pequena perturbacao € garantida pelo

teorema KAM '°.

Segundo o teorema KAM, as condi¢des para que exista um toro invariante na presenca

de uma perturbagdo externa sdo as listadas abaixo 26,33,

1. As frequéncias do toro sdo linearmente independentes

Y miQ; #0, (2.10)
i
onde Q; sdo as frequéncias e m; sdo as componentes do vetor de nimeros inteiros m.

2. A perturbagdo € descrita por fun¢des suaves ( existe um nimero suficiente de derivadas

continuas da perturbacgdo).

3. As condig¢des iniciais estdo suficientemente afastadas da ressonancia.
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O teorema foi provado por Arnold entre os anos de 1961 e 1962, partindo da conjectura
exposta por Kolmogorov (1954) e foi provado também por Moser (1962) para um nimero

suficiente de derivadas continuas °-.

Os toros remanescentes, sobreviventes a perturbacdo, sdo toros muito irracionais e sao
denominados toros KAM °. A medida da irracionalidade de um toro € o quao irracional € a
frequéncia Q associada a ele 26 Um ndmero irracional Y positivo pode ser expandido em fracdes

continuas de modo que

v= = |a1,a2,a3,...], (2.11)

ay +
1

ay+——
2 as+...

~ L . . .. 2 ~ L . ~ .
onde os valores de a; sdo nimeros inteiros positivos ° A expansdo € tnica e sua versao finita
P . - . , . . 26 , - . .
¢ a aproximacdo racional do nimero irracional “°. Os nimeros que sdo considerados mais
irracionais sdo os nimeros onde a convergéncia da aproximagao racional é mais lenta, ou seja,

onde a quantidade de termos a; = 1 é maior 2,

O Teorema KAM abrange os toros irracionais, toros que nao sao efeitos de ressonancia
e que sdo quasi-periddicos. O tratamento de toros racionais, ou toros ressonantes, € feito pelo

Teorema de Poincaré-Birkhoff.

A maioria dos toros ressonantes nao sobrevive a pequenas perturbag()es24, de fato, os
toros de periodo s sdo destruidos e substituidos por 2/s pontos fixos, onde / € um nimero
inteiro>>. Pontos fixos sdo condi¢des iniciais cuja evolucdo temporal € sempre a condi¢do inicial
% 0s pontos fixos sdo classificados de acordo com a sua estabilidade: pontos fixos estaveis sdo

denominados pontos elipticos, enquanto os pontos instaveis sdo pontos fixos hiperbdlicos .

Condigdes iniciais proximas ao ponto eliptico formam trajetdrias que orbitam ao redor
deste ponto, ou seja, as ilhas do espaco de fase. J4 condi¢Ges iniciais proximas ao ponto
hiperbdlico podem se afastar ou se aproximar assintoticamente do ponto. O ponto hiperbdlico
apresenta duas direcOes: uma direcio estavel representada pelas setas com sentido em dire¢do ao
ponto, e uma dire¢do instavel, indicada pelas setas que se afastam, como mostrado na figura 5. As

trajetorias que seguem a direcao instavel (estdvel) se afastam (aproximam) do ponto hiperbdlico.

O Teorema de Poincaré-Birhoff afirma que sob efeito de uma perturbacdo externa, o
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Figura 5 — Ponto eliptico e ponto hiperbdlico. O ponto eliptico representa um ponto de equilibrio estivel e as
orbitas elipticas orbitam ao seu redor. Para o ponto hiperbdlico, vemos duas dire¢des: uma direcao
estavel (setas com sentido em dire¢do ao ponto) e uma direc¢o instavel (setas se afastando do ponto).

© X

Fonte: A autora.

remanescente de um toro racional € uma cadeia de pontos elipticos e hiperbdlicos alternados entre

26

si =, como podemos ver na figura 6, onde os pontos elipticos (hiperbdlicos) sdo representados

por circulos concéntricos (setas ortogonais). O surgimento de 2/s pontos fixos da quebra de um

. £ A e ~ . . 3
toro de periodo s € uma consequéncia da conservagdo de energia do sistema 3,

Figura 6 — A¢do da perturbagdo em um toro regular. As curvas com setas sdo toros irracionais na vizinhanga do
toro racional (curva do meio). Apds a perturbacdo, a curva € substituida por um nimero de pontos
elipticos (circulos concéntricos) e hiperbdlicos (setas ortogonais) igual a seu periodo, neste caso, a curva
tinha um periodo 3.

Fonte: A autora.

2.1.5 Numero de rotagao

Orbitas periddicas e quasi-periddicas, em sistemas bidimensionais, podem ser tratadas
geometricamente como toros. Neste caso, temos duas frequéncias associadas a cada trajetoria:
@1 = 01 e ¢ = 0,. Estas frequéncias sao frequéncias angulares, a variacdo temporal dos angulos

integrantes do toro, angulos que estao indicados na figura 7.
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Figura 7 — Deslocamentos angulares de um trajetdria sobre um toro. O circulo indicado pela seta representa a se¢ao
reta do toro.

£0)

Fonte: A autora.

O numero de rotacao (winding number ou rotation number) é definido como a razao

entre estas duas frequéncias
0= (2.12)

62

e representa a média do numero de rotagdes executadas pela Orbita na dire¢do pequena (01)
para cada rotacao na direcdo longa 8,2*. O ndmero de rotacdo (2.12) define a racionalidade
do toro: se m € racional, ele pode ser escrito como uma fracdo de nlimeros naturais e temos
uma dindmica periddica para qualquer condi¢do inicial no toro %% Porém, se € irracional, ndo
podemos escrever o nimero de rotagdo como uma razao, sendo assim, temos uma dinamica

quasi-periddica onde a trajetoria ird preencher todo o toro>.

De maneira prética, o nimero de rotagcao (2.12) pode ser calculado para uma trajetéria

em um espaco de fase com coordenada periddica x, que comeca em xo, pelo limite'?

o= lim 22— %0 (2.13)

n—e 1

onde x, € o valor da varidvel x na iterada n. Se o limite em (2.13) convergir e for um nimero
definido, a trajetéria com condi¢do incial xq € regular: uma ilha ou uma curva no espago de fase.
Se o for racional ou irracional, teremos um toro periddico ou quasi-periddico, respectivamente.
Caso o limite ndo convirja, teremos que a trajetOria apresenta caracteristicas diferentes: ela ndo é
regular, nem periddica e ndo pode ser representada por um toro. A esse tipo de comportamento,
denominamos comportamento caético, que foi apresentado anteriormente na sec¢do 2.1.3. Uma
das ferramentas utilizadas para identificar caos em sistemas dindmicos € o expoente de Lyapunov,

explanado na préxima se¢do.
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2.1.6 Expoente de Lyapunov

O expoente de Lyapunov pode ser compreendido como a taxa exponencial média da
divergéncia ou convergéncia de 6rbitas com condicdes iniciais proximas no espago de fase e
¢ uma ferramenta fundamental no estudo das propriedades estocdsticas (cadticas) de sistemas

e A e . 35
dinamicos, tanto analitica quanto numericamente ~.

Consideramos uma hiperesfera de k,, dimensdes ao redor de uma condig¢ao inicial xp, no

espaco de fase, de um mapa M com k,, graus de liberdade. Ao iterar todas as condi¢des iniciais

k, 2,34

presentes na esfera esta ird se deformar em um corpo hiper-elipsoidal de dimensdo , COMO

mostrado na figura 8.

Figura 8 — Evolucao da esfera de condi¢des iniciais de raio pg ao redor da condi¢@o inicial xy. As setas indicam a
dire¢do da evolucio.

-

Fonte: A autora.

Supondo que o raio inicial (n = 0) da esfera de condi¢des iniciais € pg e apds n iteradas,
ao longo da direcdo j, o raio variou exponencialmente, no tempo, até alcancar um valor (p,). O
expoente de Lyapunov a tempo infinito, referente a esta dire¢do j, é definido pelo limite 34

A; = Tim ~In (&) . (2.14)

n—oon po

Cada diregdo j tem um expoente de Lyapunov relacionado, o que faz com que o hiper-
elipsoide mude de direcao a medida que o sistema evolui temporalmente 3% Em sistemas
conservativos, a soma dos expoentes de Lyapunov de todas as dire¢cdes deve ser nula pois o

volume do espaco de fase é conservado, por definicao.

O valor do expoente de Lyapunov depende da condicdo inicial e pode ser positivo,
negativo ou nulo 34 Sobre as ilhas e curvas no espaco de fase, o expoente de Lyapunov € nulo,

uma vez que a distancia entre dois pontos muito proximos € constante durante toda evolugao
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temporal. Expoentes negativos ocorrem, por exemplo, quando hd convergéncia de orbitas
para um certo conjunto especifico no espago de fase, os atratores 2 J4 expoentes positivos
sdo caracteristicos de Orbitas cadticas, Orbitas onde condi¢Oes iniciais proximas a ela levam a
posicdes finais muito diferentes no espaco de fase. Esta situacdo € atribuida a sistemas cadticos
pois representa a imprevisibilidade do sistema. Um sistema € considerado cadtico se apresentar,

no minimo, uma dire¢do com expoente de Lyapunov positivo.

O calculo do expoente de Lyapunov € baseado na separacdo exponencial entre duas
trajetdrias com condic¢des iniciais muito proximas. De forma operacional, este calculo é baseado
no mapa linearizado, das derivadas de M %0 algoritmo proposto por Eckmann e Ruelle 36 para
o célculo numérico dos expoentes A; € baseado na decomposi¢do da matriz linearizada de M
(a matriz jacobiana J), no produto de uma matriz ortogonal 0 e uma matriz triangular superior
R. Os expoentes de Lyapunov sdo calculados a partir das derivadas D, f" 36 que, pela regra da

cadeia, podem ser escritas como 37,

Def' = I(F ) I3 0) - I () r_[ T @.15)

onde J é a matriz Jacobiana, D sdo as derivadas e f* é o préprio mapa 36,

Primeiramente, precisamos considerar a troca na condi¢ao inicial de J(x) para J(x)Qo

3 onde Qo € a matriz ortogonal no instante t = 0. Para k = 1, temos que a decomposicao é
J(x) = Q1R e, para k =2,3,....t temos, por defini¢ao, 36,37,
= J(f () Qx-1- (2.16)

A decomposi¢do para k > 1 também é JkT = QiRy e, igualando a (2.16), encontramos

J(f*1(x))Qx—1 = QxR Multiplicando os dois lados a direita por Q; '| temos que

T (x) = QeReQ (2.17)

levando em conta que Q~'Q = 1. Substituindo (2.17) e a condigdo inicial modificada J(x)Qy

em (2.16), temos:

Dof' =J(f 1 (x)J(f 2 (%) T (f(x)).J((x))Qo,
Dyf' = QiR Q01 1R 1...02R2 07 ' R10y ' Q0. (2.18)

omo Q, Qi = 1 para qualquer &, a equacdo (2.18) reduz-se a,
Como Q; 'Oy =1 lquer k (2.18) red

Dxfl - QlRl‘Rl—l R] . (219)
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O termo D, f* é calculado pela multiplicagdo das matrizes Jacobianas de cada tempo,
consideramos que J. = D, f' e a matriz de produtos R = R;R;_...R|, que é a matriz triangular
superior total resultante de todas as multiplicagdes. Os expoentes de Lyapunov sdo dados em

funcao dos elementos da diagonal principal da matriz R:

1
7\,1': lim—lnrjj, (220)

n—oon

onde r;; sdo os elementos da diagonal da matriz 36,

Para encontrar os valores de r;; partimos da afirmacdo que como a inversa de uma
matriz ortogonal é a sua prépria transposta, multiplicamos a relacio J. = QR a direita por Q' e
encontramos Q~'J = R. A matriz Q é uma matriz ortogonal genérica dependente de um Angulo

B e pode ser escrita como, 38

0 cosfp —senf ' 221
senf  cosP

Entio, Q~!J. = R se torna

COSB senB Jll J12 _ ri1 riz . (2.22)
— senB COSB J21 .122 0 %)
Pelo termo nulo de R em (2.22) conseguimos encontrar o valor de [3:

_ 2 1Y
—Jiisenp+Jcosp=0 — tgfp=-"— — P=tg =, (2.23)

J11 Ji1

e, consequentemente, os valores dos elementos de R,

rir = J11COSB—|—.121 senB, (2.24)
rip = JipcosP+Jao senf, (2.25)
ryp = —Jip senf+Jy; cosP. (2.26)

Linearizando o mapa M, encontramos os elementos (2.26) e o expoente caracteristico de

Lyapunov para o sistema.

2.2 TRANSPORTE NO ESPACO DE FASE

Uma questao de grande interesse ao estudar sistemas dinadmicos € o transporte no espaco

de fase. Este estudo pode ser feito analisando as regides acessiveis ao sistema e o tempo que um

grupo de trajetorias leva de uma determinada regido do espaco a outra 2,
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Nesta se¢do, apresentaremos os principais conceitos sobre transporte em sistemas Hamil-
tonianos e as ferramentas utilizadas para analisa-lo: a transmissividade e a bacia de escape. Por

ultimo, iremos explorar sobre o transporte direcionado no espaco de fase, o fendmeno de ratchet.

2.2.1 Transporte em sistemas Hamiltonianos

Os sistemas Hamiltonianos sdo caracterizados pela coexisténcia de caos e regularidade
no espaco de fase. Sendo assim, a evolucao temporal do sistema nao € inteiramente regular ou
irregular, ele depende da condicao inicial da trajetdria 15 Os movimentos periddico e quasi-
periddico sdo representados por curvas no espago de fase que sao resultado das interse¢des dos
toros KAM com o plano definido pela secao de Poincaré. O movimento cadtico e irregular €

representado por um conjunto de pontos que preenche o espaco entre duas curvas KAM =

As trajetdrias no mar cadtico podem levar um longo tempo até explorar toda regido aces-
sivel a elas. Isto ocorre pois no espago de fase existem barreiras parciais que sdo remanescentes

das barreiras totais, estas que foram destruidas devido a a¢do da perturbacio no sistema.

Na figura abaixo, figura 9 (a), vemos um esquema de um espaco de fase com barreira.
As condicdes iniciais que comecam na parte inferior (pontos em vermelhos) nao atravessam o
espago de fase e ndo chegam a parte superior. O contrdrio também € verdadeiro, as trajetdrias da
regido superior (pontos azuis) ndo chegam a inferior. Ja na figura 9 (b) ndo observamos mais uma
barreira, mas as trajetérias em vermelho (azul) ainda ndo ocupam totalmente o espago de fase,
uma vez que ndo chegam a parte superior (inferior) dele, o tempo necessério para isso € muito
maior que o utilizado para a construcdo deste espacgo de fase. Isso ocorre devido as barreiras
parciais que existem e sdo consequéncia da quebra da barreira total da figura 9 (a). Para o caso
representado em 9 (c) temos a mesma situagdo de 9 (b), mas a evolugdo das trajetdrias ocorre por
mais tempo. Como consequéncia, vemos a mistura dos pontos de cores distintas, as trajetorias

atravessam a barreira parcial e podem acessar qualquer ponto do espago de fase.

As ferramentas que serdo utilizadas neste trabalho para estudar o transporte sdo a trans-

missividade e as bacias de escape, explicadas nas proximas secoes.

2.2.2 Transmissividade

A transmissividade 7, é definida como a fracdo de 6rbitas que comecam na regido de um
lado da barreira parcial, atravessam o espaco de fase e chegam ao outro lado da barreira, em um

determinado tempo n 39, Matematicamente, temos,
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Figura 9 — Efeito das barreiras no espaco de fase. (a) Espaco de fase com uma barreira total, as 100 condi¢Ges
iniciais escolhidas aleatoriamente na linha y = —1,0 (y = 1,0) e suas respectivas iteradas no espaco de
fase por 500 tempos sdo representadas pela cor vermelha (azul). Em (b) e (c), o espaco de fase tem uma
barreira parcial, escolhemos também 100 condigdes iniciais aleatoriamente na linhay = —1,0 (y = 1,0)
e suas trajetdrias sdo representadas no espaco de fase pela cor vermelha (azul). Para (b) o nimero de
iteradas foi de n = 500 e para (c) n = 5000.

() (b) (©)

0 0,5 1 0 0,5 1 0,5 1

Fonte: A autora.

T, = (2.27)

onde N(n) é o niimero de trajetdrias que atravessou o espaco de fase dentro de um intervalo de

tempo n e Ny € o numero total de condi¢des iniciais na regido inicial especificada.

Uma transmissividade nula e baixa, indica a presencga de barreiras totais ou barreiras
parciais, uma vez que elas vao dificultar que as trajetdrias atravessem o espacgo de fase e assim
N(n) serd menor. Uma transmissividade baixa também pode ser consequéncia da presenca de
armadilhas dinamicas no espaco de fase. Essas armadilhas aprisionam as trajetdrias por um certo
intervalo de tempo, o que faz com que as trajetdrias precisem de um intervalo de tempo maior
para atravessar o espaco. Uma transmissividade 7,, ~ 1 representa um espacgo de fase que nao

apresenta nenhuma obstdculo as trajetorias, logo, ndo apresenta dificuldade ao transporte.

2.2.3 Bacias de escape

Atratores sdo conjuntos de pontos para onde os pontos de sua bacia de atracdo convergem,
ap6s um tempo, devido a perda de energia. Os sistemas Hamiltonianos s@o conservativos, logo
ndo apresentam atratores ou bacias de atracdo. Entretanto, se o sistema for aberto, podemos
estabelecer saidas e construir as bacias de escape, o conjunto de condi¢des iniciais que escapa

por cada saida 17 Na figura 10 temos o esquema de duas bacias de escape no espaco de fase.
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Figura 10 — Exemplo de bacias de escape. As bacias sdo construidas evoluindo um conjunto grande (9 x 10°) de
condig¢des iniciais distribuidas uniformemente pelo espaco de fase: se as trajetdrias atravessam a linha
y=1,0 (y = —1,0) a condi¢ao inicial que a gera € marcada de azul (verde). Para a bacia em (a) temos
uma barreira total entre as duas bacias e por isso elas ndo se misturam. Em (b) temos uma bacia com
barreira parcial, como podemos identificar pelas incursdes de uma cor sobre a outra

(@ (b)

Fonte: A autora.

As saidas escolhidas neste exemplo foram as linhas y = 1,0 e y = —1,0. As bacias
de escape da figura 10 foram construidas a partir da evolugdo tempo de um grande conjunto
de condigdes iniciais (CI) distribuidas uniformemente pelo espaco de fase. Ap6s um tempo n,
analisamos se a trajetéria de uma certa CI escapou e por qual saida ela passou: se a trajetoria

cruzou a linha y = —1,0 (y = 1,0) marcamos a condi¢ao inicial com a cor verde (azul).

Como exemplo, podemos ver que na figura 10 (a) a fronteira de bacia € suave, as bordas
sdo bem delimitadas e ndo ha incursdes de uma bacia na outra: ha uma barreira total entre estas
duas bacias. Ja para a figura 10 (b), hd incursdes de uma bacia na outra, caracterizando uma

barreira parcial.

Além da informacdo de quais condi¢des inciais escapam por cada saida, as bacias nos
fornecem informagdes sobre a incerteza e a imprevisibilidade associada ao sistema, pois, se
temos uma regido onde as bacias sdo misturadas, das condi¢des iniciais préximas podem escapar
por saidas distintas, o que caracteriza imprevisibilidade. Para estudar esta relacdo entre bacias,
precisamos de ferramentas associadas a estas bacias, como a dimensdo de incerteza, as entropias

de bacia e de borda de bacia'’.

2.2.3.1 Dimensdo de incerteza

A dimensao de incerteza quantifica a incerteza do estado final de um conjunto de

condigdes que pertencem a duas ou mais bacias de escape. Seu célculo € feito baseado na fracio
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de incerteza, conceito explicado a seguir.

Consideramos um espaco de fase com duas bacias, bacia A e bacia B, e escolhendo um
nimero grande de condigdes iniciais (xg,yo) aleatdrias no espago de fase. Entdo, iteramos as
condigdes e suas vizinhas mais proximas, (xo £ €,yg) com € positivo e € < 1, e verificamos para
onde elas escapam. Se todas as condi¢des iniciais convergirem para a mesma saida, como a
condicdo inicial CI 1 e CI 3 na figura 11, denominamos que a condi¢do inicial central € dita
certa, caso contrario, ela € incerta, como em CI 2 . E esperado que a fracdo de condig¢des iniciais
incertas, a fracao de incerteza f(€), siga uma lei de escala f(€) ~ €%, onde a € o coeficiente de
incerteza *°. Se o0 < 1, temos que a borda da bacia ndo € suave e, como consequéncia, o estado

40

final apresenta uma sensibilidade maior as condi¢des iniciais .

Figura 11 — Condicdes iniciais certas (CI 1 e CI 3) e incertas (CI 2) nas bacias de escape A e B. Vemos que a
condicdo incerta estd préxima da fronteira entre as duas bacias

Bacia A
sz%
Cl1
CI3 T Fronteira de Bacia
CI2
Bacia B

Fonte: A autora, adaptado de Grebogi et al.,1983 41.

2.2.3.2 Entropia de bacia e entropia de borda de bacia

A entropia de bacia € uma ferramenta proposta por Sanjuan et al. que, diferente do
expoente de incerteza, captura a incerteza associada a cada bacia, nio s6 a borda, assim € possivel

saber qual das bacias é mais imprevisivel 17,42

Dividimos o espaco de fase em N, caixas, como esquematizado na figura 12. Cada caixa
contém N, condicdes iniciais, distribuidas uniformemente, que sio evoluidas, pelas regras do
mapa em estudo, por um certo intervalo de tempo. Para cada caixa i de condi¢des iniciais, a
fragdo destas condig¢des que escapa por uma saida j define uma probabilidade p;;. Sendo assim,

a entropia para cada caixa é definida por 17,

Ny
Si=—Y pijlog(pij), (2.28)
j=1
onde N4 € o nimero de saidas estipuladas no espago de fase. Se todas as condi¢des iniciais

dentro de uma caixa evoluirem para a mesma saida, teremos p;; = 1 e a entropia serd nula.
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Figura 12 - Divisdo das bacias em caixas. Cada quadrado é uma caixa onde sero escolhidas N, condi¢Ges iniciais
para o célculo das probabilidades e, consequentemente, das entropias.

Fonte: A autora.

A entropia de bacia S, € calculada pela média das entropias de cada caixa individual'’
S 1 .
Sp=—=—Y S, (2.29)
Nee  Nef ™

i=1
A entropia de borda de bacia Sy, € definida em funcido do nimero de caixas N, que estio

na borda entre as bacias '’

S
Sy = —. 2.30
bb N, (2.30)

As caixas que estdo na borda entre as bacias sdo consideradas todas as caixas que, entre

todas as condic¢des iniciais N., no minimo uma condi¢ao tem um destino diferente das outras.

A entropia de bacia §j, € sensivel ao tamanho das bacias, logo, é possivel diferenciar
bacias com bordas suaves e, como ela € dependente da estrutura da bacia, podemos quantificar a
imprevisibilidade associada a ela 7 Jsa entropia Sp, nos dd uma informagdo sobre a incerteza

referente apenas a fronteira entre as duas bacias 17

2.2.4 Transporte direcionado

De uma forma geral, o transporte no mar caético de sistemas Hamiltonianos € semelhante

a um processo de difusdo, como uma caminhada aleatdria, ndo existe uma dire¢cdo preferencial

2% Entretanto, muitos estudos mostram a geracao de transporte direcionado no espago de fase
. . 43 ~ .

sem a presenca de uma forga externa que direcione o transporte ~. A este fendmeno, da-se o

nome de efeito catraca (ratchet) 18
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O efeito catraca € de grande interesse na drea de sistemas dindmicos pois modela e

explica vérios fendmenos de transporte em sistemas quimicos, fisicos, bioldgicos e biofisicos 19,

Como bem resumido por 18,19,21, 20

, temos como exemplo o transporte em motores moleculares
e Brownianos, transporte de fluidos e energia, migracdo de bactérias, dispositivos em nanoescala,

fluxo de densidade, filmes magnéticos entre muitos outros.

O transporte direcionado, segundo Hutchings e colaboradores, € uma consequéncia
da quebra de simetria dos voos de Levy e, para sistemas Hamiltonianos, o efeito de catraca
tem como origem o desequilibrio entre as correntes das regides regulares (ilhas e curvas) e as
correntes das regides irregulares (mar cadtico)**. As catracas podem ser induzidas de maneiras
diferentes: adicionando ruidos a potenciais periédicos e assimétricos ou um termo periédico no
tempo que quebre a simetria de reflexdo’!. De maneira geral, o efeito catraca pode surgir quando

ha a quebra de alguma simetria do sistema, seja ela temporal ou espaciallg’ »,

A identificacdo do efeito de catraca € feita pela corrente de catraca (CC), obtida numeri-

camente por18

Ly ()
cC=— - o 2.31
NCjZ] n;p, (2.31)

1=
onde N, é o nimero de condig¢des iniciais distribuidas pelo mar cadtico e n é o nimero total
de iteragdes para cada condi¢do. De uma forma direta, a corrente de catraca € a média dos

momentos de toda a regidio cadtica (p) e existe uma catraca quando (p) # 0 “°.
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3 MAPA PADRAO NAO TWIST

Como enunciamos no Capitulo 2 desta dissertacdo, sistemas Hamiltonianos perturbados
exibem uma coexisténcia de regularidade e caos no espaco de fase. Interessados nas consequén-
cias desta coexisténcia, escolhemos um modelo muito estudado de sistema Hamiltoniano para
estudar seu comportamento: o mapa padrdo ndo twist, uma versdo do mapa padrdo apresentada

anteriormente que viola a condicao twist.

Neste capitulo, buscamos apresentar o mapa padrao nao twist, sua aplicacdo e o transporte

em seu espacgo de fase.

3.1 O MAPAE A CONDICAO TWIST

As propriedades de transporte de sistemas dindmicos podem ser descritas por mapas

. . 47 - - . . . .
discretos conservativos ~'. Mapas sdo equagdes iterativas de diferenca que descrevem o sistema
em tempos discretos € sao uma forma mais simples de estudar o comportamento do sistema

fisico™.

3.1.1 Mapa nao-twist e a violagdo da condi¢do twist

Os mapas bidimensionais conservativos podem ser escritos, de uma forma geral, pelas

equacoes 47

Tn+1 — Yn +F(®n),

®n+1 :®n_g(Yn+1)7 3.1

onde Y e O sdo as varidveis de acdo e angulo, respectivamente, resultantes da transformagdo cano-
nica de angulo-agdo **. Em (3.1) temos que Y € R, ® € (—, 7], F(®,) é uma fungdo periédica
de periodo 2 e g(Y') é uma fungéo da agﬁo47. Se g(Y) cresce ou decresce monotonicamente em
funcdo de Y, temos que de (3.1), encontramos a relagdo

’ a®n+1

| = 1€ ()| 2 C>0, (3.2)

onde C é uma constante real e a fungdo g'(Y) é chamada func@o shear* 4.

A relacdo (3.2) é chamada de condicao twist e € uma condi¢do necessdria para muitos

12

teoremas relacionados a dindmica de sistemas Hamiltonianos "°, como o teorema KAM e o

*

Por ser um termo especifico da area, evitaremos traduzi-lo
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teorema de Poincaré-Birkhoff apresentados no capitulo anterior YA condicdo twist garante que
grandes velocidades implicam em grandes momentos candnicos no espago de fase, ou seja, o

monotonicidade do nimero de rotagﬁolz.

Um exemplo de mapa conservativo que viola a condiga@o twist € o mapa padrao nao-twist

(SNM)" proposto por Castillo-Negrete e Morrison'*. O SNM ¢ definido pelas equagdes,

Yn+1 = Yn — bsen(2mx,),

Xot1 =Xy +a(l—y,,1), mod 1, (3.3)

ondey € Rex € [0,1). Os parAmetros a e b sdo independentes e os seus valores estdo dentro dos
intervalos a € [0,1) e b € R. Para valores a > 1, as varidveis x e y podem ser reescalonadas de
maneira que o comportamento obtido seja equivalente a a < 1.0 parametro a € o responsavel

pela quebra do cendrio monotonico do nimero de rotagdo e b € a perturbacdo do sistema.

Identificando x como a varidvel de angulo e y como a varidvel de acdo, podemos verificar
a violagdo da condigdo twist:

0Xp 41
AYn

= —2a(y, —bsen(2mx,)) =0. 3.4

A violagdo da condigdo ocorre nos pontos (x,,y,) pertencente a uma curva especifica no espago

de fase, a curva ndo monotonica ou a curva sem shear (shearless) 12,50

Como consequéncia da viola¢do da condi¢do twist, a funcio shear e, consequentemente,
o perfil de nimero de rotagdo tem um ponto de extremo, maximo ou minimo, e este ponto
pertence a curva shearless 12.50 Na figura 13 vemos o resultado das simulac¢des no espaco de
fase com barreiras totais e no nimero de rotacao calculado por (2.13), em funcdo de y, na linha
x =0,5. Observamos que a curva shearless, que corresponde ao ponto de extremo do perfil do

numero de rotacdo, € uma barreira total no espago de fase (curva em vermelho na Figura 13 (a)).

O SNM ¢ um mapa que apresenta as principais caracteristicas de sistemas nao twist €

pode ser considerado a aproximacao local de mapas ndo twist mais complicados A aplicacdo

. . 3
do mapa, como resumido por Momson,lz’ !

, abrange o estudo de linhas de campos magnéticos
em dispositivos toroidais de plasmas e do transporte de E x B no plasma magnetizado. Também
observamos uma dindmica nao twist na mecanica celeste, quando os potenciais gravitacionais

. . 4 3
apresentam simetria esferlcalz’ !

. A dindmica em guias de onda cilindricas e em aceleradores
de particulas com ajuste nao monotdnico também podem ser estudados a partir de mapas que

violam a condigdo (3.2).

" Do inglés Standard Nontwist Map
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Figura 13 - (a) Espaco de fase e (b) perfil de nimero de rotacdo para o mapa SNM coma = 0,87 e b =0,33. O
nimero de rotacdo € calculado para todas as trajetérias com condicio inicial sobre aretax =0,5. O
maximo do nimero de rotagdo e, consequentemente, a posi¢do da curva shearless estdo indicada pela
asterisco vermelho no perfil do nimero de rotag@o.

(a) (b)

0,83

0,8

Fonte: A autora.

3.2 TRANSPORTE NO ESPACO DE FASE

Com o objetivo de estudar o transporte no espago de fase do mapa padrdo nao rwist,

utilizamos a transmissividade e a andlise do espaco de fase para diferentes pardmetros (a,b).

3.2.1 Transmissividade

Como vimos no capitulo anterior, a transmissividade 7, pode ser definida como a razao
do niimero de pontos N(n) que atravessam o espago de fase dentro de um intervalo de tempo n

em relagdo ao nimero total de condig¢des iniciais Ny,

(3.5)

Para calcular a transmissividade no SNM, escolhemos Ny = 100 condi¢des iniciais sobre
a linha y = —0, 8, evoluimos todas numericamente pelas equagdes 3.3, e contamos quantas
trajetdrias atravessam o espaco de fase e chegam a linha y = 0, 8. Escolhemos dois intervalos
de tempo diferente para o calculo da transmissividade, n = 100 e n = 400. Para o estudo do
transporte, fixamos b = 0,6 e escolhemos a préximo a a = 0,8. Na figura 14 observamos o valor

da transmissividade em fun¢do do parametro a.

Pela figura 14 observamos a dependéncia do transporte no espaco de fase com o parame-

tro a. Até um valor préximo de a = 0,804, ndo observamos transporte algum: a transmissividade
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Figura 14 — Transmissividade em funcdo do pardmetro a para b = 0,6. A curva em preto representa a trans-
missividade calculada para um intervalo de tempo n = 100, enquanto a curva em roxo representa
a transmissividade para n = 400. A linha vermelha (azul) indica o valor de a que representa um
transporte baixo (alto) no espago de fase, para os dois intervalos de tempo. Marcamos também, com a
linha em verde, um segundo pico de transporte que s6 aparece para um intervalo maior de tempo.

0,015 . — . —
L I : )
—n=100 I :
- 0,01 -|— n = 400 | o .
&~ " (gl §E ]
L D] " _
0,005 S| E‘:
L n : i
0 | D
0,802 0,805 0,808

Fonte: A autora.

¢ nula. A partir deste ponto, a transmissividade aumenta até chegar em seu maximo, em
a = 0,80543. Este ponto (a,b) = (0,80543;0,6) é um maximo tanto para n = 100 e n = 400.
Aumentando mais o valor de a, a transmissividade diminui e, para n = 100, ela se torna aproxi-
madamente nula; para n = 400 ela alcanca um minimo e depois volta a aumentar, apresentando
um segundo pico préximo a a = 0,8068, depois volta a diminuir até se anular. Este segundo pico
¢ uma evidéncia das barreiras parciais no espago de fase: para que a transmissividade tenha um

valor significativo, € necessdrio mais tempo para que as trajetdrias atravessem o espaco.

O nosso objetivo € investigar e entender a diferenca entre o transporte alto e baixo,
representados pela linha vermelha e azul respectivamente, e 0 mecanismo no espago de fase que
leva a este regime de alta transmissividade. Nosso proximo passo € construir os espacgos de fase

para estas duas situacdes de transporte.

3.2.2 Espacos de fase

O espaco de fase € dado pelas evolucdes temporais das equacdes definidas em (3.3). Para
o transporte baixo escolhemos os pardmetros (a,b) = (0,8042;0,6), e para o transporte alto,

temos (a,b) = (0,80543;0,6). Os espagos de fase para cada caso sdo apresentados na figura 15.

Ambos espaco de fase ndo apresentam barreiras totais, apenas mar cadtico (pontos pretos)
e duas cadeias de ilhas. Estas ilhas sdo chamadas ilhas gémeas pois sdo visualmente iguais, tem
o mesmo nimero de rotacdo mas estdo em superficies de energias diferentes, elas sdo trajetorias

de condicdes iniciais diferentes: uma trajetéria que comega na ilha azul nunca chega a ilha



38

Figura 15 — Espacos de fase para b = 0,6 ¢ (a) a = 0,80420 e (b) a = 0,80543.

(a) (b)

Fonte: A autora.

vermelha.

O espaco de fase da figura 15 (a) representa o caso de transporte baixo enquanto o da
figura 15 (b), o de transporte alto. Notamos que, visualmente, nao ha nada que torne possivel
essa conclusio, pelo contrério, uma vez que as ilhas presentes na figura 15 (b) s@o maiores, isto
nos conduziria erroneamente a acreditar que este caso teria um transporte mais baixo. Para tentar
explicar estes resultados contraintuitivos, analisamos as variedades do sistema e o seu papel no

transporte pelo espacgo de fase.

3.2.3 Mecanismo de transporte: as variedades e os turnstiles

Segundo o teorema de Poincaré-Birkhoff, em um sistema perturbado, um toro racional,
apos sua quebra, € substituido por pontos elipticos e hiperbdlicos, sendo assim, para cada ponto
eliptico (ponto estdvel) existe um ponto hiperbdlico (ponto instdvel) correspondente. Estes
pontos instdveis geram as variedades estdveis e instdveis do sistema. A variedade estavel de uma
rbita periddica ou de um estado estaciondrio é o conjunto de pontos & que ao serem evoluidos
temporalmente "para frente"se aproximam da 6rbita periddica (ou estado estaciondrio) 2 De
maneira andloga, a variedade instdvel é o conjunto de pontos & que se aproxima da 6rbita regular
ou do estado estaciondrio se evoluirmos os pontos "para trds", ou seja, com 0 mapa inverso
(assumimos que o mapa é invertl’vel)24.

A existéncia de cadeias gémeas no mapa padrao nao twist faz com que existam variedades
estavel e instavel superiores e inferiores, cada par instavel-estdvel correspondente a uma cadeia.

Uma variedade pode interseccionar apenas outra de estabilidade oposta: pode existir pontos
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de intersec@o apenas entre um variedade estdvel e uma instdvel. Se a intersec¢ao € formada
por variedades que partem o mesmo ponto hiperbdlico, o ponto de intersec¢do é chamado
homoclinico, caso elas sejam de pontos diferentes, temos um ponto heteroclinico. As cadeias
gémeas permitem que existam dois cendrios diferentes de cruzamento entre as variedades: se as
intersec¢Oes forem entre variedades de uma mesma cadeia temos o cendrio de intracrossing, se

forem de cadeias diferentes, temos o cendrio de intercrossing.

Figura 16 — (a) Cendrio de intracrossing apenas com pontos homoclinicos (representados pelos circulos) e (b)
cendrio de intercrossing onde variedades das duas cadeias se interseccionam formando os pontos
heteroclinicos (representados pelos quadrados). Também observamos alguns pontos homoclinicos no
intercrossing. As variedades estdveis (instaveis) sdo identificadas por WS (WY) e, para o intercrossing,
as variedades da cadeia superior (inferior) sdo identificadas pelo subindice U (L), proveniente do inglés
para upper (lower) (Upper e Lower foram os termos escolhidos no artigo 42 significam superior e
inferior, respectivamente).

(@) (b)

Fonte: A autora.

Na figura 16 (a) temos a representacdao esquematica do encontro entre as variedades
estavel (W9) e instavel (WY) de um mesmo ponto hiperbdlico (indicado pelo quadrado preto).
Os pontos de interse¢do, representados por circulos, sdo pontos homoclinicos e este é o cendrio
de intracrossing. O cendrio de intecrossing € observado na figura 16 (b) onde temos a intersec¢ao
de variedades provenientes de pontos hiperbdlicos diferentes e de cadeias de ilhas diferentes.
Consideramos, neste momento, duas cadeias de ilhas, a cadeia superior, que contém o ponto
hiperbodlico Oy , € a cadeia inferior, com o ponto hiperbolico Or. Os superindices das variedades
W indicam se elas sdo estaveis (com indice s (stable, cor vermelha)) ou instaveis (com indice u
(unstable, cor azul)) enquanto os subindices indicam a qual cadeia elas pertencem: superior (U,

upper), representadas pela curva tracejada, ou inferior (L, lower), representada pela linha cheia *.

Construindo as variedades para o caso de alto (a = 0,80543) e baixo (a = 0,8042)

transporte, ambos indicados no resultado da transmissividade na figura 14 e apresentados pelos

+ PEETI .42 P = . 2
* A escolha pelo uso super e subindice é baseada no artigo "~ e estes indices sdo traduzidos como: upper é
superior, lower representa inferior, stable é estavel e unstable, instavel.



40

espacos de fase na figura 15, observamos o cendrio das variedades na figura 17.

Figura 17 — Espagos de fase e variedades para b = 0,6 e (a) a = 0,80420 e (c) a = 0,80543. Na coluna da direita,
temos as respectivas ampliagdes ao redor das ilhas centrais proxima de x = 0,5. A variedade estavel
(instavel) superior € representada pela cor vermelha (azul) enquanto a variedade estdvel (instavel)
inferior ¢ identificada pela curva em rosa (verde). Os pontos hiperbdlicos, na ampliac@o, estdo indicados
pelos losangos.

(a)

Fonte: A autora.

As variedades da cadeia inferior, W} e W}, sdo representadas pelas curvas verde e rosa na
figura 17, respectivamente. Para a cadeia de ilhas superior, as variedades W; e W}; sdo indicadas
pelas curvas em azul e vermelha, respectivamente. Os pontos hiperbdlicos sao representados
pelos simbolos quadrados. Uma vez que a ilha tem um periodo 11, o ponto hiperbdlico também

tem este periodo, por esse motivo que hd mais de um ponto hiperbdlico para cada cadeia.

Nas amplia¢des, representadas nas figuras 17 (b) e (d), observamos que as intersecgdes

sucessivas entre variedades definem dreas, que formam Iébulos entre as duas curvas. Segundo
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os trabalhos encontrados na literatura > > >3

, a configuracdo dos pontos heteroclinicos e ho-
moclinicos e das dreas entre as variedades interfere no transporte e determina a passagem das
trajetdrias pelas barreiras parciais 42 Para entender como ocorre essa interferéncia, precisamos
primeiramente compreender o mecanismo de furnstiles. Considerando um ponto hiperbdlico
0, sua variedade estdvel e instdvel se interceptam e definem os pontos homoclinicos, como ja
mostramos anteriormente e esquematizamos na figura 18. Entre estes pontos, escolhemos um
ponto P entre os pontos homoclinicos e denominamos ponto principal de interseciao (PPI) e o

identificamos como P °°.

Figura 18 — (a) Intersecdo entre a variedade estdvel (curva em rosa) e instavel (curva em amarelo). Os pontos
homoclinicos estdo indicados pelos circulos cheios e o ponto principal de interse¢do (PPI) esta repre-
sentado pelo circulo branco. (b) As dreas internas (externas) a pseudo-separatriz estdo representadas
por azul (rosa). O quadrado e o tridngulo representam condicdes iniciais em diferentes dreas. A seta
cheia (tracejada) indica a primeira (segunda) iteragdo.

(a) (b)

Fonte: A autora (Adaptado de 53).

A unido dos segmentos da variedade instavel W*(O, P) e estavel W*(P, O) forma uma
"pseudo separatriz"e define as zonas de ressonancia. Esta pseudo separatriz € a curva cheia na
figura 18 (b) e ela define duas regides no espaco de fase: os l6bulos no interior da curva e os
16bulos no exterior. Na figura 18 (b), os 16bulos no interior (exterior) sdo representados pela area

sombrada azul (rosa).

As condicdes iniciais presentes no l6bulo, quando iteradas, seguem a dire¢do das setas.
Vemos que, no 16bulo anterior a P (no sentido anti-hordrio), as condi¢des presentes no lébulo
interno (tridngulo), quando iteradas, sio mapeadas em um l6bulo externo depois de P; a mesma
inversdo de regides ocorre para o 16bulo inicialmente externo (quadrado). Esta regido formadas

pelos 16bulos, e onde ocorre a inversdo, ¢ denominada turnstile.

Agora podemos analisar o mecanismo de turnstile para os dois casos de transporte.

Primeiramente escolhemos o ponto de interseccao principal entre todos os pontos homoclinicos
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e em seguida realizamos a iteracdo dos 16bulos vizinhos. Escolhemos a cadeia de ilhas inferior
(lower) do espaco de fase e analisamos a linha central, em x = 0,5. O ponto hiperbdlico,

identificado por Op,, assim como o PPI escolhido Py, estdo na linha x = 0, 5.

Figura 19 — Regido de rurnstile para o caso de (a) transporte baixo (a = 0,8042) e (b) transporte alto (a = 0,80543).
Circulos e quadrados indicam condicdes iniciais diferentes. A primeira iterada é representada pela seta
cheia enquanto a segunda é representada pela seta tracejada.

Fonte: A autora.

Para o caso de transporte baixo (figura 19 (a)) observamos comportamento idéntico ao
indicado na figura esquematica anterior (figura 18). A trajetéria que comeca na condicao inicial
representada pelo quadrado (circulo) estd fora (dentro) da zona de ressonancia, ou seja, no lado
externo (interno) da pseudo separatriz. Apds duas iteradas, observamos que a trajetdria que
estava fora (dentro) da area de ressonincia entra (deixa) esta area. E importante notar que as
trajetorias continuam na cadeia de ilhas inferior e o cendrio observado neste caso € o cendrio de

intracrossing, apenas intersec¢des entre as variedades de uma mesma cadeia.

Na figura 19 (b) adotamos o mesmo procedimento aplicado na figura 19 (a). Para o
transporte alto, podemos observar que as trajetorias que comecam na cadeia de ilhas inferior
representada pelo circulo e o quadrado, apés duas iteradas comegam a acompanhar a variedade
instavel da cadeia superior, representada pela curva em azul. Neste caso, observamos a troca
das trajetdrias entre a cadeia superior e inferior, e isto implica em uma modificagdo no cendrio
homoclinico do turnstile e do cenario de intracrossing do sistema. O turnstile nao representa
mais apenas a entrada e saida da trajetéria de uma zona de ressonancia ao redor de uma ilha,
mas sim uma regido onde a trajetdria atravessa a cadeia de ilhas no espaco de fase. Agora, o

turnstile age como um mecanismo de transporte no espaco de fase. O cendrio observado é um
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cendrio de intercrossing pois agora temos intersec¢des heteroclinicas entre as variedades estdveis
e instaveis das cadeias de ilhas superiores e inferiores. Na figura 20, evidenciamos a diferenca
entre os cendrios de intracrossing € intercrossing € o mecanismo da transi¢do entre esses dois

cendrios pelos pontos principais de intersecao.

Figura 20 — Principais pontos de intersecio para os dois casos de transporte: alto (¢ = 0,8042), na linha superior,
e baixo (¢ = 0,80543), na linha inferior. O ponto hiperbdlico é representado por Oy (Or,) e o PPI
€ indicado por Py (PL) para cadeia superior (inferior). Circulos cheios representam os pontos de
intersecao do cendrio de intracrossing enquanto os quadrados cheios e hachurados representam os PPIs
do intercrossing.

=036

0,42

0,48

Fonte: A autora.

Na figura 20, os circulos representam pontos homoclinicos enquanto os quadrados
cheios (hachurados) representam pontos heteroclinicos formados a partir da intersec¢do entre as
variedades Wy, e W' (W; e W})). Para o caso de transporte baixo (figura 20 (a)) observamos apenas
pontos homoclinicos enquanto que para o transporte alto (figura 20 (d)), observamos pontos
homoclinicos e heteroclinicos. Outra diferenca marcante entre os dois casos € a proximidade entre
os pontos PPIs Py, e Py, que pode ser observada nas figuras 20 (b) e 20 (e) e nas ampliacdes 20
(c) e (f), respectivamente. No cendrio de intracrossing a distancia entre os pontos € relativamente
maior que para o intercrossing. Sendo assim, podemos alegar que a proximidade maior dos
pontos PPIs e o cendrio de intercrossing interferem no mecanismo de turnstile e possibilita que a

trajetdria que estd em uma zona de ressonancia de uma cadeia visite uma zona de ressonancia da
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outra cadeia e assim, atravesse a barreira parcial e, consequentemente, aumente o transporte pelo

espaco de fase.

Até este momento, pudemos concluir que a diferenga entre os casos de alto e baixo
transporte se deve a proximidade entre as variedades das ilhas gémeas e ao cendrio de intra e
intercrossing. Por dltimo, queremos investigar como ocorre o transporte pelo espaco de fase, isto
€, como a trajetdria atravessa a cadeia de ilhas. Escolhendo os dois casos com transmissividade
alta, a = 0,80543 e a = 0,8068, escolhemos um conjunto de condi¢des iniciais sobre a reta
y = 0,8 e acompanhamos sua trajetdria até que ela chegue em y = —0, 8, dentro do intervalo
de tempo de 100 iteradas, para a = 0,80543, e 400 iteradas, para a = 0,8068. Como vimos no
resultado para a transmissividade, o transporte s6 ocorre em a = 0,8068 para n = 400, por isso
precisamos escolher estes dois intervalos de tempo.

Figura 21 - Fluxo através das cadeias de ilhas para (a) a = 0,80543 e (b) a = 0,8068. Os pontos pretos indicam as
trajetdrias provenientes de y = 0,8 que chegam a y = —0, 8.

(a)

Fonte: A autora.

Pela figura 21, observamos que as trajetdrias provenientes da regido superior do espaco de
fase atravessam a cadeia de ilhas pelos 16bulos formados pelas variedades, como indicados pelas
setas. As trajetorias acompanham a variedade da cadeia superior, e como mostrado pelo turnstile
da figura 19, hd a troca de variedade e entdo a trajetoria comeca a acompanhar a variedade
inferior, chegando a regido mais inferior do espacgo de fase. Esse comportamento é observado

para os dois casos a = 0,80543 (linha azul na figura 14) e a = 0,8068 (linha verde na figura 14).

O estudo do fluxo pelo espago de fase corrobora o cendrio de turnstile observado para

o caso de alto transporte: o transporte através do espaco de fase ocorre devido a presenca dos
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I6bulos formado devido ao cruzamento das variedades, em um cendrio de intercrossing. Unindo
este resultado com a proximidade dos PPIs, podemos explicar a alta transmissividade no espago

de fase para o mapa padrdo ndo twist.
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4 BARREIRAS, SIMETRIA E ENTROPIA PARA O MAPA NAO
TWIST

A procura por 6rbitas periddicas em sistemas bidimensionais € um problema em que é
necessario achar as raizes das equagdes que definem o sistema. Podemos reduzir a complexidade
do problema tornando-o um problema unidimensional ao usar as simetrias do sistema. Para
sistemas continuos (equagdes diferenciais) as simetrias determinam as integrais de movimento >,
e a partir delas conseguimos reduzir a dimensao do sistema e encontrar as suas raizes. Para
sistemas com dindmica discreta, os mapas, ndo temos integrais de movimento, entretanto,
com as operagdes de simetria é possivel encontrar suas Orbitas periddicas. Neste capitulo
investigaremos as simetrias do mapa padrao ndo twist, as propriedades e consequéncias associadas

a transformacdo de simetria do sistema.

4.1 SIMETRIA

4.1.1 Transformacdo de simetria e pontos indicadores

Uma transformacao Ts € dita ser uma transformacgdo de simetria de um mapa M se a
relacdo M = TS_IM Ts for satisfeita, ou TsM = MTs, uma vez que TSTS_1 = TS_ITS =1. Em
outras palavras, o mapa € invariante em relacdo a 7. A transformacdo 7g também pode ser

chamada de simetria do sistema.

Outra propriedade relacionada a simetria sdo as linhas de simetria do sistema, e elas sdo
definidas como o conjunto de pontos no espaco de fase que € solucdo da equagdo Iy X = X, onde
Ip,1 sdo as decomposi¢des do mapa M: M = I, o I.

O mapa padrao nao twist, definido por

Msam (%, yn) = (6 +a(1 =Yy 1), yn — bsen(2mx,)), 4.1)
pode ser decomposto como Msnwm = /1 o [y, onde as involucdes sdao 3
Ip(x,y) = (—x,y — bsen(2mx)), (4.2)

Ii(x,y) = (=x+a(l=)%),y). (4.3)

Pela definicdo de linha de simetria, encontramos duas linhas S;, uma associada a cada

involugdo. Sendo assim temos, para a involugao I

Ih(x,y) = (x,y) — (—x,y—>b(sen2mx)) = (x,y) — (x=0,y), 4.4)
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logo,

So := {(x,y)lx=0}. 4.5)

Para a involucao /;, temos

h(ny) = (ry) = (—xta(l—¥).y) = (xy) — (xz—,y), 4.6)

sendo assim, a linha de simetria é definida como

Sp = {(x,y)|x: "(IT_yz)} . 4.7)

Com as linhas de simetria, reduzimos a procura de Orbitas regulares para um problema
de uma varidvel: a varidvel y, uma vez que as varidveis x sdo definidas pelas linhas Sy e S.
Como definimos anteriormente, a simetria de um sistema € dada pela transformacgao de simetria.

Segundo Morrison B, para o SNM, a simetria € definida pela transformacao

1
Ts(x,y) == (xj: X —y) . 4.8)

Se substituirmos (4.1) e (4.8) na identidade M Ty = TsM, encontraremos as relagdes

xx1/2+a(l-yr, ) =xE£1/2+a(l—yr ), (4.9)
(—y) —bsen(2nx £ 1) = —[y — bsen(2mx)]. (4.10)
Uma vez que sen(2mx +7) = — sen(27x), a identidade (4.10) é verdadeira, e o SNM é simétrico

em relacdo a transformacao 7.

Aplicando Ts definido em (4.8) nas duas linhas de simetria Sy e S1 encontramos mais

duas linhas de simetria:

1
A\Y) ::{(x,y)|x:§}, (4.11)

1-y%) 1
S3 ::{(x,y)|x: ¥+5}' (4.12)

A posicao das quatro linhas de simetria estao indicadas no espaco de fase da figura 22.

Como sabemos, 0 mapa SNM viola a condicao twist, ou seja, hd duas orbitas no espago
de fase com o mesmo ndmero de rotacao ®, isto é, o perfil € ndo monoténico, como visto na
figura 13. Pelas linhas de simetria conseguimos encontrar as orbitas correspondentes: uma Orbita

comeg¢ando na linha de simetria Sp (S1) tem a sua correspondente, com 0 mesmo ®, na linha de
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Figura 22 — Espaco de fase para o mapa SNM com a = 0,345 e b = 0,351 e as linhas de simetria do sistema.

X

Fonte: A autora.

simetria S7 (S3). As linhas de simetria passam pelas ilhas e curvas do espago de fase, o que faz
com que o problema de achar estas Orbitas regulares se reduza a um problema de uma dimensao

apenas, COmo proposto anteriormente.

O mapa nao twist tem como propriedade a existéncia da curva shearless. Uma maneira

54,55,

simples de indicar a presenca destas curvas € pelos pontos indicadores : se estes pontos

pertencerem a uma Orbita periddica, ela serd a curva shearless. De fato, estes pontos sdo os

pontos de intersecdo entre a curva shearless € 0 €iXo x %,

Os pontos indicadores z sdo obtidos a partir da transformagao de simetria g e sao solu¢ao

da equacao

lizy =Tsz;, i=0,1 (4.13)
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Substituindo (4.5), (4.6) e (4.8) em (4.13) e resolvendo para z;, temos, para I

I()Z() = T5Z0
(—x0,y0 —bsen(2mxp)) = (xo = 1/2,—y0)
—xo=x0£1/2—xo=F1/4 (4.14)
b
Yo—bsen2n(F1/4)] =~y = y0 =F5
1 b
OD = (52,55 ). 4.15
29 (:F4,:F2) (4.15)
Para I, temos
Lz = Tszq
(—x1+a(l—y}),y1) = (x1 £1/2,-y1)
yi=-y1—=y1=0 (4.16)
—x1ta=x1 —>x1 = g:Fl/4
o (231 4.17
“ (2 4 ) ' (“.17)

Como os pontos indicadores sdo uma consequéncia da existéncia da curva shearless,
a partir deles podemos estimar os parametros criticos para o desaparecimento desta curva. O

método para calcular esta estimativa é explicado a seguir.

4.1.2 Espaco de parametros para a quebra da curva shearless

A partir dos pontos indicadores, Morrison et al propuseram um método para estimar
a localizacdo dos pardmetros criticos (a,b) para a quebra da curva shearless 3.0 método se
baseia em escolher um par (a,b) e iterar os respectivos pontos indicadores (4.15) e (4.17) por um
longo intervalo de tempo e observar se a trajetdria escapa para grandes valores de y durante este
intervalo: se a trajetdria ndo escapar, a curva shearless existe no espaco de fase; caso contrario,

ela foi destruida.
Para o mapa SNM, iteramos o ponto indicador z), de todos os pares (a,b) com a e

b € [0,1) por um intervalo de n = 10° iteradas. Se a trajetéria com condigdo inicial em z(l)

permanecer dentro dos limites |y| < 10, consideramos que a curva shearless existe € marcamos
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Figura 23 — Espaco de parametro para a existéncia da curva shearless para o mapa padrao ndo rwist.

0,5

0 0,5 1
a

Fonte: A autora.

um ponto no espaco de parametros a X b; caso constrario, a curva ja foi destruida e o ponto ndo é

marcado. O resultado esta na figura 23.

Os pontos em preto indicam a presenca da curva shearless no espaco de fase. Podemos
ver que a estrutura do espaco de pardmetro ndo € trivial e nos fornece uma aproximacgao da curva

critica (a,b) para a quebra da curva: a fronteira entre a regido preta e a regido branca.

4.2 BACIAS DE ESCAPE

As bacias de escape foram introduzidas no capitulo 2, assim como o conceito de entropia
de bacia e de borda de bacia. Para o mapa SNM escolhemos como escape as linhas y =1 e
y = —1. Construindo uma malha de 3.10° x 3.103 condic®es iniciais distribuidas uniformemente
na regido do espaco de fase onde x € [0,1] e y € [—1,1]. Se uma trajetdria originada de uma
condi¢do inicial (xg,yq) atravessar a linha y = 1 (y = —1), dentro do intervalo de tempo n = 400,
o ponto (xp,yo) € marcado com a cor azul (verde). Caso a trajetdria ndo escape dentro deste

tempo, a condi¢do inicial estd em uma ilha ou em uma barreira e ¢ marcada com a cor branca.

Na figura 24, temos trés casos de espacgo de fase: um caso com transporte nulo, outro de
transporte baixo e o ultimo de transporte alto. Na bacia de escape da figura 24 (a) observamos

uma faixa continua branca separando as duas bacias azul e verde. Essa faixa representa uma
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Figura 24 — Bacias de escape para casos de transporte (a) nulo a = 0,79500, (b) baixo a = 0,80420 e (c) alto
a = 0,80543, e suas respectivas amplia¢des em (d), (e) e (f). Em todos os casos, b = 0, 6.

(b)

Fonte: A autora.

barreira total que impede o transporte pelo espaco de fase. Ha algumas regides brancas pequenas
imersas nas bacias, como podemos ver em (a) e (d), elas representam as ilhas imersas no mar
cadtico. Para o caso representado pela figura 24 (b), temos o caso de transporte baixo estudado
no capitulo anterior: ndo existe mais uma barreira total mas devido ao cendrio de intracrossing
o transporte € dificultado. Observamos em (b) e em (e) que a fronteira entre as duas bacias é
bem definida. J4 para o transporte alto, representado pela figura (24) (c), observamos que a
fronteira ndo € suave, ha pontos azuis (verdes) que formam canais na bacia verde (azul): existe
uma mistura (mixing) entre as duas bacias, que € bem evidenciada na ampliagdo em (f). Sendo
assim, algumas condi¢des iniciais que pertenciam a uma bacia A antes da quebra da barreira

podem pertencer a outra bacia B.

A regido da borda entre as bacias no caso do transporte alto é uma regido de mixing e ela
¢ caracterizada pela imprevisibilidade das condicdes iniciais. Quando escolhemos algum ponto
dessa regido como CI (xo, yo), pontos ao redor desta condicdo podem escapar pela mesma saida

que a CI ou para a outra.



52

4.2.1 Entropia de bacia

A presenca dos canais que adentram a bacia vizinha na figura 24 (c) proxima a regido de
fronteira traz uma complexidade para esta fronteira. De fato, os canais representam um mixing
entre as duas bacias o que caracteriza uma maior incerteza ao sistema: condi¢des iniciais muito
proximas podem escapar por diferentes saidas. Para caracterizar a incerteza associada as bacias
e suas fronteiras analisamos a dimensao de incerteza, a entropia de bacia e a entropia de borda

de bacia.

4.2.1.1 Dimensao de Incerteza

A dimensao de incerteza, previamente apresentada, quantifica a incerteza associada ao
estado final das condi¢des iniciais pertencentes a duas ou mais bacias. Considerando as duas
bacias de escape A (azul) e B (verde), escolhemos um grande nimero de condi¢des iniciais
(x0,y0): elegemos 2 x 10* condigdes distribuidas aleatoriamente sobre a regiio do espago de fase
entre x € [0,1) e y € [-0,7;0.7]. Para cada condig¢do inicial (xo,yo) escolhemos duas vizinhas
(xo £ €,y0) e iteramos as trés condi¢des, segundo as equagdes que regem o mapa SNM, até que
elas escapem por uma das duas saidas y = 4-1. Se todas as condi¢des iniciais escaparem pela
mesma saida, dizemos que a condicao inicial € certa (hd uma certeza), caso contrario, a condi¢ao
é incerta. A fragdo de pontos incertos segue uma lei de poténcia f(€) ~ €%, onde a é o expoente
de incerteza. Se a0 = 1, a fronteira desta bacia € suave enquanto que se 0 < o < 1, existe uma

sensibilidade do estado final *'.

Considerando os trés casos de transporte: baixo (a = 0,8042), intermediério (a = 0,8068)
e alto (a = 0,80543), calculamos a fracdo de pontos incertos em func¢do do deslocamento €, com

€ < 1, para um nimero total de iteracdes de n = 400.

A figura 25 (a) exibe o comportamento de f(€) em funcéo de € em um grafico log-log
para cada bacia de escape apresentada nas figuras 25 (b)-(c). O coeficiente angular nos da o
valor do expoente de incerteza o.. Na tabela 1, temos o valor de cada expoente para cada valor de
a. Para as trés situacdes vemos que o < 1, ou seja, existe uma sensibilidade no estado final das
condig¢des iniciais. Sendo assim, podemos afirmar que o coeficiente de incerteza nos informa
sobre a incerteza, a sensibilidade do estado final que existe nos trés casos, mas nao explica a

diferenca no transporte para cada um.



53

Figura 25 - (a) Fragdo de incerteza das bacias de escape para os pardmetros (b) a = 0,80420 e (c) a = 0,80543 e
(d) a =0,80680. Em todos os casos, b =0, 6.

log(f(e))

-1,0

(a)

I

« a=0,80420

- s+ a=0,80543
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Fonte: A autora.

(b)

(d)

Tabela 1 — Expoente de incerteza o calculado pelo coeficiente angula das retas mostradas na figura 25 (a).

Parametero a | Expoente de incerteza oo | Coeficiente de correlagdo
0,80420 0,0043 0,9962
0.80543 0,0065 0,9989
0,80680 0,0047 0,9980
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4.2.1.2 Entropia de bacia e entropia de borda de bacia

Os resultados obtidos pelo expoente de incerteza mostram que existe uma incerteza no
sistema, mas ndo nos diz o motivo da diferenca entre os valores da transmissividade. Entao,

estudamos a relag@o entre as entropias associadas as bacias e o transporte no espago de fase.

Lembrando que a entropia de bacia é definida por S, = S/N,, e a entropia de borda de

bacia é S, = S/N,. A entropia S é a entropia total de todas as caixas e é definida por

Nex NA

S==Y Y pijlog(pij). (4.18)

i=1j=1
onde N, € o niimero total de caixas que cobrem as bacias, p;; € a fracdo das condicOes iniciais
da caixa i que escaparam pela saida j e N4 € o ntimero de saidas. Para o nosso caso, dividimos a
regido do espago de fase x € [0,1) e [y| < 1 em N, = 2 x 10° caixas e em cada caixa consideramos
N, = 25 condigdes iniciais. As entropias Sj € Spp foram calculadas em fun¢do do pardmetro a,

dentro do intervalo a € [0,802;0,808| que engloba os trés casos de transporte.

Figura 26 — Entropia de bacia (S;) e de borda de bacia (Sp,) em funcéo do parametro a, com b =0, 6.

0,002 .

<> 0,001

0 - : 0
0,802 0,805 0,808

Fonte: A autora.

Pela figura 26 podemos ver que os picos de entropia de bacia coincidem aproximadamente
com os picos de transporte, representados pelas linhas vermelha, azul e verde. A entropia de
borda de bacia estd relacionada com a complexidade da borda da bacia de escape: o valor de
Spp € zero quando nao ha transmissividade, ndo ha o mixing entre as bacias, logo, a fronteira
entre elas é suave. A medida que S}, cresce podemos ver um salto da entropia Sy, que permanece
relativamente constante em todo o intervalo de a onde a transmissividade € alta. Este resultado

indica que a borda da bacia de escape é complexa quando a curva shearless € destruida, quando
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comeca a acontecer o transporte e seu remanescente forma uma barreira parcial no espago de

fase.



56

5 MAPA PADRAO NAO TWIST ESTENDIDO: QUEBRA DE SIME-
TRIA E TRANSPORTE DIRECIONADO

5.1 A EXTENSAO DO MAPA NAO TWIST

Mapas que violam a condicao twist, como o mapa padrao nao twist (SNM), sao utilizados
no estudo da linhas de campo magnéticos em dispositivos toroidais de plasmas e do transporte
no plasma magnetizadolz’ 13 A versdo estendida do mapa SNM foi proposta por Portela e
colaboradores ** como uma expansao local na vizinhanga da barreira principal de transporte, de
um mapa nao twist global que descreve as linhas de campo magnético em um dispositivo de

plasma toroidal na presenca de um limitador ergddico magnético 22,23

A versido estendida do mapa padrao ndo rwist (ESNM*) € definida pelas equacdes

Yn+1 = Yn — bsen(2mx,) — c sen(2mmx;,),

o1 =X +a(l—ynyy) mod 1, (5.1)

onde x estd limitado ao intervalo [0, 1) e y € R, enquanto a, b e ¢ sdo parAmetros reais e m é inteiro
2223 Podemos ver que o mapa (5.1) é semelhante a0 mapa SNM, definido pelas equacdes em
(3.3), com um novo termo, o termo de perturbagdo ¢ sen(27myx,) devida a presenga do limitador
ergddico 22 Com ¢ =0 em (5.1), voltamos a0 mapa SNM. Este mapa também € denominado
mapa padrao ndo twist de duas frequéncia523 , onde a segunda frequéncia refere-se a presenca do

segundo termo em seno e tem dependéncia com o parametro m.

Neste capitulo, buscamos estudar e entender o papel deste novo termo de perturbacgao,

sua influéncia no espaco de fase, na simetria do sistema e no transporte pelo espacgo de fase.

5.2 ESPACOS DE FASE

O mapa estendido ESNM apresenta dois novos parametros: a amplitude ¢ € o nimero
inteiro m. Para estudar a influéncia destes termos no sistema, construimos os espacos de fase

para diferentes valores de m e ¢, comparando com o caso do mapa SNM, com ¢ = 0.

Primeiramente, buscamos estudar o papel da amplitude ¢ no espaco de fase. Fixando

m = 1, escolhemos como valores de parametros a = 0,8054, b = 0,6, quatro valores de c:

* A sigla € proveniente do nome em inglés Extended Standard Nontwist Map
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¢ = 0,000, c = 0,005, c = 0,007 e c = 0,010, e os espagos de fase para cada conjunto (a,b,c)
s@o apresentados na figura 27.

Analisando os quatro casos da figura 27 podemos ver que o papel do novo termo € a
perturbacio e, como consequéncia, a destrui¢do das ilhas do espaco de fase. A medida que
a amplitude ¢ da perturbacdo aumenta, as ilhas das duas cadeias diminuem de tamanho pela
destrui¢do das ilhas mais externas até que, em um certo parametro critico, ocorre a bifurcacao e
as ilhas s@o substituidas por outras de periodo maior, neste caso, o periodo € o dobro do anterior.
Uma caracteristica importante é que a bifurcacio das duas cadeias de ilhas ocorre para 0 mesmo

parametro.

Agora buscamos entender o papel do parametro m no sistema, para isso, escolhemos
quatro valores m = 1,2,3 e 4. Na figura 28 vemos os quatro espagos de fase para o conjunto de
parametros (a,b,c) = (0,8054;0,6;0,005).

Para os espacos de fase da figura 28, quando o parametro m € par, observamos um cendrio
um pouco diferente do observado na figura 27 . Param = 1 e m = 3, observamos que as ilhas,
pertencentes a cadeias diferentes, sdo iguais, configurando um cenério de cadeias gémeas. J4 para
m par (m =2 e m =4), podemos ver que as ilhas de cada cadeia sdo diferentes: as ilhas da cadeia
inferior para m = 2 sdo menores enquanto que para m = 4 as ilhas da cadeia superior sdo menores.
Isso significa que a bifurcagdo, para cada cadeia ocorre, em diferentes parametros. Podemos
observar, visualmente, que hd uma falta de simetria entre as duas cadeias, ndo configurando mais
ilhas gémeas. Para confirmar se hd mesmo uma falta de simetria no sistema, refazemos o estudo
das involucdes e da transformacdo de simetria feita no capitulo 4 para o SNM, agora para o mapa

em sua versao estendida.

5.3 QUEBRA DE SIMETRIA

5.3.1 Composi¢cao do mapa e linhas de simetria

Assim como o mapa padrdo ndo twist, podemos decompor sua versao estendida (ESNM)

em duas involugdes: Mg = I o Iy, onde

Ip(x,y) = (—x,y — bsen(2mx) — ¢ sen(27mmx) ), (5.2)

I (x,y) = (—x+a(1—y%),y). (5.3)
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Figura 27 — Espaco de fase para a = 0,8054, b = 0,6, m =1 e (a) ¢ = 0,000, (c) ¢ = 0,005, (e) c = 0,007, (g)
¢ = 0,010 e suas respectivas ampliagdes em (b), (d), (f) e (h).

(a) _ - ®

(® M

Fonte: A autora.
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Figura 28 — Espaco de fase paraa = 0,8054, b =0,6 ec =0,005com (aym=1,(c)m=2,(e)ym=3,(gy m=4
e as respectivas amplia¢cdes em torno das ilha centrais em (b), (d), (f) e (h).

(a) » (b)

(©) @

(® v (h)

Ug S
N
-0,3- S O T P St
0,3 0,5 0,7
x

Fonte: A autora.
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As involugdes satisfazem as relagdes Mg 1I,- = Mgl e Ii2 =1, parai=0,1. Uma vez
que o mapa ESNM tem a mesma involucdo /; do mapa SNM, ambos tem as mesmas linhas de

simetria S1 e 3, onde, lembramos que

Sy == {(x.y)x=a(1-y*)/2}, (5.4)
S5 = {(ry)lr=a(l —y?)/2+1/2}. 55)

A transformac@o de simetria definida e satisfeita por SNM ¢ a transformag@o T'(x,y) =
(x+1/2,—y). Se aplicarmos esta transformagio e o mapa ESNM na relagio MT = TM para

verificar a validade da simetria, encontramos as seguintes relacoes

(x£1/2) +a(l = yiy) = [r+a(l —ypq)] £1/2

—y—bsen]2n(x £ 1/2)] — csen[2nm(x £+ 1/2)] = —y+ b sen(2mx) + ¢ sen(2mmx).

Como sabemos, o termo sen(2mx+ 1) é equivalente a — sen(27mx), e o termo sen[27m (x+

1/2)] pode ser desenvolvido como

sen[2mm(x+ 1/2)] = sen(2mmx) cos(mm) + cos(2mmx) sen(mm),

sen[2mm(x+1/2)] = (—1)" sen(2mmx). (5.6)
Sendo assim, a equagdo (5.6) se torna

(r£1/2)+a(l —yp4) = [+a(l —yp)]£1/2,

—y+bsen(2nx) + (—1)" " csen(2mx) = —y + b sen(2mx) + ¢ sen(2mmx). (5.7

Observando a segunda equacao em (5.7) verificamos que ela s6 € verdadeira quando
m € impar; para m par o mapa ndo € mais simétrico sob a transformacao 7. Este resultado
corrobora com a assimetria observada nos espacos de fase da figura 28 param =2em =4. O
resultado em (5.7) € a explicacdo para a diferenca entre as cadeias de ilhas: a falta de simetria
impossibilita a existéncia de ilhas gémeas, uma vez que ao encontrar uma 6rbita periédica em
uma cadeia, ao aplicar a transformagao 7', ndo necessariamente encontraremos outra orbita
periddica, isto €, condi¢des iniciais regulares em uma cadeia podem ter uma correspondente
cadtica na outra cadeia. De fato, € o que ocorre para a figura 28 (c¢): a cadeia superior tem ilhas
maiores ao compara-las com as ilhas da cadeia inferior, ou seja, as ilhas superiores mais externas

tem correspondentes que ja foram destruidas e agora sdo trajetdrias cadticas.
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5.3.2 Pontos indicadores

Como visto no capitulo anterior, os pontos indicadores z; sdo solu¢des da equagao (4.13)
I;Tz; = Tl;zi com i = 0, 1. Calculando os pontos indicadores para as involu¢des (5.3) do mapa

estendido, com a transformacao de simetria (4.8), temos, para Iy:

I()Z() = TZ()

(—x0,y0 — b sen(2mxg) — ¢ sen(2mmxg)) = (xo £ 1/2,—yo)

—XQ:X():EI/2—)X0:$1/4 (5.8)
yo —bsen[2n(F1/4)] — csen(2nm(F1/4))) = —yo
2yo = bsen(Fn/2) + csen(Fmm/2) 5.9

Como m é impar, sen(Fmm/2) é sempre ndo nulo. Seu valor pode ser escrito em funcéo

do parametro m da seguinte maneira: sendo

sen(Fmmn/2) = Fsen(mm/2),

temos
F1,param=1,5,9,...
Fsen(mm/2) = : (5.10)
F(—1),param=3, 7, 11,...
Resumindo, temos que
m+1 m+1 m—1 m—1
i (DT =) = ()T P = (D)
sen(Fmm/2) = F(~1)"F = (5.11)

Entdo, sen(Fmm/2) = (—1)%1 e, consequentemente,

2y0=Fb+(~1)"7 ¢,

b mFl C
=F=+(—-1) 72 = 5.12
e o ponto indicador zy pode ser escrito como
1 b mFl C
O = (2 =24 (—1)"F = 5.13
Z (¢4;F2+( )5 ) (5.13)

Para I7, o ponto indicador é equivalente a0 mapa SNM:

0,1)

<¢9¢10>. (5.14)

7 21
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5.3.3 Quantificacao da assimetria do sistema

Os pontos indicadores, assim como a transformac¢ao de simetria, sdo validos para m
impar. Quando m € par o sistema é assimétrico e as Orbitas regulares das duas cadeias de ilhas

ndo estao mais relacionadas pela transformacdo de simetria 7'.

Os mapas ndo twist tem como caracteristica um perfil de nimero de rotagdo nao monoto-
nico onde duas orbitas regulares tem o mesmo nimero de rotacdo: uma Orbita que pertence a
cadeia superior tem um nimero de rotacdo ® e, pela transformacao de simetria 7', encontramos a
outra drbita da cadeia inferior com o mesmo ®. Entretanto, como o mapa ESNM ndo € simétrico,
essa igualdade de nimeros de rotagdo nao € mais verdadeira. Com o objetivo de quantificar a
assimetria do sistema e analisar suas consequéncias, calculamos a diferenga entre os nimeros
de rotacao de orbitas regulares que deveriam seguir a transformacgdo de simetria, isto €, entre
duas 6rbitas com condi¢des iniciais nas linhas de simetria S7 e S3. Lembramos que, para o mar
cadtico o nimero de rotacao nado € definido, ® € definido apenas para ilhas e barreiras no espago

de fase, as Orbitas regulares.

Mantendo o pardmetro a fixo no valor a = 0,87, calculamos a diferen¢a de niimero de
rotacdo A, entre Orbitas relacionadas pela transformagdo 7', para o intervalo b € [0, 1] com trés
valores de ¢: ¢ = 0,00 (caso simétrico), c = 0,05 e ¢ =0, 10.

Na figura 29(a) temos o resultado da diferenca entre nimeros de rotacao de duas Orbitas
correspondentes. Para ¢ = 0, observamos que a diferenca € nula, pois o sistema neste caso €
simétrico. Para ¢ = 0,05 e ¢ = 0, 10 observamos uma situacao diferente: a diferenca é nao nula

para a maioria dos valores de b € [0, 1].

Podemos observar um pico de assimetria para ¢ = 0,05 em b = 0,281 na figura 29 (a).
Escolhendo este mdximo de assimetria e construindo os espagos de fase para cada valor de
¢, observamos que para ¢ = 0,00 temos uma simetria perfeita: a ilha que € interceptada por
uma linha de simetria tem a sua gémea na outra linha. Esta situa¢do ndo é mais observada
para ¢ = 0,05 e ¢ = 0,10. Para estes casos observamos a presenca de ilhas em uma linha de
simetria, mas suas ilhas gémeas j4 bifurcaram ou foram destruidas. Os valores de assimetria
sao normalizados para cada espago de fase com o niimero total de Orbitas regulares que sdo
interceptadas pelas linhas de simetria. Sendo assim, a assimetria para ¢ = 0,10 € menor em
comparacdo a ¢ = 0,05 pois a quantidade de ilhas interceptadas é menor e a presenca das

barreiras totais aumenta a simetria do sistema.
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Figura 29 — Quebra de simetria no espago de fase para o ESNM. (a) Diferenca dos niimeros de rotagdo entre
as orbitas periddicas que estdo na linha de simetria S e S3 para a = 0,87 e diferentes valores de c.
Espacos de fase e linhas de simetria S| (linha rosa) e S3 (linha laranja) para a = 0,87, b = 0,281 (linha
tracejada roxa) e (b) ¢ = 0,000, (¢) ¢ = 0,050 e (d) ¢ = 0, 100.

(@)

0,5
X

Fonte: A autora.

5.4 BARREIRAS NO MAPA ESTENDIDO

Os pontos indicadores encontrados em (5.13) e (5.14) sdo validos apenas para m impar,
sendo assim o método citado no capitulo anterior para estimar os pardmetros criticos (a,b) para a
quebra da curva shearless nao pode ser utilizado quando m € par. Precisamos de outra estratégia
que identifique a presenca das barreiras ou das curvas shearless no espaco de fase e que estime

os valores criticos a, b e ¢ para a quebra da dltima barreira.

Uma maneira de identificar érbitas regulares e diferencid-las das trajetdrias cadticas €
pelo expoente de Lyapunov a tempo finito A, (definido no capitulo 2). O valor de A,, € nulo para
ilhas e barreiras e € positivo para trajetorias cadticas. Com o intuito de identificar as barreiras
totais no espaco de fase, escolhemos 1000 condi¢des inciais sobre a linha x = 0,5, iteramos
todas n = 1000 vezes e calculamos o expoente A, para cada trajetoria. Se o expoente A, de uma
trajetoria é proximo de zero, esta trajetoria pode representar dois casos: uma ilha ou uma barreira.
Para diferenciar estes dois casos investigamos se a trajetdria percorre todo o dominio de x: se

sim, temos uma barreira; caso ndo percorra, isso significa que ela representa uma ilha.
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Com o método descrito acima, podemos construir o espaco de parametros para um certo
valor de ¢: para cada par (a,b) verificamos se existe uma barreira no espaco de fase, se sim, o
ponto € marcado no espaco a X b. O resultado estd na figura 30, para diferentes valores de c.
Como, nesta dissertacdo, sempre utilizamos a > 0, 8, calculamos o espaco de pardmetros para a
regidoa € [0,8;1] e b € [0, 1].

Figura 30 — Espacos de parametro para a existéncia de barreiras no espaco de fase para (a) c = 0,000, (b) c = 0,005,
(¢)c=0,050¢e (d) c=0,100. Em (e) temos a sobreposi¢ao de todos.

(a) (b)

(d)

Fonte: A autora.

Pelos espacos de parametros na figura 30, vemos que o aumento da amplitude da
perturbacdo ¢ ndo implica necessariamente na destrui¢do das barreiras no espaco de fase. Na
figura 30 (a) temos o caso simétrico, e em (b)-(d) o caso assimétrico, com ¢ > 0. Pela comparagao
de todos os espacgos de parametros em 30 (e) podemos ver que para ¢ = 0,000 e ¢ = 0,005 o
resultado é muito semelhante, com alguns pontos contrastando perto da curva critica. Ja para
¢ =0,050 e c = 0,100, em algumas regides o espaco de parametros apresenta uma quantidade
maior de pontos, como por exemplo a regido préxima de a = 0,9 para ¢ = 0,100 e o espago
em geral para ¢ = 0,050, indicando que os valores criticos para a quebra da ultima barreira sao
maiores. Para outras regides temos a quebra antecipada da dltima barreira, como em a > 0,95

para ¢ = 0,100. Assim, concluimos que a nova perturbacio de amplitude ¢ pode aumentar ou
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diminuir o valor critico para a quebra da barreira.

5.5 QUEBRA DA ULTIMA BARREIRA

De acordo com Wurm et al >> , a natureza da dltima barreira em sistemas nao twist nao
¢ algo definido ainda. Nao existe certeza se a ultima barreira no espago de fase é uma curva
shearless ou ndo. Para estudar a natureza da ultima barreira precisamos calcular o perfil de
nimero de rotagdo do espaco de fase e identificar a presenca de extremos: caso exista algum,
existe a curva shearless. A quebra desta curva ocorre quando o perfil de ® ndo apresenta mais

extremos.

Uma vez que o parametro b € a amplitude da perturbacdo, escolhemos estudar o com-
portamento das barreiras e a natureza da dltima barreira em relacdo a este parametro. Fixando
a = 0,87 analisamos os perfis de nimero de rotagéo para b € [0,0;0,6]. Os niimeros de rotacdo
do perfil foram calculados para 2000 condi¢des iniciais sobre a linha x = 0,5 evoluidas em
n = 5000 iteradas. Foi escolhido um ntimero maior de iteradas devido a lenta convergéncia do
nimero de rotacdo. A colecdo de todos estes perfis € apresentada nos mapas de cor nas figuras 31
(a)-(d), onde o eixo das abscissas € o valor do parametro b, o eixo das ordenadas indica a posi¢ao

y da condig@o inicial e a cor o valor do nimero de rota¢do da condi¢@o inicial (x = 0,5;y = 0).

Apenas pelos valores do nimero de rotagdo ndo conseguimos ver se existe um ponto de
extremo ou ndo pois a varia¢do ao redor dele é muito suave. Calculamos entao, numericamente,
a derivada de cada perfil de rotacdo: se o ponto de extremo for um maximo (minimo) antes
deste ponto a derivada serd positiva (negativa) pois a funcao € crescente (decrescente) e apos,
a derivada serd negativa (positiva). No ponto de extremo a derivada é nula assim como nas
ilhas, onde o nimero de rotacao € constante. Nas figuras 31 (e)-(f) podemos ver o resultado das

derivadas para cada perfil onde a cor representa o valor da derivada '.

Nas figuras 31 (a)-(d) todos os pontos coloridos indicam Orbitas regulares, elas podem
ser ilhas ou barreiras totais. Podemos ver que para valores maiores de b tanto as barreiras quanto
as ilhas sdo destruidas. Pelo mapa de cor da derivada @' nas figuras 31 (e)-(f) vemos trés cores:
vermelha indicando a derivada negativa, azul para a derivada positiva e amarela para a derivada
nula. Como dito anteriormente, uma derivada nula pode indicar ou a curva shearless ou as ilhas
do espaco de fase. Quando temos um regido amarela, elas indicam um platd no perfil de nimero
de rotagdo, logo, indicam as ilhas. Quando temos uma linha amarela na separacdo entre a regiao

azul e vermelha, esta linha indica os pontos de extremo do perfil, ou seja, a curva shearless.
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Figura 31 — Mapa de cor para o nimero de rotagdo calculado na linha x = 0,5 e a respectiva derivada em relacdo a
y para (a),(d) ¢ = 0,000, (b),(e) c = 0,050 e (c),(f) ¢ =0, 100.

(a)
i
6

1
0,

5

0
0

(b)

Fonte: A autora.

Para ¢ = 0,000, vemos que entre a regido azul e vermelha sempre hd uma linha amarela,
indicando que para qualquer b existe um extremo no nimero de rotacdo, a curva shearless.
Para ¢ = 0,050 e ¢ = 0,100 observamos que para b pequeno existe a linha amarela entre a
transicao das regides azul-vermelha, indicando a presenca da curva shearless, mas para b maior,

vemos que esse cendrio ndo existe mais. Se observamos a regido dentro do quadro verde (b
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maior) observamos apenas uma regido vermelha, o que representa uma regido de barreira e a
recuperacdo da monotonicidade: a fungdo € apenas decrescente (derivada negativa). Sendo assim,
podemos ver que para o caso simétrico, a ultima barreira a ser quebrada € a curva shearless
enquanto que para valores maiores de ¢, o cendrio monotdnico € recuperado e a natureza da
ultima barreira ndo é necessariamente shearless. Outra conclusdo importante que € interessante
frisar € a recuperagdo do cendrio monotdnico com a presenc¢a da nova perturbacdo de amplitude

C.

5.6 TRANSPORTE NO ESPACO DE FASE

Quando analisamos o transporte para o mapa SNM, analisamos apenas as condi¢oes
iniciais que estavam na parte inferior do espaco de fase (y = —0, 8) e que atravessavam o espaco
até chegarem na parte superior (y = 0,8). Uma vez que o mapa € simétrico, se analisdssemos a
direcdo contrdria, i.e., as condi¢des que comecam em y = 0, 8 e chegam em y = —0, 8, o resultado
da transmissividade seria o mesmo. De fato, este resultado estd expresso na figura 32 (a) onde a
curva azul representa a transmissividade acima, a curva em vermelho representa a transmissivi-
dade abaixo e a curva preta corresponde a diferenca entre estas duas transmissividades. Para a
transmissividade acima (abaixo) analisamos as trajetdrias que comecamemy = —1,0 (y = 1,0)
e chegam em y = 1,0 (y = —1,0). Ambas as transmissividades foram calculadas para um tempo
n = 1000. No caso apresentado na figura 32 (a), a diferenca de transmissividade € nula para
qualquer a e, neste exemplo, b = 0,78, mas este resultado € vélido para qualquer b no caso
simétrico ¢ = 0,000.

Quando o sistema apresenta assimetria, podemos ter o caso onde as transmissividades
para cima e para baixo, no espago de fase, ndo sao iguais e hd uma transmissividade liquida: a
diferenca entre as transmissividades ndo € mais nula e hd uma direc@o preferencial de transporte.
Esta transmissividade liquida é um fendmeno semelhante a corrente de catraca mencionada no

capitulo 2.

O mapa padrio estendido (a versdo twist do mapa ESNM, estudado em 57,58

) apresenta
uma quebra de simetria e o transporte direcionado é um fendmeno possivel no espago de fase. O
sistema do mapa padrao estendido ndo satisfaz a relacdo MTg = TgM com a transformacao de

simetria Ts(x,y) = (—x, —y), proposta por 59, 60

para o mapa padrao, semelhante ao nosso caso
onde o mapa ESNM néo satisfaz a relacdo de simetria com a transformacao Ts que € vigente

para o mapa SNM. Sendo assim, podemos questionar a existéncia de transporte direto para o
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mapa ESNM. Reproduzindo os mesmos calculos que foram feitos para obter a figura 32 (a) para

¢ = 0,050 obtemos a figura 32 (b).

Figura 32 — Transmissividade acima (azul) e abaixo (vermelha) em funcdo do pardmetro a para b = 0,78 e (a)
¢ =0,000e (b) c =0,050. A diferenca entre as duas transmissividade (transmissividade liquida) estd
representada pela linha preta. A transmissividade foi calculada para um tempo n = 1000.

(a) (b)

— Acima — Acima
— Abaixo — Abaixo
L — Liquida| | i — Liquida| |
0 0 W
. 1 . . 1 .
0,8 0,9 1 0,8 0,9 1
a a

Fonte: A autora.

Para ¢ = 0,050 observamos uma transmissividade liquida nao nula para alguns para-
metros de b. A transmissividade liquida € calculada por 7; = Tcima — Tupairo, S€NdO assim, a
transmissividade liquida positiva indica uma dire¢o preferencial para cima, para b € [0,85;0,9],
e a transmissividade liquida negativa em b € [0,9;1,0] revela uma diregio preferencial para

baixo.

Na figura 32 analisamos a existéncia de um transporte liquido em fun¢do do parametro
a com um b fixo em b = 0,78. A seguir, analisamos a dependéncia em funcdo dos dois
parametros, calculando a transmissividade liquida, para n = 1000 iteradas, para os pares (a,b)
onde a € [0,8;1,0] e b € [0,1] e para dois valores de ¢, ¢ = 0,050 e 0,100. O resultado é

demonstrado nos espagos de parametros da figura 33.

Para ¢ = 0,000, ndés verificamos que a transmissividade liquida € nula para qualquer
par de pardmetros (a,b). Ja para os valores de ¢ escolhidos, nds podemos observar algumas
estruturas no espaco de parametro onde a transmissividade liquida € positiva e para outras,
ela € negativa. Se compararmos estes espacos de parametro com os das figuras 30 (c) e (d)
observamos que a regido branca inferior corresponde aos pontos onde existe barreira, logo, ndao

existe transporte. Mas, na regido onde nao hd mais barreira, ainda observamos pontos brancos
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Figura 33 — Espacos de parametros para a transmissividade liquida para os valores (a) ¢ = 0,050 e (b) ¢ = 0, 100.

-0,04 0,04

Fonte: A autora.

indicando parAmetros (a,b) onde ndo hd transporte liquido. Sendo assim, ndo podemos afirmar
que a assimetria tem como consequéncia direta a presenca de transporte direcionado no espago
de fase, temos que analisar cada conjunto de pardmetros (a, b, c) individualmente para assegurar
a presenca desse fendmeno, que exibe comportamento semelhante ao fendmeno de catraca na

presenca de um transporte liquido.
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6 CONCLUSOES

O mapa padrao nao twist (SNM) foi proposto por Castillo-Negrete e Morrison como
um exemplo simples de mapa conservativo que viola a condi¢ao twist. Este mapa tem uma
dependéncia de dois parametros, a e b, e apresenta fendmenos particulares de sistemas nao twist
como a presenca da curva shearless, a reconexao e colisdo de separatrizes e um perfil de ntimero

de rotagd@o ndo monotdnico.

Os fendmenos de transporte em sistemas Hamiltonianos sdo uma questao de grande
interesse no estudo de sistemas dindmicos. Para sistemas que satisfazem a condicao twist,
estes fendmenos sdo bem conhecidos e compreendidos, e sdo estudados pela andlise de regides
acessiveis no espaco de fase e pelo acompanhamento de grupos de trajetdrias. Para sistemas nao
twist, a presenca de ilhas geméas altera a configuracdo de barreiras no espago de fase e torna a

questdo de transporte algo de grande relevancia.

Estudando a dependéncia do transporte no espago de fase com o parametro a, observamos,
para b = 0,6, um pico de transporte para a = 0,80543 e um transporte nulo para 0,802 < a <
0,804. Os espacos de fase para o caso de alto transporte e o caso escolhido para baixo transporte
(a = 0,8042) sdao semelhantes, e compostos apenas por ilhas e mar cadtico. A falta de barreiras
totais para o transporte baixo nos faz questionar como ocorre a passagem das trajetorias de uma
regido do espaco de fase para a outra, em outras palavras, o que diferencia os casos de alto e

baixo transporte.

Segundo o teorema de Poincaré-Birkhoff, a quebra de uma barreira leva a uma cadeia de
ilhas, um conjunto de pontos hiperbdlicos e elipticos. Para as cadeias gémeas, caracteristicas do
mapa SNM, temos dois conjuntos de pontos hiperbdlicos e elipticos, logo, temos dois pares de
variedades estavel-instavel, uma para cada cadeia: superior e inferior. A interse¢ao das variedades
de um ponto hiperbdlico formam o mecanismo de turnstiles responsavel pelo aprisionamento e,
no caso do mapa SNM, também pelo transporte das trajetdrias pela barreira parcial existente no

espaco de fase.

O alto transporte € explicado pela proximidade dos pontos homoclinicos e heteroclinicos
das duas cadeias e pela intersec¢ao das variedades superiores com as inferiores, um cenario
denominado intercrossing. Esta proximidade interfere nos turnstiles e zonas de ressonancia,

permitindo que as trajetrias que seguem a variedade superior troquem e comecem a acompanhar
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a variedade inferior. Este mecanismo € o responsavel pelo fluxo através do espaco de fase. J4 para
o baixo transporte, ndo observamos o cendrio de intercrossing, mas sim o cendrio de intracrossing,
onde ndo ha a intersec¢do das variedades de cadeias diferentes, apenas as variedades de uma
mesma cadeia se interseccionam e formam os pontos homoclinicos, heteroclinicos e os turnstiles,

mas nesse caso ele nio age como um mecanismo que facilita o transporte.

O sistema SNM € um sistema simétrico, consequentemente, o fluxo e o transporte de
baixo para cima no espaco de fase € igual ao transporte de cima para baixo. A simetria €
comprovada pela transformacdo de simetria que € satisfeita no sistema. Esta transformacado
permite conhecer, a partir dos pontos indicadores, os parametros que apresentam barreiras totais
no espago de fase, ou seja, os pardmetros onde o transporte € nulo. Assim como as barreiras totais,
a existéncia da curva shearless, que € particular de sistemas nado twist, também € estabelecida

pelos pontos indicadores.

Além da transmissividade e do espaco de parametros obtido pelos pontos indicadores,
as bacias de escape e as entropias associadas as bacias mostraram ser uma boa ferramenta para
o estudo da imprevisibilidade associada ao transporte. As bacias de escape sdo conjuntos de
pontos no espacgo de fase que sdo condi¢des iniciais para as trajetorias que escapam por uma
saida especifica. Para o transporte baixo, observamos bacias bem definidas, enquanto que para
o transporte alto, as bacias apresentam uma mistura, regioes de incerteza no espaco de fase.
Além de um pico na transmissividade, o transporte alto também € representado por um pico
na entropia de bacia Sj. O transporte baixo € identificado por um méaximo local em S, mas
com uma amplitude significativamente menor se compararmos com o caso de transporte alto.
A presenca de barreiras totais no espago de fase (regiao 0,802 < a < 0,804) tem a entropia de
borda de bacia nula uma vez que nao ha mistura, sendo assim, a borda € suave. Apds a quebra
da barreira e a medida que o transporte aumenta, hd a mistura entre as bacias e a borda entre as

duas bacias é complexa, representando pela fractabilidade da fronteira.

A simetria presente no mapa SNM pode ser quebrada pela acdo de uma nova perturbacao,
com a forma ¢ sen(2mmx). O mapa adicionado desta nova perturba¢do é denominado mapa
padrdo nao twist estendido (ESNM). Para m impar, verificamos que a simetria do sistema €
conservada, mas para m par a simetria € destruida, e, como consequéncia, o cendrio de ilhas
gémeas desaparece uma vez que as cadeias bifurcam para parametros diferentes. A procura pela
ultima barreira € prejudicada, uma vez que a transformacao de simetria ndo € mais valida e ndo ha

mais pontos indicadores. Utilizando o expoente de Lyapunov para tempo finito e a distribui¢do da
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trajetoria pelo dominio de x, conseguimos identificar as 6rbita regulares, diferenciar as barreiras
de ilhas e entdo verificar para quais parametros as barreiras existem no espago de fase. Com este
método, reproduzimos o espaco de paradmetro para o caso simétrico (¢ = 0,000) e construimos
0S NOVos espagos para o caso assimétrico (¢ > 0,000 e m par) e entdo verificamos que a nova
perturbagdo altera a curva critica da quebra de dltima barreira, em alguns casos aumentando e

em outros diminuindo o valor critico.

Um novo comportamento observado com a adi¢do da perturbacdo externa de amplitude ¢
¢ a volta do cendrio monotdnico do numero de rotagdo. Na figura 31 (e) e (f) podemos observar
que ndo h4 mais um extremo no perfil de niimero de rotacdo para as ultimas barreiras, ou seja,
ainda existe barreira mas ela ndo é uma curva shearless . Este resultado € diferente do observado

para o caso simétrico na figura 31 (d), a dltima barreira € a curva shearless.

Devido a quebra de simetria, o transporte direcionado € um fendmeno possivel no espaco
de fase para o mapa ESNM. De fato, para ¢ > 0 e m par, observamos uma transmissividade
liquida para alguns parametros a e b. Definindo a transmissividade liquida como a diferenga entre
as transmissividades para cima e para baixo, temos que se ela for positiva (negativa) o transporte
¢ direcionado para cima (para baixo), e assim, conseguimos distinguir algumas estruturas no
espaco de parametro para a transmissividade onde ela € positiva e outras onde € negativa, assim
como regides, entre estas estruturas, onde ela € nula. Assim, podemos afirmar que a assimetria
resulta em um transporte direcionado para alguns pares de parimetros (a,b) mas a dire¢do deste
transporte ndo € algo previsivel sem a realizacdo das simulagdes numéricas para cada caso. Este
fendmeno € semelhante ao fendmeno de catraca (ratchet), observado em varios sistemas fisicos,
quimicos e bioldgicos.

Como trabalhos futuros, podemos citar o estudo e a analise das bacias de escape e das
entropias associadas a elas para o mapa ESNM, o papel dos turnstiles no transporte direcionado

no espacgo de fase do mapa ESNM e em outros mapas que descrevem sistemas Hamiltonianos.
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