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RESUMO

Nesta tese, temos por objetivo analisar os efeitos da deformacao quéntica na dinamica de
colapsos e ressurgimentos da inversao de spin de um sistema 6ptico. Essa deformagao ocorre
nas estruturas do espago-tempo, chamada de deformacao k. Para realizar esta anélise, fare-
mos um mapeamento do Hamiltoniano do oscilador de Dirac x-deformado no Hamiltoniano
de Jaynes-Cummings. Primeiramente, mostramos como fazer o mapeamento do oscilador
de Dirac em (241) dimensoes no sistema de Jaynes-Cummings e anti-Jaynes-Cummings
simultaneamente, sem a deformagao. Mostramos que usando uma base adequada das
matrizes de Dirac para escrever o sistema em (2+1) dimensoes, encontramos uma simetria
de quiralidade do sistema. A partir disso, usamos a equacao de Dirac x-deformada obtidas
dos geradores de Poincaré r-deformado para escrever o Hamiltoniano do oscilador de
Dirac x-deformado. Mostramos que o Hamiltoniano do oscilador de Dirac k-deformado
é nao hermitiano, porém seus autovalores sao reais, o que caracteriza o Hamiltoniano
como sendo quase hermitiano. Sendo o Hamiltoniano do oscilador de Dirac xk-deformado
quase hermitiano, podemos aplicar uma transformacao de similaridade, chamada mapa
de Dyson, o qual nos permite obter sua contrapartida hermitiana, deixando invariante
os seus autovalores e valores esperados. Por fim, mostramos que a deformacgao adiciona
novos estados emaranhados ao sistema o que causa uma modificacao na frequéncia de
Zitterbewegung e, como consequéncia disso os colapsos e ressurgimentos da inversao de
spin sistema também sao afetados. Mostramos também que o momento angular total do

sistema na diregao z nao é conservado devido a presenca da deformagao.

Palavras-chave: Oscilador de Dirac. Algebra k-Poincaré-Hopf. Sistema Jaynes-Cummings.



ABSTRACT

In this thesis, we aim to analyze the effects of quantum deformation on the dynamics of
collapses and revivals of the spin inversion of an optical system. This deformation occurs
in the structures of spacetime, called the k-deformation. To carry out this analysis, we
will map the Hamiltonian of the x-deformed Dirac oscillator onto the Jaynes-Cummings
Hamiltonian. Firstly, we show how to map the Dirac oscillator in (241) dimensions in
the Jaynes-Cummings and anti-Jaynes-Cummings system simultaneously, without the
deformation. We show that using a suitable basis of Dirac matrices to write the system
in (2+1) dimensions, we find a chirality symmetry of the system. From this, we use the
r-deformed Dirac equation obtained from the k-deformed Poincaré generators to write the
Hamiltonian of the x-deformed Dirac oscillator. We show that the Hamiltonian of the x-
deformed Dirac oscillator is non-Hermitian, but its eigenvalues are real, which characterizes
the Hamiltonian as being quasi-Hermitian. Since the Hamiltonian of the x-deformed Dirac
oscillator is quasi-Hermitian, we can apply a similarity transformation, called Dyson map,
which allows us to obtain its Hermitian counterpart, leaving its eigenvalues and expected
values invariant. Finally, we show that the deformation adds new entangled states to the
system which causes a change in the frequency of Zitterbewegung and, as a consequence of
this, the collapses and revivals of the spin inversion of system are also affected. We also
show that the total angular momentum in the z direction is not conserved anymore, as a

direct consequence of the deformation.

Keywords: Dirac oscillator. k-Poincaré-Hopf algebra. Jaynes-Cummings System.
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1 INTRODUCAO

No comego do século XX havia alguns experimentos que nao eram explicados a
partir da mecanica classica, tendo em vista que era a tnica teoria vigente na época. Um
desses experimentos era o da radiacao de corpo negro, em que a teoria classica mostrava
uma discrepancia com os resultados experimentais (1). A teoria previa que a energia
emitida por um corpo quando aquecido, divergia para o infinito a partir do comprimento
de onda do ultra violeta. Foi entao, que Max Planck propos que a energia emitida pelo
corpo nao era continua, mas sim discreta, e dada a partir de uma constante fundamental
chamada de constante de Planck, h = 6,63 x 1073*.J.s. Com esse resultado obtido por
Planck, Albert Einstein explicou o efeito fotoelétrico (2), propondo que a luz era composta
por particulas, chamada de fotons, e sua energia é dada por F = hr, sendo v a frequéncia
da luz emitida. Outro experimento importante nessa época, foi o de Michelson-Morley
(3), no qual tentava buscar evidéncia de um referencial absoluto, até entao chamado de
éter luminifero. A ideia de que deveria haver um referencial absoluto se encontra na teoria
eletromagnética de Maxwell (4), a qual mostra que a luz se propaga no vacuo com uma
velocidade constante ¢ ~ 3 x 10%m/s. O experimento de Michelson-Morley nao apresentava
evidéncias de tal referencial, e esse resultado estava de acordo com o primeiro postulado
da relatividade restrita de Einstein, que foi proposta primeiramente por Poincaré, em que
a luz se propagava com a mesma velocidade em todos os referenciais inerciais. A teoria de
Einstein modificou a fisica newtoniana da época. Do ponto de vista newtoniano o nosso
espaco ¢é tridimensional R?, onde o tempo é um parametro universal, e suas simetrias sao
dadas pelo grupo de Galileu (5, 6). Do ponto de vista da teoria da relatividade restrita
de Einstein, o espago e o tempo formam um unico ente, o espago-tempo denominado
de espaco de Minkowski M3, no qual o pardmetro universal ¢ a velocidade da luz e
suas simetrias sdo dadas pelo grupo de Poincaré P = ISO™(1,3), em que 1 representa a
dimensao temporal e 3 a dimensao espacial. Outra questao estava na teoria de gravitagao
de Newton. Na teoria de Newton a gravidade é um forca de atragao entre dois corpos

massivos que estao a uma distancia r um do outro

= mims

F=G——r, (1.1)

r

em que G = 6,67 x 107"4m3/kg.s*, m; e my sdao as massas dos corpos. Contudo, a
teoria de Newton nao explicava satisfatoriamente a causa dessa forca de atracao. Einstein
propos em sua teoria da relatividade geral, que a gravidade é uma curvatura do tecido do
espago-tempo, causada pela presenga de um corpo massivo sobre ele (7), definindo assim a
equacao de Einstein

1
R = Zg" R = 87GT", (1.2)
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em que R* é o tensor de curvatura de Ricci, R é o escalar de curvatura de Ricci, g*”
é a métrica e T ¢é o tensor de energia e momento. Do ponto de vista da teoria geral
da relatividade de Einstein, a gravidade nao é mais um forga de atracao, mas sim, uma
distorcao do tecido do espaco-tempo, causada pela presenca de matéria sobre ele. Sua
equagao mostra que o tensor de energia e momento, onde estao as grandezas fisicas
como matéria e energia, gera uma curvatura e uma métrica no espago-tempo, sendo esse
espago quadridimensional (8). As ideias de Einstein deram um nova visdo de mundo. No
entanto, as teorias da mecanica quantica, da relatividade restrita e da gravitacao, nao
estao unificadas, de modo que nao hé uma teoria gravitacional quantica e relativistica
comprovada experimentalmente.

Na mecanica quantica, a equagao de Schrodinger ¢ uma equacao que descreve muito

bem sistemas nao relativisticos (9)

B gy e v o = in ) (13
2m ’ ot ’ '

em que m é a massa da particula, /i é a constante de Planck dividido por 27, V (7, t) descreve
o potencial de interacao do sistema e ¥ (7,t) é a funcao de onda. O grupo de simetria da
equagao de Schrodinger é o grupo de Galileu (10). Outra caracteristica fundamental da
equacgao de Schrodinger é que ela descreve uma particula sem spin. A primeira descri¢ao

relativistica de um sistema quantico, é a equagao de Klein-Fock-Gordon (11)

m?2c?

(010 +

J(r,t) = 0. (1.4)

Aqui adotaremos a notacao de Einstein para indices repetidos, em que os indices gregos
pu=0,..,3. 0 termo 0"9, = U é operador D’lambertiano. Apesar da equacao ser covariante
sobre transformacoes de Poincaré, ou seja descreve um sistema relativistico, ela também
descreve particulas sem spin. Por outro lado, a equacao que descreve um sistema de

spin-1/2 é a equagao de Pauli (12)

9 1¢)
ot ’

[i (5- (- qff)) + qcb} |¢) = ih (1.5)

2m
em que p é o momentum linear, q é a carga da particula, @ é um vetor representado pelas
matrizes de Pauli, A é o potencial vetor magnético, ¢ é o potencial escalar elétrico e |1)) é
um espinor de duas componentes. Porém, apesar da equacao de Pauli descrever um sistema
de spin-1/2, ela nao é relativistica. A primeira descrigao relativistica de uma particula de

spin-1/2, foi feita por Dirac (13, 11). A equagao de Dirac é

ih%@b(f’, t) = (—ichd -V + Bmc)y(F,t), (1.6)

em que @ = 7°Y e 8 = v sdo matrizes de dimensao 4 x 4 chamadas matrizes de Dirac. A
equagao de Dirac foi a primeira unificacao da teoria quantica com a teoria relatividade

restrita, a qual representa uma particula de spin-1/2 e possui como grupo de simetria o
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grupo de Poincaré. Até entao, temos a unificagdo de uma teoria que descreve um sistema
quantico relativistico e uma teoria de gravitacao relativistica. A equacao de Einstein
da forma apresentada na equagao (1.2), descreve um espago-tempo quadridimensional.
Porém, observacoes da radiacao cosmica de fundo, das super novas la, o efeito das lentes
gravitacionais e o mapeamento das estruturas césmicas em grande escala, mostram que
o universo se expande de forma acelerada (14, 15, 16, 17). Desse modo, a equacao de
Einstein precisa de um termo relacionado a constante cosmolégica A. Assim, a equagao de
Einstein é modificada para
RM — %g’“’R — g" A =8rGT". (1.7)
Entre os modelos propostos para explicar a expansao acelerada do universo, temos a
relatividade de de Sitter, que propoe mudar o grupo de Poincaré como grupo de covariancia,
pelo grupo de de Sitter dS = SO(4,1)/L e anti de Sitter AdS = SO(3,2)/L, conhecida
como relatividade especial de de Sitter (18, 19, 20, 21, 22). No espago de de Sitter a
constante cosmoldgica surge como uma consequéncia cinematica e, a expansao do universo
se da naturalmente como uma consequéncia da geometria. No grupo de de Sitter, as
translagoes sao acrescidas de transformacgoes conformes proprias, o qual possui termos
adicionais que sao parametrizados por uma nova escala invariante 1/l?, em que [ é o
pseudo raio de de Sitter (23, 24). Este termo invariante no grupo de de Sitter, pode ser um
passo na direcao de um descrigao quantica da relatividade geral. Um problema que surge
na tentativa de fazer essa descricao, onde assume-se que as simetrias de Lorentz sejam
violadas na escala de Planck (25, 26, 27, 28, 29, 30). O comprimento de Planck pode ser
definido a partir das constantes fundamentais [, = \/GT/C?’ , 0 que faz dele também uma
constante fundamental. Este fato, leva a inclusao de um segundo parametro invariante
além da velocidade da luz, e o comprimento de de Sitter satisfaz essa condigao (31, 32).
Seguindo estd linha varias teorias propoe que a cinemética seja governada por um grupo
mais geral que o grupo de Poincaré. Sendo essas teorias de deformacao do espago-tempo
(33, 34). Nesta tese, estamos interessados na deformagcao x do espago-tempo (35, 36). A
deformacao k é uma deformacao da dlgebra de Poincaré, a qual é derivada pela contracao
da dlgebra de Hopf no grupo de de Sitter SO,(3,2), em que ¢ é um parametro real de
deformagao. Descobriu-se que o parametro de deformacao da algebra resultante tem por
construcao dimensional dimensao de massa (37, 38, 39, 40). Contudo, a deformagao do
espaco-tempo nao ¢ um observavel, e seu valor deve ser inferido através de alguma medida
indireta (41). No contexto da teoria k-deformada, as propriedades fisicas da mecanica
quantica relativisticas podem ser inferidas resolvendo a equacao de Dirac k-deformada
(42, 43, 44, 45).
Tendo em vista que a equacao de Dirac k-deformada pode ser resolvida usando
um gauge apropriado (42, 46), trabalhos envolvendo o oscilador de Dirac x-deformado
em (3+1) e (2+1) dimensdes, foram feitos e obtidos os autovalores e autofungdes desse

sistema (47, 48). Contudo, realizar medigoes diretas de fenémenos quanticos relativistico
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nao é uma tarefa facil. Uma maneira de se testar esses efeitos veio das simulacoes de
efeitos relativistico em sistemas 6pticos (49, 50, 51). Nestes trabalhos foi apresentado um
mapeamento exato entre o oscilador de Dirac (52) e o sistema de Jaynes-Cummings (53).
Nosso trabalho entao, tem como objetivo fazer o mapeamento entre o oscilador de Dirac
r-deformado, em um sistema de Jaynes-Cummings s-deformado. Tendo em vista que
esses sistemas 6pticos de armadilhas permitem um amplo controle coerente dos graus de
liberdade internos e externos (54).

Durante o processo de desenvolvimento do trabalho, obtivemos um Hamiltoniano do
oscilador Dirac k-deformado em (2+1), e mostramos que o Hamiltoniano nao é hermitiano,
mas seu espectro é real (55). O trabalho de sistemas nao hermitianos com espectro real,
teve inicio com Bender e Boettcher (56). Nas tltimas duas décadas, Hamiltonianos nao
hermitianos vem sendo discutidos no contexto da simetria-P7T (57, 58), em que P é a
reflexao espacial e T a reversao temporal. Na mecanica quantica usual, a hermiticidade,
ou mais precisamente, a auto-adjunticidade dos observaveis fisicos, especialmente dos
Hamiltonianos, garante que a evolucao do sistema seja unitaria e seus autovalores sejam
reais, desde que os Hamiltonianos nao possuam singularidades. Se os autoestados do
Hamiltoniano sao os mesmos do operador PT, diz-se que ele tem uma simetria PT,
e o Hamiltoniano é quase hermitiano (59, 60). A mecanica quantica de sistemas nao
hermitianos, tem um forte atividade de pesquisa desde a sua fundacao (61, 62) e suas
aplicacoes hoje em dia sao encontradas em uma ampla variedade de fendmenos, como em
caos de sistemas optomecanicos (63, 64), metrologia de cavidades (65), supercondutividade
(66). Sabendo que nosso Hamiltoniano tem autovalores reais, o que o torna quase hermitiano,
nao podemos realizar a evolucao temporal do sistema, sendo ela nao unitaria. Porém, para
Hamiltonianos quase hermitianos independentes do tempo, é possivel fazer uma evolucao
unitaria, aplicando uma transformacao de similaridade, um mapa de Dyson, que nao afeta
seus autovalores e os valores esperados (62, 67).

O presente trabalho estd organizado da seguinte maneira. No capitulo 2 apre-
sentamos a equagao de Weyl, junto do conceito de helicidade e quiralidade. Também
apresentamos a equagao de Dirac, e o efeito Zitterbewegung. Depois, apresentamos o oscila-
dor de Dirac e o seu limite nao relativistico. No capitulo 3, mostramos a conexao entre o
oscilador de Dirac em (2+41) e o sistema de Jaynes-Cummings, e o resultado dos colapsos
e ressurgimentos na dinamica de inversao de spin do sistema. No capitulo 4, apresentamos
a deformagcao x do espaco-tempo e a equacao de Dirac x-deformada, junto de exemplos de
aplicacoes em sistemas. Por fim, no capitulo 5, onde se encontra a contribuigao original
deste trabalho, fazemos o mapeamento entre o oscilador de Dirac x-deformado e o sistema
de Jaynes-Cummings, em que usamos um mapa de Dyson para encontrar sua contraparte
hermitiana, e mostramos o efeitos da deformacao no sistema. O trabalho estd publicado
em (55).
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2 EQUACOES RELATIVISTICAS

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos relativisticos que serao necessarios
para descrever o sistema fisico que desejamos trabalhar. Primeiramente introduzimos
a equacgao de Weyl, junto do conceito de helicidade, depois introduzimos o conceito de
quiralidade e a equacao de Dirac. Em seguida apresentamos o efeito Zitterbewegung e o

oscilador de Dirac juntamente com o seu limite nao relativistico.

2.1 EQUACAO DE WEYL

Particulas relativisticas de spin-1/2 sem massa, possuem um operador de helicidade

~

h, que é representado pela projecao do spin na direcao do momentum linear p’ da particula

(11)

>

h = Hﬁ. (2.1)

Este operador possui duas possiveis projegoes para uma particula com spin-1/2, a helicidade
positiva o qual chamamos de “right handed”, e a negativa de “left handed”. Também
chamadas de projecoes quirais, essa grandeza é fixa para particulas que nao possuem
massa, dado o fato de que a particula se move com uma velocidade ¢, para qualquer

referencial inercial,

~ h

h:—_’- :—I 22
20 |]3»| 227 ( )

N h

h=—g L =—-1 2.

em que as matrizes 0 = 0,¢ + 0,j + 0.k sao as matrizes de Pauli e I, é a matriz identidade

2 x 2. Para uma particula de massa nula temos que |p] = E/¢, de modo que ficamos com

EL |®) — (cé - §) |®) = 0, (2.4)

EL[x) + (cd - p) [x) =0, (2.5)

em que |P) e |x) sdo espinores dados pela representagao de Weyl. Escrevendo as equagoes

(2.4) e (2.5) em uma unica equagdo matricial, obtemos

0 El, —co-p )
Rk A (2.6)
FEly, +cd-p 0 Ix)



15

definimos as matrizes de Dirac na representacao de Weyl, que sao escritas como

0 Ig . 0 —o;
0 p— , 3 p— t 3 2-7
v (b 0) v (oz- 0 > (2.7)

também conhecida como representacao quiral, que nos leva a equacao de Weyl

(YE+¢y-p) ) =0, (2.8)

em que [1) é um espinor de 4 componentes. As propriedades das matrizes de Dirac sao
dadas pela algebra de Clifford

()P =L, () =-L, (2.9)
de modo que
1 0
0 —1
oYt =2n,,14, v = , 2.10
Ot =2le e = (2.10)
0o 0 0 -1

em que 7, ¢ a métrica do espago de Minkowski.

2.2 QUIRALIDADE

A quiralidade é um conceito complementar da helicidade. Definimos a matriz de
quiralidade v° como (68)
7P =iy (2.11)
A quiralidade é definida como a propriedade de dois objetos que podem ser convertidos
entre si por combinacao de translagoes, rotacoes e reflexdes em planos especiais combinadas,
mas nao por rotagoes combinadas a translagoes somente. Todavia, o lema de Schur mostra
que nao é possivel obter uma matriz de quiralidade para sistemas em dimensoes impares
(69).
Como a matriz de quiralidade anti-comuta com todos as matrizes da base {y*,7°} =

0 podemos definir dois operadores de projecao quiral

I, +~° I —9°
P = P = 2.12
+ 92 ) 9 ) ( )
no caso da representagao de Weyl, temos que
Ly 0
I, 0 |1ha) 0 O 0
) (0 0) |¥) 0 |¥) 0 1L |¥) ) (2.13)

0 |94)
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O operador de projecao quiral para um sistema de particulas sem massa, separa os setores
de quiralidade “left”e “right”. J& para o caso de sistemas que possuem massa, a quiralidade
fica “misturada”, nao podendo separar esses setores, como no caso da equagao de Dirac,

que passamos a discutir.

2.3 EQUACAO DE DIRAC

Em 1928, o fisico tedrico Paul Andrien Maurice Dirac propos uma equacao rela-
tivistica para uma particula massiva de spin-1/2 (13, 11). A equagao para um elétron é
dada por

0

i (7 t) = (~ichd - V + Bmc?)(7, 1), (2.14)

em que @ = vy e 8 = 7 sdo matrizes de dimensao 4 x 4 chamadas matrizes de Dirac, c é
a velocidade da luz no vacuo, m é a massa da particula e ¥ (7, t) é a funcao do onda. A

equagao de Dirac pode ser escrita também em sua forma Hamiltoniana
H|y) = (cd-p— pmc®) [¢) (2.15)

em que [¢) é um espinor de 4 componentes

)
|
=1 g <|x>>’ (2.16)
)
em que
9) = (:ji) , (2.17)

X) = (:Zii) . (2.18)

A equagao de Dirac é uma equacao diferencial de primeira ordem definida sobre o espagco-
tempo. Umas das caracteristicas da equacao de Dirac é que ela descreve um sistema
relativistico de spin 1/2. As solugoes da equacao de Dirac apresentam um espectro de
energia positiva e negativa. Os autoestados do sistema podem ser representados pela
superposicao dos autoestados de energia. Essas caracteristicas do sistema, fazem com que

efeitos puramente relativisticos surjam no sistema, um desses é o efeito Zitterbewegung

(11).
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24 ZITTERBEWEGUNG

O efeito Zitterbewegung ou movimento trémulo de uma particula relativistica,
causada pela superposicao das solugao de energia positiva e negativa, ¢ umas das previsoes
da equagao de Dirac. O primeiro a chegar a esse resultado foi Schrédinger, ao obter a
evolucao temporal do operador velocidade de uma particula. Ele observou que mesmo na
auséncia de campos externos, o operador velocidade nao é uma constante de movimento.

Para evidenciar o efeito Zitterbewegung, escrevemos o operador posicao da particula

na representagao de Heisenberg (11). Assim, usando a equagao de Heisenberg, temos

A i i )
L5(6) = L 2:(0)] = Lleasps — Bme (0, (2.19)
ou
[ca;p; — Bmc?, &:(t)] = ca;pdi(t) — Bmc®3;(t) — cayd;(t)p; + Bmc’di(t)
= caj(pi2i(t) — Ti(t)p;)
= —ihcoy(t).
Assim,
d .
E%(t) = ca;(t). (2.20)

Essa equagao nos diz que a;(t) é uma velocidade em unidades de c. Desse modo, escrevemos

entao a equacao de Heisenberg para o operador velocidade

d . i~ .
0= ;L[%Of]
- A 9i .
= %(’H@ +atH) — %oﬂ{
2icp 20~
=—— — —a 2.21
L2, (221)
sendo p e # constantes no tempo, podemos integrar a equagao (2.21) obtendo
. . cp\ _zn, cp
at)=1a0)— = e * "+ —. 2.22
0= (a0 - 2) . 2.22)

Substituindo a forma do operador velocidade (2.22) na equacao da posigao (2.20) e

integrando obtemos

cp ( cf)) ihe _2m
2(t) = 2(0) + =t + ( &(0) — — | —e " " 2.23
(t) = 2(0) % 0) -~ 7 (2.23)

Desta forma, vemos que os dois primeiros termos da equagao (2.23) representam a dinamica
de uma particula classica. Ja o ultimo termo, adiciona uma caracteristica puramente
relativistica do sistema. Essa adi¢ao extra no sistema faz com que ele tenha um movimento
oscilatério, com uma alta frequéncia de oscilagao, mesmo para o sistema no referencial
de repouso w = 2F/h ~ 10*'Hz, e uma pequena amplitude de oscila¢do da ordem do

comprimento de onda de Compton.
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2.5 OSCILADOR DE DIRAC EM (3+1)

Oscilador de Dirac foi proposto em 1989 por Monshinsky e Szczepaniak (52). Esse
sistema baseia-se em um acoplamento vetorial sobre o momentum linear do sistema, o
qual é dado por

P — P+t imwpT, (2.24)

em que p é o operador momentum, m é a massa, w é a frequéncia de oscilagao do sistema,
7 é o vetor posicao e [ é uma matriz de Dirac. O sinal do acoplamento ficard mais claro
quando fizermos o mapeamento entre oscilador de Dirac e o sistema de Jaynes-Cummings
(JC). Esse tipo de interagao vetorial descreve uma particula neutra com momento anomalo
magnético interagindo com um campo elétrico (70).

As matrizes de Dirac possuem diferentes representacoes e, a escolha dessa represen-
tagao pode facilitar o acesso a certas propriedades fisicas do sistema (71). A representagao
de Dirac (representacao padrao) é usada quando queremos o limite nao-relativistico. Nesse

caso elas sao dadas por

Yo 0 _12 ) i —o; 0 . .

Definimos 7* = p; — imwpBr;, B = 7, e aqui manteremos apenas o sinal negativo no
acoplamento com o intuito de apresentar os resultado obtidos por Monshinsky e Szczepaniak
(52). Desse modo, temos

o't = atnt + ot + o (2.26)

Assim, a equacao de Dirac (2.15), fica
chI? CO'ﬂTi ‘(I)> _ IQE 0 |CI)> ’ (227)
comt —mcly )\ |x) 0 LE/ \|x)

em que obtemos o conjunto de equagoes acopladas

I (E + mc?) |®) = cd - (p — imwpBr) |X), (2.28)

L(E —mc®) |x) = cd - (p — imwfr) |®) . (2.29)
Substituindo a equacdo (2.29) na equagao (2.28), temos

(5 — imwp7)
(E —mc?)

L(E + mc?) |®) = cd - (§ — imwpBrF) < |D) | (2.30)

usando a propriedade

(G-A)G-B)=A-B+id-(AxB), (2.31)
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obtemos a seguinte equacao
L(E? — m2ch) |®) = A(p* + m*w?i? — 3mhw — 2mwé - L)1, |®) . (2.32)

A equacgao (2.32) representa a equagao diferencial do oscilador de Dirac. Fazendo o limite
nao-relativistico, em que E = € + mc?, de modo que € << mc?, ficamos com
P 3

Hop |®) = (12— + I2%w2f‘2 - I

W= -
o w — —S - L) |D) . (2.33)

2 h

Na equagao (2.33) observamos que no limite nao-relativistico, aparecem os termos do
oscilador ligados a energia cinética e potencial do oscilador harmonico quantico nao
relativistico e dois termos extras. O terceiro termo a direita da equagao (2.33) representa
deslocamento no espectro do sistema, o quarto termo representa um forte acoplamento

spin-Orbita. A primeira verificagdo experimental do oscilador de Dirac foi realizada em
2013 (72).
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3 MAPEAMENTO EXATO DO OSCILADOR DE DIRAC NO SISTEMA DE
JAYNES-CUMMINGS

Neste capitulo, apresentamos o sistema de Jaynes-Cummings (JC) e anti-Jaynes-
Cummings (AJC), o qual é obtido do sistema de Rabi através da aproximagao de onda
girante. Também abordaremos o mapeamento entre o Hamiltoniano do oscilador de Dirac
em (241) dimensoes no sistema de JC. Depois, faremos uma andlise da dinamica do
sistema, demonstrando os colapsos e ressurgimentos da inversao de spin usando um estado

coerente.

3.1 O SISTEMA DE JAYNES-CUMMINGS

O sistema de Rabi descreve a interacao de um sistema de dois niveis com um campo

elétrico (53). O Hamiltoniano do sistema de Rabi pode ser escrito como
?:[JC :ﬁc+7:[a+7:[ia (31)

em que #, é o Hamiltoniano do campo (féton, cavidade), H, é o Hamiltoniano do sistema
de dois niveis (4tomo, spin) e #; é o Hamiltoniano de interacao entre o campo e o &tomo.
Os Hamiltonianos tanto do atomo como do campo podem ser chamados de Hamiltoniano
livre 7:[,f = H, + 7:[a, de modo que

- Ao N
_ _ /\J’_/\_
H, = — O H. = hw.a"a, (3.2)
em que a* e a~ sao os operadores bosonicos de criacao e aniquilacao no espaco de Fock

(12), wy e w, sdo as frequéncias do dtomo e do campo elétrico, respectivamente. Os termos
livres do Hamiltoniano que atuam no sistema contribuem apenas com uma fase na evolugao
temporal. O Hamiltoniano de interacao entre os sistemas, conhecido como sistema de Rabi,
¢é a chave para a sua dinamica, o qual determina a troca entre o campo e o atomo e é dado
por

H; = hlgo a~ + go_at) + hlgrosat + go_a), (3.3)

em que o, e o_ sao operadores fermionicos de levantamento e abaixamento do sistema
de dois niveis, e g é a constante de acoplamento entre o atomo e o campo elétrico. O
Hamiltoniano de interagao (3.3), apresenta dois termos, o primeiro é chamado de Jaynes-
Cummings, e o segundo chamado de anti-Jaynes-Cummings. O que determina qual dos
termos de interacao estarao presentes no sistema, é a frequéncia do campo elétrico. Essa

caracteristica, pode ser observada se escrevermos o Hamiltoniano (3.3), na representacao



21

de Heisenberg. Fazendo isso, temos

~

H(t) = W(g o pate’ @0t 4 go gme iwetenlt 4 g gFemilwomwelt gy g eilwomwelty,
(3.4)
Podemos ver na equagao (3.4) que a frequéncia do campo elétrico determina qual dos termos
de interacao estarao presentes no sistema. O regime de ressonancia em que w. = wy, 0S
termos que dependem da soma das frequéncias oscilam muito rapidamente, e os termos de
subtragao das frequéncias ficam independentes do tempo. Assim, obtemos o Hamiltoniano
do sistema JC
H/C = h(go_a® + g o). (3.5)

Matematicamente, podemos fazer que w. = —wy, assim os termos que dependem da

subtracao é que oscilam rapidamente, e isso nos leva ao sistema AJC
HAC = h(go,a*t + g*o_a™). (3.6)

A equagao (3.5), representa o sistema JC, na qual é dada a troca de energia entre o dtomo
e o campo representado na Figura 1. A equagao (3.6), representa o sistema AJC, a qual

apresenta um dinamica menos intuitiva, e esta representada na Figura 2.

Figura 1 — Sistema na frequéncia de ressonancia JC. Em (a) temos o féton interagindo
com o sistema de dois niveis. Em (b) representa o sistema apds a absorgao do
foton.

.
(@) (b)

Figura 2 — Sistema com a frequéncia de anti-ressonancia AJC. Em (a) temos o sistema de
dois niveis, o qual se encontra no estado excitado e um féton é emitido. Em (b)
representamos o estado fundamental sem a presenca do féton.

Fonte: O autor
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Apesar do sistema AJC apresentar uma dinamica nao intuitiva, o sistema é conser-

vativo, seu Hamiltoniano é independente do tempo de modo que sua evolucao ¢é unitaria.

3.2 OSCILADOR DE DIRAC EM (2+1) DIMENSOES

Para o estudo do oscilador de Dirac em (2+1) dimensdes, usamos uma representacao

das matrizes de Dirac que se encontra em (73),

o [0 0 1 [0y 0
! (0 —az> 7 ( 0 —iay> ’
N —io, 0 3 0 I
= 5 = . 37
K ( 0 i%) ! (—Iz 0 (3.7)

Essa representacao das matrizes de Dirac formam uma base do espaco de Minkowski M3,
em que os indices (1, 3) representam as coordenadas do sistema de referéncia. As matrizes

de Dirac (3.7) obedecem todas as propriedades da algebra de Clifford,

(")?=L, (V)?=-L, =2, (3.8)

{VMKYV} = _27]qu47 (39)

em que 7, ¢ a métrica do espaco de Minkowski, o que indica que nosso sistema esta em
uma base de dimensao (3+1).
Usando as representagoes das matrizes de Dirac (3.7) na equagao de Dirac (2.15),

para o oscilador de Dirac

LE ) = c(a -t — meB) [v)., (3.10)

em que wt = '+ imwp7, a forma matricial da Hamiltoniana ¢

COuTy + coymy + mco, com; |2) = F1, ©) . (3.11)
comE co,m, — coymy +mco, |\ [x) by

z xT

Vemos que a representagdo das matrizes de Dirac (3.7), na equagdo (3.11), coloca o
termo 7, na diagonal secundaria das matriz, de modo que ao fazer esse termo igual a
zero, desacoplamos o sistema em duas equagoes com quiralidades opostas. No caso de
trabalharmos com o sistema em (2+1), escolhemos p, = 0 e z = 0. Essa escolha permite
desacoplar a equacao com um espinor de 4 componentes, em duas equagoes com dois

espinores de duas componentes, e cada um deles com sua correspondente quiralidade.

(coumy + coym, +mc’o,) |®) = EL |®), (3.12)
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+
T

(copmy — caywj +mc?o.) |x) = Ely |x). (3.13)

Podemos ver que existe uma troca de sinal no termo caywét. Este sinal, como veremos,
representa a quiralidade do sistema. Assim, podemos escrever as duas equacoes em uma
unica

(copmE + SC(Tyﬂ';t +mc®o,) [¢) = El, |¢) (3.14)
em que foi introduzido o s e este pode assumir os valores de s = 1 com quiralidade right,
s = —1 para quiralidade left. O parametro s foi introduzido pela primeira vez no contexto
da dependéncia da projegao de spin-1/2 no sistema de Aharanov-Bohm (74). Porém, para
o oscilador de Dirac em (2+1), s representa a quiralidade do sistema. Assim, escrevendo

1) = (J1r), [1))" a equacdo (3.14) nos fornece o seguinte conjunto de equacdes

x_

(E —mc®) Y1) =[] —ism) |iha) (3.15)

(E 4+ mc?) [tho) = clmy + ism,] 1) . (3.16)
As equagoes (3.15) e (3.16) podem ser escritas em termos dos operadores bosonicos de

1 1 A
P Y ey 1

em que A = /h/mw é denominada “largura” do estado fundamental. Usando os operadores

criacao e aniquilagao

(3.17), nas equagoes (3.15) e (3.16), obtemos as seguintes formas (51)

c|(pe T imwi) — is(p, T imwy)] = F2imc*\/E(al,), (3.18)
c|(Pe + imwi) + is(p, + imwi)] = £2ime\/E(aL,), (3.19)
em que
1
~t At s oat
a; = —(a 18a, ), 3.20
NG (a5 F isay) (3.20)
sao os operadores quirais. De modo que &f = ar paras=1¢ &jfl = dli para s = —1.

Esses operadores quirais estao ligados ao momento angular do sistema na dire¢ao z. Assim,

as equagoes podem ser escritas como

(B —me®) [ihr) = Fi2me*\/E@aL,) [¢a) | (3.21)

(E +mc?) [hs) = £i2mc*\/€ (aE,) 4n) (3.22)

sendo & = hw/mc?, o parametro para o limite nao-relativistico, o qual ¢ obtido fazendo

¢ — 0. Podemos substituir uma equacao na outra e obter

(E? +m2c") |oy) = 4m?céat,atf, |vn), (3.23)
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(E? = m?c") [iha) = dm’c*ai,al, vs) . (3.24)

Considerando a base de quiralidade quantica de momento angular dada por

1 +
+ ~+ \Mts
%) = ——= (aL,)"*"10), (3.25)
\/ ni!
emqueni, =0,1,2,...eny, =1,2,3,... representam os autovalores do operador ntimero

Ny, = al,a5,. Escolhemos por conveniéncia [¢);) = ’ni8> e|iy) = ‘ﬁis>. O fato desses dois
vetores estarem associados a mesma energia E* nos leva a condicio de que nT, = nT, + 1.

Assim, os seus autovalores de energia positiva e negativa sao dados por

E =B, =%mc\/1+4¢nd, +O()), (3.26)

em que ©O(+) = (1 +£1)/2 é a funcdo degrau de Heaviside. A equagao (3.26) pode ser
comparada com resultado obtido do oscilador de Dirac em (2+1) via resolugao da equagao

diferencial de segunda ordem em coordenadas polares (75), a qual é dada por

E = B, = +mc®\/1 + 4 [n + 0(£) + (|I] — s1)/2], (3.27)

emquent =0,1,2,...en” =1,2,3,... é o niimero quantico radial e [ = 0, +1,£2,... ¢
nimero quantico angular. Desse modo, comparando os dois resultados, encontramos que

n¥ =n* + (|I| — sl)/2, e assim, observamos a dependéncia do espectro no parametro s.

s —

3.3 MAPEAMENTO EXATO DO OSCILADOR DE DIRAC EM (2+1) NO SISTEMA
DE JAYNES-CUMMINGS

Nesta secdo, mostramos que é possivel mapear o Hamiltoniano H* do oscilador de

Dirac em (2+41) no Hamiltoniano JC ou AJC. A equagao (3.14) pode ser reescrita como

At mc? F2imc*v/E(alL,)
+2imcV/E(aL,) —mc? '

(3.28)

Assim, observamos que o oscilador de Dirac possui a mesma estrutura matematica do
Hamiltoniano do sistema JC quando o acoplamento é positivo e AJC quando é negativo.
De fato,

HY = 2imc\/€ (afo_ —ajoy) +mco,
= h(gato_ +g*a, o) +mc’o.
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em que g = i2mc?\/€/h é a constante de acoplamento, oy sao operadores fermionicos
associados ao sistema de dois niveis. O termo da energia ligada a massa pode ser interpretada
como o parametro de “detuning”(76, 53). O Hamiltoniano de anti-Jaynes-Cummings para

o acoplamento negativo é dado por

= 2zm02\/_ (a o_—a* a+) +mco,
= h(ga_,0_ + g*a*,0.) + mcio.
=H 5. (3.30)

Assim, vemos que a mudanca no acoplamento do oscilador faz com que o sistema de AJC
se torne um sistema JC, com quiralidade oposta. Se o sistema AJC possui quiralidade left,

ao trocar o sinal do acoplamento o sistema se torna JC e possuird quiralidade right.

3.4 AUTOESTADOS DO OSCILADOR DE DIRAC EM (2+1)

Os autoestados de energia normalizados do sistema sao dados por

E,: + mc? .
\ g
’:I:Eni > I , (3.31)
) nis :F 62 + +1
+1 2Enis |n:|:s >

em que

(3.32)

sendo |O‘ni 12+ | Bz |> = 1. Podemos escrever os autoestados de energia em termos dos
S S

espinores de Pauli na forma

’+E@S> = e [t 1) —iB,e nf, £ 1,4), (3.33)
e
’—Enis> = B |nEa 1) +iane nf, £1,4). (3.34)
Para fazer a evolugao temporal, escolhemos o estado inicial do sistema como sendo
— |*
"I’nﬂ > = |ni, 1) (3.35)
Este estado pode ser escrito em termos dos autoestados de energia (3.33) e (3.34), uma
vez que
- +Enis> = <O‘nis)2 |nis,T> mnisﬁ + ‘nis + 1,$>, (3.36)
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ﬁnis - nis> = (Bnis)2 ‘n::tS?T> + iﬁnisanis |7’Lis j: 17‘L> ° (337)
Assim, somando temos
U (0)) = [4B,e )+ B, |~ ) (3.38)

Aplicando o operador de evolucao temporal no estado (3.38) tal que

'LHt

‘\If + (t)> =e

Ny

. (0)> , (3.39)

Ny

resultando na forma

iwni t
\‘I’ >=%s +En;9>€ B+ B

Ny

B > T (3.40)

em que

W, = mc?\/1 + 457(17&5 +O(%)) | (3.41)

Note que o estado na equagao (3.40) é uma superposigao dos autoestados de energia positiva
e negativa, o que caracteriza o efeito Zitterbewegung para o qual W é a frequéncia de
Zitterbewegung. Esse efeito é uma assinatura do sistema relativistico.

Escrevendo (3.40) em termos das equagoes (3.33) e (3.34), temos

. iwni t
"Pnis(t)> = Qs (%L Inie, 1) =B, |ni, £1, ¢>) e "
. —iwni t
+ B,z (5@5 InZ,, 1) + i, InF, 1, ¢>) e "= (3.42)
organizando os termos
w 4+t
0.5,0) = (g P54 (8 ) fn 1)
iays B G ”‘”nis )|, £1,4). (3.43)
Definindo
w + t —iw + t
Gnt (1) =i,z B2 (e " —e )
4 ClE=
= £[ni8i—|— ()] sen(w,+ 1), (3.44)
1+ 4¢nZ, + ()] =
e
9 an:l: t 9 %Jn:t t
Fg () = [(e )2 "5 4 (82 e 2]

= (cos (u}ni t) — Z Sen(wnist) ) , (3.45)
V1T 4E(nd, + O(F))



27

em que |f,s (D)2 + [g,2 (D] = 1, temos

e (1)) = Fus (0 [nd 1) + g (8) I, F1.1) (3.46)

Agora podemos calcular o valor esperado dos observaveis do sistema e mostrar que o

momento angular total é conservado
[H*,J.] =0, (3.47)
em que J, éo operador de momento angular total na direcao z, o qual é dado por

J.=S.+L., L.=hN,—N_), (3.48)

em que S, é o operador de spin, e L, é o operador de momento angular. O valor esperado

do sistema de dois niveis é

<‘I’nis(t) z

O valor esperador para o momento angular é

_ . h 4¢[n, +O(%)] 2
)> = i§ F hl T 4€[nE. 7 6(2)] sen” (w, £ ). (3.49)

4¢ng, + O(+)]

L 1+ 4€[nE, + 0(£)]

(W, (1)

s

W, (t)> = th(nE, — 1+ O(L)) £ 1

s

2
sen (wnist)'
(3.50)

Assim, o valor esperado do momento angular total do sistema é dado por
1
+-). (3.51)

<\I’nis( ) 2

Se tomarmos o limite nao relativistico do sistema & — 0 as componentes de energia

T

U is(t)> = +h(nt,

ny

negativa podem ser negligenciadas e o efeito Zitterbewegung desaparece do sistema.

3.5 COLAPSOS E RESSURGIMENTO DA INVERSAO DE SPIN DE UM ESTADO
COERENTE

Para que possamos ver o efeito de colapsos e ressurgimento da populacao atomica
do sistema precisamos de um estado coerente (77, 78). Este estado pode ser obtido fazendo

a escolha do estado inicial como

DR S S N (3.52)
" nisz@(:F \/T‘ a

em que o = <nis> Aplicando a evolugao temporal, temos

W (1) Z F,[ni (1) [ 1) + g O 2, F L] (353)

n:l:sf
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Calculando o valor esperado do spin

oS o 9 9
(W, OIS0, () =5 D T |1, OF — Lz, (O]
ni,=e(F)
h > aQnis
=5 > oE 1 2lg,2 (O] (3.54)
ni,=6(F)

O grafico da equacao (3.54) estd representado na Figura 3.

Figura 3 — O gréafico representa os colapsos e ressurgimentos da inversao de spin do
sistema. Os valores dos parametros m = c = & = 1 e o numero médio de fétons
é (ns) = 50.

0 5 10 15 20

Fonte: O autor

Podemos observar na Figura 3, que o sistema apresenta logo em seu inicio uma
troca entre o campo e o sistema de dois niveis, logo apés um tempo o sistema fica em
“repouso”, que chamamos de colapsos, depois o sistema volta a fazer a sua troca em que
h& os ressurgimentos. Esse resultado é fundamental para o sistema JC, o qual apresenta
uma evidéncia direta da quantizacao do campo eletromagnético.

No proximo capitulo, apresentamos a deformacao x do espago-tempo, a qual sera a

base para fazer o mapeamento entre o oscilador de Dirac e o sistema de Jaynes-Cummings.
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4 DEFORMACAO x DO ESPACO-TEMPO

Neste capitulo, apresentamos os geradores de Poincaré e sua versao deformada.
Também mostramos como é obtida a equacgao de Dirac k-deformada, e mostramos alguns

exemplos de aplicacoes.

4.1 GERADORES DE POINCARE

A &lgebra de Poincaré é uma das estruturas mais importante da fisica moderna
de altas energias. Dizemos que seus geradores infinitesimais representam as simetrias do
espaco-tempo plano, o espaco de Minkowski M3, Elas sao compostas pelos geradores de
rotacao M;, geradores de energia e momento Py e P;, e os boosts L;, responsaveis por dar

um “empurrao” no referencial

[Py, P)] =0, (4.1a)

[M;, P,] = (1 — dop)i€ijnPr, (4.1b)
[Li, Pj] = 63 o, (4.1c)

[Li, Po] = i, (4.1d)

[M;, Mj] = i€iju My, (4.1e)
[M;, L;] = i€ Ly, (4.1f)

[Li, Lj] = —ie€su My, (4.1g)

em que €, ¢ o tensor de Levi-Civita. As particulas elementares podem ser pensadas como
representacoes desta algebra e esta é a razao pela qual a algebra de Poincaré desempenha

um papel importante para a fisica.

4.2 ALGEBRA DE k-POINCARE-HOPF

A deformagao k consiste em uma deformagao algébrica do espago-tempo, chamada

de dlgebra r-Poincaré-Hopf (35, 36). Seu inicio foi nos anos 90, com os trabalhos de Lukierski
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(37, 39). Essa deformagao é desenvolvida sobre o grupo de Poincaré, a qual é derivada
pela contracao de Inonii-Wigner (79) da algebra de Hopf em um espaco anti de Sitter
deformado, SO,(3,2). Descobriu-se que o parametro de deformagao de algebra resultante,
denotado por k, tem por construcao dimensional, dimensao de massa M ~ 10¥GeV

(35, 80). Os geradores do espago-tempo de Poincaré k-deformados sao dados por

[Fus )] =0, (4.2a)
[Mi, PN] == (1 - 50u)ieijkpk7 (42b)
(L, P,) = i[P;]%#[6;;c " sinh(e Py)]* ~00m), (4.2¢)
[M;, Mj] = i€ M, (4.2d)
[M;, L;| = iegn Ly, (4.2e)
2
[LZ', LJ] = —ieijk Mk COSh(€P0) — ZPkPlMl 5 (42f)
em que € = KL = Rlim (RIng), sendo R a curvatura de de Sitter, e ¢ um parametro real
——00

de deformacao. Sendo P, o gerador de energia e momento x-deformado, M; e L; sao os
geradores de rotagoes e boosts r-deformados (40). Como a simetria de Poincaré é uma
simetria do espago-tempo plano, acredita-se que sua deformacao, simetria x-Poincaré, tem
uma ligagao com a gravidade quantica (36, 41, 80), dado o fato que a deformagao tem
dimensao de massa e deforma os geradores do espago-tempo plano.

A &lgebra de Hopf-Poincaré, aplicada ao geradores de Poincaré sao dados por

AR =Foh+Le R, (4.3b)
I I
AP; = P, ® exp <€TO) + exp <—€2—0) ® P, (4.3¢)
AL; =L; ® exp <%) ~+ exp <—%PO> ® L;
P,
+ geijk {Pi © M, exp<%) + exp (—570) M; @ Pk] , (4.3d)
S(P,) =—P, S(M;) = —M,, (4.3e)
31

em que A é a co-multiplicacao da co-algebra e S é a antipoda, que tem um papel analogo
a inversa. As algebras de Hopf surgiram na topologia algébrica em 1964 (81), e tem uma
enorme importancia no tratamento de grupos quanticos. Dizemos que a algebra de Hopf é

uma algebra universal envelopante do grupo de Lie (82).
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4.3 EQUACAO DE DIRAC x-DEFORMADA

A equacao de Dirac k-deformada é obtida através da fatoragdao do operador de
Casimir bi-quadratico. O grupo k-Poincaré possui dois invariantes, um quadratico e
um bi-quadrético que foram obtidos primeiramente em (42). Os operadores deformados

invariantes do grupo x-Poincaré sao

2
C, = F sinh(g—Poﬂ — PP, (4.4)
€ 2
*P,P;
Cy = (cosh (5130 < : )) W2 — W,W,, (4.5)

em que Wy = PyM; e W; = (1/¢) sinh(e Py) M; + €;;1,P; L. Esta representacao também
cumpre as relagoes de comutacao do grupo quantico k-Poincaré. Podemos entao escrever
uma representagao a partir da co-multiplicagao do grupo quantico de Poincaré para obter

a representagao espinorial desejada. Assim, a representacdo para spin-1/2 é dada por (43)

P,=PF,, (4.6a)
P,
Li = Lz + exp (—82—0) ll — geijkmjpk, (460)
em que m; = }lezjk’yﬁk el; = —%70%-. O operador de Dirac x-deformado deve comutar com

a representacao de spin, de modo que [P,, D] = [M,;, D] = [L;, D] = 0, em que chamamos

o operador de Dirac de D, o qual é dado por

P .

= —exp (%)%Pi + sinh(e Py) — %74131-]31-. (4.7)
3

Portanto, o operador de Dirac D elevado ao quadrado é escrito como

N g 3

Assim, a equacao de Dirac k-deformada pode ser escrita de forma explicita como

P . 2,2\ 2
{— exp (570)%1% + M sinh(ePy) — gwapil Y =m (1 + < ;” ) . (4.9)
€

Vemos que ao tomar ¢ = 0, recuperamos a equacao de Dirac usual. Existem outras
abordagens para se obter a equacao de Dirac k-deformada (83), contudo, a equagao de
Dirac que abordamos é a mais usada. A seguir, veremos alguns exemplos de aplicagoes da

equacao de Dirac k-deformada.
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4.4 DIRAC-COULOMB x-DEFORMADO

Para descrever a equagao de Dirac com um potencial coulombiano (43) sao ne-
cessarios dois passos, o primeiro é escrever a equagao de Dirac k-deformada (4.9) com
aproximacao em primeira ordem em O(g) (¢2 = 0), para isso fazemos a multiplicagio de
exp(—eP,/2) em ambos os lados da equacao (4.9) e fazemos a expansao de modo que

obtemos
{(0Py = %P + 5 [10(P} = PP) = meRy] } ) = me |o) (4.10)

O segundo passo, consista na escolha de um gauge adequado, de tal modo a solucionar o
problema de nao comutatividade do sistema sem a necessidade de aplicar a transformacao
de Syberg-Wintten (84). O gauge adequado escolhido Py — H + aZ/r introduz um

potencial Coulombiano atrativo. Assim, a equacao de x Dirac-Coulomb em primeira ordem

L

(4.11)

em que H nos termos de pertubacao ¢ identificado como o Hamiltoniano de Dirac sem

fica

o € aZ\’ o
H@/):{(%%PHrmv —T)+§ <H+T> _PiPi_/Mm(H‘i‘_)

r

deformagao. Neste cotexto, a perturbagao causada pela deformagao conserva o momento
angular e a paridade do sistema. Normalmente, aplicariamos a teoria de perturbagao nao
degenerada para o calculo dos niveis de energia perturbados. No entanto, pelo fato da
paridade ser preservada no sistema, a matriz se torna diagonal, permitindo considerar
a perturbacao em uma forma mais conveniente no Hamiltoniano quadratico P;P;, mul-
tiplicando por €/2, e escrevendo o Hamiltoniano perturbado como H,.,;, encontramos

Hpert =m?— 1705—22’74’7 -7 — Epmys — m74¥, (4-12)
em que Fp é a energia no problema de Dirac-Coulomb sem pertubacao (Hpy = Ept).
Vemos que nessa forma, os termos de deformagao sao nulos, o que mostra que as corregoes
em primeira ordem no sistema sao identicamente zero. Isso é bastante notavel e indica que
o grupo quantico k-Poincaré tende a fazer mudangas minimas nas estruturas padrao do
espaco-tempo. Desta forma no sistema s Dirac-Coulomb nao é possivel determinar um
limite experimental para a deformagao, uma vez que em primeira ordem nao hé corregoes

para o sistema e, as corre¢oes em segunda ordem sao singulares, como mostrado em (43).
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4.5 OSCILADOR DE DIRAC EM (3+1) DIMENSOES x-DEFORMADO

Para escrever o oscilador de Dirac k-deformado em (3+1), partimos da equagao
de Dirac k-deformada com corre¢ao em primeira ordem (4.10). O gauge escolhido para
descrever o sistema é dado por Py = Hy e P; = p; — imwfr; (48), de modo que a equagao
de Dirac k-deformada fica escrita como

H = Hy = 5 [ — (5 — imuw87) (5 — imaw3) — Bmpo) | (4.13)

em que Hj representa o operador de Dirac nao deformado
Hy=d - (p— imwpr) + fm. (4.14)

A representacao das matrizes v e o sao dadas por

(1, 0 B O O
ﬁ—(o _12>, 7—6&—(_8 0)7 a—(a O). (4.15)

Nesta representacao podemos escrever ¢ em termos de dois espinores ¢ = (11, 192)T, em
que 7 e 1y sao espinores de duas componentes, assim, a equacao de Dirac k-deformada

equivale a duas equacoes, uma para cada espinor, dadas por

(1+5°) - 72 = (B = m)n + ¢ |im(7 ) + mu(@ - L) +mAh?| 1, (4.16)

R i . ]
<1 + mT) (G- 7 ) = (B —m)by — ¢ |imw (7 p) + mw(5 - L) — m*w?r?| by, (4.17)
em que 7F = p'+ imwr. Essas equacoes podem ser resolvidas em coordenadas esféricas.

Para isso, usamos a seguinte propriedade

K -1
g 7wt =(3-7) (f~ﬁ+z’ Ziimwr), (4.18)

em que K est4 relacionado com o operador de momento angular orbital L segundo a
equacao
K= -L+1, (4.19)

A solugao do sistema pode ser expressa em termos das coordenadas esféricas na forma

¢:€M@>:(ng@@>ZECMMg&@>’ (420
() ig(r)x2x(0,0) ) \iv(r)xZ;(0,9)
em que ' 1(6,$) sao fungdes angulares de spin (48, 85), com

(4.21)

L —(l+1), para j=1+1/2,
B [, para j=1-1/2.
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A solugao (4.20) conduz a um sistema de duas equagoes diferenciais radiais acopladas

(1 + %) {—v’ + (é + mwr) v] = emwru + {(E —m) + ¢ [mwk + m*w?*r?*| u}
(4.22)

k
(1 - %) {u' + (— + mwr) u} = —emwrv' + {(E +m) + € [mwk + m*w’r*] v} .
r
(4.23)
Assim, essas duas equagoes podem ser desacopladas, o que leva a uma equagao de segunda

ordem para u(r), na forma

I(1+1)

r2

u” + 2mewry’ — l + (1 — 2Be)m*w?r® — pe | u = 0, (4.24)

em que
pe = (E* —m?) — [(2k — 1)(1 — Ee) — me] mw. (4.25)

A solugao da equacao diferencial (4.24) pode ser escrita como
u(r) = e~lEemterAm/2 2 N (a,b, 2) (4.26)

em que M(a,b, z) é a fungao hipergeométrica confluente de primeira espécie, com

1
a= - l+§ — @, b:l+§, z = (1 — Ee)mwr?, (4.27)
2 2 2
© 22
e +mZew
e = . 4.2
¢ 2(1 — Fe)mw (4.28)

Assim os autovalores de energia do sistema sao dados por

By =4ym2+2mw(N +k+1) —mew(N +k+1). (4.29)

Da equagao (4.29) conclui-se que as energias negativas e positivas do sistemas deformado

nao sao simétricas.

4.6 EFEITOS DA DEFORMACAO QUANTICA NO PROBLEMA AHARANOV-BOHM
DE SPIN-1/2

O efeito Aharanov-Bohm, previsto teoricamente por Aharanov e Bohm em 1959
(86), consiste em um solendide - cujo em seu interior contém um campo magnético B - ao
seu redor do lado exterior um feixe de elétrons percorre a regiao até atingirem um anteparo,

onde ¢é formada uma figura de interferéncia. O resultado surpreendente deste fendmeno
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é que mesmo os elétrons nao tendo contato direto com o campo magnético no interior
do solendide, as franjas de interferéncias sao afetadas por um fator proporcional ao fluxo
do campo magnético. Para fazer a descricao do efeito Aharanov-Bohm k-deformado para
spin-1/2 em (2+1) dimensoes, usaremos a equacao de Dirac k-deformada, com aproximagao

de primeira ordem (4.10), em que o gauge escolhido para esse sistema é dado por

Py—s Py=H=E, (4.30)

P, —s P, =P, — eA,, (4.31)

em que e é a carga do elétron e A; é o potencial vetor magnético. Usando as matrizes de

Dirac definidas na segao 3, equacao (3.7), a equacao de Dirac x-deformada fica (87)
H?/f:[57'ﬁ+5M+§<M7~ﬁ+es&’~§)}¢:E¢, (4.32)

em que 1 é um espinor de duas componentes, Il = - eA é o momento generalizado, e s
diferente da interpretacao feita para o sistema JC, em que s representa a quiralidade, aqui
passa a representar os valores para o spin, s = +1 spin para cima, e s = —1 spin para
baixo.

Tomando o limite nao relativistico, em que E = E + M, de modo que £ < M, o
espinor de duas componentes pode ser escrito em termos da componente forte e fraca x e
¢ respectivamente, com ¢ = (y, ¢)T. Assim, escrevendo a componente fraca em termos da

componente forte, temos a equagao de Schrodinger-Pauli para a componente forte
Hyx = EY, (4.33)

com

1
H= (11} + 113 — (1 — Me)esBs] . (4.34)

Note que o momento magnético do sistema é modificado por um parametro proporcional a
deformacao. Outra caracteristica que a deformacao causa neste sistema ¢é o efeito anomalo
do momento magnético do elétron. O momento magnético do elétron interagindo com um
campo magnético ¢ definido como

i B= —%(5@, (4.35)

em que u = e/2M. O fator giromagnético g obtido por Dirac se apresenta como 2. Todavia,
desde 1947 sabe-se que o fator giromagnético é ligeiramente diferente de 2 (88), e pode ser
escrito como g = 2(1 + a), com a = a/2r = 0.00115965218279, em que « é a constante de
estrutura fina, este efeito é conhecido como efeito anomalo. Portanto, a interacao magnética
fica

H=pu(1+a)(@- B). (4.36)
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Assim, podemos escrever o momento magnético total k-deformado como
Hypag = (1 — Me)s(ji- B). (4.37)

Conforme os resultados experimentais e os calculos para o fator giromagnético previstos
pela eletrodinamica quantica (89), as corre¢oes para o valores de a sdo avaliadas em 1
parte em 107!, ou seja, Aa < 3.107!%. Para o caso da interacao magnética x-deformada
a contribuicao nao deve ser maior que a = 0.00116. Assim, pode se estimar um limite
superior para o valor da deformacao Me, sendo M definido no comecgo do capitulo, entao
£ =227x107%V)L

Para estudar a equacao de Schrodinger-Pauli k-deformada, escrevemos o potencial

vetor com o gauge Coulombiano como

A=-23  Ay=0, (4.38)

r

em que = ®/Py é o parametro do fluxo magnético com $y = 27 /e. Assim, o campo

magnético pode ser escrito como

eB=eVxA= —a@é. (4.39)

Desse modo, a equagao (4.33) pode ser escrita como

1 or)|
em que
1 N2
Hy = <—,V = eA) , (4.41)
1

en=(1— Me)as é a constante de acoplamento do potencial §(r)/r. Podemos expressar
as autofungoes do Hamiltoniano em termos do operador de momento angular J., definido

como

A 1
J. = =i, + So. (4.42)

Assim, as autofuncoes do sistema sao

i(m;—1/2)p
b=[*) = fm(r)e , (4.43)
(b gm(r)el(mj""l/Q)‘P
em que m; = m+1/2 = +1/2,4£3/2,... com m € Z. Substituindo na equacao (4.40),

obtemos a funcao radial f,,(r)

em que

k* =2ME, (4.45)
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Z? 1d (m+a)

ho=—S -4, Imr ) 4.4
0 dr rdr+ r2 (447)

O Hamiltoniano apresentado na equagao (4.46) possui um singularidade na origem, re-
presentada pelo termo §(r)/r. Para resolver esse problema é possivel usar o método de
extensao auto-adjunta. Contudo, nao temos o objetivo de explanar esse método aqui e,
para mais informagoes (87, 90, 91, 92). De forma sucinta, dizemos que embora o operador
Hermitiano possua autovalores reais e autofungoes ortogonais, os mesmos nem sempre
possuem uma evolugao temporal unitaria e nem sempre possuem adjuntos bem definidos.
Assim, o método de extensao auto-adjunta consiste na anélise funcional de um operador O,
de modo que ele satisfaca a condi¢ao de simetria em relagao ao produto interno definido
no espago de Hilbert H. Assim, o operador hy, com o dominio D(hg), é auto-adjunto se
hi = hg e D(h}) = D(hy). Desse modo, podemos fazer a transformacio unitaria U sobre
o operador hy em que (Us)(r) = r*/%¢(r), sendo ¢ uma funcio suave ¢ € C(R?), com

¢(0) = 0. Assim,
2

- d 111
h() = UhoU_l = _W — {(m+a)2 — Z:| 7“_27 (448)

o qual é essencialmente auto-adjunto para |m + «| > 1, enquanto para |m + a| < 1

admite-se uma familia de parametros de extensoes auto-adjuntas, hg ,,, em que A, é o

m )

parametro de extensao auto-adjunta, que pode ser caracterizado a partir das condicoes de

contorno em torno da origem (87)

Jorm = Amfiam (4.49)
para as quais
foo = lim rmrel g (r), (4.50)
r—0t
o 1 1 151
f17>\m - rl;%L m fm(r) - fo)\mm ) ( 5 )

com A, € R. A solucao da equacao (4.44), na regiao onde r # 0, pode ser expressa como

fm(r) = amj|m+a|<kr) + me‘|m+o¢|(k7ﬁ), (452)

em que a,, e b, sdo constantes e J,(z) e Y, (z) s@o as fungoes de Bessel de primeira e
segunda espécie, respectivamente. Substituindo f,(r) na condigdo de contorno definido
em (4.49), obtemos

A OE™ A =, {5/&:"’”*“ —Am (5k'm+a + ok~ Imrel lim 7«2—2lm+al)] . (4.53)

r—0t

em que
1

V= 4.54
2|m+a|F(1+|m+a|>7 ( ) )
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2|m+“|F(]m + al)

. ( | (4.55)

g L, 2
k2

v 4(1—=|m+al) 0

A equacgao (4.53), diverge se escolhermos |m + a| > 1, de modo que b, deve ser zero.
Por outro lado se |m + «a| < 1 isso ndo ocorre e temos contribuigdes irregulares do termo
Yjm-+a|(r). Essa contribui¢ao decorre do operador i nao ser auto-adjunto quando [m+a| < 1.
Portanto, a solucao irregular estd associada a extensao auto-adjunta de hy. Assim, a solugao

para |m + a| < 1 é escrita como
MmOk = b (eRImrel — )\ gImtely, (4.58)

Substituindo as expressoes de ¥, £ e 3, temos

A k2m D (1 — |m + af) sinh(7|m + af)
A k2m+eIT (1 — |m + a|) cos(m|m + al) + 4m+IT(1 + |m + «f)

by = Gm.  (4.59)

A funcao ¢ para o potencial tem um curto alcance de interacao, de modo que a funcao

fm(r) deve ter um comportamento assintético quando r — oo e é dado por

2 mlm ™
fm(r) amA\/ — cos (kr 5 1t gy (k, a)) : (4.60)

em que 0" (k, ) representa a mudanca de fase do espalhamento. Esse deslocamento na
fase pode ser observado no comportamento assintético da fungao de Bessel J,,(kr) (93)

na equagao (4.52), que fica

2
fm(?") ~ Qm T |:COS (k?“ _ M _ z) . lem sen (k?” _ 7T|m+04| B Z)} ’

wkr 2 4 4 4
(4.61)
em que
N A kAT (1 — |m + al) sinh(7|m + af) (4.62)
Hm” = A K2+l (1 — |m + al) cos(m|m + ) + 4m+elT(1 + |m + «f) '
Comparando as expressoes (4.61) e (4.60), temos
(ko) = A2B(a) + 6y, (4.63)

em que A2B = T(|m| — |m+al) é a mudanca de fase usual e, 8, = arctan(u). Portanto,
q m 2 m ”m

podemos escrever o operador de espalhamento auto-adjunto Séj;n (matriz S) como

S — G2 (k) _ 2A0P (@) [M} ‘ (4.64)

B 1 — iy
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Assim, para qualquer valor do parametro de extensao auto-adjunta \,,, ha um espalhamento
adicional. Se \,, = 0, obtemos o resultado correspondente para o problema AB usual com
condicao de contorno de Dirichlet; neste caso, recuperamos a expressao para a matriz de
espalhamento encontrada em (94). Assim, a teoria geral de espalhamento, mostra que os
polos da matriz determinam as posicoes dos estados ligados na escala de energia. Esses

polos ocorrem no denominador da equagao (4.64) com a substituicao de k — ix
Bir = +idy(ik)2™ 0 (1 — |m + al) sen(n|m + a|) = 0, (4.65)
em que
By = AT (1 = |m + a) cos(n|m + af) + 4™ D1 + jm + o). (4.66)

Resolvendo a equacao para E, encontramos a energia de estado ligado

2 [ 1 r(1+|m+ay>}1/m+“'

F=_—— |-
M| 2T —|m+al)

(4.67)

Os polos da matriz de espalhamento sé ocorrem para valores negativos do parametro de
extensao auto-adjunta A, < 0. Neste ultimo caso, o operador de espalhamento pode ser
expresso em termos da energia do estado ligado

GAm egiAﬁB(a) eZimlm+al _ (/{//{:)2‘m+a|
a,m 1 — (li/k.)Q\m-i—a\ )

(4.68)

em que k£ vem da substitui¢do de k — ix. A amplitude de espalhamento f,(k, ) usando

método padrao de espalhamento

1 7 Am « m
falk,g) = <= D (k) —p)eime, (4.69)
fica escrita, como
1 - : 1+ dpdm :
k@) = e2iAm(a) {—m} — 1) ey 4.70
Foll )= e D (e [ (4.70)

O fato dessa equagao depender da energia do estado ligado, faz com que ela fique diferente
do caso usual AB de um solendide fino. A tnica escala de comprimento no problema
nao relativistico é definida por 1/k, entao segue que a amplitude de espalhamento seria
uma fungao que depende apenas do angulo multiplicado por 1/k. Essa caracteristica se
manifesta na conservagao da helicidade (95), de modo que o Hamiltoniano deve comutar

com o operador helicidade
- 0 7-B)(G-Ti
e 0 (@ BE) (4.71)
(¢ B)(c-1I) 0

o qual é diferente de zero, para € # 0. Essa falha na conservacao da helicidade esta
diretamente ligada a deformagao ¢ e, esta relacionado ao parametro de extensao auto-

adjunta, pois a amplitude de espalhamento esta diretamente ligado ao parametro \,,.
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De fato, como mostrado em (96), é possivel encontrar uma rela¢do entre o parametro de

extensao auto-adjunta e a constante de acoplamento 7, dada por

L1 <77+|m+0‘|>, (4.72)

Ao 2l = m ot al

em que 7y € um raio pequeno menor que o a comprimento de onda de Compton A. do
elétron (97), que vem da regularizacao da func¢ao 6 (98). Contudo, a relacao acima sé é
vélida para A, < 0, para estados ligados. Consequentemente, temos |n| > |m + a| como
|m + «| < 1 é suficiente considerar |n| > 1, o que garante que \,, < 0. Uma condicao
necessaria para que uma funcao § gere um potencial atrativo, capaz de suportar estados
ligados, é que a constante de acoplamento seja negativa. Assim, a existéncia de estados
ligados requer 1 > —1. Essa mudanca na helicidade em um campo magnético representa
uma medida do desvio da razao giromagnética do elétron, portanto, a nao conservagao da
helicidade esté relacionada ao valor nao evanescente de g — 2 # 0, neste caso a deformagao

esta fazendo o papel do momento anomalo magnético.
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5 OSCILADOR DE DIRAC x-DEFORMADO EM (2+1) DIMENSOES

Neste capitulo apresentamos o oscilador de Dirac x-deformado e mostramos que o
Hamiltoniano do sistema nao é hermitiano. Depois, aplicaremos uma transformagcao de
similaridade conhecida como mapa de Dyson para obter seu correspondente hermitiano.
Por fim, faremos uma andlise dos efeitos da deformacgao na dinamica dos colapsos e
ressurgimentos da inversao de spin do sistema. Os resultados apresentados neste capitulo

sdo as contribuigoes inéditas desta tese, publicadas na Ref. (55).

5.1 OSCILADOR DE DIRAC x-DEFORMADO EM (2+1) DIMENSOES

A equagao de Dirac r-deformada (4.9), pode ser multiplicada por exp(—ecPy/2) e,
levando em conta apenas os termos de primeira ordem na deformagao O(e) (¢2 = 0), é

dada por (43)
{(FPy — cviF;) + % [10(P5 — P.P) — mc® Py} [¥) = mc® |v), (5.1)

em que definimos o parametro de deformagao adimensional como € = mc?c/2. Para
resolver a nao comutatividade dessa equacao nao precisamos aplicar a transformacao de
Syberg-Witten (84), para isso podemos usar o gauge de operadores comutativos dados em
(48) Py = H = E, P, = " = p; £ imwpr;, sendo i = x,y. Assim, a equacio (5.1) pode ser

escrita como

{QoH = ) + — [o(H —wfnf) = mPH]} [0) = me* o), (5.2)

e multiplicando por 7y, temos

[Gome? + ) = =5 (H = mént = qomH) | [9) = El0). (53)

Definindo H* = (yome? + ¢yy;m) como na equagdo (3.28), ficamos com
€
[Hi — — (H? - nfnt — 'yOmCQH)] ) = E |1) . (5.4)

Para podermos escrever a equacao em termos do Hamiltoniano do oscilador de Dirac,

realizamos uma intera¢ao na equacao (5.4), e desprezamos os termos em segunda ordem

O(e) (2 =0) (48).

= (4 = it — qmeHE) | [0) = B ), (5.5)

mc? !
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assim

H*(1+ e) (H* = c*nim) | [) = E|) . (5.6)

€
mc?
Vemos que ao usar a representacao (3.7) das matrizes de Dirac, a equagao (3.14), mostra

que elas podem ser escritas como

Yo = 02, Y = ioy, Yo = —i580,. (5.7)

O Hamiltoniano (5.6) pode ser escrito como (48)

(14 €B) (cd -7+ fmc?) [¥) = E[{) + 2ew |mwi® — sL, +if(F- p) + T;L—j 1Y) . (5.8)

A equagao (5.8) é resolvida usando coordenadas polares, seus niveis de energia deformados

sao explicitamente dadas por

E = +mc®\/1+4€n* +0(£) + (|I] — s1)/2] — 4mcPe€n® + O(£) + (|I| — s1)/2]. (5.9)

O resultado do espectro de energia (5.9), mostra um deslocamento na energia do sistema
devido a deformacao do espaco-tempo. Podemos observar que a deformacao quebra a
simetria da energia do sistema, de modo que a energia positiva é diferente da energia
negativa, +FE;, # —E;, . Essa quebra de simetria na energia, se da pelo fato da deformagao
quebrar a simetria de conjugacao da carga C = iy (47), assim como também, o sistema
nao possui simetria temporal 7 = iy17y3. Porém, as simetrias CT e CPT nao sao quebradas,
em que P = 17 é a simetria de paridade.

A equagao de Dirac k-deformada (5.6), pode ser escrita usando os operadores de

criagao e aniquilacdo, e o primeiro termo da equagao H*(1 + €7p) pode ser escrito como

10 e 0 1+€¢ O
(1+eaz):<0 1>+<0 _€)=< 0 1_6) (5.10)

mc? Fi2mc?/Eal (1 + 5))

Multiplicando

(5.11)

H*(1+e0,) =
( ) (:I:Qimcz\/fdis(l —¢) —mc?

Assim, podemos notar que o termo (5.11) é responsével pela nao hermiticidade do
Hamiltoniano, dado o fato que aparece (1 £ €) na diagonal secundéria. O segundo termo

da equacdo (5.6) (H*)? — c>7"71, pode ser escrito como
(H*)? — Prrrt = 2m2Aw? (8% + 991 £ 2smcPw L 1 F 2imcw(ip, + Upy)o. + mc'L.
(5.12)

Assim, podemos escrever o Hamiltoniano deformado pra o sistema (A)JC k-

deformado como, (os detalhes dos célculos para se obter esse resultado estao no apéndice
(A))

HE = h(g*ay,oopnf + galompl) + 050, — 2mc?e€ (2Ns + 1)1, (5.13)
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Cujo seus autovalores de energia sao

E%s =+ Ejis —dmctef(nT, + 0(%)). (5.14)
Vemos que apesar do Hamiltoniano (5.13) nao ser hermitiano, os seus autovalores sao
reais. Dizemos assim que o sistema é quase hermitiano. Podemos ver que tomando € = 0,
obtemos o resultado ndao deformado obtido em (3.26). A Figura 4 apresenta o espectro de
energia do sistema JC e k-JC em funcao do parametro relativistico £. Os graficos para
os sistemas AJC e k-AJC sao idénticos. O valor para € = 5 x 107* (48, 55), as unidades

m=h=c=1len=0,...,4.

Figura 4 — JC (linha sélida) e #-JC (linha tracejada), os autovalores E5* como fungao do

parametro relativistico £, as unidades m = h=c¢ =1, paranl =0,...,4. O
valor usado para o parametro de deformacao adimensional é € = 5.107%.
20f
15[
++aw
w g
K
n 10
5.

s

€+
_£?+

0 5 10 15 20
Parametro relativistico, ¢

Fonte: O autor

5.2 SIMETRIAS NO SISTEMAS k-JC E k-AJC

Como vimos, o Hamiltoniano (5.13) nao é hermitiano. Por conta disso, nao podemos

fazer a evolucao temporal do sistema, pois sua dinamica nao é unitaria. Contudo, seus
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autovalores sdo reais e dizemos entdo que o Hamiltoniano é pseudo hermitiano (59).
Podemos ver o efeito da deformacao do espago-tempo nas simetrias discretas P e 7 dadas

por (57)

Parp! =at Po. P! =0, Po*P ! =07, (5.15)

-3

TayT ' =—a; To.T ' =—o0., To*T ' =0T, (5.16)

s 7

Podemos entao aplicar estas simetrias aos operadores do Hamiltoniano (5.13), o qual fica

escrito como
PTHS(PT) ' =h(g*al,oops + gaz,oopnl) — 0 0. + oImce€ (2N, + DI, (5.17)
vemos entao que o Hamiltoniano nao é PT-simétrico, pois
PTHX(PT)™' # HE. (5.18)
Contudo, o Hamiltoniano é invariante sob aplicagao do operador Po,
Po.H*(Po.)™' = HZ. (5.19)

O que indica uma simetria desse sistema. Outra simetria interessante do sistema é dada

por
To.HX (To,) " = h(gatoeps + g*aso0pl) + 650, + Imce€(2N+s + DIy, (5.20)

em que obtemos o Hamiltoniano original com a quiralidade oposta. Portanto, vemos que o

Hamiltoniano é quase hermitiano e satisfaz a relagao (60)
HE = nuH g, (5.21)

em que 7+ ¢ um operador positivo semi definido, chamado de operador métrico, ou mapa

de Dyson (84).

5.3 MAPA DE DYSON

Sendo o Hamiltoniano do oscilador de Dirac k-deformado quase hermitiano, podemos
aplicar sobre ele uma transformacao de similaridade, afim de obter um Hamiltoniano
hermitiano. O qual nos permitird fazer a evolugao temporal do sistema. Sendo o produto

interno definido como
(5 dne = (ome), (5.22)
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dizemos que o Hamiltoniano é hermitiano se

(¢, i¢> = (¢|n=H [¥) (5.23)
= (¢| H T o)
_(Eo )

para ¢ e 1) pertencente ao dominio de H*. Assim, decompondo o operador métrico como

Ne = plpi, nos permite definir uma contraparte hermitiano do Hamiltoniano (5.21)
hE = peHEpL, (5.24)

de tal modo que o Hamiltoniano transformado seja hermitiano, h¥ = h=T. Os autovalores

e os valores esperados em ambas as representacoes sao 0s mesmos

(HE), 4= (®[neH? |2) (5.25)
— (@] ol 0)
— (U|hE |v)
= (hT)y -

em que |¥) = py [P). Desse modo, podemos entao definir um mapa p, para obter a versao
hermitiana do Hamiltoniano do oscilador de Dirac x-deformado em (2+1). A escolha do
mapa ¢ arbitraria e nao ha uma escolha especifica para a sua forma. Ela pode ser escrita
de uma forma que faga com que o Hamiltoniano se torne hermitiano, dado o fato que nao
é qualquer mapa que hermitiza o Hamiltoniano. Definimos o mapa para o nosso sistema

da seguinte forma
p= eaeas as +Beataf +ryeatas . (526)

Neste ponto escrevemos p no lugar de p., porque iremos definir qual é o sinal para os

parametros «, [ e v para o sistema k-JC e k-AJC. Primeiro faremos para o sistema k-JC
H!C =h(g*a,op +gato_pl) + 6o, — 2mcef (2N, + 1)1, (5.27)
Usando a identidade de Beker-Campbell-Hausdorff (BCH), dada por
e’Be™* =B+ [A,B] +... (5.28)
podemos aplicar a transformagcao nos operadores

t_ peleadad +padad +yadas) at pelads ag +patad +nalas)

=af +e(alaga,,af] + Blasa), af] +~lafa;, al]). (5.29)
Agora usando a identidade

[AB,C] = [A,C)B + A[B, (], (5.30)
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temos que
la;a;,af)=a;, laja;,a;]=0, (5.31)
lafal.af] =0,  [afal,a;] =—af, (5.32)
lata;,a;)=a;, [|afa;,af]=—a}. (5.33)

patpt =af +e(alaga;,al]+ platas,al] +~lata;, al])
2
— GF + 2aeis — vedT + S[(adas + Batat +yatas), (—ads —~at)).  (5.34
S S '}/ S 2 S S S S ’y S S S S

Desprezando os termos de segunda ordem em €, temos entao a transformacao sobre os

operadores
pafp ! =al +2aea; — yeal pa; p ' =a; — 2Beal + veay . (5.35)

Assim, o termo de interagao do Hamiltoniano /¢ pode ser escrito como

hg [a] (1 — ve) + 2aea, ] pf 0
e seu conjugado hermitiano é
pIct 0 hg* [a; (1 — ~v*e) + 2a*eat] ut . (5.37)
hg [af (14 v*e) — 28%ea; | po 0

Assim, dado que o Hamiltoniano precisa ser hermitiano, entao h/¢ = h7T. Isso nos permite

determinar os valores para os parametros do mapa

lag (14 ~e) — 2Beat] p. — [a; (1 —y"e) + 20’ ea| pf =0, (5.38)

L+70l—e) = Q=71 +e),  —Beut =ae;. (5.39)
l—e+ve=14+€e—7"€ — B =a", (5.40)

—2e + ve + e =0, (5.41)

v+ =2, (5.42)

Desse modo determinamos os valores como o = 1, § = —1 e v = 1, para o sistema k-JC.

Desta forma

}IC _ 0 hg* [a; (1 + 1e) — 2(—1)eat] (1 —¢) (5.43)
‘ hglat (1 —1€) +2(1)ea; ] (1 +¢) 0 T
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ou ainda

©  \hglat +2ea;) 0 ’ '

Assim o Hamiltoniano fica
W'C =5to, + hi[go(af, + 2¢a3,) + g ot (a3, + 2eal,)] — 2mcPe€(2N 1 + 1)L, (5.45)

Vemos que essa transformacao nos leva a um Hamiltoniano hermitiano. Esse Hamiltoniano
além de ter um sistema x-JC, agora temos um termo extra de interacao, que depende da
deformacao do espago-tempo, o que caracteriza um sistema de Rabi com os termos de
interacao JC e AJC.

De forma analoga, podemos determinar a transformacao para o sistema k-AJC. Os

parametros do mapa ficam dados por a =1, § = —1 e v = —1. Assim o Hamiltoniano fica

W0 =60, + h[got(at, +26aZ,) + g'o (6=, + 2¢at,)] — 2mcPe€(2N_; + 1)L,
(5.46)

Desse modo, temos o operador de transformacao
A= oAty st
Py = pblis Gs —€ds Gs +eag as 7 (547>
e o Hamiltoniano hermitiano do sistema, fica dado por

hE = 6F0, + i [goF (0L, + 2¢as,) + g'ot (ag, + 2¢at,)] — 2mcPe€(2Nay + D)o (5.48)
5.4 DINAMICA DO SISTEMA

Até agora, nés tratamos os sistemas de JC e AJC simultaneamente, porém, para
realizar a dinamica dos estados, nés teremos que aplicar a transformacao p nos autoestados
do Hamiltoniano. Desse modo, nao serd mais possivel manter uma tnica notagao para
os dois sistemas. Por conta disso, a partir desse momento focaremos no sistema JC.
Para simplificar a notacao, nao utilizaremos o sinal + em nossas equacoes. Assim, nosso
Hamiltoniano serd definido como H = H;_,., e sua versao hermitiana dada por (5.45),

pode ser escrita como

o= (1 —=2e)mco, + h[go(af +2¢a;) + g'ot(a; + 26a))] — 2mce€(2N, + 1)L,
(5.49)

O espectro desse Hamiltoniano é dado por (5.14), ou seja

Ef =+FE, —4mc*eé(ns+1). (5.50)

n
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Para encontrar os autoestados de energia deformados do Hamiltoniano (5.49), podemos
primeiro achar os autoestados do Hamiltoniano nao hermitiano H;_ ;. |ES) = Ey, ‘Efls>, e

entao aplicar a transformacao p. Assim, os autoestados de energia sao

i2mc*\/E(ns + 1)
Ef +mc?

[+E5,) = Nng, 1) + N i s+ 1,0, (5.51)

i2mc?\/E(ns + 1)
B —mc?

|~E;.) = Nlng, 1) = N ptins+1,1), (5.52)
em que N é uma constante de normalizacao. Aplicando a transformagao p, temos
|£ES.) =p|LES). (5.53)
Expandindo p e, pegando os termos em primeira ordem, temos
p = (@ P=@+R) _ 4 {(a—)Q (@ NS} , (5.54)

aplicando aos vetores da base

plne, ) = (Tate | (@) = (@) + N7 | ) I, 1), (5.55)

plne+1,0) = (L + € [(@)2 = @2 + M| ) Ins +1,4). (5.56)

ficamos com

plns, 1) = (1 + eny) ng, 1)
+ ey/ng(ng — 1) |ng — 2,1) — e/ (ng + 1) (ng + 2) |ns +2,1), (5.57)

plns +1,4) = [1+e(ns + )] ns + 1,])

+ ey/ng(ng + 1) |ng — 1,1) — e/ (ns 4+ 2)(ns + 3) |ns + 3, 1) . (5.58)

Para os autoestados de energia, ficamos com

|+E5.) = N(1+ eny) |ng, 1) + Ney/ng(ng — 1) [ns — 2,1)
= Ne/(ng +1)(n +2) [na +2,1)
; 2
e f(;:;j D T+ el + 1)) Ine 4+ 1,4) + e/ 5 e = 1,4)]
i2mc*\/&(ng + 1)

- N B+ + mC2 ,LL+€\/(TLS + 2>(n5 + 3) |ns + 37 \l/) ) (559)

+N




‘—EE> N 1+€ns |ns, +N€\/ ns ng — |ns_ 7

_NE\/ns+1 (ns+2)|ns+27T>

i2mc*/E(ns +1)
- N B —ma i [[1 —€e(ns + )] |ns + 1, 1) — e/ns(ns + 1) |ns —
i2mc*\/E(ns + 1)
N . * 2
+ E+ . mC2 2 6\/<n3 + )(ns + 3) ‘ns + 37\l/>

Ns

desprezando os termos com €2

HE;J = N(1+ eny) [ns, T) + Ney/ns(ns — 1) ng — 2,71)
— Ne/(ng +1)(ng +2) |ns +2,1)
ei2mc®/E(ns + 1)

N B +me \/ s(ns + 1) Ing —1,1)
Nez2mc Vé(ns+ 1)

Ef 4 mc?
i2mc?\/&(ns + 1)

E +mc?

\/n5—|—2 (ns + 3) [ns + 3,1)

+ N (14 eng) ns+1,]),

}—E_’fls> = N(1+ enyg) [ns, T) + Ney/ns(ns — 1) [ng — 2, 1)

— Ne/(ng + 1)(ng +2) |ns +2,1)

Neszc VE(ng+1) /—nerl Tine —1,0)

Ef —mc?
eszc Véns+1)
BT — me V(s +2)(ns + 3) |ns +3,1)
i2mc*\/E(ng + 1)
- N 1 1,)).
Br —ma (1+ eng) |ns +1,1)

Para fazer a normalizacao dos estados precisamos dos seus bras

(+E5,

= N*(1 + eng) (ng, T| + N*e/ng(ns — 1) (ng — 2,1
— N*ey/(ns + 1)(ns + 2) (ng + 2,1

N EZQmC \/ ns + 1 m

Ef +mc?

€i2mc?/€ (ng+1)
+ N* BT+ md V (ng 4+ 2)(ng + 3) (ng + 3,
L12mc?\/E(ng + 1)

- N BT+ me (1+eng) (ns+ 1,1/,
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L4

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)



<—Efls = N*(1 + eng) (ng, T| + N*e/ng(ns — 1) (ng — 2, 1|

— Ney/(ns + 1) (ns +2) (ny + 2,1

ng(ns+ 1) (ng — 1,

B —mc?
Lei2mc?\/&(ng + 1)
- N B —me? V (ng 4+ 2)(ng + 3) (ng + 3, 1|
L12mc?\/&(ng + 1)
+ N B —ma (1+eng) (ns+1,1].

A condicao de normalizacao para o estado de energia positiva

(+E¢,

+E;.) = 1.

4m*c*¢(ng + 1)
[Ef +mc?? |

1 = N?(1+ 2¢n,) [1 +

N (B 4 mc?)? 1
~\[EE +me? +4m2cAE(ng + 1) VT + 2en;’
N = an, A,

em que «,, estd definido em (3.32). Definimos £3,,,, como

2mc®\/E(ns+1) [ Ef —me?

Ef +me® 2E+

ﬁns = O,

Assim o autoestado de energia positiva fica dado por

[+E,) = an, [ns, 1)
+ an Ay, e/ ng(ns — 1) [ng — 2, 1)
— an, Ny e/ (s + 1) (0 + 2) [0 + 2, 1)
+ i, X €0/ Ns(ns + 1) [ — 1, )
— iBu N e/ (s + 2) (s + 3) s + 3, 1)
+ B, s + 1, 1) .

Seguindo o mesmo procedimento para o autoestado de energia negativa, temos

|=E5.) = B, Ins, 1)
+ Bu, A v/ ns(ns — 1) [ng — 2, 1)
— Bu A e/ (ns + 1) (ng +2) [ns +2,1)
+ i, e/ (ns + 2)(ng + 3) |ns + 3,1)
— ity Ay, €y/ng(ns + 1) |ng — 1, 1)

— Qp, |ns + 1a\l/>7

90

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)
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em que definimos

1
ns — V Tts\Tls — 1 ) /\; = —. 5.72
Cns s (n ) * 1+ 2eng ( )

Podemos expandir o termo A;, em primeira ordem, e encontramos

A, = (1 —eny). (5.73)
Assim, os autoestados de energia normalizados, podem ser escritos de uma forma mais
compacta
[+E5,) = an, [ng, 1) + By, Ing +1,1)
+ €ans (Cns ns - 27 T> - Cn5+2 ’nS + 27 T))
+ Z'Eﬁns (Cns+1 ’ns - 17 \l/> — Cng+3 |ns + 37 i/)) ) (574)
‘_E:LS> = an an) - ians Nng + 17\l/>
+ €Bn, (Cny 15 — 2,1) — Cnor2 Ins +2,1))
— i€y, (Cpoi1Ins — 1)) + cngys|ns +3,1)) . (5.75)

Podemos notar que os estados sao normalizados em primeira ordem em €. Estes estados
nos mostram que ha um emaranhamento entre o grau de liberdade de spin e o0 momento
angular do sistema. Contudo, podemos ver que a presenca da deformacao faz com que
surjam novos estados emaranhados que dependem da deformacao.

Tendo determinado os autoestados de energia, podemos realizar a evolucao temporal.

Escolhemos o estado inicial para este fim,

V0, (0)) = [ns, 1) - (5.76)
Podemos escrever este estado inicial em termos de autoestados de energia, fazendo a soma
}+E25> + |_ET€LS> = (ans + B’ﬂs) nS7T>
+ (ans + /an)ecns ng — 2’ T>
- (ans + an)ecns“!‘Q |n$ + 27 T>

+i(Bp, — an,) Ins +1,1)
+ 1(Bn, — an,)eCn 41 |ns — 1,1)
(B, — e 3,1 (577

[ HE5 o) + | =Eni2) = (ngga + Bura) [ns +2,7)

+ (g 42 + Bngr2)€Cn 42 15, 1)

— (Qngt2 + Bpy42)€Cn i ns +4, 1)
+ i(Bnrz — ngi2) 05 + 3, 1)
+i(Bngt2 — Qnt2)€Cn 43 |ns + 1, 1)
i )

Z(6n5+2 — Qp,1+2)€Cn 45 |ns + 57\L> ) (578)
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‘+E161572> + |_ET€LSfQ> = (an,—2 + Bn.—2) [ns — 2, 1)
+ (-2 + Bn,—2)€Cn,—2 |n5 —4,71)
— (-2 + Bn,—2)€Cn, ﬂs7T>
+ i(Bni—2 — Om,—2) [ns — 1, 1)
+ i(Bn—2 — On,—2)€Cn, 1 \ns 3,4)
—i(Bno—2 — Qpo—2)€Cn. 11 |ns + 1,1) . (5.79)

Multiplicando pelas constantes, o, e 3,., temos

+EE ) + B,

_E;5> = ‘n87T> + €Cp,

Qp, ns — 2,1) — €Cptons +2,71), (5.80)

Ongt2 ‘"" +2> + B2 | ns+2> = |ns +2,1) + €cn,y2 |15, 1)
— €Cpota|ns +4,1), (5.81)

anS—Q ‘+ —2> + 5"5_2 | ns 2> = |n5 - 27T> + Ecns—Q |ns - 47T>
ns, 1) - (5.82)

— €Cp,
Assim, podemos escrever o estado inicial como

9, (0)) = am, |+E5.) + B, |~ E5.)
— €Cp, [Oéns 2 }—{_ N —2> + ﬂns*Q ’_Eé —2>]

+ €Cn 12 [ans+2 |+En5+2> + Bt ‘ ns+2>:| (5.83)

Vemos que ha uma superposicao dos autoestados de energia positiva e negativa, o que
mostra uma assinatura do efeito Zitterbewergung, o qual estd codificado no graus de
liberdade do spin. Podemos observar que a deformacao adiciona novos autoestados de
superposicao ao sistema e, tomando € = 0 obtemos o resultados obtidos no capitulo 3.

Aplicando o operador de evolucao temporal, temos

W, (1)) = a, |[+ES) et 4 5,

e —iwst ot e —iws ot
— ECTLS |:Oln572 ‘+En5_2> e ns—2 + /BTL572 ’_Ens_2> (& ns—2 :|

L e
€ —lwnp gt
Ens> e "ns

+ €Cp,t2 [ans+2 |+Efls+2> e~ @harat | Br.t2 |—E;S+2> eiinHt} , (5.84)
em que
W) = 2w, — ¢, (5.85)

é a frequéncia de Zetterbewegung k-deformada, com wy,, = E, /he ¢ = dm*c*ef(ns+1)/h.
Podemos escrever o estado evoluido em termos dos vetores da base. Assim, o primeiro

termo da equacgao (5.84) pode ser escrito como

FEE et 4 8,

_ e . e
_E;S>€ Wngt — eubnst [ans

Qp, +E_’fl> e nst 13

—E25> eiwnst] ]

(5.86)
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Substituindo os vetores da base no autovetores de energia

+E’fLs> eiiwnSt = (ans)2 |ns7 T> eiiw”St + 6(05771‘9)20713

ng 2 T> —iwnt
— e(an, ) en ra ng +2,1) €7 Fiay, By, ng +1, 1) et

+ ieansﬁns Cn3+1 |n5 - ]'7 \l’> e_iw”st - ieansﬂnscnﬁ% |n8 + 37 \l/> e_iwnst7
(5.87)

O

B,

_E:Ls> st = (an)2 Ing, 1) elonst 4 6(/8”9)20713 Ing —2,1)e ot
- 6(6n3)2cns+2 |ns + 27 T> eiwné Zﬂnsans |ns + 1 Jf> tinst
- ieﬁns On Cno+1 |ns - ]-7 \L> ezwns + leﬁns O, Cn,+3 |ns + 37 J/> eiwnSt7

(5.88)

somando (5.88) com (5.89), temos

+E’;> e tnst 1 B,

_E;5> elonst = [(ans)ge_iwnst + (6ns)zeiwnst] Ing, T)

+ (ans)2€7iw”st + (ﬁns)2eiwn8ti| 6Cns

Qg

[ ny—2,7)
[(an,)2e st + (B,,)7€™m"] €cnpga Ins + 2, 1)
(e7nst — e nst)iay, B, |ng+1,])
(

(

Thnst — e nstyioy, By ecn 11 |ns — 1,1)
e st — enslyiay, By €Cn, 43 |ns + 3, 1)

(’5.89)

agrupando os termos, temos

+E; Ye st 1 By,

) et = [l e (8,0 x

X [|ns, T) + €cn, |ns — 2, 1) — €Cpovo Ins +2,1)]
+ (e7Mnst — e™nstyiay, B, X
X

[Ins +1,1) + €cnpans — 1)) — €cpq3|ns +3,1)] .

(77

(5.90)
Podemos arrumar o primeiro termo dessa equacao
[(an,) e net 4 (B, ) €] = [(an,)” + (Bn.)?] cos(wn,t)
+i [(Bn,)? = (an,)?] sen(wn,t), (5.91)
que pode ser escrito como
[(a )2e~iwnst 4 (3 )Qeiwnst] — cos(wnt) — i sen(wp,t) . (5.92)
’ ’ T V14 4(ns+ 1)
No segundo termo, usamos a propriedade trigonométrica
twngt __ ,—lwngt
sen(wy, t) = ¢ ¢ (5.93)

27
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Assim, o primeiro termo da evolugao temporal fica escrito como

i sen(wp,t) "
V1+4E(ns + 1)
X [|n57 T) + €Cp, |Ms — 27T> — €Cpg42 |n8 + 27 T)]
+ 2 sen(wp, t),, Bn, X

X [ns +1,1) + €cnp1|ns — 1)) — €cn gz |ns +3,1)].
(5.94)

Qg

+E,) e o+ B,

_E_':LS> eiW7L5t — (COS(wnst) —

definimos

i sen(wp,t)
V1+4E(ns +1)

fn.(t) = (cos(wnst) — ) , Gn.(t) = 2 sen(wy, )y, B, - (5.95)

Uma vez que

[fa P + g, (0)]* = 1, (5.96)

podemos escrever finalmente

+E; Ye st + By,

—E; )erst = fu () [Ins, 1) + €cn, Ins — 2,1) — €cnorans +2,1)]

+ gn.(t) [Ins + 1,)) + €cny1 Ins — 1)) — ecpq3|ns +3,1)].
(5.97)

Qg

Para os outros termos da evolucao temporal dependentes da deformacao, o resultado é o

mesmo, muda apenas os valores de n,. Assim, temos

[T (1) = € o, (8) [Is, 1) + €, |05 = 2,1) = €Cnypz [ns +2,1)]
+ ety () [Ins + 1,4) + € [ns — 1,4) = €nps Ins + 3, 1)
— ecn, €0 fr Lo (t) [Ins — 2,7) + ecn,2 s — 4,1) — eca, s, 1)]
— €Cn €0 g, () [Ins — 1, 1) + e,y |ns — 3,1) — €Cn s1 s + 1, 1))
€ o€t f o (1) [Ins + 2,1) + €cnpa s, 1) — €cpppa |ns + 4,7)]

[Ins +3,4) + €cn g3 |ns + 1,1) — €cp 15 |ns +5,1)] -
(5.98)

)
)

7 t
+ ecns+2e ¢ns+2:5 gns+2 (t

Desprezando os termos em segunda ordem em ¢

[T, (1)) = €t (f, (t) ) [1) + g, (t) s + 1) 1))
+ et (e, o, (8) Ins = 2) [1) + Cns19n.(8) Ins — 1) [1)]
—ec'! (Cn () 05 + 2) [1) = Cnragn. (t) s+ 3) 1))
— ecp, € P2t (o, a(t) [ = 2) [1) + gn,—2(t) Ins — 1) |1))
+ecp 062 (frpa() [+ 2) [1) + guora(t) s +3) 1) - (5.99)
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Surpreendentemente, a deformagao do espago-tempo, mesmo modificando os autovalores
de energia, a frequéncia de Zetterbewegung e fazendo com que novos estados emaranhados
com diferentes niimeros quanticos surjam no sistema, nao hé correcao dos valores esperados
em primeira ordem para o sistema x-JC. Esse resultado ja foi observado no sistema
k-Dirac-Coulomb discutido na secao 4.4, em que as correcoes em primeira ordem sao nulas.

Por outro lado, podemos ver os efeitos da deformagao no cenério dos colapsos e
ressurgimentos da populagao atomica no sistema x-JC usando um estado coerente. Assim,

vamos considerar o estado inicial como

W, (0) =l ), o) = e F S Ty, (5100)

em que |a|?> = (n,). Assim, podemos calcular o valor esperado dos observéveis definidos
em (3.48). Os termos que contribuirdo em primeira ordem em € para o valor esperado, sao

dados por
09 =3 " w0,
= [ (W sa0)] O, (1) + (T, (D] O [Waa(t))] . (5.20)

Os valores esperados para os operadores S%, LS e J: sao dados abaixo, os detalhes das

contas podem ser encontrados no apéndice (A)

(8= f-ny B s

ng!
ns=0
> nstl o—(ns)
N e
+he ) HT[SM () = Snor2(t)], (5.102)
ns=0 :

()" e~

<L> = h{ny) + i Vsl © 7S (1)

ng!

- <ns>ns+1 e~ (ns)

— he Z T[Sns (t) — Snyr2(t)]

ng=0
- <ns>ns+1 67<ns> €
+ he nZ:O L, (1), (5.103)
€
e 1 ()T e )
<Jz> — 7 {(ns> + 5} + henzzo Sl (1), (5.104)
em que
4€(ny + 1
Su(t) = — s+l oy, (5.105)

14 4&(ng + 1))
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dcp o 2Cn, 12

L (t) = - — - Wy, (t) cos(Pt

na (0) a2l St (t) cos(D°¢)
2ont? o (1) sen(@°) — — (1) cos(0E) (5.106)

— ————35,,.(t) sen — ————pn.(t) cos . .
(12 1 2)! a2
2 t notal

Wh, (t) = 2 cos(wp,t) cos(wp,12t) + sen(wn, ) sen(wn. 2 ), (5.107)

ans @ns+2

 2cos(wp,4ot) sen(wy,t) 2 cos(wp,t) sen(wy, 1ot)

ne(t) = : 5.108
s (1) (5.108)
Pn, (t) = 2gn, (1) gn, +2(t) cos(P1), (5.109)

com
D€ = ¢f, — ¢S, .0 = —8m>c’Ee. (5.110)

Podemos ver que a deformacao modifica os valores esperados do sistema. Para que possamos

visualizar melhor os efeitos da deformacao, definimos

a{0)=(0) - (0), (5.111)

como sendo a diferenca entre o valor esperado x-deformado do observavel O e seu usual
sem deformagao. Os resultados sao mostrados na Figura 5, em que o nimero médio de
fétons (n,) = 25, as unidades m = ¢ = h = w = 1, a deformagao ¢ = 5 x 107 (linha azul e
continua) e € = 0 (linha laranja e tracejada). Na Figura 5(a) mostramos o valor esperado de

<S§>, o qual apresenta o efeito dos colapsos e ressurgimentos, como apresentado no capitulo

3. A insercao de A <5’Z> na parte superior da Figura 5(a), mostra que o valor esperado
é ligeiramente modificado pela deformacao. A Figura 5(b), mostra o valor esperado de
<ﬁ§>, em que podemos observar que os colapsos e ressurgimentos sao afetados de forma
mais evidente pela deformacao do que a inversao de spin. J& na Figura 5(c), podemos
observar que a deformacao afeta a conservagao do momento angular total <j§> Assim,
vemos entao, que a deformagao do espago-tempo faz com que o valor esperado do momento
angular total J. nao seja mais uma constante de movimento. Este resultado pode ser

verificado na comutacao de .J, com o Hamiltoniano S, ou seja
02y, J.] = dehig(o~a; + otal). (5.112)

Assim, vemos que esse resultado é uma consequéncia direta da deformagcao. Podemos tam-
bém observar na Figura 5(c) que a deformacdo causa um deslocamento no momento
angular total apés um intervalo de tempo, convergindo para um valor aproximado
A <jz> ltsoo ~ D X 1072, E facil ver que para € = 0, JAZ comuta com o Hamiltoniano

e recuperamos o resultado do sistema JC usual, como deve ser.
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Figura 5 — Na figura (a) vemos o comportamento dos colapsos e ressurgimentos na inversao

de spin <,§z>, na figura (b) vemos o valor esperado para o momento angular

<I:Z> e na figura (c) o valor esperado do momento angular total <jz> em

funcao do tempo. O ntimero médio de fétons (n,) = 25, para ¢ = 5 x 10™*
(linha azul e continua) e ¢ = 0 (linha laranja e tracejada), os valores das
unidade m = ¢ = w = h = 1. Em (a), as duas curvas sao sobrepostas e a

insercao de A <§;> mostra a diferenga entre elas. Em (c), a inser¢do mostra o

comportamento assintético de A <j§ >
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6 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho apresentamos o oscilador de Dirac em (2+1) dimensoes e o seu
mapeamento no sistema JC e AJC. Fizemos um mapeamento de modo mais transparente
levando em conta o sinal do acoplamento + (-) do Hamiltoniano do oscilador de Dirac e o
sistema JC (AJC). Também introduzimos o parametro s = 1, que caracteriza as duas
possiveis quiralidades do sistema, permitindo discuti-las simultaneamente. Considerando o
oscilador de Dirac em (2+1) no contexto da algebra k-deformada e usando o mapeamento,
propusemos os modelos k-JC e k-AJC. Mostramos que a deformacao x leva naturalmente
a um Hamiltoniano nao Hermitiano, o que possui uma evolucao temporal nao unitaria.
Além disso, o hamiltoniano k-(A)JC nao é PT simétrico, mas é quase-hermitiano, pois
possui um espectro real e, empregando a teoria dos hamiltonianos quase-hermitianos,
encontramos sua contrapartida hermitiana, permitindo-nos estudar a dinamica do sistema
r-deformado. Embora o deslocamento tenha sido causado pela deformagcao nas autoenergias
e, consequentemente, nas frequéncias de Zitterbewegung, nao observamos efeitos de primeira
ordem nos valores esperados de S., L, e J, quando consideramos o estado inicial |¥,,_(0)) =
|ns, T). Por outro lado, ao considerar um estado inicial coerente, observamos modificagoes
no conhecido comportamento de colapso e ressurgimento da inversao de spin, bem como
nos valores esperados do momento angular na direcao z, L,. Especialmente, observamos
que o valor esperado do momento angular total na diregao z, jz, nao ¢ mais uma constante
de movimento e isso se apresenta como uma consequéncia direta da deformacao k.

Comentamos que o mapeamento entre sistema quanticos épticos e quanticos re-
lativisticos (49), levou a um grande avango nos experimentos de simulagdo quantica de
efeito quanticos relativisticos (50), uma vez que medigoes diretas de fenémenos quanticos
relativisticos apresentam um grau de complexidade devido a o sistema estar a grandes
velocidade. Exemplos significativos de efeitos quanticos relativisticos simulados através de
configuracoes Opticas, sao as simulagoes experimentais do efeito Zitterbewegung em fons
aprisionados (99) e outros (100, 101). Como mostrado em (51), a dinamica do oscilador
de Dirac em (2+1) pode ser implementada em um tnico ion aprisionado dentro de uma
armadilha de Paul e, dado que esses sistemas permitem um amplo controle coerente dos
graus de liberdade i6nicos internos e externos (54), e a capacidade de ajustar parametros
experimentais, o quais poderiam introduzir certas modificacoes que acarretariam em novos
fenomenos, dessa forma nosso trabalho sugere que algum experimento futuro possa detectar
os efeitos da deformacao.

Seguindo a linha de pesquisa do oscilador de Dirac k-deformado o qual nos permite
explorar uma série de sistemas relativisticos, o primeiro que pretendemos explorar é o
oscilador de Dirac k-deformado com a inclusdo de um campo magnético (76, 102, 103).

A presenca do campo magnético faz com que novos fonons com quiralidades opostas
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surjam no sistema, fazendo que aparecam transicoes de fase quantica. Essa transicoes de
fase podem ser responsaveis por mudancas abruptas nas propriedades fisicas do sistema,
mesmo préximo do zero absoluto, onde transigoes de fase classicas nao podem existir. A
segunda caracteristica que pretendemos analisar sao os efeitos da deformacgao quantica nas
propriedades térmicas do oscilador de Dirac (104, 105). Neste trabalho podemos analisar
como a deformacao afeta a fungao de particao do sistema, assim como a energia livre,
capacidade térmica e entropia. Este trabalho esta em fase de conclusao e serd submetido

para publicacao.

Outro trabalho interessante é o oscilador de Dirac na corda césmica magnética
em (2+1) dimensoes (106). Porém, escrever os operadores de criagao e aniquilagdo nesse
sistema nao é uma tarefa simples, dado que o sistema estd escrito em coordenadas polares,
onde se tem a conexao de spin. A equacao de Dirac é relevante em diversas aplicagoes
e com o0 avango tecnoldgico para medidas experimentais principalmente em armadilhas
Opticas, ela se torna de grande interesse para testar as previsoes feitas pela relatividade.
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APENDICE A - OPERADOR HAMILTONIANO E VALORES ESPERADOS

OPERADOR HAMILTONIANO x-DEFORMADO

Neste apéndice, iremos calcular o termo (H*)? — ¢?mm; do Hamiltoniano k-

deformado (5.6)
(Hy)? = (coumy + csoym, +mc’o.)(coumy + csoym, +mc’o.). (A1)

Fazendo as multiplicacoes

2

= caxﬂ;t(c%ﬁf + CSO'yﬂ';: + mc o)

+

T

cgomwfaxwf + CQSO'J;TF

O'yﬂ';t +mconto,, (A.2)

+

+ - 2
J (coumy + csoym,; +mco,)

= CSOyT.

2.2 +

2 iaxﬂ;t +csToym,

— + 3 +
= cso,m, oy, + smcio,m, o, (A.3)

2

= mclo,(co,mE + CSO'yﬂ';t + mc?

0,)

= mcgazagcwif + STTLC?)O'ZO'y?T;: + m2040zaz
i3 4+ o3 & 2.4
= imc’o,m,; —ismc’o,m, +mc'L (A.4)
Propriedades das matizes de Pauli [0}, 0;] = —2¢;;,0%
00y = —0y0y = 10, (A.5)
0y0, = —0,0, = 10y, (A.6)
0,0, = —0,0, = i0y. (A.7)
Calculando os termos
+ + . .
OxT, 0Ty = 04(pr £ imwo,x)o,(p, £ imwo,x)

= (04ps £ mwoyz)(o.p, £ mwoyx)

= 04P202Px £ MWOLPL0,T £ MWOyTO P, + m2w2ayxayx
= piI + imwp, o, F imwep,o, + miw?a?l

= p*I + m*w?2’T F imw(xp, — p.x)0,

= p2I + m*w?s’T + mwho., (A.8)



+

) = 0,(p, £ imwo.y)oy,(p, £ imwo,y)

+
O'yﬂ'y

oy
= (oypy F mwogy)(oypy F mwosy)
= 0yDy0yPy F MWO,P,0.Y F Mwo,yo,p, + m’w?o,yo,y
= sz + imwpyyo, F imwyp,o, + m2w?y’l
= pij + m*w?y*L F imw(yp, — pyy)
= pzl + m*w?y*1 £ mwho.,

O O'yT['yi

= 0,(ps £ imwo,x)oy,(p, £ imwo,y)

— (0.2 % e, 2)(0,p, F muo,y)

= 0uP2OyPy T MWOLPL04Y T Mmwoyroyp, — m*w’o,xo.y
= ip.pyo. F mwpyyl £ mwrp,I + im*w?zyo,

= ipupy0, £ mw(xp, — py)I + im*wlzyo,,

£+
Y 02Ty

oy, = 0,(py £ imwo.y)o,(p, £ imwo,x)

= (oypy F mwo,y)(o.ps £ mwoyx)

= 0yPyOsPe £ MWIP,0,T F MWOLYO P, — M*w?0,yo,x
= —1pPyP20 > £ mwrp,l F mwp,yl — im*wlyzo,

= —ip,p.0. £ mw(zp, — py)I — im*w?yzo,,

0.0, = 0,(ps £ iMwo.x)o,
= 0,0,P; £ 1MW ,0,0,%

= —10yPy L iMWo,T,

+ o .
oy, 0. = 0y(py T imwo.y)o.
= 0y0.py £ 1Mwo,0,0.Y

= 10,y T 1MW Y.

Assim, podemos escrever os produtos como

+

= co,m, (couy + csoym, + mc’

0.)

+

= cngWfoﬂ;t + 023%7@, O'yﬂ';[ + mc3ax7r;taz

= (P21 + m*w?z’1) £ mc®who, + As(ipyp,o. £ mwL I+ im*w’ryo,)
— imc*(o,ps F mwo,x),

+

+ + 2
, (co.my + csoym, +meo,)

+
)

= CSOyT

szf + smc3oy7rjE

2 + + 2
= Cloy T, 0y, + ¢ soyT v 0

=2 (prI + m2w?y’1) £ mc®who, + 028(—ipyp$02 + mwL, I —im*wyzo.)

+ ismc®(o,p, £ mwoyy),
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(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)
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2

= mclo,(co.mE + csayW;t +mc o)

3 +

— 3
= 1mc’ oy,

—ismc O'Iﬂ';t + m2

3 3

= imc®o,(p, + imwo,x) — ismc’o,(p, £ imwo,y) + m*c'l

= imcs(aypx F mwo,r) — ismc?’(axpy + mwoyy) + m2c*lL. (A.16)
Realizando a soma, e agrupando os termos iguais
= (P21 + m* W’ 2’T) + A(pl + m*w?y’I) £ 2mcPwho,
= A[(p2 + pz) + mPw?(2? + )1 + 2m*c*éo, (A.17)

= 2s(ipapy0. £ mwL I+ im*w’ryo,) + s(—ip,p.0o, + mwL. 1 — im*wyzo,)

= +2smc’wl.1, (A.18)

= —imc*(o,p. F mwo,x) + ismc(o,p, + mwo,y)
+ imc*(o,p, F mwo,x) — ismc’(o.p, £ mwoyy) +m?c'l
= m2ch. (A.19)
Assim, (H*)?, fica
(H*)* = 2[(p? + p) + m*w? (2? + )L £+ 2smPwL. I £+ 2m*c'Co. + m°c'. (A.20)

Agora calculando o termo 7y

iiﬂii = Wfﬂ'f + 7T;E7T;L (A.21)

= (py + imwo.x)(p, £ imwo,x)
= piI + imwo,p, + imwo,ap, — mPw?a?l

= (p2 — m*w?2?*)I + imwo. (p.x + xp,), (A.22)

Wyiwj = (py £ imwo,y)(py £ imwo.y)

= piI + imwo.p,y £ imwo.yp, — m2wy’l

= (pz — m2w?y*) £ imwo, (p,y + ypy).- (A.23)

Usando a relagao de comutacao

[p, 7] = —ih, (A.24)

(pr —rp) = —ih, (A.25)

pr =ih+rp, (A.26)
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pr+rp = —ih+ 2rp. (A.27)
Podemos escrever
7T?:7T?: = wxiwxi + W;tﬂ;t

= (pi — m*w?a®)L £ imwo.(—ih + 2ap,) + (p; — m*w*y*)1 £ imwo.(—ih + 2yp,)

= (p% + p2)I — m*w?(2® + y*)L £ 2hmwo, + 2imwo. (xp, + Ypy).-
Assim, o segundo termo fica

it =l + p)) — mPw? (2 + )L £ 2mPc*Eo. + 2imcPwo (xp, + ypy).  (A.28)

(H*)? = P2 + p) + m*w?(a® + y°) [T £ 2smwL.I £ 2m*c*éo, + mPc'. (A.29)

Podemos escrever o termo (H*)? — i

(H®)? — Arinf = 2mPPw?(2? + yH)1 £ 2smcPw L1 F 2imcw(ap, + yp,)o. + m2c'L
(A.30)

Podemos observar que este termo contribui apenas com termos na diagonal principal.

Vamos colocar esse termos em forma de matriz

_L((Hi)Q Pty = — 2mw?e(z? + y?) 0
me2 P t 0 2mw?e(x? + y?)

i 0 2whe(N, — N_,)

2iwe(zps + ypy) 0 )

whe(N, — N_,) 0 )

+ .
0 —2iwe(xp, + ypy)

_[eme 02>, (A.31)
—L«HSE)?—c%;tw;t):e(m” m) (A.32)
em que

my = —2mw2e(3:2+y2):F2iwe(:vpx+ypy)$2whe(]\75 —N_s) —emd?, miz =0 (A.33)

Moy = —2mw2e($2—{—y2):I:Qicue(a:px+ypy)$2whe(]\75—]\7_5)—emc2, mo1 = 0. (A.34)
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Agora vamos escrever esses termos usando os operadores de criacao e aniquilagao

. mw (. 1Py

_ A.
ay =4/ oF <x+mw>, (A.35)
gt — M A_iﬁx A.36
=5 (- 22), (A.36)

somando
h
P = iy + al A.37
b= 5o +al), (A.37)
subtraindo
h
m:—@mgmpr (A.38)
calculando z2
h
A2 NG Al
v (Gr + al)(a, + al)
h
:%M@m+%@+@@+@@) (A.39)

[0z, 0] = a,af — ala, =1, (A.40)
g0l =1+ N,, (A.41)
N~~~
2o P e vl
v 2mw(ax+ax)(ax+%)
= 5 (latie + Gal] +N, + ajal), (A.42)
72 P v a e + ol
= g G+ 82) e + 85)
h .
=5 (4o, +alal + 2N, + 1). (A.43)
muw
O termo 4>
2o NG f
= 2mw (ay + ay)<ay + ay)
h .
= mw@my+@@+aN¢+n. (A.44)

Assim, o termo que tem a soma (22 + y?) fica

2mw’e(x” + y?) = 2mw’e( (ayay, + ala) + 2N, + 1)),

(A.45)

h . h
(pGy +alal + 2N, +1) +
w 2mw



2mw?e(x? + y?) = whe(aya, + alal + a,a, + d;&; +2+ 2N, +2N,).

O termo que tem L, estd definido em (3.52). O terceiro termo com (xp, + ypy),

h mwh
ah — aocaty | [ — 5 —al
(0 39) ()

h
= _i_(dz + d;)(dw - dl)’

2
. h . . mwh , .
Ypy = ( Y (ay + a;)) — 5 (ay — aL))
h . . .
= _25(% + a;)(ay - a;r/)7

Fazendo a multiplicacao

(ap + al) (G — al) = apa, — azal + ala, —alal,

< —

(ay +al)(a, —al) = a,a, — a,a) +ala, —alal.

Entao

2iwe(Ep, + §p,) = whe(a,i, — a,al, + N, — alal + a,a, — a,al + N, —alal).

A relagao de comutacao dos operadores de criacao e aniquilacao

Ficamos com
el 35 1 95.) = wheldi. —alal + aa. —atal —
2iwe(Tp, + Upy) = whe(a,a, — alal, + aya, — alal —2).
Assim, os 3 termos da deformagao podem ser escritos como

2mw?e(z? + y?) = mc*€e(a? + al? + a2 + al? + 2+ 2N, + 2N,),

2mc*ée(N, — N_y)
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(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)

(A.53)

(A.54)

(A.55)

(A.56)

(A.57)
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2iwe(ip, + Jp,) = mc&e(a — al? + iy — df —2). (A.58)

Assim, voltando aos termos da diagonal do Hamiltoniano, e somando com o termo do
Hamiltoniano (5.11)

my =mc*(1 +€) — 2mwe(z® + y?) F 2iwe(rp, + yp,) F 2swel, — emc?, (A.59)

Mag = —mc*(1 — €) — 2mw?e(x? + y°) + 2iwe(zp, + yp,) F 2swel, —emc®.  (A.60)
Para o sistema JC (+), o termo m{{, olhando para a soma
= — 2mw’e(x® + y*) — 2iwe(ZP, + GPy,)

= —whe(a + al? + a2 + al? + 2+ 2N, + 2N,) — whe(a? — al* + a2 — al* — 2)

= — whe(2(a2 + a2) + 2(N, + N,)), (A.61)

Escrevendo os operadores de criacao e aniquilagao quirais, temos
1
x y>_(
V2

= —(al* + al?), (A.62)

A2 | A2
(ay + a,). (A.63)
O operador nimero pode ser escrito como

N, =

—
Q>
pal
|
o~
V)
e
pal
SN—

— (G, + isay)

V2

. A-'-A s A-l-/\ /\T/\
o T isala, —isa)a, + a)a,)

8
>
<

Sl

—
Q>
8 —+
Q>

(N, +is(ala, — ala,) + N,)

N RN~

(N, 4+ N, — N_,+ N,), (A.64)
N, =N, + N, + N, - N_,, (A.65)

2(N, + N_,) = 2N, + 2N, (A.66)



Assim,

= — 2mwie(2? + y?) — 2iwe(2p, + Upy)

= — whe(a2 + al’ +
= — whe(2(a; + a;)

JC
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a2 +al? +2+ 2N, +2N,) — whe(a? — al? + a2 — al? —2)

;v_

Voltando ao termo mj; e, levando em conta que asa_g |ns) = 0

miC =mc? — whe(2(a2 + a2) + 2(N, + N,)) — 2whe(N, — N_,).

Escrevendo em termo do

parametro relativistico & = wh/mc?

m{° =me* — 2mc2§e(NS + N_S) — 2m02§e(]\78 — N_S),

JC

JC _ 2 2 _¢x
my;y = mc” — 4dmce{ N

m]¢ = mc*(1 — 4e€N,)

Para o termo mys ', somando com o termo da equagao (5.11) temos

mis = —mc? — 2mw?e(z® + y?) + 2iwe(zp, + yp,) — 2whe(N, — N_,).

A soma

= —2mw?e(x? + y?) + 2iwe(zp, + ypy)
= —whe(a2 + a? + a2 + a* + 2+ 2N, + 2N,) + whe(a — al* + a2 — a}* — 2)
= —whe(2(af? + a2) + 2(N, + N,) + 4),

myy = —mc® — whe(2(al? + a2) + 2(N, + N,) + 4) — 2whe(N, — N_,).

Escrevendo em termo do

myS = —mc? — 2mc26§(Ns + N_s) — dmcPe€ — 2mcze§(Ns — N_S),

Assim, podemos escrever

H+:(

parametro relativistico & = wh/mc?

JC 2 2_¢x 2
My, = —mec” — 4dmc e Ny — dmce

miS = —mc*(1 + 4e€(N, + 1)).
o Hamiltoniano de JC

mc(1 —4e€N,)  —i2mc/Eag (1 —€)
2imc2/Ear (1+¢€) —mc(1+ 4e€(N, + 1))

)

(A.67)

(A.68)

(A.69)

(A.70)

(A.71)

(A.72)

(A.73)

(A.74)

(A.75)

(A.76)

(A.77)

(A.78)
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HF = ghato_(1+4€) + g'ha o (1 — €) + mcPo, — dmcPeE NI — 2mc?e€l + 2mc’eto.,,
(A.79)

HF = ghato_(1+4€) + g*ha; o4 (1 — €) + (1 4 2¢€)mcto, — 2mc2e€ (2N, + 1)L (A.80)
Seguindo o mesmo procedimento para o sistema AJC, temos

H- = gha”,0_(1+€)+g*hat 00 (1 —€) + (1 — 2¢6)mc?o, — 2mcPe€(2N_, + 1)1 (A.81)

€

VALORES ESPERADOS

Neste apéndice iremos calcular o valor esperado para .J, , o primeiro termo que

precisamos calcular é (b, ()] S |thn,42(t))

[nsalt)) = €052 () I +2,1)
F et £ o (H)en.1a s, 1)
— 2 (8)Cnaaa |ns + 4, 7)
Feitnsrzety o () Ing + 3, 4)
ety yo(t)en s |ns +1,1)
—eenst2ely () Cn.ys s +5,))
—eensct f () enta |ns, T)
ety (el + 1,4
+ €Ny g€ f () I+ 4,1)
A g€ g a () engra [ 4 5,0 (4.82)

()] = €72 £7.(0) o 1
§oee et §  (t)en, (ns — 2,1
it stf t)en,va (s + 2,11
+e el ge (1) (ng + 1, |
et s (a1,
—ce Pty (1)en,a (n + 3. 4)
— e 2 (1), (ng — 2,7
— e na2elgr (e, (ng—1, |
+ee st £ () Cngra (Ns + 2,1
(t)en,+2 (s + 3,4 - (4.83)

’L¢n +2, et x
+ €e s Inyt2
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A multiplica¢do dos termos |ng, 1)

h —1 * 7
= 5 |:€ ¢ns,etfns (t):l [66 ¢ns+2,etfns+2(t)cns+2]
he .
= 7672(%8’6%%%’6” (1) fror2(t)Cnotas (A.84)
h —ing,el £x i et
= 2 et g7, (0] [—eet f (en o]
he
= =5l (O cnpa. (A.85)

A multiplica¢ao do termo |ns + 1, 1)

h —1 * 7
5 |:6 ¢ns,6tgns (t)i| [66 ¢ns+2,etgns+2(t)cns+31|
he _, _ .
=3¢ (Onasc=dns2 e (8) g oto(t)Cnt3, (A.86)

h ) )
= et (0] [~ec g, (1)cn, o]
he

= S lon. ()P en o (A.87)

A multiplica¢ao do termo |ns + 2,71)
h

= et ] [ )
he _; _ .
— _?e (d)ns,e ¢ns+2,e)tfns (t)fns+2 (t)cns+2’ (A88>
h 7’L'd) 2.l px ’l¢ 2.t
P [ee™ @mer2el f o (8)cn, 2] [0 72 frpa(t)]
he
= 5| fucsa(t)Pen o (4.89)

A multiplica¢ao do termo |ns + 3, 1)

h

= et (e, ea] [ 5 g o8]

he _, _ .
= Ee (Pns,e ¢ns+2’6)t9ns(t)gns+2(t)cns+3a (A.90>

h

D) [ece™nerzctgr o(t)enra] [€97 2 gy 1o (t)]

he
= =S lgnr2() en o (A.91)



Fazendo o produto (¢, o(t)] S |thn, (t))

[, () = €@ fo (2) s, 1)
e B 21
— et o (H)en.ia |ns + 2,7)
+ ety (t) Ins +1,4)
t)en 11 lns — 1,1)
t)Cn.a3|ns + 3,1)
-2,1)
—ce Gno—2(t)en, s = 1,4)
Feetnrzet £ (H)en b \ns +2,1)
+oeeinstzelg () enia [ns + 3, 1)

—~

-+ eel‘b"S*ftgnS

ceiPnsict

P

gns

— eei"ﬁ”r“tfns_z(t)cns N

i¢ns—2 et

(Ynosa(t)] = e Omsrzet fr () (ng + 2,1
+ eeWnat2et nor2(D)en, 2 (15,1
— e iPnaract f fr o(t)en,ta (ns + 4,1
e el () (ns + 3,
+ e stz g a(t)enrs (ns + 1,1
— e sl gt () Cngts (s + 5, L]
— e £ (H)ey ya (N, 7]
et (O (a1,
§ e inatic L () ta (ns + 4,1

+ o™ Pnsta. Ctg;; +a()engva (ns +5, 1.

A multiplica¢ao do termo |ng, 1)

h ..
=5 [emnS@tfns (t)} [66 [zt ns+2(t>cns+2]

2
he
el Onse=tnas2 U f (1) F* L ()en v,

2

h

- 5 [ei¢n5,etfns (t)] [_ee_wns’Etf;s (t)cns-f—ﬂ

he
_? |fns (t) |2cns+2‘

A multiplica¢ao do termo |ns + 1, 1)

h ..
=3 [Pt g (1)] [ee™ Pmer2etgh o (t)en,ts]

f— _Ee (¢’ﬂs € ¢ns+2 e)

2 gns (t)g’;kls+2(t)cns+37

7

(A.92)

(A.93)

(A.94)

(A.95)

(A.96)



h

= =5 [ g, (1)) [—ee™ g (Ben, 2]

h
- §|9n5 (t)[*Cn42-

A multiplica¢ao do termo |ns + 2,1)

= 5 [_66 (bnS’EthLs (t)cns-i-?] |: ¢n3+2 €tfn.s+2( ):|
he _ *
— 2 6 (¢TL5 € ¢ns+2 € tfns( )fns+2(t)cns+27

B
= B [eez¢"s+2’€tfns+2(t)Cns-s-ﬂ [ ifnst2, 6tfns-s-2( )}

he
|fng+2( ) enta-

A multiplica¢ao do termo |ns + 3, 1)

h

= =5 [mee ™ g (en ] [e7r gl o ()]

he
2

e (Pns,c=Pngt2,0)t On. (t)gjfbs+2 (t)cns+37

h.o .
= = [een 12t pa(t)enia] 702 (1)

he
= ——’9n5+2(t)’20ns+2-

Realizando a soma

= (Y, (1)) S [, +2(8)) + (Yn2(D)] S [0, (1))

os termos com |ng, 1)

he

= 76 HOns.e=dnst2,)t e (O frg2(D)Cnota
he

— S (O)Pen e
he Z(¢n e—Pns+2 E)t *

+ 56 S s fns (t)fns+2(t)cns+2

he
— 5|fns ()P Cnras

somando

he

_ _Cns+2(efz(¢>ng e~ Pngt2,e)t ( )fns+2< ) + €Z(¢ns e—Pns+2, e)tfns( )fns+2(t))

2
— he| fu, (0)] Cn -

78

(A.97)

(A.98)

(A.99)

(A.100)

(A.101)

(A.102)

(A.103)

(A.104)
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Os termos com |ns + 1,1)

he _, _ .
=5 (OnecmOna2llgh (1) gy a(£)Cnoiy

he

he , _ *
_ Ee ((bns,ﬁ ¢"s+2a€)tgns (t)gns+2<t>cns+3

+ g, ()P o .
somando
— —%Cns_i_?)(G_i(¢ns,e_¢ns+2,é)tg:,s (£)gn, +2(t) + Onse—dnsr2dtg (1)gx | (#))
o O (A.106)
Os termos com |ng + 2,71)
_ _% eI Ons = Ona 2 U (1) (B 1o
%lfns+2(t)|20ns+2
_ %ei(%s,e%sﬂ,e)tfns <t)f;;s+2 (t)en 1o
> (A.107)

? |fns+2 (t) ‘zcns+27

somando

he — _ . i _ .
_ Cns+2<€ (Pns,e ¢ns+2,e)tfns <t>fns+2 (t) Te (Pns,e ¢ns+2,e)tfns (t>fns+2 (t))

2

+ Tie] fag2(t) PCn, 2. (A.108)
Os termos com |ng + 3, )
he _, _ N
=5¢ (Pro.e gz>n“’+2’6)t9n5(t)gns+2(t)cnsﬂ,
he
- 7|9n5+2(t)|2cn5+2
he ; _ .
ettt g, (057 o(O)en. sy
he
- §|9n5+2(t)|20ns+2, (A.109)
somando
hE —i(Pngs,e—Pns+2,e)t o W(Png,e—Pnst2,e)t *
= 5 Cnara(e7 e Ot T G (8)gn,42(t) + N0 T g (1) 97,40 (2)
(A.110)

- h€|gns+2<t) |2cns+2‘



Agora, somando tudo

— —Cns+2(€ (¢ns e—bng+2, e)t ( )fns+2( ) + 6 (¢ns e—bng+2, E)tfng( )fns+2(t))

+ h€|fns+2 (t)| Cns+2
h

- h€|gn5+2(t)| Cng+2;

ficamos com

= hecy 2(| fur2(O)* = 1gn,42(0)*) = hecn o] fu (O = 190, (D).

Assim, o valor esperado fica

<sz>=7—ie—*a'zz 1) — (9o (0)?]

2 ns=0 ns
heetl 32 Ot (0 L))
€ Ns - Ns
ns—O ns n3+2 - e
— hee™ o CnSH Fu. O = gn. ()]?).
Z PRI ([ fre O] = 1gn. ()]
Que pode ser escrita como
Ns 7715)
ns
ns=0
< <ns>“s“e—<ns>
em que
A€(n, + 1
S,.(t) = £ + 1) sen?(wp,t).

[1 4 4€(ns + 1))

Agora o momento angular L,
L.=h(N,— N_,).
Fazendo a multiplicacio (¢, 2(t)| Ny [t (), 0 termo |n,, 1)

= I [ fr 0] [ee™ o2 fr o (t)en. o]
= hEnsei(¢ns,e_¢ns+2,5)tfns (t)f;s+2(t)cns+27

)
= 5 Cnpra(eT e T2 G (1) g i (t) + €O T2, (£)g) 4 o(1)
)
_C’Vls-‘r?( _'L(ans e_¢ns+2 e)tf ( )fns+2( ) + 6 (¢ns 6_¢ns+2 € tfns( )fng+2(t))
(

CTL& 3 e ¢n5 € ¢ns+2 e)tg:;s( )gns+2(t) + 6i(¢n5,6_¢ns+2,c)tgns (t)g;’kls—l-Q(t))

30

(A.111)

(A.112)

(A.113)

(A.114)

(A.115)

(A.116)
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= hn, [ei‘b"S’Etfns(t)] [—6€_i¢"3’€tf;S (t)cnerg}
= —heng| fo, (1) Pcposa. (A.117)

A multiplica¢do do termo |ns + 1, )

= h(ns + 1) [ei¢ns,et‘gn5 (t)j| [Ee_i¢ns+2,etg;:s+2(t)cn5+3]
= h€<n5 + 1)€i(¢n5767¢ns+2,€)t9n5 (t)g;s+2 (t>0n5+3, (A118)

= h(ns + 1) [ei%s’etgns (tﬂ [_Ee—iqﬁns,etg:;s (t)cns-i-?}
= —he(ng 4+ 1)|gn, (1) Pcnosa. (A.119)

A multiplica¢ao do termo |ns + 2,71)

= h(ns +2) [_Gewns’etfns (t)CnSJrz] [67i¢"s+2’6t ;s+2(tﬂ
— —hc(ns + 2>ei(¢ns,e*¢ns+2,e)tfns (t)f*s+2(t>cns+27 (AlQO)

n

= h(ns +2) [EewnSH’Etfns-i—?(t)cns+2:| [6_i¢ns+275tf:5+2<tﬂ
= (s + 2 foral)Pen i (A121)

A multiplica¢ao do termo |ns + 3, 1)

= hi(ns +3) [—ee' s gn, (), 43] [e7 02 gn o (1)]
= —Tie(ng + 3)e'@rsOner2dly (1)g" o (t)en, 13, (A.122)

= h(ns + 3) [Gei%s“’etgnsw(t>0ns+2} [€7i¢"5+2’6t925+2(t)]
= he(ns + 3)\gns+2(t)|2cns+2. (A123)

Agora, fazendo a multiplicacio do termo (¢, (t)| Ny |thn,+2(t)) 0 termo |ng, 1)

= hn, [G_id)”s’etfss ()] [Eewnsw’etfnsw(t)CnsnLQ}
= By s () F (e, (A124)

S

— g et £, (0] [ee®nort Sy (e, 3]
= —hng fa, (t)|2cns+2~ (A.125)

A multiplica¢ao do termo |ns + 1, )

— h(ns + 1) [e_i((bns,e)tg:;s (t)] [Eei¢ns+2,etgns+2(t)cns_‘rg]
= he(ny + 1)emrac—na12ge (£)g, o (t)cn v, (A.126)

= h(”S + 1) [e—i(%s,e)tg;s (t)} [_eei%s’etgns (t)cns—f—ﬂ
= he(na + g () enso (A 127
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A multiplica¢ao do termo |ns + 2,1)

= h(n, +2) [—ee™ o o ()en, 4] [0 fr 1o (t))]
= —he(ns + 2)6_i(¢”5’6_¢"8+2*6)tf;S (1) frot2(t)Cnyras (A.128)

_ h(ns + 2) [6€_i¢ns+2’etf;5+2(t)CnS+2} [€i¢ns+2’etfn5+2(t)}
= he(ns + 2)| fa,2(t)|*cn 2 (A.129)

A multiplica¢ao do termo |ns + 3, )

= hi(ns +3) [mee™ g (), 43] [+ g 12 (1)]
= —he(ng + 3)e " OrocmOnst2dl g (1)g o (t)cp 13, (A.130)

= h(ns + 3) [ee Prer2t gt o (t)Cnyra] [€97F 2 g ta(t)]
= Be(ny +3) g s2(8) Pens 12 (A131)

A soma dos termos

(2 (D) Ny [, (6)) + (W, ()] N, [, 42(8)) (A.132)

os termos de |ng, T)

= RengeOnsemOneiz Il b (1) 5o (E)Cn, 42

— heng] fu, (1) Pen,y2

+ hnge™ Onsemdner2t f (4) o o(t)Cnota

— T fo, (8)Pen p2, (A.133)

= NGy (€100t f (8) fr o (8) 4 e O Ones2dl B2 () f Lo(t))
— 2heny| fr. (H)|*Cnuto- (A.134)

Os termos de |ns + 1,)

)
)| Gn, (t)|2cns+2

)eii(%s’ei%sw’e)tgzs (t)gnot2(t)cn 43

)|Gn, (D)]*Cn, 2, (A.135)

— he(/n/s + 1)cns+3<€i(¢ns,€_¢ns+2,e)tgns (t)g:s+2 (t) + e_i(¢ns,€_¢ns+2,e)tg;l;s (t>gns+2(t>>
— 2he(ns + 1)|gn, ()| *n. 12 (A.136)
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Os termos de |ns + 2, 1)

= —he(n, + 2)e' ifnosc=Fnotae tfns( ) fnara(t)Cn 12

+ he(ns + 2)‘fns+2(t)| Cns+2

— hie(ng + 2)e O mOnas2 UL () [ o (t)ento

+ he(ng + 2)| fa,42(t) Pen, 1o, (A.137)

= —he(ng + 2)Cp g€ PreeOnt2 I L () fr (1) 4 e OOzl fr (1) f o (1))
+ 2he(ng + 2)| fro 2 ()] *cnoto- (A.138)

Os termos de |ng + 3, )

= —he(n, + )¢ @rae otz (£)gr L o(t)en,rs

+ he(ng + 3)|gnv2(t)*en 42

— he(ng + 3)eOnsemOnaz, E)tg; (t)gn,+2(t)Cno+3

+ he(ns + 3)|gn,r2(t) Pen, 12, (A.139)

— —hie(n, + 3)en, g€ Ore 2N g, (151 o (F) + e ezt (g, (1)
+ 2he(n, + 3)|go.2(t) Pon 2 (A.140)

Agora, somando tudo

= RN o (€O 02U f () f2 o () 4 @7 Onee Tzl 2 (1) £, 1o(t))

— 2heng| fo, (t)’ Cng+2

+ he(ng + 1)cp, 5(e"OroeOnerzdlg, (1)gr (1) 4 e OraemOnatzdlgn (g, o(t))

— 2he(ns + 1)|gn, (1) *cn 12

— he(ng + 2)cq o€/t l f (1) fr (1) 4 €7 Onee e LR () fro 1o (8))

+ 2he(ns + 2)| fr, 2 (t) Pen,vo

— he(ng + 3)p,p3(ePrec Oty (t)gr (1) 4 e Onnem izl (1)g, (1))

+ 2he(ns + 3)|gn,r2(t) Pen 1o (A.141)

Separando os termos com exponencial

= —2hien| fo, () [Pcn,s2 — 2he(ng + 1)|gn, () Pcn 42

+ 2he(ns + 2)| fag2(t) Pen o + 2h€(ns + 3)|gn, 42 (t)cnyr

+ REngCp (€O Ot () fr L (8) 4 e Onee Ol f (1) f Lo (1))

+ he(ns + 1)cp, Vg 1o(t) 4 e OnsemOnerz iy (g, o (1))

— he(n, + 2>cns+z(el (Prase=Fnatae) tfns(t) Lo(t) 4 e Onee 2t p (1) £ Lo (1))
) )9n

() e etz lgr (1), Lo ().
(A.142)

( ((bns € ¢ns+2 € gn‘5 (t

— he(ns + 3 cns+3(e’ (bns.e=Pns+2,6) L. (t
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Colocando em evidencia os termos que possuem 0S MeSMOs ¢,

= —2hecn, y2(ns fu, () * + (15 + 1) |gn, (1))

+ 2hecn, 12 (s + 2)| fryr2(8)* + (s + 3)|gn,+2(1)]?)

+ hengCp, o (€O T2 (1) fr L (8) 4 €T Onae T2 dUfE (1) £ (1))

+ he(ng + 1)cy, (e OrecOnt2dlg, (H)gr (1) 4 e OneemOnas2dlgn (1), (1))

— he(ng + 2)cnyo (€ Pnee 2l (1) L (8) 4 e OnsemOnar2 L EE (1) £ Lo(t))
)en, )9n

(ez ¢ns . ¢n5+2 e gns (t ( ) (¢ns,€7¢ns+2,€) gns< )gns+2 (t))
(A.143)

— he(ns + 3

Aplicando o fato que |f(¢)|*> + |g(¢)|> = 1

= —2hecy 42 (ns + g, (1))

+ 2hecn 1o (ns + 2+ |gn 12 () )

+ henscnsw(ei(¢ns,e—¢ns+2,e)tfns( ) ng+2(t) + e—z‘(¢ns,e—¢ns+2,e)tf* (t)fns-i-Q(t))

+ he(ns + 1)cn, )G, (t) + e e =Oner2dll g (1) g, o(t))

— he(ns + 2)Cns+2(6l (Orse=Onat2 U fo (1) frsa (1) 4 7 O mOnat2dt i (1) f (1))
)n, )

(ez (Png,e—Png+2,e)t On, (t gn5+2( )_|_ 67 W(Png,e—Pngt2,e)t gns< )gn5+2<t))
(A.144)

( 7/(¢7Ls € ¢ns+2 € gn‘5 (t
— he(ns + 3

Colocando em evidencia o termos iguais no restante

= —2h€CnS+2(ns + |gns (t)|2>
+ 2hecn, o(ns + 2 4 |gn.12(1)]?)
(O mOnn (0 F (1) 4 e eI (1) (1)) (2 — (s + 2 12)

+ hE( ¢ns € ¢ns+2 6) gn9 (t)gns+2(t) + e*i(¢ns,£*¢n5+2,6) gns (t)gng+2(t))((ns + 1)CTLS+3 — (ns + 3)0n3+3)-
(A.145)

Assim, ficamos com

= —2hecn, 1a(ns + |gn, )[)
+ 2hech, 12(ns + 2+ |gnoia()]?)
— 20y, ohe(e!Ore T (8) f7 L o(8) €T e TOns2 U R (1) £ (1))
— 2, yghe(eOnae 2ty (1)gh (1) 4 e Oneemtnarndlgr (1 Lo(4). (A.146)

S

Podemos arrumar os dois ultimos termos, fazendo

D = ¢, — ¢ o= —8mc*Ee, (A.147)

s

eI, () fr,42(t) + eﬂ@eﬁfn (t) frasa(t), (A.148)
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e @) fr42(t) + fr, () frsa ()] cos(C) + il fr, (8) [, 12 () — [, (£) frit2(t)] sen(PE).
(A.149)

Fazendo /1 + 4¢(ns + 1) = a,,, a multiplicagao

o085 15(0) = (cos() = Y (st g+ ) (g 15

Qp, ans+2

S

i cos(wn,t) sen(wy, +ot)

For () 5 a(t) = c08(wn 1) 08 (e, 2t) + -
ns+2

i cos(wn, yot) sen(wy,t) N sen(wy,,t) sen(w,, ot)

. (A.151)

ans ans ans+2

Outro termo

Fiu(0valt) = (oos(en, )+ 0 (con( ) - ) s

(7% an5+2

S

i cos(wn,t) sen(wy, 4aot)

Jao(8) fri42(t) = cos(wn,t) cos(wn, +2t) —
ans+2

i cos(wh, 1ot) sen(wy, t) N sen(wy,t) sen(wy,, 4ot)

. (A.153)

(77 AngQpg+2
Somando

B oat) + £ (0) arsalt) = 2 c08(om 1) cOs(ipat) + 2 om&nst) sen(n4al)

ans ans+2
(A.154)

Subtraindo

2 cos(wn, 1ot) sen(wy,,t) 2 cos(wy,t) sen(wy, 1ot)

ilfn ) 12 (t) = 7, () frs2(t)] = :

Qg Qng+2
(A.155)
Assim, chamamos os termos
2 nt ne+al
Wh, (t) = 2 cos(wp,t) cos(wp,12t) + sen(wn, ) sen(wn, 2 ), (A.156)
anS&nSJrQ
oo (1) = 2 cos(wn,+21) sen(wn,t) 2 cos(wn,t) Sen(wnﬁgt)' (A157)

ans ans+2
De modo que ficamos com

= T o () fr (8 €L (O faan(8)
= Wy, () cos(Pt) + sp, () sen(dt). (A.158)



O ultimo termo

= ei(<I>6)tgns ()9, 42(t) + e—i(tbe)tg:‘LS (1) gn,12(t)
= Gn, (t)gns-}—Q(t) (e@et + 6—i<1>6t)

= 20n, (t)gn.12(t) cos(Pt)

= Pn, (1)

Assim, o valor esperado para o momento angular na direcao z

s o—(ns)
<L€ — TLs +FLZ ns ns(t)

ns=0
G)eth e (ns)
— he Z [Sns (t) — SnerZ(t)]
ns=0
N <”s>ns+1 e~ (ns)
h Ws) € 77 pe g
! GnZO nl ne(£),
em que
4c, %,
E;s (t) = Cns+2 B Cns42 W, (t) COS(®Et>

Vs +2)1 /(05 +2)!

2¢;, %,
- =, (1) sen (@) — —="Ep, (1) cos(°1).

(ns +2)! O]
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