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RESUMO

O problema conhecido como "teletransporte quantico", ou transferéncia de estados
quanticos, tem atraido a atencao de muitos autores. O objetivo de nosso estudo é conside-
rar o efeito da excitagao paramétrica quantica na troca de informagao qudantica entre dois
modos do campo eletromagnético modelados por osciladores quanticos acoplados, onde um
dos osciladores tem uma frequéncia dependente do tempo, sendo considerada o caso de
dois modos acoplados. No caso quantico, os osciladores nao trocam somente energias, mas
também seus estados quanticos e tal troca pode ser interpretada como uma transferéncia
de informacao. Vemos que a possibilidade de troca de estados quanticos ou informacao
quantica pode ser verificadas de muitas maneiras pela anélise direta do propagador de
Schrodinger na representacao das coordenadas. Existem vérias maneiras diferentes de
calcular o propagador de osciladores acoplados, mas uma maneira simples é baseada na
teoria de invariantes quéanticos dependentes linearmente do tempo. Considerando que o
sistema em estudo é modelado por modos acoplados do campo eletromagnético, a interagao
ocorre nos dominios das interagoes fracas; a intensidade das constantes de acoplamentos
sao pequenas. Entao, podemos considerar um sistema de equagoes diferenciais onde o seu
comportameto dindmico é dado no limite do acoplamento fraco. Iniciando com este ar-
gumento, nos reduzimos as equagoes diferenciais de primeira ordem em um conjunto de
equagoes diferenciais de segunda ordem para as matrizes A's. Com as matrizes s de-
terminadas, nos podemos calcular medidadas de emaranhamento, compressao, pureza e
outras propriedades de estados quanticos de cada modo em particular no caso de estados

Gaussianos iniciais.

Palavras-chave: Emaranhamento, compressao, correlagoes quanticas, excitagao paramétrica,

escalas miltiplas.



Abstract

The problem of so-called "quantum teleportation", or a transfer of the state of
some quantum system to another quantum system has attracted attention of many au-
thors. The aim of our study is to consider the effect of the quantum parametric excitation
on the quantum information exchange between two modes of the electromagnetic field
modeled by coupled quantum oscillators, where one of the oscillators has a time dependent
frequency, as an extension of the case of two coupled modes considered. In the quantum
case, the oscillators exchange not only energies, but also their quantum states and such an
exchange can be interpreted as an ideal information transfer. We see that the possibility
of quantum state exchange or information transfer can be detected in the most direct way
by analyzing the Schrodinger propagator features in the coordinate representation. There
are many different schemes of calculating the propagators of coupled oscillators, but the
simplest one is that based on the theory of linear time dependent quantum invariants.
Considering that the system in study models the coupled modes of the electromagnetic
field, the interaction occurs in the domain of the weak interactions; the intensity of the
coupling constants are small. Then we can consider the systems of differential equations
for the dynamic behavior in the case of weak coupling limit. Starting with this argument,
we can reduce the differential equations of first order to the only two groups of second order
differential equations for all that \’s matrices. With the \’s matrices well determined, we
can calculate the measured of entanglement, squeezing, purity and other quantum state

properties of each mode in a particular case of Gaussian initial states.

keys-words: Entanglement, squeezing, quantum correlations, parametric excitation, multi-

ple scales.
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Capitulo 1

Introducao

No atual contexto cientifico, os métodos computacionais estao sendo cada vez mais
utilizados para o desenvolvimento da pesquisa cientifica, especialmente em fisica, nas areas
de 6tica quantica e eletrodinamica de cavidades. Em conexao com esta idéia, poderiamos
perguntar se os métodos de aproximagao da fisica matematica podem ser aplicados para se
obter solucoes analiticas em problemas de 6tica quantica. Este trabalho trata basicamente
desta questao; revisamos um método especifico para o tratamento analitico de um problema
particular da otica quantica com énfase em aspectos fundamentais da teoria quéntica -
controle e manipulacao da informacao quantica. O aspecto mais importante a respeito dos
métodos aproximativos é que eles podem fortalecer e estimular nossa intuicao, auxiliando
na compreensao fisica da melhor solug¢ao do problema em consideracao. Em alguns casos, as
solugoes obtidas através de métodos aproximativos nos dao indicativos do comportamento
do sistema fisico em certos intervalos de validade, de forma a assegurar boa parte da
descrigao fisica relevante do problema.

Neste trabalho, concentramos-nos em dois temas principais, mas nao tnicos: o método
dos invariantes quanticos, aplicado ao calculo da forma exata do propagador para um sis-
tema descrito por hamiltonianos quadraticos e o método das escalas multiplas, desenvolvido
na mecanica classica para o tratamento de equagoes diferenciais nao-lineares, aplicado como
um método para a descrigao de efeitos perturbativos nos dominios da teoria de perturbagao.

Além disto, este método nao se restringe apenas aos dominios da fisica cléssica, mas
pode ser aplicado, considerando-se modificagoes adequadas, no campo da mecénica quan-
tica, com o propoésito de se obter solugoes, tanto das equagoes de Heisenberg como da
equagao de Schrodinger. Em especial, no desenvolvimento deste trabalho, aplicamos o
método das escalas mitilplas na solucao de equacoes diferenciais “lineares” diretamente no
problema de evolugao temporal das solugoes da equagao de Schrondinger [1].

E reconhecida a grande eficiéencia do método das escalas multiplas. Inicialmente no

desenvolvimento do campo das equagoes diferenciais nao-lineares e em problemas impor-



tantes da mecénica classica nao-linear. Os desenvolvimentos principais incluiram oscilacoes
nao-lineares, problemas de camadas limites, dindmica dos fluidos, aerodinamica e a teoria
de movimento de astronave [2].

Em particular, tratamos dois modos acoplados na situagao fisica onde um dos os-
ciladores tem a frequéncia variando perturbativamente no tempo e o acoplamento entre
os modos se processa no limite das interagoes fracas: as solucoes para a descricao dos
efeitos nos primeiros instantes da dindmica do sistema se enquadram no dominio da teo-
ria de perturbacao. Isto justifica a utilizacao de métodos aproximativos como no caso o
método das escalas multiplas.

Neste estudo consideramos aspectos gerais qualitativos no processo de troca de esta-
dos quénticos (propriedades de estados quanticos) ou de informagdo quantica para dois
modos do campo eletromagnético, analizando como um sistema de duas partes ("bipartite
system") evolue no tempo de maneira similar ao estudado em [3]. A diferenga funda-
mental desse nosso modelo para o anterior estd no fato da frequéncia de um dos modos
quantizados variar harmonicamente no tempo, efeito este que podemos denominar de exci-
tagdo paramétrica quantica, em analogia a excitagdo paramétrica classica [2| estudada na
equacao de Mathieu. Desta forma, o problema se reduz basicamente ao estudo do efeito
perturbativo da excitacao paramétrica quantica nas propriedades de cada um dos modos,
em propriedades de correlacao quéantica e em especial na caracterizacao da transferéncia
de informacao entre ambos.

No capitulo 2 expomos de maneira resumida a teoria do propagador para o caso par-
ticular dos operadores Hamiltonianos quadraticos. Revisamos os conceitos de invariantes
quanticos na sistemética operacional desenvolvida por Dodonov [4] e abordamos os pon-
tos centrais necesséarios a compreensao do problema. Os detalhes dos calculos referentes
a este capitulo estdo apresentados no apéndice A, uma vez que esta formulagao esta per-
feitamente definida na literatura e para o problema em estudo é relevante apenas a forma
final do propagador e sua aplicabilidade. Ainda no capitulo 2, como exemplo simples,
ilustramos o método dos invariantes quanticos aplicado a um problema especifico da fisica
quantica: a troca de estados quanticos entre osciladores harmonicos quanticos unidimen-
sionais. Mostramos como a sua solugao, via a técnica dos invariantes quanticos, se resume
na determinagao das matrizes A(t) e A(t), elementos fundamentais da dindmica do sistema,
obtidas a partir da solugao de um sistema de equacoes diferenciais ordinarias para fungoes
escalares do tempo. Finalizamos este capitulo com os passos necessérios para se determi-
nar a forma geral do propagador para operadores Hamiltonianos quadréticos a partir das
matrizes A(t) e A(t).

No capitulo 3 revisamos o método das escalas multiplas. Consideramos como o método

pode ser aplicado e quais resultados importantes podem ser obtidos. Em sintese, mostramos



que o método das escalas multiplas tem como idéia central a transformacao das equagoes
diferenciais do problema a ser abordado, sendo ela linear ou nao, em uma série de equagoes
diferenciais lineares soluveis de forma interativa. Consideramos o exemplo do oscilador
harmonico classico unidimensional sob a acao de uma forga central geral, do qual obtemos
a equagao de “Duffing” e exemplificamos a aplicabilidade do método das escalas miilti-
plas. Em seguida desenvolvemos a primeira etapa do problema, que consiste na aplicacao
do método das escalas miltiplas para o problema dinamico de dois osciladores quanticos
acoplados. Considerando a forma quadratica do operador Hamiltoniano e condigoes iniciais
bem definidas, aplicamos o método das escalas miltiplas para se obter uma forma aproxi-
mada para as matrizes A(t), necessarias a construgdo do propagador e portanto definindo
a evolugao dinadmica do sistema.

No capitulo 4 determinamos o efeito perturbativo da excitagao paramétrica quantica
nas propriedades de cada um dos modos. Revisamos os conceitos de compressao e pureza
de cada um dos modos a partir de elementos das matrizes de covariancias, para o caso
especial de estados Gaussianos. Estudamos as medidas de correlacao quantica baseadas na
formulacao das matrizes das covariancias e comparamos seu comportamento em relagao as
mesmas em sistemas de dois modos interagentes isolados, nos quais ha auséncia de excitacao
paramétrica quantica. Consideramos valores numéricos para os parametros de estados dos
modos acoplados e para a excitacao paramétrica quantica e analisamos qualitativamente
o comportamento dindmico do sistema. A parte original em nosso trabalho refere-se as
medidas de compressao, pureza e correlacoes dos modos acoplados tendo em vista o efeito
da excitagao paramétrica em nosso sistema, nao se esquecendo da utilizacao do método das
escalas multiplas na construcao das matrizes lambdas e posterior construcao das matrizes
das covariancias.

No capitulo 5 concluimos a importancia conceitual e operacional de nosso trabalho.
Algumas passagens importantes estao esclarecidas no apéndice deste trabalho, feito com o

intuito de esclarecer os aspectos técnicos.



Capitulo 2

Dinamica de Sistemas Quéanticos

2.1 Introducao

Com o surgimento da mecénica analitica, pode-se afirmar que a mecanica cléssica se
tornou uma ciéncia muito mais rica em informacoes e rigor matemético, e nao uma mera
reformulagdo da mecénica newtoniana [5,6|. O grandioso edificio da teoria quantica se
deve justamente a base da mecancia analitica, inspirada, particularmente a Hamilton. Nao
temos a pretensao de expor de forma detalhada a teoria da mecanca analitica e sim falar
brevemente sobre alguns aspectos importantes relacionadas a ela.

A partir de estudos referentes a transformacgoes invariantes em mecéanica classica, verifica-
se das equagoes de Lagrange que as coordenadas sao invariantes sob uma transformacao
geral, isto €, sua forma permanece a mesma qualquer que seja a escolha das coordenadas
generalizadas. De forma anéloga, na formulacao hamiltoniana as coordenadas e momentos
sao variaveis independentes, o que torna possivel considerar mudancas de variaveis no es-
paco de fase que preservem a forma das equacoes de Hamilton ampliando enormemente a
gama de tranformacoes admissiveis.

Estas duas formulagoes sao importantes na analise de qualquer sistema fisico, pois trans-
formagoes candnicas invariantes nos asseguram que propriedades fisicas sao conservadas.
Neste intuito, conhecendo-se tais coordenadas generalizadas, a dindmica do sistema fisico
também pode ser determinada. Esta evolugao dinamica, descrita na mecéancia classica,
pode ser tratada pelo Teorema de Liouville por exemplo, mostrando-nos que tal evolugao
preserva as propriedades do sistema em qualquer regiao do espaco de fase, ou seja a evolugao
temporal é uma transformagao candnica.

Diferentemente do que ocorre na mecénica cléssica, o estudo da dindmica de sistemas
quanticos implica em uma abordagem diferente da dinamica classica. Na mecanica cléssica
o estado do sistema estéa perfeitamente determinado a partir do conhecimento da dependén-

cia temporal das coordenadas e momenta conjugados associados ao sistema, que sao obtidos
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diretamente da integragao das equagoes de Hamilton-Jacobi ou de uma forma alternativa
a partir das equagoes de FEuler-Lagrange.

Nos sistemas quanticos, por exemplo, os graus de liberdade do sistema estao associados
a operadores definidos no espago de vetores de estados, Espaco de Hilbert [1]. O conceito
determinista de estado cede lugar a uma formulagao probabilistica, a partir de amplitudes
associadas a estes vetores de estado, e as variaveis dinamicas tem seus valores atribuidos
a médias tomadas neste espaco de vetores. A evolucao temporal do sistema esta agora
atribuida a evolucao temporal dos vetores de estado, na formulagao de Schrodinger, ou
aos operadores associados a formulagao de Heisenberg. E neste sentido, determinar a
evolucao temporal do sistema no espaco de vetores implica necessariamente no céalculo do
operador evolugao temporal U (t; to) ou propagador do sistema, considerada a representagao
apropriada. Entao o estudo da dindmica quéantica do sistema implica necessariamente na
busca de métodos para se determinar uma forma exata ou aproximada daquele operador

de evolucao temporal.

2.2 Integrais de Movimento em Mecanica Quantica

O conceito de invariante quantico conforme descrito por Lewis e Riesenfeld |7], implica
que uma solugao da equagao de Schrédinger constitui-se de um auto-estado do invariante
hermitiano fa(t) multiplicado por um fator de fase dependente do tempo. No que diz
respeito ao operadore fa(t), Lewis e Riesenfeld asseguram que se este operador admite
um conjunto completo de auto-estados |m, t), os correspondentes autovalores \'s (que con-
stituem fungoes reais) sao independentes do tempo. Neste caso, a dependéncia temporal
¢é inteiramente associada aos auto-estados, uma vez que a agao de um operador invariante
I,(t) sobre a solucdo da equacdo de Schrédinger, I, (¢)|¥(t)), gera uma nova solucio da
equagao de Schrodinger. No sentido de uma quantidade mensuravel, um invariante quén-
tico I(¢) é um operador atuando no espaco de estados do sistema fisico |¥(t)) cujo valor

esperado nao se altera durante a evolugao do sistema,

d .
SO L) [ (1)) = 0. (2.1)

Representamos um sistema quantico através de um operador H , a partir do qual podemos
tirar informagao da evolucao temporal do estado do sistema. Um propagador esta associ-
ado diretamente & dindmica de qualquer sistema fisico classico [8] ou quéntico [9]. Ele é
definido como sendo o niicleo da representagao integral da equagao diferencial associado ao
sistema dinamico, contendo todas as informacoes necessarias e suficientes para determinar
o comportamento futuro do sistema. No caso de um sistema quantico, a dinamica é deter-

minada pelo operador Hamiltoniano H, que fornece as equacoes de evolucao temporal do



2.2. INTEGRAIS DE MOVIMENTO EM MECANICA QUANTICA

sistema.
Na representacao de Schrodinger, a equagao formal para a evolugao dos estados quan-
ticos de um dado instante é
U (t)) = U(t,to)| ¥ ko)), (2.2)

onde |U(t)) é o vetor de estado em ¢ > 0 e |U(4y)) no instante inicial. O operador de

evolugio U (t,t0) esta expresso em termos do hamiltoniano como

- t
U(t, to) :eXp—%/ H(t)dt.
to

A estrutura do propagador surge quando escrevemos a equagao (2.2) na representacao das

coordenadas, que com o auxilio da completeza
1= /d%’\x’)(w'[,
aplicada ao lado direito da equagao (2.2), conduz a forma

(x| W(t)) = /dgx’(%lff(t,to)lx’><x’\‘11(to)>~ (2:3)

Definida para espago das configuracoes e obtida a partir da fungao de onda do estado
inicial (2/|U(ty)), a funcao de onda (x|¥(t)) para um dado estado quéntico do sistema
esta perfeitamente determinada a partir de (2.3). Assim, identificamos o propagador na

representacao das coordenadas como
Gz, ' t) = (x|U(t, to)|2), (2.4)

sendo nada mais que o operador evolugao temporal U (t,to) escrito na representacao das
coordenadas. O operador U (t,to) € a solugao da equagao de operadores na representagao
de Schrodinger. A equagao dindmica para o vetor de estado da solu¢ao em (2.2) é dada na

forma

(m% — H)|T) =0, (2.5)

e aplicando a propriedade distributiva em (2.5) , considerando |¥(#)) dado em (2.2), obte-

mos a equagao para o operador U (t,to) na forma

m%U(t, to) = HU(t, ), (2.6)

sujeita a condicao inicial,

0(t, tO)t:to - i (27)

Das propriedades de hermiticidade temos:

1. Os operadores hermitianos possuem autovalores reais.

10



2.2. INTEGRAIS DE MOVIMENTO EM MECANICA QUANTICA

2. As autofuncgoes de um operador hermitiano sao, ou podem ser escolhidas de tal forma

que sejam ortogonais.

3. As autofungoes de um operador linear hermitiano formam um conjunto completo e

ortogonal de fungoes.

4. Se o operador hamiltoniano ¢ hermitiano, o operador evolucao temporal U (t,to) €
unitario, isto é,

UT(t> tO) = Uﬁl(t7 t0)>
que implica na existéncia de um certo operador evolugao U (t,to) e seu inverso.
Entao, se U (t,to) e seu inverso existem, para um dado sistema quantico com N graus

de liberdade, na representacao de Schrédinger existem 2N operadores explicitamente de-

pendente do tempo na forma

p](t) = U<t7t0> AjUil(ttO)? J= 17"'7N7 (28)
X5(t) = Ut t0)3, 07 (bt), j = Lo N, (2.9)
onde Z; sao os operadores coordenadas e p; os operadores momenta dados por p; = —ih%,

na representacao de coordenadas. Das equagoes (2.8) e (2.9), observamos que a dependén-
cia temporal de P;(t) e X;(t) (os nossos invariantes do sistema), provém da dependéncia
temporal em (A](t, to), pois os operadores Z; e p; (j = 1,..., N) sa@o fixos no tempo, na rep-
resentacao de Schrodinger. Na representacao de Heisenberg sao os operadores que evoluem
no tempo enquanto o vetor de estado do sistema é fixo. Assim como na mecéanica clas-

sica, as equagoes de movimento do sistema fisico, surgem naturalmente dos parenteses de

df of OH Of 0H\ _
0= (G, ~ oy ) = U

Poisson, ou seja

Que processo de quantizacao canonica os parenteses de Poisson sao substituidos por co-
mutadores de acordo com a transformacao {f, H} — > ih [ fH } e as fungoes reais sao
substituidas pelos correspondentes operadores. Portanto, considerando o lado esquerdo da

equagao 2.1, podemos escrevemos que

4 (VO a0) ) = 5 (WD (0 [0(e) + (o] (10 ) [0

O (5 1960))

A partir da equagao de Schrodinger (2.5) e seu conjugado hermitiano

0 .
—iha (V)] = (T() H(?),

11



2.2. INTEGRAIS DE MOVIMENTO EM MECANICA QUANTICA

temos que

d

@ w4, ey = wen) | 2o

L
ot ih

H(t), L] ] |w(t)). (2.10)

Nos observamos que esta equagao deve ser equivalente a obtida anteriormente em (2.1 )
para a derivada do valor esperado do operador invariante fa(t). Dessa forma, no espaco
de solugoes da equagao de Schrédinger a integral de movimento escrita pela equagao 2.10

é equivalente a forma

@ wo) fuw 1ew) = ! |22 e, )| oy =0, @
que implica em A
lt) L 1i1(0) (1) = 0 (2.12)
para qualquer vetor de estado arbitrério |¥(¢)) que satisfaz a equacio de Schrodinger
ma"gf» — )| T()). (2.13)

Entdo se H (t) é hermitiano, a integral de movimento fa(t), cujo valor esperado no es-
paco de solugoes da equacao de Schrodinger é invariante no tempo precisa satisfazer a
equagao (2.12). Tal analise, generalizada para o caso nao hermitiano, implica entdo que os
operadores invariantes satisfazem a equacao

oL (t) 4

ih=—5= = HY ()L, (t) + I,(H)H(t) = 0. (2.14)

A

Da definigao de invariante quantico (2.11) e para um estado arbitrario |V (t)) = U(t, to)|W¥ (o))
(to = 0) temos

(W) La(t) [W(8)) = (T(0)| U (¢, t0) La()U (¢, 1) [W(0)) = (¥(0)] 1a(0) [¥(0)),  (2.15)
que implica diretamente em
UMt to) (U (8, 1) = 1,(0), UMt to) = U'(t, to). (2.16)
Entao para o operador invariante fa (t) temos a forma
IL(t) = Ut to) L(0) U (t, 1), a=1,..,2N. (2.17)

A acao do operador fa(t) nos vetores de estado do sistema é dada por

L)1) = Ut t0) 1o (0)U ™ (t,0)U(t,10)[W(0)) = U(t,t0) La(0)[W(0)),  a=1,...2N,

12



2.2. INTEGRAIS DE MOVIMENTO EM MECANICA QUANTICA

que resulta em
B(1)) = L(t)|T(t)) = U(t, to) (fa(())m/(()))) = U(t,1)|0(0)), a=1,..,2N, (2.18)

mostrando que a acao do operador invariante sobre o vetor de estado também produz uma
solucdo na equagao de Schrodinger |P(t)).

Logo, para mostrar Z%(t) e Xj (), sao integrais de movimento do sistema quéntico,
tomamos de inicio os seus valores esperados. Por exemplo o valor esperado de X ;(t) em
|W(t)) é dado

(X (1) = (LK 00 (), (2.19)

onde a dependéncia temporal esta em X (t). O operador X (t) conforme definido em (2.8)
e a evolugao temporal dos estados segundo a equagao (2.2) implicam para equagao (2.19)
que

(X () = (UOIT(t, 1)U (8, 10) [V (2)) = (L (t0)|2[¥(t0)) = {2)eco, (2.20)

demostrando que o valor esperado da "integral de movimento" X (t) nos estados arbitréarios
|W(t)), para qualquer tempo t > 0, depende somente do valor esperado da coordenada no

estado inicial do sistema. Entao em conformidade com (2.1) temos

= 0. (2.21)

Deste modo X (¢) é uma integral quantica de movimento e satisfaz a equacdo (2.14). Da

equagao R
0X(t)
ot

e considerando o hamiltoniano hermitiano, temos

ih = X()H() — H ()X (1), (2.22)

AX(t)  OX(t) i oo
o = g TRHE®X®]=0 (2.23)

O operador X (t) é a "coordenada inicial" no sentido que o seu valor esperado, num es-
tado arbitrario para t > 0 qualquer, estd unicamente determinado pelo valor médio da
coordenada no instante inicial do sistema. De forma similar se aplica ao operador p(t),
onde
dP(t) OP(t) i .- .
= —|H(t), P(t)] = 0. 2.24

Portanto, é visto que X (t) e P(t), sao integrais de movimento, cuja evolucao temporal

¢ dada em termos das condicoes iniciais das coordenadas no estado inicial do sistema.
Vamos explorar a importancia do método dos invariantes quanticos no problema do cal-
culo do propagador de um sistema governado por hamiltonianos quadraticos, procurando

demonstrar explicitamente a importancia deste método.

13



2.3. PROPAGADOR PARA HAMILTONANOS QUADRATICOS

2.3 Propagador para Hamiltonanos quadraticos

Os invariantes quanticos auxiliam na obtencao de uma descrigao geral da dindmica de
sistemas acoplados, tornando possivel o célculo do propagador de forma aproximada ou
exata. Vamos mostrar em detalhes os procedimentos pelos quais os invariantes quanti-
cos do sistema, descritos por operadores hamiltonianos quadraticos, sao aplicados para tal
proposito. Consideremos de inicio a equacao de evolucao do vetor de estado na represen-

tacao de Schrodinger
d[V(t))
dt

porém restritos aos casos de operadores hamiltonianos quadraticos, dependentes do tempo

ih = H(t)|W(t)), (2.25)

na forma
A 12N 2N
H=- ToBos(t)q CL(t)q,,. 2.26
zaélq 5( )QB+a;1 (t)q (2.26)

Os fatores Bog(t) e Cq(t) sao funcgoes complexas e arbitrarias do tempo e Go(g) sao elementos
de um wvetor-operador coluna de 2/N-dimensional, sendo N o namero de graus de liberdade
do sistema. Para tornar mais explicito o par de variaveis canonicamente conjugadas, pode-
mos escrever o vetor operador q na forma q = (p,x) onde p representam os operadores
momenta e X os operadores coordenadas; p = (p1, P2, ...,Dn) € X = (&1, Ta, ..., Zx). Nessa
formulagao, escrevemos as fungoes B,5(t) como elementos de uma matriz B(t) simétrica de
ordem 2N e C,(t) como elementos de uma matriz C(t) coluna de ordem N. Isto permite
escrever (2.26) na forma compacta

1
H =B+ Cq. (2.27)

Na equagao (2.27) introduzimos as matrizes blocos de B(t) na forma (apéndice A1)

[ bi(t) ba(t)

PO=1 0w

: (2.28)

sujeita a condicdo de simetria, by = by, by = by e by = by, (Bas(t) = Bga(t)), e a matriz

C(t) = [ all) ] . (2.29)

Cg(t)

Nesta notacao, o operador hamiltoniano quadratico, pode ser escrito como

bloco coluna C(t) na forma

H = 5 (b1p + pho + 2bap + Tbs) + 1 + 2. (2.30)

Interessa-nos determinar uma forma exata ou aproximada do propagador para o sistema
de hamiltonianos quadraticos. Para tal propdsito precisamos determinar as formas dos

operadores invariantes fa(t) = (Pj,Xj), para que o operador de evolucao temporal na

14



2.3. PROPAGADOR PARA HAMILTONANOS QUADRATICOS

representacao das coordenadas possa ser determinado explicitamente a partir das equagoes

(2.8)-(2.9). Aplicando o principio da completeza

i- / de(€) (€],

escrevemos uma forma equivalente das equagoes (2.8)-(2.9), na representagao das coorde-

nadas, como
/_ . (@] Py ()€Y (E|U (¢, to)|2") dE = / U o)) €lpale’y de, (2.31)
/ (@ X; )€ €Ut o)) dE = / U t0)€)€ ) de. (2.32)

Considerando os operadores momenta (o = 1,..., N) e coordenadas (&« = N + 1,...,2N)
separadamente, e escolhida a representacao das coordenadas, obtemos das equagoes (2.31)-

(2.32) um sistema de 2N equagoes diferenciais para o propagador nas coordenadas x; e

suas derivadas. Logo

Pi(z,t)G(z, 2’ t, 1) = ih%G(x,x’;t,to), (2.33)
J
X;(x, )G (x, 2 t, 1) = 2iG(x, 2'5t, to). (2.34)

Estas equacoes sao dependentes das formas funcionais ]5](1:, t) e X j(z,t) a serem determi-
nadas. Uma vez determinadas, o problema de encontrar o propagador se torna simples. A

partir de (2.11), estes operadores invariantes I,(t) satisfazem a equacéo

OL,(t A
ih ®) —[H, 1,(t)] =0, (2.35)
ot
sujeita a condigao inicial
Ia(to) = Ga (2.36)

com I,(t) escrito formalmente em termos de ¢, segundo a equacao (2.8) conforme em ¢ = t,
temos U(t,to)i—t, = 1.

Os operadores T e p, satisfazem as relagoes de comutacgao
24, 25] = [ps, Bj] = 0, D, &5] = ihd; 41, (2.37)
equivalentemente escritas na forma compacta
G, 3] = —ihEapg,  Zap = —ga, (2.38)

com Y definida em termos de matrizes blocos

Oy En
—En Oy

Y=

)

15



2.3. PROPAGADOR PARA HAMILTONANOS QUADRATICOS

onde Ey é a matriz identidade e Oy é a matriz nula, ambas de ordem N. Além disso
temos que ¥? = —Fyy. Da equacao (2.38), também verificamos a relagao de comutagao

dos operadores I,(t) na forma

A

[La(t), I5(1)]

>
>

A

(1) 15(t) — I5(t)La(t)
LU (L, to) U™ (t, to)I5(t) — Ig(t)U (L, to)U (L, t0) 1o (t)
U(t,to)[da, 4s)U " (t, o).

I
Q

Portanto, da equagao (2.38) resulta que

A

[La(t), I5(t)] = —ihU (1, to) SasU ™ (t, to),

~

[L.(t), I5(t)] = —ihZqp. (2.39)

Deste modo, as quantidades I, e ¢, estao relacionadas por uma transformagao candnica

ponto a ponto. Entdo podemos definir I, em termos de gy segundo a transformacao
1(0) = M (0)ds + A, (1), (2.40)
onde A, (t) é uma matriz de ordem 2N e A, () matriz coluna de ordem N. Essas matrizes

satisfazem as condigoes iniciais
A(to) = Ebn, A(to) = Oz, (2.41)

de acordo com (2.36). Entéo a relacdo entre "coordenada e momento iniciais"e os oper-
adores coordenada e momento na representacao de Schrodinger estao determinadas pelas
matrizes A, (t) e A,(t). No entanto, podemos ent@o determinar estas matrizes encontrando
o conjunto de equacoes que as determine de forma tnica para a o operador Hamiltoniano
qudréatico (2.26). Para isto partimos da equagao (2.40), que substituindo em (2.35), temos
para o termo diferencial a equagao

OL,(t) _ dhu (1) . dA,(1)

_ 3 . 9.42
ot a Ty (2.42)

Calculando-se o comutador do Hamiltoniano quadréatico com o operador invariante (Apéndice
A2), obtemos

A 1 . R R R
[H,I,] = §anaﬁ(t)% + Calt) o, M (1) G + Au(t) |, (2.43)
resultando em
[H, 1] = ih (A ()25 Bsa(t) o + M (1) Z0aCl) - (2.44)

Substituindo em (2.35), obtemos para os elementos A, (t) e A,(t) um conjunto de equagdes

diferenciais lineares de primeira ordem, que na forma matricial assume a foma de um
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sistema de equacgoes diferenciais ordinarias escritas por

dA(t)

— = = AOSB(1). (2.45)
B _ spzew), (2:46)

Com estas equagoes diferenciais, juntamente com as condigbes iniciais dadas por (2.41), é
possivel entao determinar os invariantes I, (t) explicitamente. Assim escrevemos as matrizes

A(t) e A(t) na estrutura de matrizes blocos de ordem N,

[ am x o
A(t)_lkg(t) M(t)], A(t)_[ )], (2.47)

onde a partir das condigbes iniciais (2.36) temos

Ey O @)
At)y=1] "N "%, At)=| V1. (2.48)
ON Eyn ON
Entao as equagoes diferenciais dadas em (2.45) e (2.46), assumem as formas
>.\1 == )\1 bg - )\2 bl, j\g = )\1 b4 - )\2 bg, (249)
As= A3 bs — Ay by, A= A3 by— Ny by, (2.50)
51 = )\1 Cy — )\461, 52 = /\3 Cy — /\4 Cy. (251)

Ainda podemos obter identidades importantes, com o fim de simplificacées futuras ao
calculo explicito do propagador, bem como a anéalise e consisténcia da solucao das matrizes
A(t), portanto

d -~ dA_- dA _ _
“AYA = YA+ AY— = AYBYA — AXLBYA =
dt a T ARy 0,

desta forma a matriz AXA ¢é constante no tempo. Entdo das condigdes iniciais (2.41)

A(to)SA(ty) = EsyEEsy = 3. (2.52)

Logo
AYA =%, (2.53)

identificando em AXA uma integral de movimento. Este resultado implica para o determi-

nante det A, dois possiveis valores,

det(AXA) = det 32,
det Adet S det A = det X,
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sendo det X =1 e det A = det A. Logo
det ¥ = [det A]* = 1, (2.54)

de onde concluimos que det A = £1. No entanto, escolhemos det A = 1 para manter
a continuidade dos elementos da matriz A(t) no instante ¢ = 0, quando A(0) = Esy e
det Foy = 1. A matriz inversa A7'(¢) pode ser determinada de um modo muito simples, a
partir de (2.53)

ASA=Y = AT'AZA=A"'Z,
ATIASAY. = A7122 — ATl =3AY, (2.55)

cuja forma explicita em termos das matrizes blocos N-dimensionais é

A‘l(t):[ _A; _A&]. (2.56)

Entao a partir das equagoes (2.52), (2.53) e (2.56) obtemos explicitamente, uma série de

identidades para as matrizes \'s, dadas por:

A — Asha = Mg — Aods = By,
Ao = XA Ashy = Mg, (2.57)

e de forma analoga, partindo da equagao (2.56), obtemos

ML = Aods = M — Ashe = By
Mo =i, Mdg = Ay (2.58)

As equagoes (2.45-2.58) estabelecem os elementos necessarios para se determinar as ma-
trizes A(t) e A(t). Uma vez determinada as matrizes A(t) e A(t), a partir de sua estrutura
de matrizes blocos, encontramos a forma explicita dos invariantes quanticos em termos dos

operadores coordenadas e momentum na representagao de Schrédinger:
A g 4]

R N g H (2.59)
Az A\g z 0o

P =\ ()p + \a(t)3 + 01 (1)1,
X = M(t)p + ()2 + 62()1.

A

P
X

En Oy
On Ey

equivalentemente,

Note que a dependéncia temporal explicita para P e X estd nas formas funcionais dos

elementos de matrizes \ e 6.

18



2.3. PROPAGADOR PARA HAMILTONANOS QUADRATICOS

Assim temos para os invariantes quanticos na representacao das coordenadas os seguintes

vetores N-dimensionais P(x,t) e X (x,t), dados por

h. 0
P((L’,t) = ;)\18—1‘ + )\21‘ + 517 (260)
h. 0

Desta forma retornamos as equagoes (2.33) e (2.34) e realizamos o calculo do propagador

dado na forma G(z,2';t,ty). Entao temos

h 0 L, 0

{?)\l’jkﬁ_xk + Ao k) + (5173-] G(x, 2t ty) = zha—x;G(x, 2’ t, to), (2.62)
h 0

[;/\&jka—xk + /\4’jka + (5274 G(ZL’, I/; t, to) = l‘;G(I, ZL',; t, tg), (263)

onde os indices repetidos indicam uma somatéria. Admitindo o propagador na forma
G(z,2';t,ty) = Gi(z,2")Ga(2';t,t0)Go(t, to), as equagdes em (2.63) tornam-se N equagoes

diferenciais parciais em z com autovalores =’ (Apéndice A3), dadas por

h G, (z, 2’ ’ / / /
|:;)\3,jk% + )\4,jkka1(£L', x') + 52,jG1(9E, )| = ar;le(x, x').

Estas equagoes diferenciais sugerem para a solu¢ao G1(x, z’) a forma exponencial G (z, ') =
exp [g1(z, 2")] que por substituigdo, gi(x,z’) satisfaz entdo o conjunto de equagoes (j =

1,...,N) (indices repetidos subtende-se soma)

_ihagl(x,x)
aZL‘j

=1 15 31
= /\3,jz$l - /\3,]'52,3 )‘3,s>‘47slxl-

Resolvendo estas equagoes, obtemos ¢1(x,z’), em sua forma matricial compacta,

/ 7’ — — / _
g1(z,2') = ~57 (225 Nz — 2(zA5 ') + 2(zA516s)] (2.64)

Com o argumento da exponencial em G1(z,z’) determinado, podemos resolver as equagoes

diferenciais para a fun¢ao Ga(2';t, )

h 0g1(x .
g/\ijng(k) + )\2,jkxk + 5113' =1h <

dgi(z') | Oga(z’) )
! + ! ?
ox g ox f

que, através da solugao (2.64), obtemos a seguinte equagao para go(z’),

in292(7)
6%

= Mgl = Mg ok + 015
Resolvendo esta equagao, obtemos para go(z’)
go('5t,t0) = —%i [gs’Al)\glx' + 22/ M\ A3y — 2:16'(51} , (2.65)
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tal que encontramos a forma espacial do propagador do hamiltoniano. A dependéncia
temporal esta contida inteiramente em Gg(t,ty), temos entao a forma geral do propagador

dada por:
G (z;2';t) = NGo(t, to) exp {—2—%[90)\3?1)\43: — 2zt 4 AN
+22)5 0 + 22'61] } (2.66)

A forma temporal pode ser obtida diretamente da equagao de Schrédinger. Assim, na

representacao das coordenadas temos

[zh% — H(x)] G(z;2';t) =0, (2.67)
sujeita a condigao inicial
G (z;2';0) = 6(x; — 2)..0(xn — 2y) = 0 (x — o). (2.68)

A funcao H(x) é o operador Hamiltoniano escrito na representagao das coordenadas [1],

como

1 20, 0 [0 0 L0
H(z) = 5 —h %61% —h (%bﬂ + :vbg)%) + xb4x] — th% + co. (2.69)

A agao desta forma diferencial sobre a solu¢ao G (z; 2’; t) pode ser determinada com auxilio
das identidades

L, 0 Ry
—zh% (xAx) = —2ih Az, (2.70)
e
—hQQAg( Bx) = —2h*Tr(AB) (2.71)
55 A e, (2Br) = r : :

onde tanto A quanto B sdo supostos simétricos. A equacdo diferencial para ¢(t), que nos
dé a forma temporal do propagador Gy(t,ty) = exp[p(t, to)], é determinada por (2.67),
considerando o propagador em (2.66). Isso resulta em

dgo t 1 _ 1 _ 1 - _
—di ) = ETT[/\S "Aaby — bs] + 7 (Cl)\g 15, — 5(52>‘3 1bl>‘3 152) ? (2.72)

o lado direito da equagao (2.72) pode ser simplificado se eliminarmos as matrizes b; e bs,

bem como ¢y, com a ajuda das equagoes (2.45-2.46) e das relagoes de inversao.

A%

B(t) = —A()S— =, (2.73)
C(t) = —]\(t)Z%it). (2.74)
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A partir destas equagoes (2.73-2.74) encontramos os elementos das matrizes B e C em

termos das matrizes \'s,

b1 == /\~3>\.1 - Xl)\':g, b2 - /\~ng - ):1)\'4, (275)
bg = ):4)\'1 - Xg);g, b1 == ):4)\'2 - X2X4, (276)
C1 = /\2351 — ):15.2, Cy = ):45.1 — ):252. (277)

Com estas identidades podemos reescrever a equagao (2.72), com algumas simplificagoes

sendo necessarias. Tomemos entdo o primeiro termo do lado direito de (2.72),

A3 by — by = A3 As(Mahy — Aids) — Ay + Aods
= A3 A3 — A — A3 T As 4+ Ao
— _)\:;1);3.

Do mesmo modo, o segundo termo do lado direito de (2.72), pode ser colocado também em
uma forma mais simples, tal que a equagdo diferencial para o fator de fase ¢(t), assume a

forma

dp(t) 1 v v 1d _
= —§TT[>\3 "As] + 7 <5152 - 5&@2)\1)\3 152)) . (2.78)

Aplicando a identidade matricial em (2.78),

N d
Tr </\§1)\3) = - In(det ),

temos do(t) L L
Pt i (- .
= o] R (R s 2
dt 2 dt n(det )\3)‘|‘ A ((5152 2dt(52)\1)\3 52)>, ( 79)
cuja solucao é
. R
o(t) = In(det A3) /2 — - Sadi A3y + i/ §10odt’. (2.80)
2h o

Com o resultado em (2.80) a forma da fase temporal do propagador esta definida,

: t
Go(t) = /\/(det )\3)_1/2 exp{—%i (52)\1)\3_152 — 2/ Slézdt/) }, (281)
0

-N/2.

com o fator de normalizacao N = (—2irh) Reunindo os resultados obtidos para

Gi(z,2"),Ga(2';t) e Go(t), temos uma expressao final para o propagador.

?

2h[x)\§1)\4:17 — 2t A At

G (z;a';t) = (—2imhdet A3) "% exp {

t
‘|‘2£L’>\§152 + 2!5/((51 — )\1)\5152) + 52)\1)\3:152 — 2/ 51526&’]} . (282)
0

Este propagador depende unicamente do tempo através das solugbes das matrizes A(t)

e A(t). Logo, notamos que para se determinar o propagador de um sistema quantico
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2.4. OSCILADORES QUANTICOS ACOPLADOS

governado por um Hamiltoniano quadratico é necessério determinar as solucoes de sistemas
de equagoes diferenciais ordinarias. Em mecénica quantica, dispomos de duas versoes para
encarar o problema fisico, que seriam a formulacao diferencial e a integral. A grosso modo,
a versao diferencial, formulada por exemplo pela equacao de Schrodinger, nos permite o
conhecimento da evolucao infinitesimal de um sistema quéantico, contanto que saibamos do
estado deste sistema em algum instante. A versao integral, cuja figura representativa esté
dada pela funcao de Green, nos permite o conhecimento do estado de um sistema quantico
em qualquer instante e posicao. Contrapondo-se assim uma a outra, pode parecer que as
vantagens da versao integral sao indiscutiveis, porém, resolver equacoes diferencias sao mais
faceis comparadas as integrais, e como demonstramos a resolu¢ao do calculo do propagador
de nosso sistema fisico, se deu unicamente pela resolucao de equacoes diferenciais.
Concluindo, a importancia do propagador esta no fato de que podemos tirar uma série
de informacoes fisicas importantes, dentre uma delas que podemos citar ¢ justamente o
problema da troca de informagao quantica em modos acoplados, pois através da estrutura
deste propagador, extraimos a dinamica da evolugao de cada modo do sistema desde o
instante incial até os processos em que se observa a troca de informagao propriamente dita.

Este tltimo problema pode ser visto melhor em [3,4].

2.4 Osciladores quanticos acoplados

Nesta secao revisamos o problema da troca de estados quéanticos entre dois subsis-
temas fracamente acoplados, cada um definido por um oscilador harmoénico quéntico e
consideraremos as modificagoes de interesse em nosso estudo preliminar dos efeitos do que
denominaremos excitacao paramétrica quantica. Existem varios esquemas para tratar este
problema [10-14], alguns dos quais ja estdo bem sistematizados [15,16]. Recentemente
o estudo das possibilidades de trocas de estados quanticos entre dois modos acoplados
do campo eletromagnético, modelados por osciladores quanticos acoplados foi considerado
em [3|. Cléassicamente sabe-se bem que dois osciladores harménicos idénticos fracamente
acoplados trocam periodicamente suas energias. Sob o ponto de vista da mecanica quan-
tica as condigoes sob as quais os osciladores nao s6 trocam suas energias mas também
seus estados qudnticos ja foi considerada. Tal troca pode ser também interpretada como
uma troca ideal de informagao quéntica [3]. Neste contexto a troca ou transmissao de in-
formagao entre modos do campo eletromagnético foi abordado considerando propriedades
especificas de cada um dos modos do sistema; compressao dos modos, pureza, entropia.
Medidas de correlagdo quantica também ja foram consideradas em [17,18| para o caso de
estados Gaussianos puros e acoplamento bilinear mais geral dependente do tempo. Neste

trabalho ha dois aspectos fundamentais a serem considerados. Em primeiro plano, o estudo
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2.4. OSCILADORES QUANTICOS ACOPLADOS

de um particular método assintotico para a construcao das solugoes dindmicas de sistemas
quanticos descrito por operadores Hamiltonianos quadraticos. Em segundo a anélise de
um sistema quantico sob efeito de uma excitagao externa e as consequéncias nos processo
de medidas de correlagao quantica e propriedades de cada um dos subsistemas envolvidos.

Um sistema de dois osciladores harmoénicos massivos quanticos com operador Hamilto-

niano quadratico tem a forma geral dada por

H = % (:1—%1 + % + mywixi + mngg) + Ci(t)p1p2 + Ca(t)pixa + (3(t)x1p2 + Ca(t)xix2,
(2.83)
em que as constantes de acoplamento (i(f) podem depender ou nao explicitamente do
tempo. As massas de ambos os osciladores podem ser feitas iguais a um, mediante a trans-
formagao de escala apropriada nas coordenadas, momenta e constantes de acoplamento

para as componentes de quadraturas:

Pi
e NG Xi T L = /W%, G — m = ymimaw;ti,
iWj
mo my C4
— - —W; — e — Wi , — — ) . 284
G — 72 — ;Ca, (3 — 73 s i3 G — Vs —m1m2wj ( )

As massas nao tem importancia para nossa analise, uma vez que as coordenadas i, oo,
p1, p2 podem ser usadas como representando as componentes de quadratura de dois modos
acoplados do campo eletromagnético no problema de transferéncia de informagcao entre
modos do campo eletromagnético. Existem diferentes técnicas para tratar sistemas do tipo

descrito pelo Hamiltoniano

H == (p} +p3 +wiat + wiz3) + n(t)pipe + 12 (t)przs + 3 (E)z1pe + ya(t)zi20.  (2.85)

DN | —

Por exemplo, em [18] o método das fungbes caracteristicas foi utilizado, uma vez que
funciona muito bem para estados coerentes e suas superposigoes. Entretanto, observamos
que para casos onde estados mais genéricos sao tratados, é mais pratico do ponto de
vista operacional considerar a estrutura do propagador, na representacao das coordenadas
(componentes de quadraturas do campo eletromagnético).

Considerando o problema da troca de estados quanticos, como aplicacao do modelo dos
invariantes quanticos, assumimos que a fun¢ao de onda inicial do sistema total, dois modos

acoplados, esta fatorada na forma

WY (w1, 22;0) = 1y (21;0) g (22;0) . (2.86)

Entao a funcao de onda total do sistema em um instante posterior ¢ > 0 esta determinada

a partir da equacao
Y (21, 723 1) _/G(x1,952;$/17$/23t)w@/laxlzéo) drydd). (2.87)
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2.4. OSCILADORES QUANTICOS ACOPLADOS

Em um sentido mais restrito, a troca de estado significa que em algum instante de tempo
t, a funcao de onda é novamente fatorada em um produto de dois termos, mas com seus

arqumentos trocados . Isso significa para a funcao de onda em ¢, a forma

1/J($1,£E2;t*) :./V”l?bl <81$2;0)¢2(52$1;0) . (288)

Escrevendo a condigao de troca na forma (2.88) admitimos a possibilidade de que as var-
iaveis 21 e xy possam ser escalonadas por fatores sy e que algum fator de fase N possa
aparecer. Para assegurar a forma (2.88), o propagador no instante t, precisa assumir a

forma de um produto de duas funcoes delta de Dirac, dado por
G (21, x9; 2, 25 t.) = NG (8109 — 27) 0 (S921 — a3) . (2.89)

Uma questao fundamental para a compreensao do significado da troca de identidade quan-
tica entre os subsistemas acoplados é compreender o que realmente significa dizer que
dois estados sao os “mesmos’. Para isso, considere um autoestado de energia inicial
¥g(x;0) que evolui no tempo segundo a equagao Vg(x;t) = exp(—iEt/h)Yg(z;0). A forma
op(x,t) = |1 (z,t)|* ndo se altera no tempo o que significa que a distribui¢ao de probabili-

dade é um invariante,
dog(z,t)
dt
Assim estéa claro que as fungdes g (z;0) e Yg(x;t) descrevem o mesmo estado qudantico.

= 0. (2.90)

Mas se consideramos um estado coerente de um modo do campo eletromagnético ou de um
oscilador material com m = w = h = 1, a sua evolucao livre é bem conhecida e dada por
U(x;t, a(t)) = exp(—it/2)1 (z;0, ape™ ) . Neste caso

0a(z,t) = [(z;t, () ]* = |t (2;0, 0e™™) |* # |00(2;0,0) ] = 0a(,0). (2.91)

diferente do que ocorre para o caso anteriormente considerado em (2.90). Ou ainda, se
consideramos um estado inicial comprimido ¢,(x;t) com uma pequena dispersao na coor-
denada, ap6s um quarto do periodo esta dispersao atinge seu valor maximo, maior que
aquele do estado coerente, enquanto a dispersao do momentum torna-se pequena. Agora,
o estado quéntico 1s(z;0) é o mesmo estado representado por ©s(z;7/2)? Certamente,
as respostas para estas questoes dependem do problema fisico concreto em questao; em
particular, no significado da coordenada generalizada x. Para uma particula material, a
varidvel z significa uma coordenada espacial real e [¢)(z)]* tem um significado fisico real
como sendo a densidade de probabilidade no espaco de coordenada a qual pode ser medida.
Em tal caso, os estados comprimidos com respeito a coordenada x parecem ser bastante
diferentes dos estados comprimidos com respeito a p. No caso de uma particula livre, o
estado inicial gaussiano bem localizado parece bastante diferente do também Gaussiano,

estado com grande dispersao na coordenada e com correlacao nao nula entre a coordenada
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2.4. OSCILADORES QUANTICOS ACOPLADOS

e momentum, que surgem no processo da evolugao livre. Neste casos, a tnica defini¢ao
razoavel de troca de estados parece ser (2.88). No6s denominamos troca de estados num
sentido restrito ou troca de estados do primeiro tipo. Uma interpretacao mais flexivel pode
ser usada para os modos do campo eletromagnético, quando x e p nao tem um significado
fisico direto, sendo usado apendas como “componentes de quadraturas” do campo, que po-
dem sempre ser rotacionadas no plano de fase (x,p). Neste caso, os estados |ag) e |apge™™)
diferem somente nas posicoes do centro das distribui¢oes no plano de fase, de tal modo que
um deles nao é nada mais que o outro tomado num instante de tempo deslocado. O mesmo
pode ser dito a respeito dos estados comprimidos: durante a evolugao livre, a distribuicao
simplesmente sofre rotagoes nos planos de fase de tal modo que suas variancias e valores
médios periodicamente mudam no tempo, mas o parametro de compressao permanece o
mesmo [19,20|. Portanto, em certas situagoes, acreditamos que todos os vetores no espago
de Hilbert do sistema de um tnico modo que possuam a forma U (t)[1;0), Up(t) um op-
erador unitario descrevendo evolugoes livres dos modos do campo, pertengcam ao mesmo
estado quantico. Esta é uma generalizagao evidente dos conjunto de autoestados de energia
equivalentes a exp(—iFt/h)gr(x;0). Considerando este ponto de vista, entdo a seguinte
condicao de troca de estado quantico num sentido amplo ou troca de estado do sequndo

tipo esta estabelecida e representada por

@ZJ (271, 9, t*) = N@/)l (81272; tl) ’gbg (SQ(El, tg) . (292)

Os parametros temporais t; e to podem ser diferentes e na linguagem do propagador, a

equagao (2.92) torna-se equivalente a
el ol _ (f) el (f) col
G (z1, 2252, 25 te) = NGY (s1ma; 215 t1) G5 (s9x1; a5 ta) (2.93)

no qual G,(Cf ) (xz;2';t) é o propagador livre do k-ésimo modo do campo eletromagnético.
Uma vez que noés definimos os dois tipos de troca de estados, estamos aptos a identifica-los
no modelo proposto para dois modos fracamente acoplados, modelados pelos osciladores
quanticos. Vamos mostrar que a troca de estados entre os modos acoplados no sentido
amplo é sempre possivel, para quaisquer valores dos coeficientes de acoplamento, con-
siderando estados iniciais arbitrdarios. Contrario a este fato, a troca de estados do primeiro
tipo pode acontecer somente para escolhas especificas dos valores das constantes de acopla-
mento. Portanto na descricao fisica dos modos acoplados podemos identificar alguns tipos
de acoplamentos onde a estrutura do propagador é definida e as trocas de estados sao

identificadas conforme as descrigoes anteriores.
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2.5. ACOPLAMENTO INDEPENDENTE DO TEMPO

2.5 Acoplamento independente do tempo

O calculo da forma explicita do propagador na representacao das coordenadas para
Hamiltonianos quadréticos como em (2.85) segue o mesmo procedimento aplicado ao pro-

blema da “for¢a quéantica”. Para o Hamiltoniano (2.85) as matrizes b; tem suas formas

1 2 . 0
e A PR TE e R R e
no1 V4 w3 73 0

que podem depender do tempo através das frequéncias w; = wj(t), como é o caso de

dadas por

osciladores sob efeito de excitagoes paramétricas ou das constante de acoplamento 7(t). Do
ponto de vista técnico, o problema da dindmica quéantica do sistema fica reduzido a busca
da solucéo explicita das matrizes A para as matrizes b acima. E um resultado quase evidente
que a troca de estados pode ocorrer somente sob condigoes de ressonancia quando w; = wo,
assumindo para efeito de simplicidade que w; = ws = 1 no Hamiltoniano (2.85). Além
disso nao ha perda de generalidade alguma para o problema se consideramos um sistema
de unidades onde A = 1. Assim, o problema de se determinar a forma do propagador para
este modelo consiste basicamente em buscar a solucao do sistema de equacgoes diferenciais
(2.49)-(2.50). A solugao do sistema de equagoes diferenciais ordinérias de primeira ordem
fornece a solugcao exata para o propagador, o que permitiria uma analise mais geral do
acoplamento dos osciladores, levando em consideracao valores arbitrarios das constantes
de acoplamento. Estamos sempre interessados somente na situacao de modos fracamente
acoplados de maneira que consideramos a solu¢ao de matriz A na condi¢cao de acoplamento
fraco, |y,| < 1; isso implica que termos do tipo 7;7; podem ser desprezados em todas as
nossas equagoes. A partir do sistema de equagdes (2.49)-(2.50) podemos construir equagoes

diferenciais de segunda ordem, para cada uma das matrizes A\, na forma

a2\, d\

_ T = =1 2.94
dtQ dt \-73+)\1L74 Oa ? 737 ( 9 )
A\, d\; ,
di2 + dt jl + )\ljg = O, 1= 2, 4, (295)

onde as matrizes [J sao expressas em termos das matrizes b de acordo com a equagoes

._71 == b2 - b;lb3b4, jz = b1b4 - bgb21b3b4, (296)
Ty = by — b7 boby,  Ju = baby — bsby by (2.97)

Suprimindo os termos quadraticos nas constantes de acoplamento (limite do acoplamento

fraco), as matrizes J s@o dadas explicitamente na forma

J1=[ ! ”]ww), j2:[1 "+ o), (2.98)

—v 0 J
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+ O(v?), (2.99)

0 —v
.|
v 0

1
+0(7?), ﬂ:[ s

onde definimos as constantes y e v em termos das constantes 7 como

H=7+t% V=773 (2.100)

A matriz A3 esta presente no prefator da exponencial do propagador (2.82) e satisfaz a

0 v 1
]+>\3[ g
-v 0 w1

com as condigoes iniciais para a equagao (2.101) sao dadas de acordo com

equacao

Az 4+ Az +0(¥*) =0, (2.101)

A3(0) =0, A3(0) = —by. (2.102)

A equacgao (2.101) possui coeficientes constantes no tempo. Isto implica que ela pode
ser facilmente resolvida por métodos elementares de equagoes diferenciais ordinarias. O

polinémio caracteristico associado a equagao (2.101) é dado por
P(&) =&+ 2+ )8+ (1 —p*) +0(v?)

cujas rafzes sao dadas por & = +i(1 + k) +O(+?) onde

K= %\/u2+u2+(9('y2). (2.103)

Nesta solucao temos negligenciado termos de ordem igual e superior a k, em concordancia
com a aproximagao estabelecida no regime de acoplamento fraco. Isso implica, obviamente,
que estamos considerando solucoes vélidas até tempos ¢ da ordem de x~!, sendo este um
aspecto importante a ser sempre observado em problemas nos quais se aplicam quaisquer
métodos perturbativos. No calculo dos elementos da matriz A3 todos os termos de ordem g,
v e Kk nas amplitudes dos elementos das matrizes A sao desconsiderados. A partir da solugao

geral da equagao (2.101) e das condigoes iniciais (2.102) a matriz A3 assume a forma

—sentcosT sen 7sen (t —
s = E=2) L o), (2.104)
—sen7sen (t+¢)  —sentcosT

no qual 7 = st denominamos tempo lento e a fase ¢ esté definida através das relagoes
(= 2Ksen v, U = 2K COS . (2.105)

Com a mesma precisao considerada acima, temos Ay = —\3, onde o pontilhado significa
diferenciacao com respeito ao tempo rdpido t, tomando o tempo lento T como um parametro

fixo. Assim a matriz A4 é dada por

costcosT —sen 7 cos(t —
Ay = =91 op). (2.106)

sen T cos(t + @) costcosT
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Observamos que nao ha necessidade de se calcular a matriz A; de forma independente,
pois para qualquer operador Hamiltoniano quadrético cujos coeficientes sao fungoes inde-
pendentes do tempo as identidades A\ (t) = My(—t) e (MAZY) (1) = — (A5'Aa) (—t) sdo
verificadas. Neste caso, em particular, temos A(t) = A{(t) devido a forma especifica da

matriz (2.106). A matriz inversa A\;' pode ser facilmente determinada

—sentcosT —sen Tsen (t —
A=A A o),
senTsen (t + ¢) —sentcos T
com o determinante de A3 escrito na forma
A = detA; = sen *t — sen *psen *7. (2.107)

Com as matrizes A determinadas o propagador fica perfeitamente determinado a partir da
sua forma geral (2.82) e a evolu¢ao dinAmica do sistema para quaisquer estados iniciais

arbitrarios pode ser obtida em qualquer instante de tempo ¢ > 0.

2.5.1 Forma explicita do propagador e condicoes de troca de es-

tados

Portanto, a partir dos resultados anteriores é possivel escrever o propagador para o
caso em que o acoplamento é independente do tempo porém nao apresentamos os passos
matemaéticos de modo detalhado, isto para nao tornar a leitura um tanto tediosa. Atemo-
nos as idéias fundamentais e aos resultados importantes obtidos. Assim sendo, substituindo
as expressoes para as matrizes A em (2.82) que na forma ressonante dos modos temos para

o propagador

iM i
G , ’ I, /; ,t: |: 2 2 o — 2 92 2 2
(21, T9, 2}, 25 7, 1) Y exp {_4A (23 +2%) (sen sen *rsen 2¢) + (23+27)
x (sen 2t+sen *tsen 2p) — 2sen 27sen ¢ (v122+2xy) — 4sentcosT

X (z12] +w2xh) + 4sen T [xoxsen (t+¢) — x12hsen (t—ap)]} }, (2.108)

onde M =+ 1 é denominado indice de Maslov, que depende dos detalhes da evolugao
dinamica. E necessario que determinemos o sinal da raiz quadrada no prefator da expo-
nencial, especialmente quando o argumento desta raiz for negativo. Entretanto, como o
valor real de M nao é importante para nosso objetivo, nao necessitamos obter seu valor
preciso.

Para valores de k < 1, t e 7 podem ser consideradas efetivamente como variaveis inde-

pendentes, uma vez que um acréscimo em ¢ por um fator de /2, por exemplo, que altera
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completamente os valores das fungoes sent e cost, nao produz uma alteracao substan-
cial nas fungoes sen 7 e cos 7. Dessa forma, podemos considerar 7 nas expressoes para as
matrizes A e propagador como um parametro que varia lentamente comparado ao tempo
t.

Para valores arbitrarios de ¢, 7 e ¢ a forma quadrética no argumento do propagador
(2.108) contém todos os possiveis produtos de argumentos, de modo que a fatoragdo do
propagador na forma (2.93) é impossivel. Entretanto, ocorre dois casos especiais. O
primeiro é quando temos senT = 0. Mas é o caso trivial, uma vez que a funcao (2.108)
fatora-se em um produto de dois propagadores independentes para cada um dos osciladores
do sistema, sem que haja qualquer interacao entre eles e esta situagao nada nos oferece.
No entanto, uma situacao nao trivial acontece se cos 7 = 0, ou seja, quando os valores de 7
sao dados por 7, = m(n+ 1/2) com n = 0,1, .... Entao, nesta situagao, todos as matrizes

A tornam-se anti-diagonais e para tempos rapidos arbitrarios, resulta em um propagador

na forma
iM
G(x1, T2, 2, Th; Th ) = exp{ ————[cos(t+
( 1y &2y L1y 42y in ) 27r\/sen(t—g0)sen(t+cp) {QSen(t+gp)[ ( 90)
1
x (21+25) — 2u,2125] + Ssen (=) [cos(t—y) (z3+2T) + 2u,]25] }, (2.109)

no qual definimos v,, = sent, = (—1)".

Podemos reconhecer imediatamente na expressao (2.109) um produto de duas fungoes
bem conhecidas [21,22]; os propagadores dos osciladores harmoénicos quanticos livres. Con-
sequentemente, o propagador de dois modos acoplados (2.109) na verdade possui a forma
(2.93) com t; =t — p, to = t+ p, S5 = —81 = vy, significando que ocorre uma troca
de estados do segundo tipo em T = 7,. Isto é um resultado verdadeiro para quaisquer
estados iniciais e valores arbitrariamente pequenos das constantes de acoplamento. Como
para uma troca de estados do primeiro tipo, ela pode ocorrer somente quando a diferenga
to—t1 = 2¢p for zero ou um multiplo de 7 devido a periodicidade do movimento do oscilador
harmonico quantico.

Detalhes mais gerais podem ser vistos em [17], onde as condigoes de troca de estados
quanticos sao verificadas de forma mais criteriosa. Uma analise mais geral do hamiltoniano

pode ser verificada, ou seja, introduzindo os operadores de aniquilagao bosoénicos

I

a parte de interacao do Hamiltoniano (2.85) fica escrita na forma

a 1+ 1Py A o + 1D
1:—

2Hins = (V1 4 Y4 + 172 — 1y3) @ + (71 + Y4 — i + 17y3) Gy
+ (Y4 — Y1 — iye — iy3) Gady + (Y4 — Y1 + iy + i7s) Ghal.
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Os primeiros dois termos podem ser escritos na forma ( uﬂy)&ldg +h.c., correspondendo
a aproximagao de onda girante (AOG) (ou do termo em inglés “rotating wave approrima-
tion”). Desde que, usualmente, estes termos descrevem efeitos de espalhamento, nao nos
surpreende serem eles os responsaveis pela troca de estados quanticos. Sao os coeficientes

dos termos da aproximagao de onda girante

M+t —iy3 e 1+ — iy + i3,

assumindo valores reais ou imaginérios puros, que permitem a troca do primeiro tipo para
quaisquer estados iniciais arbitrarios. Além disso, as propriedades de troca de estados
sao diferentes quando g = 0 ou v = 0. Observemos, também, que a contribui¢cao da parte
relativa a aproximagao de onda contra-girante, que diz respeito as oscilagoes réapidas e estao
dadas pelos fatores ajas € aiag, nao é essencial a nossa analise no limite de acoplamento

fraco.

2.6 Acoplamento dependente do tempo

Se as frequéncias wy e wy sao diferentes, o processo de ressonancia pode ocorrer somente
quando as constantes de acoplamento v; sao funcoes periddicas do tempo, com frequéncia
7 = wy — wy. Para analisar o efeito desta ressonancia na troca da identidade quéantica entre
os modos acoplados do sistema, consideramos o Hamiltoniano dependente do tempo na

forma

1, R . R o L o o
0= 2 (7 + 3 + widi + wid3) + D(t) (vip1pa + Yeb1d2 + vad1P2 + 1ad1da)

no qual definimos I'(t) = cos(nt), de forma que podemos construir também as matrizes b.
Com estes argumentos, nas equacoes diferenciais (2.94)-(2.95) as matrizes J dependentes

do tempo estao determinadas a partir das matrizes b segundo as equagoes

db dby db
Ji = by — by bsby — b;ld—;, To = biby — bobj "bsby — begld—; n d_;,
_ _,db _ _,dby db

No limite de acoplamento fraco, as matrizes J podem ser determinadas conforme as
equagoes (2.98)-(2.99). Temos, por exemplo, que cada linha da matriz A3 (ou A\;) pode
ser considerada como um vetor linha v = (A1, A\p) = (v1,v9), com | = 1,2. Portanto, a

equacao diferencial para A3 é equivalente a equacao vetorial
V+Fv=N({t)v+ Q(t)v, (2.110)

com a matriz diagonal F = diag (w?, w?) no lado esquerdo, e as matrizes nao-diagonais

lat] o5
hs 0 —hy O

30



2.6. ACOPLAMENTO DEPENDENTE DO TEMPO

no lado direito. Temos ainda I'(t) = —nsen (nt) e os elementos h dados por

= (12 =) I(t) + 71F( ),
= (4 +win) T(t) — 7D(t)
= (13 =) I(t) + ”er( );
= (74 +wiy) T(t) — ()

Neste caso, as equagoes diferenciais de segunda ordem para as matrizes A diferem do
caso anterior pelo fato de seus coeficientes dependerem explicitamente do tempo. Temos
que considerar os métodos apropriados para obter as solugoes destas equagoes. Uma vez
que as amplitudes dos coeficientes 7; sao consideradas pequenas (limite de acoplamento
fraco), temos a opcao de aplicar métodos assintéticos como, por exemplo, o esquema de
Bogoliubov-Mitropolsky ou o método das escalas multiplas [2]. Portanto, em problemas
cuja frequéncia ou acoplamento sao dependente do tempo, héd uma necessidade de se utilizar
métodos assintoticos na resolugao destas equagoes diferenciais, desde que considerados nos
limites da teoria de perturba¢ao. Nao vamos expor explicitamente os resultados, pois podem
ser visto em [17], e sim entender os tipos de métodos envolvidos para a solucao futura de

nosso problema proposto.

2.6.1 O propagador ressonante e a troca de estados quanticos

Apenas por uma questao de simplificagao, introduzimos as novas coordenadas y; se-

gundo a transformagao de escala
Yi = \/Wii. (2.111)
Substituindo as solugoes encontradas para a matriz A; acima e considerando as transfor-

magoes de escala (2.111 ), o propagador para os modos ressonantes fracamente acoplados

pode ser expresso na forma

/ / ZM Z / /
G (Y1, Y2, Y1, Ya; T, 1) = N exp { oA, [52(75)01(15) (yi+y7) + S1()Ca(t) (3 +5)

+ sen 7 [sen g cos ¢, (y5—u7) + cospsen @, (y© —y5)] + 2sen7(yayisen (wit+¢)
— y1yhsen (wat — )] — sen 27 (sen py 1y + sen @, y1ys) — 2cos 7 [Sa2(H)y1y) + S1(t)y2ys) } },
no qual escrevemos o determinante A, da matriz A3 como
A, = wiwy det Ay = 51595 — sen 2Tsen psen O, (2.112)

com as fungdes trigonomeétricas S;(t), C;(t) e a fase ¢, dados por
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S;j=senw;t, Cj=coswjt (j=1,2), ¢,=¢p+nt.

Como no caso das frequéncias idénticas, a troca de estados do sequndo tipo pode ocorrer
para quaisquer estados iniciais arbitrarios desde que cosT = 0, ou seja, para valores 7 =
Tp, = m(n+1/2) com n = 0,1,.... Considerando as defini¢goes de M e v,, como na segao

anterior, para esses valores 7,, o propagador fica escrito como

. M cos(wit + 2yl
G(Y1, Y23 Y1, Yai T t) = —— exp { — ot +0) b1 +43)
2miv/sen (wat — p)sen (wit + ¢) 2isen (wit + )
20at1yy  cos(wat — @) (Y3 + Y1) + 2unyiy2 (2.113)
2isen (w1t + ¢) 2isen (wat — ) ’ '
o qual pode ser fatorado na forma (2.93) com os fatores de escala sy = —s; = v,, e tempos
efetivos
=22 =y P
w1 w1 %)) %)

De forma analoga ao caso da troca de estados do primeiro tipo, o mesmo pode acontecer
desde que a razao entre as frequéncias w; e w; seja convenientemente ajustada com os
valores dos coeficientes de acoplamento. Analisando a forma do propagador (2.113) é facil
notarmos que ele sera fatorado em um produto de duas func¢oes delta de Dirac nos instantes
de tempo t, se

wity = (q—x)T™ € wot, = (p+ X)T,

em que p,q sao inteiros e x = ¢/m com —1 < x < 1. Combinando os resultados acima,
obtemos as equacoes definindo precisamente o instante ¢, a partir das frequéncias distintas
w; e dos inteiros p, ¢, configurando assim as condigoes de troca de identidade do primeiro
tipo:

= Pte w1 _4-X (2.114)

w1+ wo w2  ptXx
Em particular, quando temos y = 0, equivalente a escolha g = 0, a razdo w;/wy pode ser
qualquer nimero racional na forma ¢/p. Entretanto, para x = £1/2, equivalente a vy = 0,
obtemos a relacao
w1

L= (2 - 1)/(2p+1). (2.115)

Embora a razao precise ser um numero racional, observamos que nao pode assumir um
valor arbitrario. Por exemplo, o caso em que w;/ws assume valores pares 2,4,6, ... esta
naturalmente excluido.

Por outro lado, podemos obter a troca de estados quanticos do primeiro tipo quando
ambos os coeficientes p e v sao diferentes de zero, escolhendo para tanto valores apropriados
para as frequéncias. Por exemplo, para u = v > 0, quando x = 1/4, a frequéncia precisa

satisfazer a relacdo w;/wy = (4¢g — 1)/(4p + 1). Além disso, os nimeros naturais p e ¢
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. 1/2 s

precisam ter valores grandes, da ordem de [wiwsy/ (ud + 12)] /2 Contudo, & facil mostrar
que se algum par de inteiros py e qo for encontrado, entao existe um namero infinito de
outros pares, desde que x seja um numero racional: x = a/b com inteiros a e b. A féormula

geral descrevendo tais pares é
p:n(bp0+a)+p07 q:n(bQO_Q)+QO; n:071727"'

Para valores irracionais de x e da razao w;/wy, somente um par de inteiros p, ¢ pode ser
encontrado, a menos que x seja aproximadamente um numero racional. Ainda, para y
sendo um nimero racional, uma troca de estados do primeiro tipo pode ocorrer, somente
de forma aproximada, sendo exata com algumas excecoes. Isto ocorre porque o tempo lento
T nado é completamente independente para o tempo ¢ real; as condigdes 7 = (n+ 1/2)7 e
t = t. podem ser exatamente satisfeitas somente sob certas cisrcustancias (descrita pelos
valores apropriados dos parametros do sistema).

Conforme exemplificado por Castro at al em [3| a representagao grafica da troca de
identidade quéntica para os osciladores fracamente acoplados esta definida pela equacgao
(2.87), onde para as trocas de primeiro e sequndo tipo podem ser verificadas fazendo
as escolhas devidas para os parametros do sistema: estados iniciais do sistema, valores da
intensidade das constantes de acoplamento e fase do sistema. Assim através dos graficos na
figura (2.1)-(2.2) observamos exemplos dos diferentes tipos de trocas de estados quanticos.
Em todos os graficos a superficie A representa o estado inicial, enquanto a superficie C
corresponde aos instantes de tempo quando a troca de estado do primeiro tipo acontece.
Em todos os casos considerados, fizemos escolhas adequadas para os valores dos parametros
do sistema em unidades adimensionais, fixando m = w = A = 1. Os valores nao nulos de p
e v sao escolhidos iguais a 0,02 de tal modo que k = 0,010 e 7 = 0,010¢ no caso de ¢ = 0,
enquanto £ = 0,014 no caso de ¢ = m/4. Nos procedimento de simulagao, ao contrario das
consideracoes anteriores, nao podemos assumir que ¢t e 7 sejam variaveis independentes.
Com relacao aos estados iniciais, para o primeiro oscilador indexado com a coordenada x1,

escolhemos o estado comprimido deslocado

S (21;0) = (ms) Y*exp [— (21 — 1)’ /(2s)] (2.116)

x10

com s = 0,36 e x19 = 3,86. O grafico 2.1 descreve o caso quando o segundo oscilador,

indexado pela coordenada x5, encontra-se inicialmente no estado de vacuo
Yo(22;0) = 7 Y4 exp (—23/2) . (2.117)

Para ¢ = p = 0, uma troca de estados quanticos do primeiro tipo ocorre no instante
t = 157,08 ~ 507 quando 7 = 7/2. A densidade de probabilidade neste instante esta dada

pela superficie C, que é obviamente a superficie A rodada de 90 graus. A superficie B
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mostra uma troca de estados do segundo tipo, para o valor de ¢ = 7/4 com p = v > 0: no
instante t = (35—1/4)m ~ 109, 17 e 7 &~ 1, 54, o primeiro oscilador encontra-se no estado de
vacuo, enquanto o segundo oscilador assume a identidade do estado comprimido, com um
valor alterado de coeficiente de compressao s’ = 1/s e o centro do pacote deslocado para a
origem do sistema de coordenadas. Esta troca corresponde perfeitamente ao estado inicial
comprimido deslocado no tempo por um quarto do periodo. Todas estas simula¢oes foram
efetuadas para os estados gaussianos do oscilador harmoénico. Para melhor caracterizar
a arbitrariedade dos estados, podemos escolher como um estado inicial um estado nao
gaussiano. Deste modo, na figura 2.2 observamos a situacao em que o segundo oscilador

estd em um estado de Fock
U, (195 0) = (2"n)) 72 ho(22) Hp (2), (2.118)

com n = 2, H,(xz) um polinémio de Hermite e 1g(x2) a fun¢do de onda do vacuo do

oscilador. Diminuindo os valores das constantes de acoplamento do sistema, podemos

Figura 2.1: Trocas do primeiro (C) e do segundo (B) tipo entre o estado de vacuo e estado
comprimido com s = 0,36 e g = 3,86. A: densidade de probabilidade inicial. C: densidade
de probabilidade no instante t = 157,08 ~ 507 (7 = 7/2) para ¢ = u=0e v =0,02. B:
densidade de probabilidade ¢ = 7/4 (1 = v = 0,02) no instante ¢t = (35— 1/4)r ~ 109, 17.

obter melhores condicoes para a troca dos estados quanticos. Porém, o tempo de troca
aumenta inversamente proporcional aos valores da constante de acoplamento.
Assim, para osciladores de frequéncias distintas e fracamente acoplados, estudamos

os diferentes tipos de trocas de estados quanticos para condigoes arbitrarias, além das
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0.51

/' \\' \/’ ""\\

Figura 2.2: A evolugao da distribuicao inicial para ¢ = 0 e v = 0,02. A: o primeiro
oscilador no estado comprimido com s = 0, 36, ¢y = 3,85 e o segundo oscilador no estado
de Fock com n = 2. B: densidade de probabilidade para uma escolha arbitraria de tempo
t = 67,32 ~ 21,437 (1 = 7/5). C: a troca de estado do primeiro tipo para t = 157,08 =
50m e T R T/2.

condigoes sob as quais elas podem ocorrer. A condi¢ao de ressonancia, quando w; = wo,
é necessaria para haver troca de identidade quantica entre os diferentes subsistemas, na
condi¢ao em que o acoplamento é independente do tempo. A partir destas argumentagoes
nos inspiramos em um modelo de dois osciladores acoplados cuja estrutura de acopla-
mento nao é depedente do tempo, mas no qual um dos osciladores esta sob o efeito de
uma excitagao paramétrica quantica: sua frequéncia w; depende explicitamente do tempo
através de uma funcao periddica. Neste caso é importante ter em mente que a condicao
de ressonancia wq(t) = wq ocorrera somente em alguns instantes de tempo bem definidos
ao longo da evolucao dinamica do sistema. Nestas condigoes, para caso de acoplamento
fraco independente do tempo, surge a questao: € possivel haver troca de propriedades dos
estados qudnticos iniciais entre os diferentes osciladores acoplados? Isto é essencialmente
um dos pontos centrais a ser abordado neste trabalho.

A modificag@o na estrututa geral do hamiltoniano se dé apenas por uma transformagao
nas componentes de quadraturas, através das equagoes (2.84), de forma que introduzimos
o fato de frequéncia paramétrica como,

1
wj=1/1+er;(t) =1+ 557"]-(15) + 0(e?),

quando ¢ = 0 retornamos ao caso de frequéncia constates, assim verificamos que na ex-
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citacao paramétrica o efeito da correcao de ordem zero para o parametro £ é o mesmo
nas componentes de coordenadas e componentes de quadraturas. O problema de dois os-
ciladores acoplados, considerando apenas um dos modos com frequéncia variante no tempo,
tem como operador Hamiltoniano na forma

A 1. R . R o o o L
H = 5[]9% + P54 wi (t)a7 + 23] + eCo(&122 + P1pa) + €C1(21P2 — P1d2), (2.119)

onde wi(t) = 1+ 8er(t), ri(t) = 8r(t), r(t) = cosnt e o acoplamento entre os dois é do
tipo aproximagao de onda girante [3] também ja discutido anteriormente. Da mesma forma
que encontramos os elementos das matrizes \'s para o operador hamiltoniano mais geral,
vamos aqui encontrar tais elementos destas matrizes para o hamiltoniano em (2.119).
Podemos supor uma condicao inicial para a funcao de onda na sua forma fatorada dada
por,
Y (21, 29;0) = 1y (1) 1 (29) (2.120)
isto é, os modos estao desacoplados no instante inicial. A funcdo de onda para tempos

futuros ¢t > 0 pode ser escrita por
¥ (21, 2;1) =/G(xl,xa;xi,x’z;t)lb(I’l,x’z;O) daydz, (2.121)

onde G (x1,xq; 2, xh;t) é o propagador da equac¢do de Schrodinger com Hamiltoniano

(2.119). Neste caso, a forma explicita do propagador esta dada por [4]

G (x9;x7;t) = [det (—27?2'/\3)]_1/2 exp {—% [XQ/\gl)\4X2 — 2% 05 1%y + X1/\1/\3_1X1] } ,
(2.122)
uma vez que C = 0 e consequentemente 6, = 0. As matrizes \;(t) de ordem 2 satisfazem
o sistema de equagoes diferenciais lineares dada pelas equagoes (2.49)-(2.51), sujeito as

condigoes (2.41) (E5 é uma matriz identidade de ordem 2)

10
01/

Para o Hamiltoniano (2.119) temos as matrizes blocos b;, j = 1,2,3,4, e c;, j = 1,2

EQI

dadas por
- 1 eGo - 0 —eG o 0 e
bl_[gco 1 ]7b2_[8<_1 0 ]7b3_[_8C1 0 ]7 (2123)
by — [ wi(t) eCo ] o=y [ 0 ] . (2.124)
e 1 0
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Com os elementos das matrizes blocos (2.123)-(2.124), determinamos o conjunto de equagoes
diferenciais para as matrizes A(t) conforme (2.45) e os seus resultados em (2.49-2.51). Es-

crevendo as matrizes A\'s mais explicitamente obtemos a forma

u u v v
M=, = b P (2.125)
us Uy i L V3 U4y i
iy 5 @
A=, = (2.126)
s R

que substituidos nas equagoes (2.49-2.51), obtemos a forma geral do sistema de equagoes
diferenciais que determina as matrizes \'s. Para a matrizes \; e \y as equacoes estao dadas

na forma compacta por

du; dv;

pri —eu; G — v; — €v,Co, ol wi(t)u; + euily — vy, (2.127)
du; dv;
% = —ew; G — €v; o — vy, % = eu;Co + u; + ev;(y, (2.128)

ondet = 1,7 =2 e = 3,7 =4, enquanto que para as matrizes A3 e A4y temos a mesma
configuragao de solugoes mediante troca de simbolos de u;,v; para u;,v;. Estas equagoes

diferenciais estao sujeitas as condic¢oes iniciais

[ w(0) w(0) ] _[1 0] | [ 01(0) w(0) | _[0 0] , (2.129)
L us(0) w(0) | [0 1] [ us0) w©) | [0 0

0 (0) #(0) | _ B R N (2.130)
| a3(0) @l(0) | | 1 [ 90) 040) ] | O 1]

conforme as equagoes (2.48).

Determinadas as equagoes diferenciais (2.127)-(2.128) com as suas respectivas condigoes
iniciais (2.129)-(2.130), as solugoes de matrizes \'s e o correspondente propagador pode ser
determinado. No entanto, dado o grau de acoplamento das equagoes nos sistemas, isto é,
oito equacoes acopladas, somos induzidos a considerar o sistema em alguma condi¢ao que
introduza uma simplificagao razoavel do ponto de vista operacional e aceitavel do ponto
de vista fisico. Considerando que o sistema em estudo estd modelando modos acoplados
do campo eletromagnético, as interagoes se processam nos dominios das interagoes fracas;
a intensidade do acoplamento é tomada. Isto implica para as constantes de acoplamento

no Hamiltoniano de interacao,
Hy = eCo(d139 + pipa) + £C1(E1p2 — Pria), (2.131)

um valor pequeno. Dessa maneira podemos considerar os sistemas de equagoes diferencias

no limite de acoplamento fraco, sujeita a condicao 2(;(, < 1.
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Nos dominios de uma teoria de pertubagao consideramos as equagoes até correcoes de
primeira ordem no parametro €. Conforme discutido em [3| as corre¢oes de ordem zero
sao suficientes para considerar de forma aproximada os efeitos do acoplamento no sistema,
pelo menos nos primeiros instantes da evolucao dindmica. A partir desta argumentacao,
reduzimos as equagoes diferenciais de primeira ordem para as matrizes \'s, um conjunto
de equacoes diferenciais de segunda ordem, isto pode ser visto em maiores detalhes no
apéndice A4.

Entao, determinamos primeiramente as matrizes inversas das matrizes blocos b;, dadas

por
| - 12 2 8C02 2 0 L
-1 _ —1+€2¢ —1+€2¢ -1 _
b= P el 661 , (2.132)
| —1+82C§ —].-‘1-82(3 eC1
1 [ 0 —é 1 - —w2(t;+€242 _w2(i§3_5242
b3 - 1 0 5 b4 — 1540 0 1 w%(t) 0 5 (2133)
L &G —2®)+e2E —wit)+e2

e definimos as matrizes &; ,em termos das matrizes b;, segundo as equagoes:

db db, db

£ =by— b bsb, — b;ld—t“, &£ =bibs — byb; 'bsb, — bgbgld—; + d—;, (2.134)
b b, db

&3 = by — by 'byby — b;l%, €4 = byb; — bsb;'byby — bgbfl% - %. (2.135)

Tais matrizes podem ser identificadas com a forma geral do sistema de equagoes de primeira
ordem (2.127)-(2.128) (de acordo com o desenvolvimento no apéndice A4). Assim, no
limite do acoplamento fraco, simplificamos consideravelmente os calculos para a solugao do
problema dindmico correspondente ao operador. As equacoes diferenciais suficientes para

a descricao fisica do sistema assumem a forma

2N\, d\; .
dt; — d—;é‘g +XE =0, j=1,3, (2.136)
2N\, d\; .
o St NE =0, j=24 (2.137)

onde negligenciamos os termos da ordem de 2. Deste modo obtivemos equacoes diferenciais
de segunda ordem acopladas para os elementos da linha das matrizes \’s, que podem ser
divididas em dois grupos distintos. Temos o primeiro grupo para as matrizes A (t) e A3(¢)

na forma
ity + wi(t)uy + 2¢(Grtg + Goug) = 0,
Sy (2.138)

iy + up — 2e(Criy — Gour) = 0.
De modo similar, para o segundo grupo para as matrizes A®(t) e A (t) temos
1 + wi (t)vr — Eeinr + 2¢(Crv2 + Gova) = 0,
Sy : (2.139)
Uy 4 v2 — 26(Ci0y — Govq) = 0.
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Observe que os termos de acoplamento das equagoes em S; e Sy ocorrem em corregoes de
primeira ordem no parametro ¢, isto porque, ja na proépria estrutura do hamiltoniano dada
pela equagao (2.119), o acoplamento do sistema é considerado fraco.

Além das corregoes dadas pelo parametro ¢, o sistema de equagoes (2.138-2.139), nos

mostra equagoes diferenciais do tipo
i + W (t)u = 0, (2.140)

conhecidas na literatura como equagao de Mathieu. Tal equacao é utilizada em mecéanica
classica nos problemas de vibragoes nao lineares, analizando a estabilidade das solugoes
da sua dinamica classificando-as em solugbes estéaveis e instéveis (teoria de pertubagao).
Outra utilizagao é em sistemas onde uma forca peridédica é aplicada, similiar ao problema
de uma excitagao paramétrica atuando no sistema. Uma forma de tratar a equagao de
Mathieu é aplicacao da teoria de Floquet, onde sua equacao diferencial é dita linear com
coeficientes periddicos.

Em contraste aos sistemas sob agao de uma exitacao externa, em geral descrito por
equagoes diferenciais com coeficientes constantes ou que variam lentamente no tempo,
as excitagoes paramétricas conduzem-nos a equacoes diferenciais com coeficientes variando
rapidamente no tempo, usualmente de forma peridédica. Além disso, uma pequena excitacao
paramétrica pode produzir uma resposta eficaz mesmo quando a frequéncia da excitacao
for distante da frequéncia natural do sistema. Neste aspecto, é visto uma grande aplicacao
da equacdo de Mathieu também em mecénica quéantica 23], juntamente com os métodos
de solucao da sua equacao diferencial.

Apos esta anélise das equagoes em (2.138-2.139), observando o aspecto dos acoplamen-
tos e também o papel central da equagao de Mathieu, podemos tratar em uma primeira
aproximacao, o acoplamento como um fator perturbativo nas equacoes diferenciais, sug-
erindo dessa forma a aplicacao de algum método assintético para a solugao geral destas
equagoes. Varios sao os métodos utilizados em problemas assintoticos, dentre eles temos o
método das escalas multiplas, o método por via direta, o método de Lindsted’s [2] etc. Aqui
vamos utilizar o método das escalas miiltiplas, cujo detalhes deixaremos para o proximo
capitulo.

Assim, os sistemas de equagoes diferenciais de segunda ordem acopladas podem ser
resolvidos para um caso especial do limite do acoplamento fraco (¢2(;¢x < 1), onde a
frequéncia do oscilador paramétrico varia de uma quantidade pequena em torno de uma
unidade de frequéncia (a frequéncia do segundo oscilador); w?(t) = 1 + 8er(t) e fe < 1
ainda r(t) = cosnt. O primeiro passo para a analise da dinAmica do sistema esta dado com
a determinacao das equagoes (2.138)-(2.139). Vamos agora apresentar uma breve revisao

do método das escalas multiplas nos contextos da fisica classica e quantica.
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2.7 Conclusao

Neste capitulo expomos de maneira resumida a teoria do propagador para o caso par-
ticular dos operadores Hamiltonianos quadraticos. Revisamos os conceitos de invariantes
quanticos na sistemética operacional desenvolvido por Dodonov [4] e abordamos os pon-
tos centrais necesséarios & compreensao do problema. Uma vez que esta formulagao esta
perfeitamente definida na literatura e para o problema em estudo sao relevantes apenas
a forma final do propagador e sua aplicabilidade, neste este capitulo ilustrando como se
determinar a forma do propagador para operadores Hamiltonianos quadréticos a partir das
matrizes A(t) e A(t). Além disso, consideramos a sua aplicabilidade no estudo de troca de
estados quanticos em osciladores acoplados, mostrando como a partir do propagador ou das
matrizes \'s podemos caracterizar as condicoes de troca de estados quanticos. Mostramos
também que nosso modelo de trabalho, surge das transformacoes de coordenadas de um
hamiltoniano mais geral, onde o efeito paramétrico em uma das frequéncias dos modos
acoplados nos sugerem buscar solucoes pertubativas. Isto nos motivou a aplicagao do
método das escalas multiplas para se determinar a solugdo de matrizes \'s, observando
neste trabalho a importancia do estudo da equagao de Mathieu tanto nos dominios da

fisica classica quanto da fisica quantica a que veremos a seguir.
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Capitulo 3

Método das Escalas Mnutiplas

3.1 Introducao

Convencionalmente o acoplamento-fraco de Rayleigh-Schrodinger [24, 25] é um dos
problemas tratados em teorias de pertubagao onde os acoplamentos podem ser vistos como
ordens sucessivas dentro de uma série de acoplamentos ressonantes. O método das es-
calas multiplas(MEM) é um poderoso método perturbativo pois analisa quantitativamente
os comportamentos fisicos caracteristicos em diferentes escalas de tempo associadas a um
dado sistema dindmico. A idéia principal do MEM consiste no fato de sistemas dinami-
cos poderem exibir comportamentos fisicos distintos em diferentes escalas de comprimento
ou de tempo. Se uma série perturbativa em um paradmetro convenientemente estabele-
cido for usada para resolver um dado problema entao hé frequentemente um acoplamento
ressonante entre as distintas ordens sucessivas do parametro da série perturbativa. Estes
acoplamentos gerais, os chamados termos seculares da série (os termos que crescem rap-
idamente como fungoes nas diferentes escalas definidas). Termos seculares impoem um
crescimento rapido para os valores das solucoes para pequenas variacoes de suas variaveis
e a exigéncia fisica de solugoes regulares ou finitas para sistemas dindmicos nos dominios
da teoria de perturbagao implica em certas restricoes sobre os termos seculares. O MEM
reorganiza os termos da série de forma a eliminar o crescimento rapido, permitindo uma de-
scricao quantitativa dos comportamentos caracteristicos que ocorrem nas diferentes escalas,
definindo solugoes regulares para o sistema em estudo.

Este método é aplicado em varios problemas relacionados a efeitos nao lineares de
equagoes diferenciais tanto em mecanica classica (i.e equagao de duffing) quanto em mecénica
quéantica (i.e equagao de movimento de Heisenberg, equacao de Schrodinger) [23,26-29).
Em problemas relacionados a 6tica quantica, por exemplo, o método das escalas multi-
plas permite estudar de forma analitica o efeito da modulagao da amplitude em um feixe

monocromatico, produzido pela excitacao de um modelo de d&tomos acoplados através de
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dois lasers com frequéncias diferentes [30]. Também em problemas relacinados com a in-
teracdo e quantizagdo em cavidades quéanticas com paredes oscilantes [23|. Este ultimo
motivou a nossa proposta de estudo etc. Portanto, neste capitulo vamos considerar uma
breve revisao dos aspectos gerais do método das escalas miltiplas em problemas de fisica

classica e quantica.

3.2 Aspectos Gerais do Método das Escalas Miiltiplas

Estamos interessados em como obtemos solugoes assintoticas de equacoes diferenci-
ais, que nem sempre podem ser resolvidas de forma exata. Em geral, para as equacoes
diferenciais de sistemas nao lineares, utilizam-se métodos assintéticos para se obter suas
solugdes aproximadas [2,24,25,31]. Um exemplo interessante é o do movimento oscilatorio
unidimensional sob agao de uma forca central. Para este sistema consideramos equacao

para a posicao u do oscilador, dada na forma geral:
i+ f(u) =0, (3.1)

onde f(u) é uma fungao nao-linear, onde a partir dela podemos assumir equagoes do tipo
oscilador harménico, equagao de duffing etc. Portanto f(u) é um caso geral onde podemos
identificar o tipo de linearidade que a equacgao diferencial pode assumir em um determinado
sistema fisico. Assim varias técnicas para obter solu¢oes aproximadas podem ser utilizadas.

Prosseguindo, reescrevemos (3.1) em um sistema de coordenadas conveniente, tal que
T = u— ug, com ug a posicao de equilibrio do oscilador. Assim temos a equacao diferencial
reescrita na forma

i+ f(x +wup) =0. (3.2)

Verifica-se que f pode ser expandindo em série de Taylor em torno do ponto ug. Com este

procedimento, estamos em busca de solugoes aproximadas para nossa equagao. Logo

N
[+ ug) = Z ", (3.3)
n=1
com ]

e f™ denotando as n-ésimas derivadas no ponto ug. As condicdes iniciais sio dadas
pela posicao inicial u(0) e a sua velocidade inicial @(0). A partir das condigoes iniciais
determina-se as solu¢oes de maneira tnica.

No método das escalas multiplas, a idéia principal é aplicar uma transformac¢ao na

equagao diferencial em estudo, sendo ela linear ou nao, gerando uma série de equagoes
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diferenciais lineares acopladas. Para tornar mais explicito esta definicao o método define
n variaveis T;, de tempo, dadas por
T, = &"t, (3.5)

onde estas variaveis sao interpretadas como diferentes escalas de tempo (multiplas escalas)
e tomadas como independentes, desde que o parametro € assuma um valor pequeno, ¢ < 1.
Para estas diferentes escalas de tempo, observamos que as derivadas na variavel ¢ tam-

bém devem ser reescritas em termos das derivadas de 7T}, na forma

i o 9 ,0

= Tor TS am T 0o+eDi +e°Dy + (3.6)

d2

i D2 +2eDyD; + €2(D? + 26Dy Dy) + ..., (3.7)
dn

D, = i (3.8)

As derivadas sao separaveis, pela expansao dos termos, de acordo com diferentes ordens
de poténcias de . Deste modo, pode-se assumir entdo, uma solu¢ao para a equagao (3.2),

levando-se em conta a expansao dada pela equagao (3.3), na forma
x(t, 6) = l’o(To, T17 Tz, ) + €x1(To, Tl, TQ, ) -+ 52:152(T0, Tl, TQ + ) + O(E3) (39)

substituindo primeiramente (3.3)e em seguida, (3.6), (3.9) e (3.10) na equacao (3.2), obte-
mos, para cada ordem n em ¢ uma equacao diferencial linear para a componente x, na
série (3.9):

g? Dazo + wizg = 0,
el Dg:cl + ngl = —2D¢Dxo — ang,
2 D? 20y = —2DyD D? 4+ 2:DyD 2 3
€ 0%2 + wixe = —2DgDyxg — (Di 4 26 Dy Do)z — 2007071 — Qi3T,
" Dix, + wiz, = Fu(x )
o+n 0fn = I n\ L1y y Tp—1), ---

Note que as solugoes das equagoes de ordens menores aparecem como os termos nao ho-
mogéneos, F,(z1, ..., T,_1), nas equagoes das ordens maiores. Portanto, este ¢ um método
interativo; por exemplo, a solucao da ordem zero influi na solu¢ao da primeira ordem, en-
quanto a solu¢ao da segunda ordem esta definida pelos efeitos das solugoes das ordens zero
e um, e a assim por diante. A solucao para £° é bastante simples, basta-nos lembrar do
problema do oscilador harmonico onde assumiamos uma solugao do tipo exponencial com

constantes a serem definidas, entao na correcao de ordem zero temos
l'o(To, T17 TQ, ) = A(Tl, TQ, ) exp(inTo) + A(Tl, TQ, ) exp(—iono), (310)
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onde A é o complexo conjugado de A. Observa-se que as constantes estdo em funcao das
outras variaveis de tempo 1}, T, ..., pois a dependéncia da diferencial na correcao de ordem
zero se da apenas no parametro Tj. Fazendo a substitui¢ao de (3.10) na equagdo de ordem

¢ resulta em
D2xy + wir) = —2iwg D1 A exp(iweTy) — as[A? exp(2iweTy) + AA] + cc (3.11)

onde cc significa complexo conjugado dos trés primeiros termos do lado direito da equacao
(3.11). Um aspecto importante do método esta na identificagdo dos termos seculares que
aparecem nas equacoes diferenciais. No entanto, queremos saber o que sao estes termos
seculares?

Uma resposta plausivel é verificada quando primeiramente estamos buscando solugoes
que nao divirjam para tempos ¢ > 0, pois interessa-nos solugoes regulares para o nosso
problema o que é importante no estudo da equagao de Mathieu descrito anteriormente.
Estes termos podem ser identificados e entendidos fazendo-se uma analogia ao problema
da ressonancia em um oscilador harmonico de frequéncia w sujeito a acao de uma forca
externa gcos t, cuja frequéncia da forca aplicada ¢ iguala-se & frequéncia natural do

oscilador. Para este sistema temos a equacao do movimento para a posicao y dada por
ij + w?y = g cos pt. (3.12)
A solucao da equacao homogénea é igual a
yn(t) = arsenwt + ay coswt,

onde a; e ay sao constantes arbitrarias. A solucao particular y, é uma funcao do tipo
atsen pt e t, onde a independéncia linear é respeitada. Entao a solugao particular da

equagao diferencial (3.12) tem a forma
Yp = 9 tsen ©t. (3.13)
p 280

Da solugao (3.13), observamos no decorrer do tempo que a amplitude do oscilador
aumenta no tempo, até chegar a uma amplitude limite na qual o sistema colapsa antes da
oscilacdo se tornar infinita [32]. E justamente este tipo de comportamento que deveremos
eliminar na aplicagao do método das escalas miltiplas, pois sao os termos seculares que
levam a uma solugao néo regulares. Por exemplo na equagao (3.11) o termo secular é
dado por —2iwyD;Aexp(iwgTy), (onde a frequéncia de oscilagao ¢ a mesma daquela na
correspondente equagao homogénea para x1). Assim, no sentido de eliminarmos solugdes

divergentes impoem-se a condi¢ao
D1A<T1, TQ) - 0, (314)
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eliminando o termo secular, ao mesmo tempo identificando equacao para a amplitude
ATy, Ty).
A equagao (3.14) implica para A(T3,T,) ser independente de T}, a0 mesmo tempo em

que implica para (3.11), a equagao
Dixy + wimy = —au[A(Ty)? exp(2iweTy) + A(Ty) A(Ty)] + cc, (3.15)
cuja solucao obtida por métodos usuais de equacoes diferenciais é dada na forma

A(Ty)? _
A" exp(2iweTh) — 2 A(Ty) A(Ty) + cc. (3.16)

Ty, Th) =
l']_( 05 2) 3(-&-)3 wo

Determinadas os solugoes xg e x1, substituimos na equacao diferencial de correcao no
prametro €2, e considerando a condigao (3.14), obtemos a seguinte equagao diferencial

1002 — 9azw A2 A

DSQTQ + wgl'g = —[inODQA — 3 3 A] exp(inTo)
wo

203 + 3azwd
- w&” exp(3iwgTp) + ce. (3.17)
“o

Novamente, identificando o termo secular em (3.17), como sendo o primeiro termo do lado
direito da equagao, impomos a condicao

1003 — 9azwi 22

QZWODQA(TQ) — 3w2
0

(T3)A(T) = 0. (3.18)

Temos agora uma equagao para determinar a amplitude A(73) do sistema conforme
as relagoes (3.11)-(3.18). Para isto podemos supor uma solugao complexa na forma polar

como

A(T) = %aexp(ib), (3.19)

com a e b fungdes de T. Substituindo a equagao (3.19) em (3.18), separando o resultado

em parte real e imaginéria, obtemos uma solucao do tipo

1 9azw? — 1003
A= 50'0 eXp(iaga;Oél—wg%ang + lb()) (320)

Usando o fato que Ty = €%, e das relagoes (3.10) e (3.16), a solugao aproximada para (3.2)

¢ da forma )
1
x = ag cos(wt + by) — 8; a2 - 3 cos(2wt + 2by)] + O(g?), (3.21)
aq
com St — 10a2
-1
w=uwp[l + WO—Q%gzag] + O(g?), (3.22)
24wg

para a e b determinados a partir de um problema de valor inicial. Nesta secao fizemos um
estudo abordando o método das escalas miltiplas como um procedimento para a solugao

de um modelo nao linear genérico definido pela fungao f(u).
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Um outro exemplo importante para nosso estudo, que a partir da expansao em Taylor
da fungao f(u), é a equagdo de Duffing. Esta equacdo diferencial apresentou-se como
a primeira opgao de um modelo fisico concreto para a aplicacao do método das escalas
miltiplas. E uma equacdo importante no problema de oscilacdes nao lineares [33], como por
exemplo no estudo do oscilador anarmoénico de massa unitaria (p = ), cuja hamiltoniana

estd dada por

2 z? 2t

sujeito a condicao € < 1. Vamos aplicar o método das escalas miiltiplas para um deter-

minado problema de valor inicial. As equagoes do movimento deste sistema estao dadas

por
dx
i {z,H(x,p)} = p, (3.24)
d
d_i = {paH(xap)} = —T— 461‘37 (325)
0K 0H 0K 0K
WY =y ~ ap an

O sistema de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem (3.24)-(3.25) pode ser re-
duzido a uma equagao diferencial de segunda ordem, conhecida por equagao de Duffing.
Temos, entao, para o sistema (3.23) a equagao

d*x

+r+4ex® =0 3.26
dt? ’

onde x(t) é a variavel classica para a posi¢do. Para nosso problema vamos considerar, por

exemplo, as condic¢oes iniciais
z(0) =1, z(0) = 0. (3.27)
Tentamos entao uma solugao do tipo:

2(t) =Y "z,(t). (3.28)

Substituindo a série dada por (3.28) em (3.26) obtemos as equagoes de ordem zero e um

para o parametro :

d2l‘0

. Tr=0, (3.29)
d2
dtﬁl I ——r (3.30)

Observe que a solugao de correcao de ordem zero serd util na solucao da correcao de
primeira ordem (3.30) de forma que para simplificar o termo nao homogéneo da equagao

diferencial resultante na correcao de primeira ordem é verificado facilmente que a solugao
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de (3.30) possui um termo secular dado por tsent, que no limite t — oo a solugao particular
é divergente, contrariando a condigao fisica de que o sistema (3.26) tem uma energia finita:
o sistema nao esté acoplado com nenhum potencial externo e portanto, pode ser tratado

como um sistema isolado com energia constante Ej,

w2 x? x?

Justificada a condigao fisica para eliminarmos termos seculares, nés podemos considerar a
expansao (3.28) sob o ponto de vista das escalas multiplas. A partir dai, podemos utilizar
os mesmos procedimentos ja utilizados para resolver o problema do movimento oscilatério
undimensional sob agado de uma forca central, expressa pela equac¢ao (3.2). Os detalhes
matematicos para a solug¢ao da equagao de Duffing podem ser visto no apéndice B, tanto
a solugao classica, quanto o seu analogo quantico.

De forma resumida, temos que o objetivo principal do método das escalas multiplas
é realizar a transformacao de equacoes diferenciais lineares ou nao em um conjunto de
equacoes diferenciais lineares acopladas verificando um modelo fisico adequado para o tipo
de corre¢ao de ordem nos parametros €. Agora podemos aplicar o método em nosso modelo,
resolvendo o conjunto de equagoes diferenciais (2.138)-(2.139), determinando os elementos

das matrizes \'s.

3.3 Aplicacao do Método das Escalas Multiplas

Utilizamos agora o método das escalas multiplas para a construcao de solugoes aproxi-
madas do sistema descrito pelo Hamiltoniano em (2.119). A presenga do parametro ¢ < 1,
motivando-nos a buscar solugoes em série de poténcias em ¢, conforme explicagoes dadas
na secao anterior. Seja entao considerado o método das escalas multiplas de modo que as

matrizes \’s possam ser escrito na forma
Ae(t) = ATy, 1, T) + X (Ty, Ty, T) + AP (Ty, 1, To) + O(%), (3.31)

onde temos T,, = €"t. Definimos as derivadas em relagao a t em termos das novas variaveis

temporais D,, de acordo com a equagoes

d o 9 L0

3
— — .32
i 0T0+58T1+56T2+O(5 ), (3.32)
¢ d2 82 82 82 82
& _ Y 49 2 3. .
a2~ o1 | Comat, (an * 8T0(9T2) +0() (3:33)

Este procedimento é similar ao ja realizado para a equacao de Duffing e para o modelo

geral do oscilador unidimensional sob acao de uma forga central, onde estabelecemos para
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cada ordem de € uma equagao diferencial. No6s agora concentramos nossa atengao para o
sistema de equagoes diferenciais (2.138)-(2.139). Para a aplicagdo do método das escalas

multiplas escrevemos explicitamente os elementos das matrizes A\ na forma

Ty, Ty) + Ty, T Ty, Ty ) + 1o, T

M= ur0(To, Tv) + euri (To, Th)  ugo(To, Tr) + euan (To, Th) O(e?), (3.34)
i U30<T0, Tl) + EUszq (T(), Tl) U40(T0, Tl) + Euqy <T0’ Tl)
(T, Th) + evin(Ty, T To, Th) + eva (Ty, T

Ay = 'Ulo( 0 1) €U11( 0 1) U20< 0 1) 81}21( 0 1> 0(52)’ (335)
| vso(To, Th) + evsi(To, Th)  vao(To, Th) + evan (To, T1)

até correcoes de primeira ordem, isto porque estamos considerando a condigao de acopla-
mento fraco entre as cavidades acopladas, ou seja, £2(;(, < 1.

Tanto para o primeiro quanto para o segundo grupo de equacgoes diferenciais, o pro-
cedimento de resolucao é o mesmo. Assim, por exemplo, podemos tomar para as solugoes

u1(t) e ug(t) as expansoes

uy (To, Ty, T) = uro(To, Ty, To) + euyi (To, Ty, Tz) + O(£2), (3.36)
'LLQ(T(), T17 Tg) = UZO(T07 Tl; TQ) + EU21(T0, T17 Tg) + O(gz). (337)

Substituindo as solugoes em série nas equacoes diferenciais do primeiro grupo, obtemos,
para cada ordem em e,um conjuto de equagoes diferenciais. Para a solugao u(Tp, T1,73)

temos, até primeira ordem em €, as equagoes
2
60 Doum + U = 0, (338)

gt D2uyy 4wy = —[€r(Ty) + 2DoD1)uig — 2[C1 Do + Coluao, (3.39)

enquanto para a solugao us(7y, T1,Tz) segue as equagoes diferenciais
50 DSUQO + Uog = 0, (340)

81 D(2)'U/21 + U1 = —2DOD1U20 + 2[<1D0 + Co]ulo. (341)

observando que o mesmo ¢é verdade para cada par de elementos de linha das matrizes \; e
Az. O mesmo podemos fazer para as equagoes diferenciais do segundo grupo (2.139), isto
é, dado

U1 (TO, Ti, Tz) = Ulo(T(), Ti, Tz) + €U11(T0, T, Tz) + 0(52); (3-42)
0o (To, T, To) = vao(To, 11, To) + evor (1o, T3, T2) + 0(52)7 (3.43)

temos as equacoes, para cada uma das ordens de ¢, escritas na forma
60 nglo + V19 = 0, (344)
1 D2 _
€ ovn + v = —[§r(Ty) — EDor(To) Do + 2Do Dy vy — 2[¢1 Do + Colv2o, (3.45)
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para vy (Ty, T1,T3) e

80 Dg'UQ() + vVyg = 0, (346)

81 D(Q)Ugl —f- Vo1 = —2DOD11)20 —f- Q[ClDO + CQ]Ul(), (347)

para vy(To, T1,T3). O mesmo procedimento se aplica para cada par de elementos de linha
das matrizes A\s e Ay. Observemos que as modificagoes relevantes para os grupos de equagoes
ocorrem na primeira ordem do parametro €, de modo que as solugoes gerais, para cada um
dos grupos acima, possuem formas funcionais diferentes para as amplitudes dependentes
no parametro 77, ja que possuem termos seculares distintos.

Tendo estabelecido as equacoes diferenciais acima, podemos determinar as solucoes
da dindmica quéantica para o nosso sistema de osciladores acoplados. Identificamos trés
situagoes de interesse fisico a serem consideradas, definidas para os valores de n = 1/2, 1,2
em (2.119). Para os valores de n = 1/2,1 obtemos a solugao trivial do problema, recaindo
na solucao exata, sem os efeitos da correcao de ordem € o que nos mostrou que os termos
seculares sao todos nulos, por este motivo omitimos estes valores. Somente no caso em
que n = 2, observamos os efeitos da ressonancia paramétrica em corregoes de primeira
ordem no parametro €. As condigoes iniciais para as matrizes \’s estao estabelecidas pelas
equagoes (2.129) e (2.130). Dessa forma, considerando ja as diferentes escalas de tempo

T, as condigoes iniciais estao dadas por

10 00
A1(0,0,0) = A\4(0,0,0) = . 22(0,0,0) = X3(0,0,0) = ,
1(0,0,0) = A4(0,0,0) [01] 2(0,0,0) = A3(0,0,0) [00]

de modo que para as diferentes ordens no parametro €, as mesmas manifestam-se como

10

01

A(0,0,0) = AL (0,0,0) = [ 0 o

00
] . AP0,0,00=2%(0,0,0) = [ ] L k>,

0 0
A%(0,0,0) = A{(0,0,0) = [0 0], k> 0.

A partir das equacoes (2.127)-(2.128) podemos fixar os valores dos A’s no instante ¢ = 0:

Al(o,o,O)_g[_Cl o]’ Az(o,o,())_[ o 1|t ‘0 0],
: I N N A - B 0 G
T L e |

onde esté explicito os elementos ).\,(Cl)(O, 0,0), diferentes da matriz nula, para as correspon-

dentes ordens [ do parametro €. Nao temos o interesse de explicitar todos os detalhes
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operacionais efetuados para obtermos as solugoes desejadas. Vamos apenas indicar os pas-
sos fundamentais realizados para obter as solu¢oes das matrizes (3.34)-(3.35). Seguindo
o mesmo esquema da equacao de Duffing, temos para a correcao de ordem zero )\g)) as

formas:
)\EO) = Aij exp(iTo) + Bij exp(—iTo),

onde os coeficientes A;; e B;; sao fungoes da varidvel T; apenas. Para as derivadas primeiras
}\(O) temos
k
)\EO) = ZA” exp(iTg) — ZBz] exp(—iTo),

As condigoes iniciais para a correcao de ordem zero de cadas uma das matrizes A’s implicam
para os coeficientes A;; e B;;, um conjunto de condigbes apropriadas. Para o sistema A; e

)\31

Aﬂm—%, A (0) = 0, Bmm—%, Bin(0) = 0,
A0) =5 As(0)=0,  Bu(0)=5  Ba(0)=0
Para o sistema Ay e A\g:
An0) =~ A(0)=0.  Ba(0)= i, Ba(0)=0,
&AM——é@ Ass(0) = 0, Bmm_—é@ Bis(0) = 0.

Agora, para o caso de interesse 7 = 2 com r(t) = cos2t precisamos determinar as
equagoes diferenciais para os coeficientes A;; e B;;. De modo analoga ao procedimento de-
senvolvido para a equagao de Duffing [23,24], estas equagbes aparecem quando eliminamos
os termos seculares presentes no lado direito das equagoes (3.39) e (3.45).

Para as matrizes A\(t) e A3(t), do primeiro grupo de equagoes, os termos seculares
implicam em equacoes diferenciais lineares para os coeficientes A;, e B;,. Para os elementos

de matrizes de A;(t) temos

1 . dA
55311 + 2i¢ Arg + 24 dTlll + 2¢pA12 =0,
1 . dB
551411 — 2iC1 Big + 21 dTlll + 2¢oB12 = 0,
. dA
—2iC1 A1y + 2i——2 + 20 A1y = 0, (3.48)
d1y
dB
—2iC1Byy — 21 2t 2¢0B11 =0,

dTy

enquanto para os elementos de matrizes de A3(t) verificamos um conjunto de equagoes
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similares
1 ) dA
55331 + 2i¢1 Ago + 21 d;ll + 2¢pAs2 =0,
1 ) dB
551431 — 211 B3g + 21 del + 2¢o B3z = 0,
) dA
—2151A31 + 21 52 + 2C0A31 = O, (349)
d1y
dB
—2iC1331 - 22 32 + 2<0B31 - O,

dTy

Um procedimento similar se aplica para o segundo grupo, definindo um conjunto de
equagoes diferenciais para os coeficientes A;; e B das matrizes \o(t) e A\y(t). O im-
portante é notar que para cada elemento de matriz A as diferengas nos coeficientes A;; e
B;, devem-se as diferentes condigoes iniciais.

Resolvendo estas equagoes dos termos seculares acopladas, juntamente com as condigoes
iniciais para os elementos A;, e B;, encontramos o efeito de frequéncia paramétrica nos
argumentos da solugao exponencial destas equagoes. Assim a frequéncia paramétrica para

o caso em que n = 2 é dada por
wi(t) =1+ 85¢ cosnt, (3.50)
com a fase de acoplamento ¢ e intensidade de acoplamento p definidas por
(o = arsen ¢, (1 = —acos ¢, PP =+ (3.51)
onde o = \/m . Introduzimos os coeficientes 3 e o através dos quocientes
g=o  ,=r
! o
e as definimos as diferentes escalas de tempos 7 e 73 segundo
T = eadt, T8 = BT.

Neste trabalho consideramos o caso em que a intensidade da excitagao paramétrica o as-
sume um valor pequeno comparado com a intensidade do acoplamento entre os modos.
Neste caso temos, entdao, 62 < p? < 1, implicando em uma condicao de solucio periddica
(trigonométrica) na escala de tempo lento 7, onde se processa a transferéncia de infor-
macao entre os modos. Na escala de tempo 73 podemos identificar o efeito da excitacao
paramétrica quantica em nosso sistema através do coeficiente § (8 = 0, implica em 73 = 0,
que significa § = 0). Desta forma as matrizes A’s com 7 = 2 tem as solugoes aproximadas

dadas por:

ol



3.3. APLICACAO DO METODO DAS ESCALAS MULTIPLAS

Para A,

uy = cos T[cost cosh 75 — sentsenh 753] + @ sen 7]cost senh 73 — sen ¢ cosh 73],
uy = —osent[cos(t — ¢) cosh g — sen (t — ¢) senh 7g],
us = osent[cos(t + ¢) cosh g — sen (t — ¢) senh 75],

uy = cosT[cost cosh 7z — sen (¢ — 2¢) senh 73] + Fsen 7[cost senh 73 — sen (t — 2¢) cosh 73].
Para )\,

vy = cos T[costsenh 73 + sent cosh 73] + @ sen 7[cost cosh 75 + sentsenh 74],
vy = —o senT[cos(t — ¢) senh 73 + sen (t — ¢) cosh 73],
vg = o sen 7[cos(t — ¢) senh 75 + sen (t + ¢) cosh 7g],

vy = cos 7| sent cosh 75 + cos(t — 2¢) senh 75 — Bsen 7 sen ¢ senh 75 + cos(t — 2¢) cosh 73].

Para As,

Uy = cos T[costsenh 75 — sent cosh 73] + Fsen 7[cost cosh 75 — sent senh 7g],
Uiy = —osent|cos(t — ¢)senh 73 — sen (t — ¢) cosh 7g],
U3 = osenTlcos(t + ¢)senh 73 — sen (t — ¢) cosh 73],

Uy = cos T[cos(t — 2¢) senh 73 — sent cosh 73] + B sen 7[cos(t — 2¢) cosh 73 — sen ¢ senh 75].
Para A4,

Uy = cosT[cost cosh7g + sentsenh 73] + Fsen7(costsenh 73 + sent cosh 7],
Uy = —osent[cos(t — ¢) senh 753 — sen (¢t — ¢) cosh 75,
U3 = osenT[cos(t — ¢) senh 75 — sen (¢ + ¢) cosh 73],

04 = cos T[cot t cosh 753 + sen (¢ — 2¢) senh 73] — Fsen 7[cot t senh 75 + sen (t — 2¢) cosh 75].

Com a solugao dos elementos de matrizes A’s obtemos todas as propriedades referentes
a dindmica de dois modos acoplados sob efeito da excitagao paramétrica. Os elementos de
matrizes acima permitem determinar explicitamente os invariantes quanticos P; e X, cuja

forma explicita esta dada por

P = [111 cos(T) 4 riasen (7)] cosh(73) + [s11 cos(T) + si2sen (7)] senh (75) (3.52)
P, = [191 cos(T) 4 rag sen (7)] cosh(73) + [s21 cos(T) + s2g sen (7)] senh (75) (3.53)

X, = 111 cos(T) + lizsen (7)] cosh(7s) + [k11 cos(T) + k12 sen (7)] senh (75) (3.54)

Xy = [lo1 cos(7) + lgg sen (7)] cosh(7s) 4 [kay cos(T) + koo sen (7)] senh (75) (3.55)
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onde

ri1 = ki1 = Z1sent + pycost, s11 =111 = x1cost — ppsent

r12 = k1o = —[Zasen (t — @) + po cos(t — @)|o + (&1 cost — py sent)

S12 = lig = [pasen (t — @) — Tocos(t — ¢)]o + (&1 sent + py cost)3

To1 = Zgsent + Py cost

ro2 = [P1 cos(t + @) + &y sen (t + ¢)|o + [pasen (t — 2¢) — &g cos(t — 2¢)|5
S91 = Tpcos(t — 2¢) — posen (t — 2¢)

Sog = [#1 cos(t — @) — pysen (t — ¢)|o — (pa cost + Zysent)f

loy = Ty cost — pasent

log = [(Z1 cos(t + @) — prsen (t + ¢)|o + [p2 cos(t — 2¢) + Zasen (t — 2¢)]5
ko1 = pocos(t — 2¢) + Tosen (t — 2¢)

Koy = [(p1 cos(t — @) + Ty sen (t — @)|o + (pasent — &5 cost)

Desta forma, obtidas as solu¢oes para as matrizes \’s concentramos nossa a atencao na
questao relativa as informacoes fisicas relevantes deste sistema: qual o efeito da excitacao
paramétrica nas medidas de emaranhamento, nas propriedades referentes a cada um dos
modos e quais as modificacoes observadas nos padroes de troca de propriedades quanticas

ou estados quanticos entre os modos acoplados?

3.4 Conclusao

Neste capitulo utilizamos o método das escalas multiplas no que se refere ao problema
envolvendo a troca de estados quanticos de dois modos do campo eletromagnético, mod-
elados por osciladores quéanticos acoplados, onde em especial, um dos osciladores possui
uma frequéncia que varia perturbativamente no tempo, e o acoplamento destes osciladores
se processa no limite de interacoes fracas. Tal método nos levou a uma simplificacao
das equacoes diferenciais para as matrizes \’s, que sao fundamentais para o calculo do
propagador e portanto para a analise do problema da troca de informacao quéntica em
modos acoplados. Dada a complexidade do problema proposto, uma compreensao basica
do método das escalas miiltiplas foi necesséaria de forma que exemplificamos sua utiliza-
¢ao tanto no contexto classico como no contexto quantico. Em sintese, mostramos que o
método das escalas miltiplas tem como idéia central a transformacao das equacoes difer-
enciais do problema a ser abordado, sendo ela linear ou nao, em uma série de equagoes
diferenciais lineares soliveis de forma interativa. Com a solugao das equagoes diferenciais
para as matrizes \’s obtidas, as medidas de correlagao, pureza e compressao dos modos

considerando estados iniciais Gaussianos também podem ser determinadas.
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Capitulo 4

Efeito da excitacao paramétrica

quantica nos modos acoplados

Apos o final da década de 1920 a maioria dos principios fundamentais, ou postulados,
que colocavam a prova a mecancia quantica ja estavam bem conhecidos. Dentre todos estes
principios existe um que chamou a atencao de alguns dos maiores pensadores da época, o
postulado do espaco de Hilbert. Um espago de Hilbert é definido matematicamente como
um espago vetorial complexo, completo e provido de uma métrica (distancia entre vetores),
a qual é obtida por meio de um produto escalar [1]. Devido a sua extrema importancia na
fisica, essa propriedade recebeu o status de principio. Ela é conhecida como principio da
superposicao ou da linearidade da Mecanica Quantica. As consequéncias experimentais e
até mesmo filosoficas oriundas deste principio sao impressionantes. Ainda hoje especialistas
se espantam com estes resultados e "disputas" sobre sua interpretacao fisica nao sao dificeis
de ocorrerem de tempos em tempos.

A situagao se torna mais fantéstica quando aplicamos o principio da superposi¢ao a um
sistema fisico composto por mais de uma parte. Em 1935, Albert Einstein, Boris Podolsky
e Nathan Rosen apresentaram num belissimo artigo [34] as implicagoes 16gicas do principio
da superposicao quando aplicado na descricao de um sistema composto. Fazendo uso
desse principio, de uma definicao muito razoavel de realidade fisica e da impossibilidade
de transmissdo de sinais superluminais (hipotese de localidade [35]), Einstein, Podolsky
e Rosen (EPR) demonstraram, de acordo com seus ideiais, uma certa incomplitude da
Mecanica Quantica. Apesar da clareza da anélise de EPR, Niels Bohr, num artigo muito
hermético [36], tentou refutar os argumentos expostos por EPR.

Também em 1935, e motivado pelas idéias de EPR, Erwin Schrédinger apresentou de
maneira eloqliente as conseqiiéncias do principio da superposicao quando aplicado a um
sistema de duas partes. Fazendo-se uso de um experimento imaginario, Schrédinger realgou

que poderiamos ter situacoes bizarras num mundo macroscopico descrito pela Mecanica
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Quantica. Tal experimento é conhecido como gato de Schrodinger no qual, a partir do
principio da superposicao, temos uma superposi¢ao de dois estados macroscopicos distintos
do gato: gato vivo e gato morto.

Para realgar a ligagao intima entre os dois subsistemas que compoem um certo estado
|1}, Schrédinger usou o termo Verschrankung. Este termo foi traduzido do alemao para
o inglés como entanglement e para o portugués como emaranhamento. Porém o que seria
este emaranhamento? Conforme exposto nesta resumida visao histérica, o emaranhamento
surge naturalmente ao aplicarmos o principio da superposi¢ao a sistemas fisicos compos-
tos. Assim como um sistema composto pode ter dois ou mais constituintes, costuma-se
também classificar o emaranhamento de um sistema pelo niimero de subsistemas que estao
emaranhados.

Atualmente, apesar da existéncia de algumas discussoes [37] sobre a real importancia
do emaranhamento na implementcao de algoritmos quéanticos, como o da fatoracao de
nameros primos (algoritmo de Shor [38]) ou o de busca (algoritmo de Grover [39]), é cada
vez mais consensual que o emaranhamento ¢ um ingrediente indispensavel na construcao
de um computador quantico.

Em muitos problemas relacionados a estados quanticos, o emaranhamento foi objeto de
numerosos estudos na ultima década [40-43]. Uma forma bastante utilizada no estudo do
emaranhamento é a condicao de separabilidade de estados quanticos mistos de dois subsis-
temas por exemplo. Dessa forma, torna-se natural perguntar quais estados quéanticos estao
emaranhados. Isto ¢, dada um operador densidade p queremos saber se ela representa um
estado quantico emaranhado. Numa forma geral representamos este operador-densidade p,
de cada subsitemas, através da soma de produtos diretos de operadores estatisticos agindo

sobre cada componete separadamente:
ﬁzzpzﬂ;l@ﬁm pi =0 Zpiz L. (4.1)

Em ultimos trabalhos publicados esse problema foi resolvido para estados Gaussianos de
sistemas de duas partes em variaveis continuas [43-50|. Na forma mais explicita, o critério
de separabilidade foi proposto por Simon [45].

E importante ressaltar que o critério de Simon esta relacionado de perto ao conceito de
invariantes qudnticos introduzidos em [51,52] (e também verificada no capitulo 2). Com
isto ao invés de calcularmos determinantes e tragos de vérias matrizes e seus produtos de
acordo com a formulagao inicial [45], é suficiente calcular o determinante de uma tunica
matriz composta pelas covarancias cruzadas entre as componentes de quadraturas dos dois
modos. Embora nao consideremos o critério de separabilidade propriamente, vemos a im-
portancia da determinagao das covariancias no que se refere as medidas de emaranhamento,

compressao e pureza dos modos acoplados para o caso de estados iniciais Gaussianos.
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4.1. MATRIZ DAS COVARIANCIAS

4.1 Matriz das Covariancias

Através do sistema hamiltoniano de dois osciladores harmonicos quéanticos de frequén-
cias wi (t) e wq verificamos como através da formulagao dos invariantes quanticos é possivel
determinar a evolucao dinamica do sistema considerado, em se tratando de um sistema
descrito por um operador Hamiltoniano quadratico, cuja forma geral do propagador esta a
principio determinada de maneira tnica. Este Hamiltoniano de dois osciladores harmoni-
cos quanticos modelando dois modos do campo eletromagnético de frequéncias wy(t) e ws
e interagindo via um acoplamento bilinear é dado por

Lo o 20N A2 | 42 s PP Lo S
H = 5[]91 + D5 + wi ()27 + T3] + Qo(Z122 + P1p2) + €Ci(L1P2 — P122), (4.2)
no qual os operadores p; e I; sao “variaveis” adimensionais das componentes de quadraturas,
que obedecem as relagbes de comutagao usuais para o par conjugado [Z;,px] = iéjki. As
constantes de acoplamento adimensionais (; sao independentes do tempo. Este nosso
modelo é um caso particular do sistema de duas partes mais geral, descrito pelo operador

Hamiltoniano

1
H = 5[]?% +p3+wi(t)at+ws(B)zy) + [ (O)pip2 + V2 (B)prre + Y3 (H)z1p2 + Ya(t)T122], (4.3)

em que as constantes de acoplamento adimensionais (;(t) = (; cos(ot —¢;) variam periodica-
mente no tempo com a mesma frequéncia p, mas com fases arbitrarias. Este é um caso
mais geral, visto como o sistema no qual podemos analisar diferentes efeitos na dinamica de
modos acoplados, devido a excitagoes paramétricas distintas e acoplamentos dependentes
do tempo. Deixaremos isto em aberto a ser considerado em trabalhos futuros. De agora
em diante consideramos um sistema de unidades onde h = 1.

Seguindo o desenvolvimento dos capitulos anteriores, aplicamos a formulagao dos invari-
antes quanticos para determinar a evolucao dindmica do sistema em consideracao. Con-
forme considerado anteriormente, o Hamiltoniano (4.2) é um caso especial do Hamiltoniano

quadratico genérico, escrito em termos das matrizes B na forma

L.
H=3484, q=(px) (4.4)
A matriz B(t) é a matriz de ordem 2N simétrica dada na forma geral

bi(t) bo(t)
ba(t) bult) |

sujeitas as condicdes by(t) = by(t),bs(t) = bu(t),by(t) = bs(t). Para os Hamiltonianos

quadréticos (4.4) temos uma dependéncia linear entre os operadores de Heisenberg nos

B(t) = [ (4.5)

instantes inicial e posterior, expressa por

Gu(t) = L1ua(t)a(0), (4.6)
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sendo os coeficientes £, os elementos da matriz simplética. Introduzindo a matriz inversa

A = L7 escrevemos a equagao (4.6) na forma

Go(t) = A(t)g. (4.7)

Entao, conforme ja sabemos, o(t) ¢ o operador integral de movimento na representacgao
de Schrodinger [4,53]. A equag@o (4.6) implica diretamente sobre os valores médios das

componentes de quadraturas em uma relagao linear similar aquela sobre os operadores ¢.

(G} (1) = Lo (t)(da) (0). (4.8)

Esta relagao sobre os primeiros momentos do sistema ¢ independente da representagao. De

modo analogo, os segundos momentos evoluem no tempo segundo a equagao

(GG () = Lyua(t){Gaqs)(0) Loy (L) (4.9)
Para sistemas com Hamiltonianos quadraticos (4.4) a matriz das covariancias M = M,,,
tem seus elementos, definidos segundo a notacao para os momentos estatisticos centrados
de segunda ordem, na forma

M,uu - %<unun + @/@L) - <d,u><Cju>’ Oq = <d2> - <&>27 Oagb = §<&b + bd> - <d> <6> (410)

A evolucao temporal de seus elementos segue, entao, diretamente de (4.9) como
M(t) = LE)M(0)L(t). (4.11)

A matriz L(t) pode ser obtida, diretamente da relacdo de inversdo da matriz A(t), com

auxilio da identidade simplética AYA =3, ou seja,

AP =SAY T = —¥AY = L, (4.12)

sendo uma consequéncia imediata da equagao (2.45) e das propriedades B = BeX=-3X.

Temos para L£(t) a forma matricial

L(t) = [ (4.13)

Ai =g
—As A1

O passo seguinte a ser seguido consiste em determinar a forma da matriz das covariancias
(4.11). Antes, porém, vamos dar um significado preciso as medidas de compressao dos
estados para os modos do campo eletromagnético e introduzir medidas de emaranhamento

em termos do elementos da matriz M(t).
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4.2 Energia, Incerteza e Coeficiente de Compressao

Os valores instantaneos das variancias o, (t) e 0,(¢) nao servem como verdadeiras medidas
de compressao em todos os casos, como tratado em diversos trabalhos. Conforme [54] uma
carateristica de compressao mais geral, escrita em termos da energia de flutuacao do vacuo
e da incerteza de Schrédinger-Robertson [4,55-57|. Temos entdo um valor de maximo ou
minimo das variancias escrita na forma,

D
0. = E+VE D=

EFVEI-D’

sendo os valores da energia das flutuagoes do vacuo & e do invariante de incerteza dados

(4.14)

em termos o, e 0, pelas equagoes

1
&= 3 (0x+0p), D=o0,0,— af,p. (4.15)

Portanto, o coeficiente invariante de compressao S é definido como a razao entre o valor
minimo o_ e o valor da variancia adimensional do vacuo 1/2. Em termos dos elementos
da matriz das covariancias M, cuja evolucao dinamica estd perfeitamente determinada

através da matriz A(t), o coeficiente de compressao assume a forma

Sp =2 {5k— ,/5,3-194 — 2D, {&ﬂ/gg—pk], (4.16)

& = % (M];p + Mfm) , Dyp= Mﬁx/\/l];p — [Mﬁp}z, (4.17)

no qual

onde este tltimo é conhecido como produto invariante de incerteza, e precisa satisfazer a

incerteza de Schrodinger-Robertson

Dy, = My Mp, — (M} (4.18)

Particularmente, os estados com grande energia de flutuagoes estao sempre fortemente
comprimidos se o produto invariante de incerteza for bem menor que esta energia. Ou
seja, temos sempre S &~ D/E < 1 se £ > D, o que acontece para estados gaussianos puros
para os quais D = 1/4 [55]. No instante inicial ¢ = 0, a matriz das covarincias pode ser

escrita na forma

P, 0 Ry 0
0 P, 0 R

M= 2 2, (4.19)
R, 0 X 0
0 R, 0 X

com os seus elementos satisfazendo as relagoes de incerteza de Schrédinger-Robertson
PeXy — R2 = 4DV > 1, (4.20)
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para cada um dos modos k = 1,2. Sem perdas de generalidade podemos introduzir a

parametrizacao para os elementos da matrix M na forma

Pr. = 20y, [cosh(2€;) + senh (2&) cos(vy)] (4.21)
X = 20% [cosh(2&,,) — senh (2&) cos(vy)] , (4.22)
Rk = _21914 senh <2£k) Sen (Uk), Z/[k = Pk — Xk, (423)

com vV, = \/D,go) =n/2 > 1/2, v, <271 e & > 0. Considerando esta parametrizagao, o

coeficiente invariante de compressao para o k-ésimo modo no instante inicial é dado por
¢ = 20 exp(=2/&l) = m exp(—21&). (4.24)
e a energia de flutuagao do vicuo no instante inicial expressa como
gl = i (Pe + Xy) = 0, cosh(2,). (4.25)

Notemos que tanto 8150) quanto &) estao parametrizados em termos da incerteza inicial

(0)

de Schrédinger-Robertson D, por meio do pardmetro v, (ou 1) e quando consideramos

estados iniciais puros temos D,go) = 1/4, equivalente a ¥, = 1/2. Além disso, ambos os
valores destas quantidades iniciais independem da fase v,. Na nossa parametrizacao dos
estados iniciais estamos assumindo os & reais nao negativos, de maneira que a fase vy ¢é a
tnica responsavel por mudangas de sinais nas equagoes (4.21, 4.22 e 4.23). Em particular
podemos supor que nao haja qualquer correlacao, nao s6 entre os modos, como também
entre as componentes de quadraturas de cada modo. Isto pode ser conseguido facilmente
aplicando rotagoes no espaco de fase de cada um dos modos de maneira que a matriz das
covariancias (4.19) assume a forma diagonal com Ry =0 . A seguir fazemos uma anélise
preliminar das propriedades referentes a cada um dos modos e a respeito de suas medidas

de correlacao, nas condigoes onde o efeito da excitacao parametrica esta presente e ausente.

4.3 Propriedades dos estados e medidas de correlacao
quantica

O emaranhamento quantico ¢ um fenémeno da mecéanica quantica no qual o estado
quéantico de dois ou mais objetos tem que ser descrito com referéncia, um ao outro, embora
os objetos, individualmente, possam estar espacialmente separados. Isso leva a correlagoes
entre as propriedades fisicas observaveis dos sistemas e sao elas que queremos definir. Con-
forme em muitos trabalhos em que utilizou-se o método dos invariantes quanticos, definiu-se
uma forma de determinar medida de emaranhamento [58]. Aqui iremos expor mais dire-

tamente a medida de correlacao quantica omitindo alguns calculos que sao estremamente
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tediosos e suas demonstragoes explicitas estao, em um primeiro momento, fora dos objetivos
desta dissertacao.

E bastante conhecido que os estados Gaussianos sdo caracterizados completamente
tanto pelos valores médios quanto pelos valores das variancias dos operadores bosonicos de

"aniquilagao e criagao" [4,43,59,60].
e = (& +ipr) / V2, k=12 (4.26)

ou dos operadores das componentes de quadraturas (py, pe, 1, 22). Temos as covariancias

simétricas reais na forma

L. . .. N
M/ux = §<Q,uqy + QVQM> - <q,u><q1/> (427)

onde ¢, sao componetes do vetor § = (p1, P2, 1, T2). Assim, é possivel escrever as covar-
iancias cruzadas na matriz simétrica em termos de matrizes blocos. Porém podemos ainda
expressar a forma geral da matriz das covariancia numa forma matricial elegante em uma
forma conveniente rearranjando as componentes do vetor q definido na equagao (4.4), in-
troduzindo o vetor ¢ = (&1, p1, T2, P2). Este rearranjo nao implica em problemas adicionais
do ponto de vista operacional porque se trata simplesmente de uma transformagao de sim-
ilaridade aplicada a representacao de Schrodinger e utilizada para escrever os operadores

na forma matricial de forma conveniente. Assim sendo, a matriz das covariancias

~

Qup = §<qafm + 4sGa) — (Ga)(ds) = dads;

rearranjadas assume a seguinte estrutura de blocos de matrizes

o [Qn Q12]. (4.98)
Qa1 Q2

Estes blocos possuem a propriedade Q) = ij, onde til significa transposicao da matriz.

Os valores Z129, p1P2, T1P2 € Topy SA0 as covariancias cruzadas que sob evolugao temporal
assumem valores diferentes de zero, significando que h& uma correlagao quantica entre os
modos. Considerando nosso modelo de osciladores acoplados sob efeito de uma excitagao
paramétrica quantica com as solugdes de matrizes \’s bem definidas, pudemos observar,
por exemplo, o efeito da excitagdo paramétrica no primeiro oscilador wy(t) nas energias de
flutuacao do vacuo de cada um dos modos, &, = % (/\/ll;p + M’;x) Sera verificado que a
excitacao paramétrica quantica descrita por solugoes regulares dos elementos das matrizes
N's, como uma perturbacdo de natureza externa, altera significativamente o valor das
energias de flutuagao para cada um dos modos do nosso sistema. Este resultado preliminar
também esta claramente observado e discutido em [61,62]. Porém, o mérito de nosso estudo

esta na aplicagao do método das escalas multiplas na construgao das solugoes regulares das
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matrizes \'s, utilizadas na construcao das matrizes das covariancias, cuja forma explicita
pode ser vista no apéndice C.1. Para as nossas solugdes de matrizes \'s, as energias de

flutuacao do vacuo de cada um dos modo sao dadas por

£1(r) = 5 { InCulr)a® + pmCatr] 2+ omCa(m) 22 4,15 eos ()}
£ulr) = 3 { nCatra® + )] 2 - o) 227 4 (s eos ()}

Ci(73) = senwv; senh (2¢;) senh (273) + cosh(2¢;) cosh(273),
Cj(13) = senwv; senh (2¢;) cosh(273) + cosh(2¢;) senh (275).

onde i = 1,2, j = 3,4, 73 = €07 e f = 0/a, dado em termos dos valores de acoplamento.
E importante esclarecer que consideramos apenas o valor de ¢ = 0 simplesmente para
facilitar as expressoes dos célculos para as medidas de compressao, pureza e medidas de
emaranhamento. Os resutados para o caso onde ¢ assume um valor arbitrario podem
ser obtidos diretamente das solucoes dos elementos das matrizes \'s, a partir de calculos
um pouco mais elaborados. Da mesma forma, fizemos para as produtos invariantes de

incertezas de Schrodinger, referentes a cada um dos modos. As incertezas sao dadas entao

por
Di(r) = — 5 ;( 2 {(5477% +p'n; + 252[)231#72771)—8611;(7) + 250232771772—861105%)
—cos? (7) (20° + 02 + 2mmp®Bi)} + 1ot cos (7),
Dulr) = SGZ;( . {(54773 + '} +28°* Branam) Se;l;T + 260 By 27
—cos® (1) ((26% + o®)n3 + 2771772p231_)} + ing cos® (),
onde

Bi+ = cos(vy £ vg) senh (2£1) senh (2€5) £ cosh(2&,) cosh(2&;),
By = senw; cosh(2&,) senh (2€;) — sen vy cosh(2€;) senh (2&7).

A partir das formas analiticas dos coeficientes & (7) e Di(7) para cadas um dos modos (k =
1,2), pudemos fazer uma andlise preliminar de alguns aspectos qualitativos do efeito da
excitagao paramétrica quantica no comportamento dinamico do sistema. Qualitativamente,
temos para as energias de flutuagdo do vacuo & os graficos na figura (4.1) comparando
as situagoes com a presenca e auséncia da excitacao paramétrica quantica. Pela figura
(4.1) observamos claramente que o efeito excitacdo paramétrica para § = 0,05. Ha um

aumento quase exponencial do valor da energia de flutuacao do vacuo para cada um dos
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EnergiasE EnergiasE
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Figura 4.1: A curva em azul representa o modo 1 e a curva em magenta o modo 2 para as
medidas de energias E(7), respectivamente para 6 = 0,05 e 6 = 0. Utilizamos 7, = 1,0
(estado puro), o = 1,5 (estado misto) com intensidade de acoplamento dos modos p = 0,25

e coeficientes reais de compressao & = 0,7 e & = 0, 0.

modos acoplados. Por outro lado, na auséncia da excitacao paramétrica, quando o = 0,
observamos um padrao bem definido de troca de valores de & entre os modos acoplados,
ao longo do tempo lento 7. Nesta situacao o sistema estd na condicao de ressonancia,
wi; = wy = 1; a energia de cada um dos modos varia de forma peridédica no tempo, limitadas
aos valores dos estados iniciais. Isto sugere que sob efeito da excitacao paramétrica a
informacgao pertinente a energia de cada um dos modos sofre consideravel modificagao em
relacdo ao valor inicialmente presente nos estados Gaussianos em ¢t = 0. Consideramos
também o efeito da excitagao paramétrica quantica nos produtos invariantes de incertezas
Dy. A excitagdo paramétrica quéntica destroi o padrao de troca dos valores iniciais de
incertezas, porém permite a recorréncia de valores em instante bem definidos do tempo,
conforme ilustrado na figura (4.2). No entanto, diferentemente das energias de flutuagao
do vacuo, os produtos invariantes de incerteza permanecem com seus valores limitados no

decorrer da evolugao dinamica do sistema.

4.3.1 Analise qualitativa da medida da pureza e compressao dos

modos do sistema sob excitacao paramétrica quantica
Para uma analise qualitativa dos resultados envolvendo as medidas de pureza e com-
pressao, definimos primeiro os procedimentos necessarios para determina-las. A medida de

compressao Sy esta precisamente determinadas pela equacao (4.16), onde as energias de

flutuagao do vacuo e as produtos de invariantes de incerteza também estao bem definidos
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[ncertezas D [noertezas D
1 6:0,05 1 =0

057 057

4 2
tempo lento tempo lento

Figura 4.2: A curva em azul representa o valor da medida de incerteza D para o modo 1
e a curva em magenta o valor para o modo 2, para 6 = 0,05 e § = 0,0, respectivamente.
Consideramos estados iniciais com n; = 1,0 (estado puro) e 7o = 1,5 (estado misto), com
intensidade de acoplamento entre os modos p = 0,25, coeficientes reais de compressao
& =0,7e&=0,0.

conforme a equagao (4.17). De acordo com a ilustracao da figura 4.3 temos duas situagoes
bem distintas: uma quando ha a influéncia da excitacao paramétrica quéntica e outra
quando as frequéncias dos modos sao constantes na condi¢ao de ressonéncia. O efeito da
excitacao paramétrica quantica é diminuir o valor do coeficiente de compressao para cada
um dos modos. Isto esta associado ao fato das energias de flutuacoes do vacuo de ambos
os modos terem seus valores acrescido no tempo 7 enquanto os valores dos produtos de
incertezas apresentarem seus valores limitados no decorrer da evolucao dinamica do sis-
tema. Isto difere de forma dréstica do que ocorre na auséncia da excitacao paramétrica
quantica. Quando temos d = 0 e a condicao de ressonancia w; = wo = 1 se verificando, ob-
servamos claramente um padrao de troca de valores de compressao dos estados Gaussianos
iniciais. Isto obviamente se deve ao fato do sistema estar isolado. Porém, uma anélise de
carater analitico (quantitativa) mais detalhada se faz necessaria, para a compreensao exata
dos processos envolvidos na dinamica da compressao em cada um dos modos, levando em
conta diferentes valores de parametros de estados iniciais, diferentes valores de constantes
de acoplamento entre os modos e valores distintos de intensidade de excitagao paramétrica
quantica. Este balanc¢o mais detalhado esté sendo considerado no momento e os resultados
obtidos estarao sendo apresentados em breve. A evolucao temporal do valor dos coeficientes

de pureza para cada um dos modos é determinada a partir da evolucao temporal dos seus
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Compressao S Compressao S
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Figura 4.3: A curva em azul e magenta, representam respectivamente, as medidas de
compressao do modo 1 e do modo 2. Consideramos as duas situacoes quando 6 = 0,05 e
d = 0,0 (auséncia de excitagao). Consideramos estados Gaussianos iniciais com 7, = 1,0
(estado puro), n, = 1,5 (estado misto), coeficientes reais de compressao & = 0,7, & = 0,0

e intensidade de acoplamento p = 0, 25.

respectivos produtos invariantes de incerteza conforme a equagao
1

\/4Dk(7',7'ﬁ)'

De acordo com a figura (4.4), primeiramente observamos que a pureza tem seu valor limi-

Pk(T, Tﬂ) =

tado no decorrer do tempo, em perfeito acordo com condigao
0 < Trpf <1, (4.29)

para os operadores densidades reduzidos de cada um dos modos. Na auséncia de excitagao
paramétrica quantica observamos claramente um padrao de troca de valores de pureza dos

estados iniciais Gaussianos em instantes bem definidos
T
T = (Zn—i—l)E, n=01,2.. (4.30)
e recorréncia de valores iniciais nos instantes 7 dados por

T =nm (4.31)

No entanto quando temos d # 0 observamos a auséncia da troca de valores de pureza dos
estados Gaussianos iniciais embora os valores sejam recorrentes. Isto é, cada um dos modos

retorna ao seu valor inicial de pureza em instantes bem definidos. A excitacao paramétrica

64



4.3. PROPRIEDADES DOS ESTADOS E MEDIDAS DE CORRELACAO QUANTICA

quantica parece inibir a troca de valores de pureza dos estados Gaussianos iniciais. No
entanto nesta analise numérica preliminar nao consideramos de forma detalhada os aspectos
analiticos para valores arbitrarios de parametros de estados iniciais, diferentes valores de
acoplamento e intensidade de excitacao paramétrica quantica. Isto esté sendo considerado

neste momento para obtermos resultados gerais e conclusivos para nosso modelo.

Pureza Pureza

5005 50

081

06

0 2 4 6 0 2 I 6
tempo lento tempo lento

Figura 4.4: Temos as medidas de pureza do modo 1 e 2 representadas, respectivamente,
pelas curvas em azul e em magenta. Consideramos os valores 6 = 0 e 6 = 0,05 e para os
estados iniciais temos 1, = 1,0 (estado puro), 7o = 1,5 (estado misto), & = 0,7 e & = 0,0

e acoplamento p = 0, 25.

4.3.2 Analise qualitativa da medida de emaranhamento

Notemos, obviamente, que a informacao referente ao emaranhamento dos modos do
sistema esta contida nos blocos das covariancias cruzadas Q12 e (J21, que sao os elementos
que expressam a natureza e intensidade da correlagao entre os modos. Em estudos recentes
foi demonstrado que o determinante destes blocos assume um papel fundamental no pro-
blema da separabilidade em mecénica quantica [61,63-67]. Conforme definido por Castro
e Dodonov ( [54]) a medida de emaranhamento ) dos modos a ser considerada em nossa
analise é definida em termos dos blocos das covariancias cruzadas ()12 de acordo com a

equacao

y:{ Tr(Q12Q2) )}1/2, (4.32)

TT(QM)T?"(Qm

onde temos para a energia de flutuacao do vacuo a forma &, = %T?"(Qkk). E importante
ter em mente a existéncia de muitas outras definicoes de medidas de emaranhamento,

todas baseadas em diferentes tipos de entropias, mas principalmente na definicao de von
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Neumann e suas variantes [68-73|. Portanto, uma vez conhecida uma proposta de medida
de emaranhamento dos modos do sistema, focalizada na medida entrépica e estabelecida na
relagao com a matriz das covariancias, cuja evolucao temporal estd determinada a partir da
matriz A(t), resta-nos para a completa anélise da dinAmica quantica dos modos acoplados
considerar o efeito da excitagao paramétrica quantica no emaranhamento. Utilizando entao
os resultados obtidos na secdo 4.1 e 4.2 conjuntamente com as solugoes das matrizes \'s,
construimos os elementos das matrizes das covariancias M(t), e a partir destes elementos
de matriz, analisamos a evolugao na escala de tempo 7 da medida de emaranhamento (4.32)
dos modos acoplados. Desta forma, considerando apenas aspectos qualitativos de nossa
medida, temos para o caso sem excitacao paramétrica 0 = 0 e com excitacao paramétrica
d # 0 os graficos descritos nas figuras (4.5)-(4.6). Na figura (4.5) comparamos o caso de
excitagao paramétrica muito fraca com o caso 6 = 0. O sistema deveria se desemaranhar
nos instante 7, = (n + 1/2)7, mas isso nao esta ocorrendo devido a pequena perturbagao
d = 0,005. Isto verifica-se somente com 6 = 0 quando )(7,) = 0. Desta forma podemos
dizer que a excitacao paramétrica tende a manter o sistema correlacionado de forma a inibir

a troca de compressao e pureza entre os modos. Além disso, a medida que a intensidade

Emaranhamento Y Emaranhamento Y
1 1
=0 §=0005
y y
0 2 4 6 0 2 4 6
tempo lento tempo lento

Figura 4.5: Medidas de emaranhamento sem a excitagao paramétrica quantica e com uma
intensidade de excitacao paramétrica quantica pequena 6 = 0,005. Os estados Gaussianos
iniciais sao caracterizados pelos valres n; = 1,0, o = 1,5, & = 0,7 e & = 0,0 com

intensidade de acoplamento entre os modos p = 0, 25.

da excitacao paramétrica quantica aumenta, tomando-se os valores 6 = 0,01 e § = 0,05, a
intensidade da medida de correlagao (4.32) tende a manter um valor mais elevado entres os
instantes inicial e de recorrenéncia, quando a configuragao inicial do sistema ¢é recuperada.
Isto esté ilustrado na figura (4.6). Este resultados sao preliminares e apenas descrevem

de forma qualitativa os efeitos da excitagao paramétrica quantica no problema da troca

66



4.4. ALGUNS EXPERIMENTOS

Emaranhamento Y Emaranhamento Y
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Figura 4.6: Medidas de emaranhamento com excitacao paramétrica quantica de intensi-
dades 0 = 0,01 e 0 = 0,05. Os estados Gaussianos iniciais sao caracterizados pelos valres
m=101n=15 & =0,7e & = 0,0 com intensidade de acoplamento entre os modos
p=0,25.

de informacao entre os modos acoplados. Uma analise mais criteriosa é necesséaria para
a comprensao exata do emaranhamento (sob efeito de excita¢do paramétrica) buscando
uma descricao nao s6 qualitativa mas como quantitativa do mesmo. Neste sentido, o
estudo do comportamento dindmico do critério de separabilidade de Simon, bem como da
negatividade logaritmica (medida apropriada para o nosso sistema de variaveis continuas)
sao essenciais para se chegar a conclusoes definitivas, relacionadas aos efeitos da excitagao
paramétrica quantica no emaranhamento do sistema. Esta é uma tarefa que estamos
considerando no momento, cujos resultados serao apresentados em breve, porém fora desta

dissertacao.

4.4 Alguns Experimentos

O principal instrumento na descricao quantica da radiacao eletromagnética é a sua
distribuicao de probabilidades de fétons, ou mais, o seu operador-densidade. Medigoes de
graus de coeréncia quanticos por experimentos de interferometria [74| fornecem uma parte
de informacao a respeito dos elementos da matriz do operador estatistico ou densidade.
Informagoes adicionais sao obtidas através de experimentos de contagem de fotons, ou
fotocontagem. Experimentos de fotocontagem fornecem uma medida bastante direta da
distribuicao de probabilidades de fétons para todos os tipos de luz descritos pela teoria
quantica. Tais experimentos formam a base observacional de 6tica quéantica e tém um papel

fundamental no estudo de fenémenos quanticos nos feixes de luz. O arranjo experimental
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bésico que poderemos expor sem muito rigor, é o seguinte. Um feixe de luz sob investigacao
¢ manipulado de modo a incidir sobre um detector, um fototubo conectado por um meio
eletronico a um instrumento contador, que registra o niimero de fétons ao produzir emissoes
fotoelétricas no fototubo [75-77]. Desde que o experimentador seja capaz de reproduzir
repetidamente um campo nas mesmas condigoes, este experimento é repetido um grande
nimero de vezes e o resultado pode ser expresso como distribuigao de probabilidades P, (T")
para n contagens durante o tempo de observagao 7. A distribuigdo medida P, (7") contém
a informacao sobre propriedades estatisticas de radiacao.

Existem duas abordagens diferentes para a teoria de fotodeteccao verificadas na liter-
atura. A primeira delas foi iniciada por Mandel [78| e seguida por Kelley e Kleiner [79|,
Glauber [80] e outros. Ela descreve experimentos em que um feixe propaga-se em espago
aberto, incide sobre o detector, e cada féton nao absorvido é perdido. Tal descri¢ao foi
classificada por Mandel [81] como modelo de sistema aberto. A segunda abordagem foi
iniciada por Mollow [82] e seguida por Scully e Lamb [83], Shepherd [84], Selloni et al. [85],
Srinivas e Davies [86] e outros. Nesta abordagem, considera-se que a radiagao e o fotode-
tector encontram-se em uma cavidade fechada, e cada féton nao absorvido pelo detector
em um dado tempo esta disponivel para detecgao em um tempo posterior. Por motivos
6bvios Mandel chamou este modelo de modelo de sistema fechado [81]. A diferenca entre
as duas abordagens acima é bastante clara quando consideramos os resultados de fotode-
tecgao para tempos de deteccao grandes: no caso de sistema fechado, o ntmero de fétons
detectados tende a um limite, dado pelo niimero de fétons presentes inicialmente na cavi-
dade. Ja no caso do modelo de sistema aberto, o nimero de fétons detectados cresce
ilimitadamente, pois a radiacao atinge continuamente a superficie do detector. Na pratica,
o arranjo experimental correspondente ao modelo de sistema aberto tem sido predomi-
nante nos experimentos de contagem de fétons até agora, devido a sua simplicidade, pois
ele exige apenas a presenca de um detector e de uma fonte de radiagao. No entanto, com
o desenvolvimento cientifico e tecnologico, o modelo de sistema fechado vem se tornando
fundamental no estudo de processos em que sao contados poucos fétons, como ocorre em
varias areas atuais de Otica quantica [87-89|. No entanto, tais experimentos esbarram em
dificuldades técnicas, ja que nesses experimentos sao necessarias cavidades 6ticas com alto
fator de qualidade [90], que sejam capazes de armazenar os fétons por um tempo sufi-
cientemente grande a ponto de serem detectados. Por intermédio da fotocontagem um
grande numero de experimentos pode ser realizado, determinando caracteristicas como a
energia de um campo de luz, suas propriedades estatisticas, tais como estados de campo e
a determinagao de quadraturas através de mecanismos de detecgdo homodina [75]- [91,92].

Efeitos Paramétricos em tais experimentos podem ser descritos resumidamente em con-

siderar um material pisoelétrico que constitue a cavidade de modo que um feixe de luz é
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incidente. Desta forma com a passagem de uma certa corrente elétrica sobre o material
cria oscilagoes nas paredes desta cavidade consequentemente o campo eletromagnético no
interior da cavidade sofre pequenas pertubacoes que podem ser tanto nas frequéncias dos

modos como na intensidade de acoplamento.

4.5 Conclusao

Neste capitulo analisamos qualitativamente o comportamento de medidas de corre-
lacao, energia, incerteza, compressao e pureza de sistemas quanticos abertos bipartites,
cuja evolugao é governada por Hamiltonianos quadraticos arbitrarios (mesmo dependentes
do tempo), mostrando que a dinamica fisica de tais sistemas é completamente determi-
nada pela dependéncia temporal do determinante da matriz de covariancias cruzadas. Nos
analizamos a evolucao temporal para Hamiltonianos dependentes de tempo, descrevendo
a conversao e a amplificacao paramétricas e o processo misto de amplificagao-conversao,
que corresponde ao caso de uma cavidade especifica (por exemplo ctbica), ja vista na liter-
atura, com uma extremidade oscilando ressonantemente. Por outro lado, é bem conhecido
que os problemas dependentes do tempo sao isomérficos aos problemas de transformagoes
de estados quanticos por algum mecanismo de multiportas 6ptico, tais como divisor de
feixes, interferébmetro ou misturador multi-ondas. Recentemente, tais equipamentos foram
estudados de ponto de vista de geracao de estados emaranhados. Portanto a analise do
problema dependente de tempo pode ser facilmente reformulada em termos de mecanismos
Opticos multiportas apds pequenas modificagoes na terminologia e redefinicao do signifi-
cado de alguns parametros. Em particular, um resultado bem conhecido é que dois modos
podem ser emaranhados com a adicdo de um divisor de feixes (que é equivalente a al-
gum conversor paramétrico), se pelo menos um deles estiver em um estado nao classico

(comprimido), com coeficiente de compressao bastante grande.
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Capitulo 5
Conclusoes Finais

Neste trabalho abordamos de maneira resumida a teoria do propagador para o caso
particular dos operadores Hamiltonianos quadraticos. Revisamos os conceitos de invari-
antes quanticos e abordamos os pontos centrais necessarios a compreensao do problema,
uma vez que esta formulacao esté perfeitamente definida na literatura e para o problema
em estudo é relevante apenas a forma final do propagador e sua aplicabilidade. Como ex-
emplo simples, ilustramos o método dos invariantes quanticos aplicado a um dos problemas
fundamentais da fisica quantica teodrica: o oscilador harmonico quantico unidimensional.

Mostramos como a sua solugao se resume na determinagao das matrizes A(t) e A(t),
elementos fundamentais da dindmica do sistema, obtidas a partir da solu¢ao de um sistema
de equagoes diferenciais ordinérias para fungoes escalares do tempo.

Mostramos também que nosso modelo de trabalho, surge das transformagoes de coorde-
nadas de um hamiltoniano mais geral. Onde o efeito paramétrico em uma das frequéncias
dos modos acoplados, nos sugerem buscar solugoes pertubativas, como o método das es-
calas multiplas, para a solucao de matrizes \'s, onde o papel da equacao de Mathieu é
fundamental, tanto na versao classica como quantica.

Utilizamos o método das escalas miltiplas no que se refere ao problema envolvendo a
troca de estados quanticos de dois modos do campo eletromagnético, modelados por os-
ciladores quanticos acoplados, onde em especial, um dos osciladores possui uma frequéncia
que varia perturbativamente no tempo, e o acoplamento destes osciladores se processa no
limite de interacoes fracas.

Tal método nos levou a uma simplificacao das equacoes diferenciais para as matrizes \’s,
que sao fundamentais para o calculo do propagador e portanto para a analise do problema
da troca de informagao quantica em modos acoplados. Dada a complexidade do problema
proposto, uma compreensao basica do método das escalas multiplas foi necessaria de forma
que exemplificamos sua utilizacao tanto no contexto classico como no contexto quantico.

Em sintese, mostramos que o método das escalas multiplas tem como idéia central a

70



transformacao das equacgoes diferenciais do problema a ser abordado, sendo ela linear ou
nao, em uma série de equagoes diferenciais lineares solaveis de forma interativa.

Com a solucao das equagoes diferenciais para as matrizes \’s obtidas, as medidas de
correlagao, pureza e compressao dos modos também podem ser determinadas. Comparamos
as situacoes na condigao de resonancia dos modos sob excitacao paramétrica e sem excitagao
para as medidas de compressao, pureza e emaranhamento observando que o fato de termos
uma das frequéncia variando no tempo, a troca de informc¢ao quantica é “destruida’”.

A analise teve um carater mais qualitativo do que quantitativo, pois nosso inter-
esse principal era verificar qualitativamente as implicacoes fisicas dos efeitos da excitagao
paramétrica quantica no problema da troda de informacao quantica. Um caso quantitativo
podera ser tratado em trabalhos futuros bem como outras medidas de troca de informacao,

especificamente no que se refere as medidas de emaranhamento através dos célculos da neg-

atividade logaritmica. Calculos que estao em fase final de elaboragao.
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Apéndice A

Hamiltonianos Quadraticos e o

Propagador

Nesta secao dos apéndices descrevemos com um pouco mais de detalhes o formalismo
aplicado para se determinar a forma geral do propagador para sistemas quanticos de N
graus de liberdade descritos por hamiltonianos quadraticos. Esta descricao detalhada per-
mite o leitor a compreensao exata dos procedimentos necessérios para o entendimento dos

resultados apresentados no capitulo 2 desta dissertacao.

A.1 Hamiltoniano

Um operador hamiltoniano na forma quadratica para um sistema de dois graus de

liberdade pode ser escrito na forma

yai P1

o J2 P2
H=|p po & & | Byl | 7 [ 1000 | 7] @A)

T xy

QZAQ f?

onde os elementos da matriz B;;(t) sdo os elementos das matrizes blocos b;(t), portanto,

tomando-se os produtos matriciais, as matrizes blocos ficam definidas por:

By Bia Biz Bu Cn
Byy Bey B B C
By(t) = 21 D22 D23 Doy . Cy(t) = 21 7 (A.2)
B3y B3y Bsz Bas Cs1
By Biz Bis Bu Cn

logo identificamos as matrizes blocos num espac¢o N-dimensional

Bll BIZ
B21 B22

B13 Bl4
BQ3 BQ4

B31 B32
B41 B42

) 2 —

) 3 — ) 4 —
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entdo tomando-se o produto em (A.1), temos

1. . . . . . . .
H= B [D1B11pr + p1Ba1ps + p1Bs121 + p1 B @y

+po B1ap1 + P2 Baspa + poBsa®y + paByos
+21B13p1 + 21 Baspa + 21 B3ty 4+ 21 B3y %o

+22Buapr + T2 BosPy + T9 B3y + €2 Buys]
logo a forma geral compacta é obtida diretamente de (A.4)

. 1, A .
H:5(Pb1p+p62x+:cb3p+a:b4x)—|—clp+c2x.

com a condi¢do by = by, by = by e by = by, onde B;j(t) = Bji(t)

A.2 Comutador

(A4)

(A.5)

Calculando-se o comutador do Hamiltoniano quadratico com o operador invariante,

temos que

A A 1. R . N
[H7 IM] = {Eanaﬁ(t)QB + Ca (t)qom Auu(t)ql/ + Au(t):| )

2 2

L, . . .
= §QO¢Bo¢ﬂ(t)Qﬂ + Ca (t)QOm Auu(t)QV:|

I . . . .
= (30 Baal0)is (0| + Calt)ins o))

resolvendo primeiramente em (A.7)

1. R R 1 N .
§QaBaﬂ(t)Qﬂ> Auu(t)QV:| = §Auu(t) [Ga Bap(t)ds; Gv)
1 PR .
= §Auu(t) (Bag(t)q5 [Gas Gv] + [Bap(t)ds.
1

. (1 R R R R 1. R R
1) = | L4 Bus(is + Colt)in, Aw<t>qy] T [—anaﬁ@)qﬁ T Calt)i. Am}

v) Ga)

= A (t) (=ihBap(t)4sXar — ihBas(t)Xs,qa)

2

L1 . .
- Zh§ (A;w(t)zuaBaﬁ(t)QQ + Auu<t)zuﬁBﬁa(t)QOz)

= ih (A (1) 203 Bga(t)da)

[Ca (t)‘jaa Auu(t)‘ju] = Auzx (t) [Ca (t)(jaa (jzx]
= Alw (t) ([Cjaa (ju]oa + 4o [Caa Cju])

(A.6)

(A7)
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retornado & (A.7) temos que

[, 1] = i (A (8) 205Bga()da + Ay () Z0aCa) (A.8)

A.3 Propagador

O célculo do propagador dado na forma G(z,2';t,ty) pode ser verificado aqui mais
explicitamente. As equagoes difenciais escritas nas formas dos operadores invariantes sao

colocadas desta maneira,

h 0 .0

|:?>\1,jka_xk + Aok + 51,3'] Gz, 2’5t tg) = Zha_x;G(x’ z'5t, o), (A.9)
h 0
_.AB,jk_ + /\4,jkxk + (SQJ‘ G(ZE,I/;t,to) == $,<G(l'7$,;t,t0). (AlO)
) oxy, J

Admitindo o propagador na forma G(z, 2';t,ty) = G1(x,2")Ga(2';t,t0)Go(t, to) as equagdes

em (A.10) tornam-se N equagoes diferenciais parciais em = com autovalores 2’ dadas por

h 0G1(z, )

Gg (.Z'/; t, to)Go(f, to) [Z)\?,,jk axk + )\4,jkka1 (.Z', .TI) + (SQJGl (l’, .Z'/)

= 25G 1 (x,2")Go (' t, 1) Go(t, to)

h.o 0G '
Z&,jk# + A jretrGr(z, ') + 025G (2, 2) | = 25G (2, 2). (A.11)
k

Estas equagdes diferenciais sugerem para a solugao G (z, ') a forma exponencial Gy (x, z’) =

exp [g1(z, 2')].

, 0gq(x, 2’
—Zﬁ/\;»,,jk% + Ay iy + 025 = x;
L 0gy(x, 1
—ih gl(gx' ) =% (27 — 09j — Aa,s121)
J 5J
. a ac,x’ — - o
i gla(ag. : - >‘3,31'sz = 35025 = Mg Aasii. (A-12)
J

Tomemos primeiramente a seguinte simplificacao,

1 1
)\5;)\4,31371 =5 (A;§/\4,sm) + 5 (A;;;)%,slxl)

utilizando-se algumas identidades ja demonstradas em (2.57) e (2.58),

)\3):4 = >\4):3 A3X4X3_1 - )\4>:3):3_1
):3_1)\3):4):3_1 - Xg_l)\4 X4):3_1 - ):3_1)\4
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A.3. PROPAGADOR

temos,

B -~ 1 1, _
)\3;)\4755961 = <l‘l)\4,ls)\3,s ) + B ()\3,?\4,351'1)

N | —

e derivando em relagao a x;,

10

0
— (A5t Aaam) = 201,

Are A )
&Ej <5(7k 3.k 4,s1L]

Finalmente, em (A.12), optamos em simplificar a equagdo ao processo de diferenciagao ao

invés do integragao, desta forma temos a solugao para g;(x,z’) escrita como

gi(z,2') = —% (225 Mz — 2(zA5 ') + 2(zA516s)] (A.13)

Desta forma, com o argumento da exponencial em G1(x, z’) determinado, podemos resolver

as equagoes diferenciais para a fungao Go(2';t,1g), tal que

i 0 0 ) /
)\1]’“8 +)\2]kxk+51] Gl(ZL‘ QZ)GQ(ZL‘ t to) ha ,Gl(l’,x)Gz(l’;t,to)
7 T
h oG oG oG
—)\uk—lG2 + Ao k2 G1Go + 01,,G1Go = ih ,1 G2+G1—,2 )
oxy, oz’ o

considerando, G (z,2) = exp [g1 (z,2')] e Ga(w's,to) = exp [ga(a'; £, 1o)]

h g 0 0
—G1G2/\1 gk + X k2 G1Go + 01 ;G1Ge = ih | G1Gy g} + G1G2—g? )
oxy, ox ox’;
h,  Jgi(z) dg1(2') | Oga(')
Mk 8; + Ao jnTr 4 01 = h( al 7 + 5:4 , (A.14)

entdo, através da solugao para g;(z,x'), verificamos a seguinte simplificagao,

/
A=A A 4+ A5 — A6 ] 4 Ao+ 01 = ik (afgif )) +zA;"
J

ih 89535 ) M A a5 < 0GR gy — !
@'h@gggif/) = Mgt = MAg 1 o = (Mg A = g+ g )
J
logo temos
"ha‘(gf) = ALjiAg ik = AvjiAg 02 + 01 (A-15)

J

Conforme o resolvido em (A.12), faremos a seguinte simplifica¢do

1 1
Mgl = E(AlAglx’) + é(AlAglx’)
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onde
Mz =Ash A3TA = At

e derivando em relagao a 7,

0

gy Pl @) =

(x’/\l)\glx') :

g\

substituindo em (A.15), verificamos que a solugao para gs(2’;t,ty) possui a forma

gg(ﬂi’/; t, t()) = —2Lh [.%/)\1)\?:113/ -+ 2.1’/)\1)\;1(52 — 2;U/61:| s (A16)

assim obtemos a forma espacial do propagador para o hamiltoniano. Sendo a dependéncia
temporal contida inteiramente em Gg(t, ), temos entao a forma geral do propagador dada

por:
G (z;2'5t) = NGo(t, to) exp {—;—ﬁ[m)\gl/\4w — 2zt A A
+22)5 0 + 22'61] } (A.17)

A forma temporal pode ser obtida diretamente da equacao de Schrodinger, tal que

[ h% — H(x )} G (z;2'5t) =0, (A.18)
sujeita a condigao inicial
G (r;2';0) = 0(x; — 2})...6(xn — 2y) = N (z — 7). (A.19)

A fungdo H(z) é o operador Hamiltoniano que pode ser escrito na representacdo de

Schrodinger nas coordenadas [1], como

A 1 o o o R R
H = 5 (pb1p + pbad + Tbsp + TbsT) + 1P + 2.

1[ ,0. 0 0 ) 0
H([L’) 2 —h %bl% —1h (a—ng + I’bga ) + l’b4113:| — thl% + cox. (AQO)

A agdo desta forma diferencial sobre a solugao G (x;2’;t) pode ser facilmente determi-

nada a partir das identidades

L0 Ox; Ox;
—Zh%([EAZL‘) = —ih (8 —L Az, +; )

Yy
T 8;1:k

= —1ih ((5jkAZL'j + ZL’jA(Skj)
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A.3. PROPAGADOR

se A é simétrica ou seja A = A,

L0 . ~
—zh%(x/lx) = —ih <5jkij + 5jkAmj>
= —2ihAx (k=7), (A.Ql)

e a segunda identidade,pode ser demonstradacom o auxilio de (A.21)

o 0 o)
—_ 2— —_— == — 2—
h aanx(xBx) h axA(2Bx)
%)
_ 2
= —2h —ax(ABx)
= —2n*Tr(AB), (A.22)

de forma que B também ¢é simétrico. A equagao diferencial para ¢(t), é determinada por

(A.18), considerando o propagador em (A.17)

{—ih% — H(.CE):| NGy(t)G(z,2") =0, (A.23)
onde
G(z,2") = exp {_%[.T)\glAglx —2e\ A NN+ 200516, + 2x'51]}
logo

—ih%(./\/'Go(t)G(a:, ) — Hx)NGy(t)G(z,2') =0
—ihN Gz, I/)%(Go(t)) — NGo(t)H(z)G(x,2") =0

supondo uma solugao do tipo Gy(t) = exp(p(t)), temos

—ihNG(x, :B’)Go(t)d(fl—it) —NGy(t)H(2)G(x,2") = 0, (A.24)

aqui resolvemos separadamente H(z)G(z, '),

1 g, 0 9, 0
H(z)G(z,2") = (5 [—h2%b1% —ih <(9—mb2x + [Ebga) + xb4x}

L0 /
—17101% + CQI) G(z,2)

1,0 0 (9 ) ,

+xbyaG(x, 2')] — ihq%G(x, ') + cxG(x, ')
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tomando-se G(z, z') = exp(—55g(x, z')) e as identidades obtidas em (A.21) e (A.22), temos

NGz, x’)Go(t)dfl—it) _ —%NGo(t)H(x)G(x, 7)
1

= NG(QT, ZL‘/)GQ(t) <§T’f’[)\g1)\4b1 — bg]
Ve, — Te st
h 113 2 2 213 113 2

do(t) 1 i L s
—ZE ) = §T7“[/\51)\4b1 —bs] + 7 (01)\5152 - 552>‘371b1)‘5152) ’ (A.25)

o lado direito da equagao (A.25) pode ser simplificado se eliminarmos as matrizes by e bs,

bem como ¢;, com a ajuda das equagoes (2.45-2.46) e das relagoes de inversao.

%(f) = A(H)TB(t), (A.26)

dA(t)

— = MHBC). (A.27)
A7l =AY,

multiplicando ambos os lados por A(t)Y as equacgdes (A.26 e A.27)

A(t) %it) = A)SA(H)TB(t),
A (t)z%it) = A(H)ZA(H)ZC(t)
que é 0 mesmo que
—]\(t)z%it) = B(t)SA(H)SA(1),
—A (t)E%Et) = C(t)SA(t)SA(t)
B(t) = —A(t)Z%?), (A.28)
C(t) = —A (t)z%f), (A.29)

que a partir destas equagoes encontramos elementos das matrizes B e C em termos das

matrizes \'s,

b1 == Xg)\‘l - ):1)\.3, bg == Xg)\‘g - ):1)\.4, (ABO)
by = MM — Aods, b= Ada — Aoy, (A.31)
C1 = /\~3(§1 — ):1(5.2, Cy = ):451 — /\~2(§2, (A32)
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entdo, com estas identidades podemos reescrever a equagao (A.25), porém mais algumas
simplificagoes sao necessarias e assim obtermos a dependéncia temporal do propagador.

Tomemos uma delas entao,

)\gl)\4b1 - bg - )\:?1)\4():3)\'1 - ):1)\‘3) - X4X1 + ):2)\.3
= A3 s A — AT A A — Ay 4 Ao
= A3 A5 A — A — A3 A s + Aods
= A5 A A — (A5 A M — AT AN + (A5 A5) XA
= A5 (s — Asd) A — A3 (AL + Asho) A
= A3
e a outra simplificacao,
1. - - - 1. ~, -~ . -
c1hg 6y — 552Ag1b1Ag152 = (A301 — A02) A5 16y — 552)\?:1(/\3)\1 — A1 3)A; 10,
.. .. 1 ) .~
= ()\3(51 — )\1(52)/\3?152 — 552()\1 — )\51>\1)\3))\5152
- - 1 ) .~
= A30105 105 — AdaAg 10y — 552@1 — A3 A1) A 6y
. . 1 ) -~
= 5152 - (52/\1/\5162 - 5(52()\1 - )\gl)\l)\g))\gl(gg
. . 1 ) .~
- (5162 - 52)\1)\3?%52 - 552()\1 - )\51)\1)\3))\5152
1d

- 5152 - 5&((52)\1)\-5152)

E com estas simplifica¢bes retornamos a equagao (A.25) e as utilizamos

do(t 1 L i (- 1d _
—dff ) _ —§T7“[>\3 "Xs] + 7 <5152 - 5%(52&)\3 152)) , (A.33)

cuja identidade matricial pode ser também utilizada,

Tr ()\31%) _4 In(det A3),

dt dt
finalmente,
dp(t) 1d (A 1d 1
—— =551 - - - A.34
dt 2 dt n(det )\3)‘|‘ A ((51(52 2dt(52)\1)\3 52) , ( 3 )
cuja solucao,
. -
o(t) = In(det A3) /2 — ;—h52)\1/\§152 + %/ d109dt’. (A.35)
0

Com o resultado em (A.35) a forma da fase temporal do propagador esté definida,

. t
Go(t) = N(det )\3)_1/2 exp{—% (62/\1A3_152 - 2/ 5152dt’> }, (A36)
0
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-N/2.

com o fator de normalizacao N = (—2irh) Reunindo so resultados obtidos para

Gi(x,2"),Go(2';t) e Go(t), temos uma expressao final para o propagador.

i

G (w;2';t) = (—2imhdet As) ™% exp { 2h[x)\§1>\4x —2e\ A NN

t
1220516y + 227 (51 — M 82) + Gadi Az 16, — 2 / 5162dt’]} . (A.37)
0

A.4 Equacoes Diferenciais de 2 Ordem

De acordo com os calculos expostas na equagao (2.136), encontramos a dedugao para
as matrizes £ conforme os calculos abaixo:
Tem-se das equagdes para as matrizes \’s, expostas em (2.48) e (2.49) as seguintes

relagoes,

M= Mbs — Xobi, Ao = Aibs — Aobo, (A.38)
As = Asbs — Maby, Ay = Asby — \abo, (A.39)

onde podemos tomar o caso para A1. Derivamos novamente, obtemos
At = Aibg + Aiby — Aoy — Aoby. (A.40)
Como temos A; e g, substituimos na equacio (A.40):
A1 = (Mibs — Aab1)bs 4+ Abs — (Abs — Aaba)by — Aoby, (A.41)
onde podemos eliminar os termos em Ay através de
Aoby = Aibs — Ay (A.42)
Multiplicando ambos os lados da equacdo acima pela matriz inversa b; ',
AobibTt = (Mg — Ay )by, (A.43)
e observando que o produto de matrizes b;b; ' é a matriz identidade, temos para A,
Ao = Mbsbyt — Ayt (A.44)
Substituindo (A.44) em (A.41),

A1 = [Mbs — (Aibsbyt — Ayby)by]bs + Aibs

— [Arbs — (Mabsbyt — AbyH)balby — (Absbyt — Ay Y)by, (A.45)
A1 = Aibsbs — Apbsby tbibs 4 Aby tbibs + Aibs — Aibsby

+ AbgbTtboby — AbT boby — Aybsbytby + Aby by, (A.46)
A1 = Ai(bg — b7 thoby + b7 hy) — Ay (baby — bsbytboby — bsbythy — bs). (A.47)
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Portanto verificamos que a equacao diferencial para \; possui a seguinte forma

d®X\; d\

com & e & dadas pela equagoes (2.136). Da mesma forma fazemos para A,. Utilizando a
relagdo (2.48) temos
Az = Aibs — Aobs,

e derivando novamente em relacao a t, temos
Aa = Aiby + Aiby — Aoy — Aobo. (A.49)
Deixando a equacao em funcao apenas de pardmetros matriciais Ay, encontramos
A1 = Aabobyt — \obi?, (A.50)

e apdés uma manipulacao elementar,

Ao = —Ag(by — b3 thsby + b Tby) — Ao (byby — boby gy — byby tby + by), (A.51)

obtemos a equacao diferencial

Xy d)o
o TS b =0, (A.52)

com & e & dadas pelas equagoes (2.135).

Os célculos referentes as matrizes A3 e A4 seguem o mesmo procedimento, obtendo
com isto a relagao geral para as equagoes diferenciais de segunda ordem para as matrizes
N’s conforme (2.136) e (2.137). A forma completa das matrizes &; estao dadas a seguir.
Assumindo que w; = wi(t), temos

dwq

26w 261 e €23 ey
E = —w14e2(2 + —w1+e2¢§ + *W1+€2C§d Gt —w1+e2¢§ + —w1+e2¢§
_EC _ fwnPea ¢ _ S 2¢lwr €26 ’
L7 —oi+e2@ 7 —u+e2 T —wr+e2¢ —wi+e2(  —wite?(
dw
2,2 [w1]2e2¢2 261G e2CoC1 5t w1e3¢2¢o B 3201
& = wi + 7o + —w1+e2¢g | —wi+e2@ - —wﬁ-sjcg 2eGo + —wite2(§  —wite(]
@G e3¢t 6o gt 22 @G e3¢t ’
8(0(,()1 + €<0 —w1+e2(3 + —w1+e2(3 —w1+e2¢3 € <.0 +1 —w1+e2¢ + —w1+e2¢8
260G 260G ¢ eC1
—1+82 2 T _1_;'_52 2 _ECI + _1+€2 2 T _1+52 2
g — CO C Co Co
3 _€C _ eC1 _ € C(2)Cl _ 62C0C1 + €2C0(:1 ’
L™ Tage2@ — “igerd —1+e2 T —14e2¢
2,2 4,2 3. -2 3,2
22 € Cl € CoClCl 3 COCl £ go{lCl
w 19 — —e(1W 9 —
54 _ 1 + CO th_g_gEZCg 3514'2"5%3 Cl 1 + CO —tc2_<1_262c(2) 2_C12+€2Cg
oGSt €°Co(; 22 _ E£656161 €761
2eGo I e w7 e +1 TTrere T T

Para o nosso problema em questao estamos interessados na solu¢ao com corregao até a

primeira ordem para ¢ tendo em vista que €2(;(;, < 1, por isto podemos desprezar os
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termos de ordens superiores a £2. Isso implica em uma enorme simplificacdo para as

matrizes &;, que ficam reescritas na forma:

1 dw?(t) eC eC1
1 —e(y — =S
& = 2“’%(0 dt o AR (D) wi(t) (A.53)
—841 — Wy (t)ECl — WT 0
i 2
Wi (t) 2e(o
82 - 9 €<.1 dw%(t) (A54)
| eowi(t) + o — i —a 1
0 2
£ = G (A.55)
i —25(1 0
[ W2 (1) eCow?(t) + ¢
£ = wi(t) eCowi(t) o (A.56)
L 25([) 1

Com tais resultados substituimos nas relagoes (2.136) e (2.137) encontramos os dois
grupos de equacoes diferenciais para as matrizes \; relevantes para a analise do nosso

sistema.
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Apéndice B

Equacao de Duffing e o M.E.M.

B.1 Equacao de Duffing Classica

Como exemplo importante e de um modo mais detalhado para nosso estudo, a equagao
de Duffing apresentou-se como a primeira opcao de um modelo fisico concreto para a
aplicacdo do método das escalas multiplas. E uma equacdo importante no problema de
oscilagoes nao lineares [33|, como por exemplo no estudo do oscilador anarménico de massa
unitaria (p = &), cuja hamiltoniana esta dada por
P2 g2 2

sujeito a condicao ¢ < 1. Vamos aplicar o método das escalas multiplas para um deter-

minado problema de valor inicial. As equagoes do movimento deste sistema estao dadas

por
dx
o = {z,H(z,p)} =p, (B.2)
d
= {p,Hz,p)} = =z — dea’, (B.3)
OKO0H O0KOK
W HY = e o " o or

O sistema de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem (B.2)-(B.3) pode ser reduzido
a uma equacao diferencial de segunda ordem, conhecida por equacao de Duffing. Temos,
entdo, para o sistema (B.1) a equagao

d*x
—— 4 x4 4dex® =0, B4
T (B.4)
onde z(t) é a variavel classica para a posi¢ao. Para nosso problema vamos considerar, por

exemplo, as condic¢oes iniciais
z(0) =1, z(0) = 0. (B.5)
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Tentamos entao uma solucao do tipo:
2(t) =) "wa(t). (B.6)
n=0

Substituindo a série dada por (B.6) em (B.4) obtemos as equagoes de ordem zero e um

para o parametro :
dQ,CEO

d2
d;l + = 4z, (B.8)

A solugao geral para (B.7) ¢ da forma:
xrg = Acost + Bsent, (B.9)
e com as condigoes iniciais obtemos a solucao
xo(t) = cost. (B.10)
Logo substituindo (B.10) em (B.8) obtemos a equagao
i+ 2 = —4cos’t, (B.11)
onde em (B.11) podemos utilizar propriedades das identidades trigonométricas

cos(a + b) = cosacosb — senasenb

sen (a +b) = senacosb+ senbcosa
para simplificar o termo nao homogéneo da equacao diferencial. Dessa forma temos
—4cos®t = —cos 3t — 3cost,
que substituido em (B.11) resulta na equagao diferencial ndo homogénea na forma
21+ 2y = —cos 3t — 3cost. (B.12)
Mediante as condigoes iniciais (B.5) obtemos uma solugdo particular de (B.12):

1 1 3
T =~ cost + 3 cos®t — 525 sent, (B.13)

Facilmente verificamos que a solugdo (B.13) possui um termo secular dado por ¢sent.
Observamos que no limite ¢ — oo a solugao particular é divergente, contrariando a condigao
fisica de que o sistema (B.4) tem uma energia finita: o sistema nao esta acoplado com
nenhum potencial externo e portanto pode ser tratado como um sistema isolado com energia

constante Fj:
22 2 4

T X T
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Justificada a condicao fisica para eliminarmos termos seculares, nés podemos considerar
a expansao (B.6) sob o ponto de vista das escalas multiplas. Procurando uma solucéo
aproximada para o problema até correcoes de primeira odem no parametro €, tomemos

x(t,e) como uma func¢ao das variaveis independentes Tj e 77, onde T7 = €t, na forma:
w(t,e) = Xo(Ty, Th) + X1 (Ty, Th) + O(?), (B.14)

Substituindo a solugao (B.14) na equagao (B.4), tomamos para cada uma das ordens em ¢

as correspondentes equacgoes diferenciais

92Xy
— +X0=0 B.15
aTOQ + Xo ) ( )
O Xy + X = —4X] -2 0" X (B.16)
T LT TeeTy '
A resolugao de (B.15) é bastante simples e sua solu¢ao ¢ dada na forma:
Xo(To, Tl) = A(Tl) COSs TO + B(Tl) sen To, (Bl?)

substituimos (B.17) na equagao (B.16), considerando as amplitudes A(7}) e B(7}1) como
termos dependentes apenas de 77 (as solugoes estdo sendo consideradas até primeira or-

dem). Resolvendo de forma explicita a equagao (B.16) temos que

0* X, 0?

a—jbz + Xl = —4[A(T1) COS T() + B(T1> sen TQ]3 — 2m[A(T1) COSs To + B(TI) sen To],

que pode ser reescrita na forma

2
X
% + X, — A3(Ty) cos 3Ty — 3A%(Ty) cos Ty — 3A*(Ty) B(T}) sen 3T,
0
— 3A*(T)B(T) sen Ty + 3A(Ty) B*(T}) cos 3Ty — 3A(T1) B*(T) cot Ty
OA(Ty) 0B (1)
aT, senly — 2 aT,

+ B3(Ty) sen 3Ty — 3B*(Ty) sen Tp + 2 cos Tp.

Para determinarmos entdo as amplitudes A(T7) e B(7T1), é necesséario agora identificar os
termos seculares. O que nao é muito dificil pois sao os termos que envolvem senTj e
cos Ty , que sao parte da solucao da equacao homogénea associada. Com isto chegamos as

seguintes equagoes para A(T)) e B(Ty):

dB(Ty) 3 3 9
P _ 2wm) - Sampm), (B.18)
dA(Ty) 3 4 3 9
—= = =-B°(T; —B(T)A*“(T}). B.1
= S+ Spemy A (B.19)
Multiplicando (B.18) por B(T3) e (B.19) por A(T}) estas equagoes podem ser reescritas na
forma BT
1 1) _3 3 3
s dr 5 A () B(T) + A(T) B (1),
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1dA*(Ty) 3, 4 3
s—ar — B (TAT) + BT AT,

e somando-se estas duas equagoes, encontramos que

1dBX(T1) | 1dA*(Th)
2 4y 2 dT

=0,

ou
dC(Th)

dTy

=0, (B.20)
onde C(T7) esta definido como
1
O(1) = §IA°(T) + BT,

Verificamos um tipo de lei de conservagao na equagoes (B.20), de forma que atua como um
invariante do sistema em relacao a escala de tempo T7. Podemos desta forma, reescrever
(B.18) e ( B.19) em termos de C(77) de tal modo que:

dB(T1)

o~ “3COAT) (B-21)
dA(Ty)

o = 3COB(T). (B.22)

Determinando C'(0) a partir das condigoes (B.5) e resolvendo as equagoes diferenciais
lineares acopladas (B.21)-(B.22) obtemos as solugoes para as amplitudes A(77) e B(Ty)
que conduz a solugao em primeira ordem:

Xo(Ty, Ty) = cos[(Ty + ng)] + O(£?), (B.23)

Podemos verificar que a solugao (B.23) é coerente com a solugao direta em (B.13) a menos
do um fator secular. Podemos prossegur entao a nossa analise para a equacao de Duffing,
agora para o caso quantico onde as coordenadas escalares dao lugar aos operadores posi¢ao

Z e momenta p, conforme os principios da quantizacao candnica.

B.2 Equacao de Duffing Quantica

O sistema quantico correspondente ao sistema classico abordado na se¢ao anterior esta
definida pela equacao de Duffing quantica na forma

ey
d—tq b i ded® = 0, (B.24)

e da mesma forma que no caso cléssico é necessario estabelecer as condi¢oes iniciais para

o problema. A equacdo (B.24) pode ser deduzida a partir do operador Hamiltoniano

1 1
H= 5;32 + 5g:~2 + 2t (B.25)
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na representacao de Heisenberg e eliminando o operador momento p de modo similar ao
procedimento realizado no caso classico. Além disso, temos que Z(0) = &y e p(0) = Py com

a relacao de comutacao canonica:
[%o, Po] = ih. (B.26)

Apliquemos entao o método das escalas multiplas para a solugao de operador (T, T1), ou
seja,
#(To, T) = Xo(To, Ty) + eX1(Ty, T1) + O(e?), (B.27)

de forma que o operador posicao do oscilador agora depende explicitamente de duas es-
calas de tempo independentes. Substituindo (B.27) em (B.24) e separando os termos das

diferentes ordens de ¢, resulta

92X, -
24+ Xy=0 B.28
8T02 + 0 ) ( )
e A A
02X, 4 . 92X,
b X, =—4X3-2 B.29
orz T 0 T OT,aT, (B-29)

A solugao de (B.28) é bastante simples e de modo similar ao caso cléassico estd dada na

forma

Xo(Ty, Ty) = A(Ty) cos Ty + B(Ty) sen Ty, (B.30)

e de acordo com (B.30) escrevemos também o operador momento em fungao de Ty e T;

como

~ A ~

P()(To, Tl) = B(Tl) COSs TO - A(Tl) sen To. (B31)

A diferenca fundamental entre o sistema classico e quantico é que os termos independentes

de T sao agora operadores e satisfazem a relacao de comutacao canonica.
A(Tl),B(Tl)] — ih. (B.32)

De acordo com as equagoes (B.30) e (B.31) devemos ter para os operadores A(T}) e B(T)

as condigoes iniciais

Substituindo a solugao (B.30), na equagao (B.29) temos para o operador X1, a equacio

2
+ X; = —4[A(Ty) cos Ty + B(Ty) sen Ty)* — Qa—[A(Tl) cos Ty + B(Ty) sen Ty,
01,01,

92X,
Ty
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que com a ajuda da relagao de comutagao (B.32) pode ser reescrita na forma

%2—;21 + Xl — AS(Tl) COS 3Tg — 3A3(T1) COSTQ

— [A(T) B(T) A(Ty) + A(T) A(Ty) B(Tv) + B(Ty) A(Ty) A(Th)] sen 3T,

— [A(TV) B(Ty) A(Ty) + A(Ty) A(Ty) B(Ty) + B(Ty) A(Ty) A(Th)] sen Ty

+ [B(T)A(T)) B(Ty) + B(Ty) B(T)) A(Ty) + A(Ty) B(Ty) B(T})] cos 3T,

— [B(Ty)A(T1) B(Ty) + B(T1) B(T1) A(Ty) + A(Th) B(T1) B(T4)] cot Ty

+ B*(Ty)sen 3Ty — 3B%(T}) sen Ty + Z%A(Tl) senTy — 2%@(7’1) cos Tp.

Para determinarmos entao os operadores amplitudes A(7}) e B(T}), é necessario identificar
os termos seculares. O que nao é muito dificil pois como no caso cléssico também recaimos

nos termos que envolvem sen 7y e cos Ty. Com isto chegamos a uma relagao do tipo:

B _ L84 (n) - BIAT)B(T) - B BT)AT) - AT BB,

(B.33)

~

L = LBBT)+ AT)BI)A)+ AT)AMT) BT+ B AT AT (B39
As equagbes acima, como no caso classico, implicam em uma lei de conservagao para o
operador

O(T) = LIA(T) + BT (B.35)

=0. (B.36)

Assim utilizando as relagoes de comutacao canonica expostas pelas condigoes iniciais e
pela equagao de comutacao em (B.32), podemos reescrever as equagoes (B.33) e (B.34)
de um modo mais simplificado, utilizando a forma (B.35) para o operador C(T1). Ainda

observamos que ele ¢ uma constante tal qual C (Ty) = C'. Logo

i —5[07 A(Ty)) (B.37)
’ dA(Ty) 34 A
i —5C B(I)]+ (B.38)

~ ~ ~ A

onde [C(Ty), A(T1)]+ e [C(Th), B(T1)]+ s@ao conhecidos como anticomutadores e a partir
das suas propriedades gerais temos que sao hermitianos, possuindo apenas solucao real e,

nao imaginaria como em (B.32). Resolvendo entao as equagdes diferenciais obtemos,
A(Ty) = A(0) cos 3CT, + B(0) sen 3CTY, (B.39)
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B(Ty) = B(0) cos 3CT, — A(0) sen 3C'T1, (B.40)
e de acordo com as condigoes iniciais temos para termos até a ordem O(e) a solugao (sem
os termos seculares) na forma,

Xo(Ty, Ty) = [A(0) cos 3CT, + B(0) sen 3CTy] cos Ty + [B(0) cos 3CTy — A(0) sen 3CT,] sen Ty,

Uma vez que T1 = £Tj, podemos reescrever a solugao na forma

. Zo cos(To + 3€C’T0) + cos(Ty + 3eCT, )T
Xo(T1, To) = 2 cos(3eTH ) —
03
| Bosen (Tp + 3¢CTy) + sen (Ty + 3¢CTy)po
2 cos(3eTp )

+ O(e). (B.41)

O método pode entao ser aplicado a qualque sistema dinadmico e fornece-nos uma solucao
aproximada para descrever o comportamento dinamico dos mesmos pelo menos nos primeiros

instantes do movimento.
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Apéndice C

Covariancia e Emaranhamento

C.1 Elementos das Matrizes das Covariancias

Seja a matriz das covariancias dada pelas matrizes blocos );; como,

Qu Q2
= , C.1
¢ [ Qa1 Qo ] -

onde explicitamente os elementos deste blocos sao dados por:

QH:[MH M12]’ Qm:[Mlg MM]

Mgl M22 M23 M24
QQl _ M31 M32 7 Q22 _ M33 M34 '
M41 M42 M43 M44

Em termos da parametrizacao:
e Para (Q1:

sen ’7'

1 sen (27
Mu =3 {(ng 62 — m2p°Y14) —mYi-cos® T — dmYs_ cosh(2¢;) ( )}

2

1 sen (27)
My = 5 {(77221,0 + mYis0? ) PCRR mYa_ cos® 1 — o1 Z ( }
1 sen %7 sen (27)
Mo = 5 {(7722102 + 11 Y11.6°) o2 +mYa cos® T — i Zs o }
1 5 9 sen %7 sen (27')
Ma =3 (mYs5-0" +n2p"Yoy) + Yy cos® 7 + 0 Ysy cosh(26,) ————=
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C.1. ELEMENTOS DAS MATRIZES DAS COVARIANCIAS

e Para Q15:

Mz = i {(Y1—771 - 7723/2—)&(27) + 2 [(cosh(2&1)m + cosh(2€2)m2) Y3 ] '0552—?27}
My, = i {(1/4_771 _ mzl)M 2 Yy — maYs ) pésen T}

Mz = i {(Y4—771 — nng)M 4 2(mYe. — 1aYey) p5 sen T}

Moy = i {(Y}nﬁh - 772Y2+)M + 2 [(cosh(2&1)m; + cosh(262)12) Y3, ] M}

e Para ()91 temos a igualdade, (Q9; = ng

e Para (0o
1 ) o\ Sen 2T sen (27)
Mss = 5 (nTs8" =" Ta) = 5= — T cos” 7 — i Ty cosh(261) —
1 n2r sen (27
Ms, = —3 {(772T710 + 771T652) o2 +mTs cos® T — omTig oE )}

1
M43 = —— {(772T7p2 + 771T652) + 7’]1T5 COS™ T — 5771T12

sen %7 ) sen (27)
2 a? a
sen 27’ sen (27) }

M44 =

+ Ty cos® T+ 6my Ty cosh(2&;)

{(77ng52 + 1ap*Ty)

DO | —

de forma que,

Zy = cos(2t) senh (2p) cosh(2€2) — senh (2&5) sen (2t),
Zy = cos(2t) cosh(2&;) cosh(2u
Y1+ = senh (2&) cos(2t) F cosh(2&;) [cosh(2p) — sen (2¢) senh (2u)],
Yo = senh (2&;) cos(2t) + cosh(2&,) [sen (2t) senh (2p) F cosh(2u)],
Y5+ = sen (2t) cosh(2u) F senh (2),
Y= = cos(2t) senh (2u) cosh(2£;) F senh (2£;) sen (2t),
Y5+ = senh (2&;) cos(2t) £ (sen (2t) senh (2u) 4 cosh(2pu)) cosh(2&,),

);
(

Yo+ = senh (2€;) &+ cosh(2u) cosh(2&) cos(2t),
Y7+ = senh (2&;) £ cosh(2u) cosh(2&;) cos(2t)
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C.2. EMARANHAMENTO - ESTADO PURO - PARAMETRIZACAO

C.2 Emaranhamento - estado puro - parametrizacao

No processo de simplificacao das equacoes utilizando os elementos das covariancias, e

ainda para uma fase ¢ = 0, temos auma medida de correlacdao quantica dada na forma

Vp(T)

_ plsent| [T110%sen?T — Toadsen (27) + Ti_a?cos? T
2 F(7)

onde

F(1) = (Tssen?r + Y3y sen (27) + Ty cos® 7)(Tgsen?7 — T3 osen (27) + Yypcos’ 7)

T+ = 2cosh®(275)(cosh(4&,) + cosh(4&;) £ 2 cosh(2€, F 2£1))
+ 4 senh ?(273)(1 & cosh(2&; + 26)))

Ty = senh (475)(cosh(4€2) — cosh(4€1)), Y3, = adsenh (275) cosh(2¢;),

62 Yan + p* Yy 0 Yyo+ p*Taq
o? o2

Te =

Y, = o cosh(275) cosh(2&;), Y5 =
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