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RESUMO

Nesta dissertacao, apresentam-se os principais resultados de uma revisdo dos procedimentos
tedricos e numéricos para o tratamento dindmico de sistemas quanticos nao estaciondrios com
simetrias dindmicas SU(2). Como modelo de estudo, considera-se um sistema quéntico de dois
niveis de "spin 1/2", sujeito a um campo magnético temporalmente dependente, com simetria
dindmica SU(2). Analisam-se os aspectos conceituais e operacionais associados aos diferentes
tipos de parametrizagdes admissiveis para o operador de evolugdo temporal do sistema, aplicadas
para obter a descrigdo exata da dindmica de "spin 1/2" sob a a¢do do campo magnético B (t). A
partir das solucdes, € possivel identificar dois tipos de parametrizacao: a do tipo I correspondente
a uma solucao em um contexto dindmico mais amplo, porém dependente de solu¢des de uma
equacao integro-diferencial, que até o presente momento ndo foi resolvida analiticamente; A
do tipo II diz respeito a solu¢cdo com uma condicao de ressonancia generalizada que estabelece
uma relacdo de vinculo entre os diferentes parametros do operador hamiltoniano associado,
apresentada como uma solugdo restritiva. Para a parametrizacio do tipo II, € possivel discutir
diferentes cendrios dinamicos que obedecem a condic@o de ressonancia generalizada, para os
quais a dindmica do "spin" € perfeitamente descrita. Além disso, o estudo do modelo de dois
niveis foi estendido para a simetria dinAmica SU(1, 1), visando & compreensio dos aspectos
conceituais e operacionais da dindmica de sistemas descritos por operadores hamiltonianos
nao-hermitianos. Finalmente, como uma aplicacdo das solucdes conhecidas para a dinamica do
grupo SU(2), considera-se a andlise da dindmica do modelo de Jaynes-Cummings para um caso

onde os parametros do operador hamiltoniano dependem explicitamente do tempo.

Palavras-chave: Simetria dindmica. Operador de evolucao temporal. Modelo de Jaynes-Cummings.



ABSTRACT

This dissertation presents the main results of a review of theoretical and numerical procedures
for the dynamic treatment of non-stationary quantum systems with SU(2) dynamic symmetries.
As a model of study, we consider a quantum system of two levels of spin 1/2, subject to a
time-dependent magnetic field, with dynamic symmetry SU(2). The conceptual and operational
aspects associated with the different types of admissible parameterisations for the system’s time
evolution operator are analysed, applied to obtain an exact description of the dynamics of spin
1/2 under the action of the magnetic field B (t). From the solutions, it is possible to identify
two types of parameterisation: type I corresponds to a solution in a broader dynamic context,
but depends on solutions to an integro-differential equation, which has not yet been solved
analytically. Type II concerns the solution with a generalised resonance condition that establishes
a link between the different parameters of the associated Hamiltonian operator, presented as
a restrictive solution. For type Il parameterisation, it is possible to discuss different dynamic
scenarios that obey the generalised resonance condition, for which the dynamics of the spin
are perfectly described. Furthermore, the study of the two-level model was extended to the
dynamic symmetry SU(1, 1), aiming at understanding the conceptual and operational aspects
of the dynamics of systems described by non-Hermitian Hamiltonian operators. Finally, as
an application of the known solutions for the dynamics of the SU(2) group, we consider the
analysis of the dynamics of the Jaynes-Cummings model for a case where the parameters of the

Hamiltonian operator depend explicitly on time.

Keywords: Dynamical symmetry. Time evolution operator. Jaynes-Cummings model



Figura 1

Figura 2

Figura 3

Figura 4

Figura 5

Figura 6

LISTA DE FIGURAS

Griéfico de P.(t) para valores de A a partir da equag@o (4.44), assumindo
o valor de n = 1 na escala de tempo dindmica wgt. A curva azul refere-se
ao valor de A = 0, correspondendo a condi¢do de ressondncia, enquanto
as condicdes de dissonancia sdo dadas pelas curvas laranja (A = 0.5) com
menor dissonancia e verde (A = 1) com maior dissonancia. . . . . ... ..
Inversdao da populacdo atomica em func¢do da escala de tempo dindmica
adimensional 7 = £yt, comegando com o campo na superposi¢do impar do
estado coerente (4.104), o que significa s = —1. Paran = 5ea =| a |, 0
atomo no estado excitado, com (. = 1 e (; = 0, e considerando € = 0, 25,
q=p=2,u=>5(painel (a)) e p = 10 (painel (b)), obtém-se as curvas
azul e verde que correspondem, respectivamente, ad = 5e 6 = 10. Para o
atomo no estado fundamental, ¢, = 0, (;, = 1, as curvas marrom e magenta
correspondem a § = 5 e = 10. Além disso, as curvas preta e vermelha
correspondem, respectivamente,ad = 5ead = 10,com (. = (, = \/5/2 0
atomo em um estado de superposicdo. Aqui, a série trunca-se em (4.112) no
estado de Fock correspondente an = 100. . . . ... ... ... ... ...
Inversdo da populacdo atdmica em func¢do da escala de tempo dindmica
adimensional 7 = &yt, comecando com o campo na superposi¢ao impar do
estado coerente (4.104), o que significa s = —1. Paran = 10e a =| a |,
o dtomo no estado de superposi¢do com (. = (, = v/2/2 assumindo que
e = 0,25, = p = 2,0 = 5, obtém-se as curvas azul e vermelha que
correspondem, respectivamente, a ;x = 5 e u = 10. Série do estado de Fock
estdtruncadaemn =9500. . . . . . ...
O niimero médio de f6tons fi; (7) para o modo da cavidade com o dtomo no
estado excitado ((, = 1 e (; = 0) assumindo que € = 0,25, ¢ =p = 2, = 5,
n = D e parametro universal ;1 = 5. As curvas azul (painel a), vermelha
(painel b) e verde (painel c) correspondem a s = 0, s = —l e s = 1 na
superposicao (4.104). . . . . . ..
O fator de Mandel Q(t) para o modo de cavidade com o dtomo no estado
excitado ((, = 1 e (; = 0) assumindo que ¢ = 0,25, ¢ = p = 2, = 5,
n = 5 e o parametro universal dado por = 5. As curvas azul (painel a),
vermelha (painel b) e verde (painel c) correspondema s =0,s = —les=1
na superposicao (4.104). . . . . . ..o L
O fator de Mandel Q(t) para o campo no modo de cavidade com o dtomo no
estado excitado ((, = 1 e (; = 0) assumindo que € = 0,25, ¢ =p = 2, = 5,
n = 5 e o parametro universal dado por ;x = 10. As curvas azul (painel a),
vermelha (painel b) e verde (painel c¢) correspondemas =0,s =—-les=1

na superposicao (4.104). . . . . . ...



Figura 7

Figura 8

Figura 9

Figura 10

Figura 11

Figura 12

A compressdo do estado quintico no modo de cavidade Z(t) para o modo de
cavidade com o 4tomo no estado excitado (. = 1 e (; = 0) assumindo que
€=0,25,q=p=2,0 =5,n =5 e o parametro universal dado por yx = 5.
As curvas azul (painel a), vermelha (painel b) e verde (painel c) correspondem
as=0,s=—1es=1nasuperposicao (4.104). . . ... ... ... ...
A compresséo do estado quantico no modo de cavidade Z(t) para o modo de
cavidade com o 4tomo no estado excitado (¢. = 1 e (, = 0) assumindo que
€e=0,25,¢q=p=2,0 =5,n=>5e o pardmetro universal dado por . = 10.
As curvas azul (painel a), vermelha (painel b) e verde (painel c¢) correspondem
as=0,s=—1es=1nasuperposicao (4.104). . . . . . .. ... .. ...
Inversdo da populagdo atdmica em fun¢do da escala de tempo dinamica adi-
mensional x, para o 4&tomo inicialmente preparado em seu estado fundamental.

Ambas as curvas correspondem a um nimero médio de fétons n = 10. A

curva magenta corresponde a 1 = 0, enquanto a curva azul € obtida para 4 = 10. 90

Inversdo da populagdo atdmica em func¢do da escala de tempo dindmica adi-
mensional x, para o 4&tomo inicialmente preparado em seu estado fundamental
com o estado do campo na superposi¢ao par do estado coerente (4.104), onde
s = 1. Ambas as curvas correspondem a um nimero médio de fétons n = 10.

A curva magenta corresponde a ;1 = 0, enquanto a curva azul € obtida para

Inversdo da populagdo atdmica em func¢do da escala de tempo dindmica adi-
mensional x, para o 4&tomo inicialmente preparado em seu estado fundamental.
Ambas as curvas correspondem a um valor elevado do nimero médio de
fétons n = 50. A curva magenta corresponde a ;1 = (0, enquanto a curva azul
éobtidapara p =10. . . . . . . ..o
Inversao da populagdo atdmica em fun¢ao da escala de tempo dinamica adi-
mensional x, para o 4tomo inicialmente preparado em seu estado fundamental.
Ambas as curvas correspondem a um nimero médio de fétons n = 10. A

curva vermelha corresponde a ;1 = 1, enquanto a curva azul € obtida para



Quadro 1

LISTA DE QUADROS

Descricao de exemplos de GL



GL
AL
JCDT
JCIT
CC

CQI

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Grupo de Lie

Algebra de Lie

Jaynes-Cummings Dependente do Tempo
Jaynes-Cummings Independente do Tempo
Coeficiente de Compressao

Cavidade Quantica Ideal



2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

3.1
3.1.1
3.1.2
32
3.2.1
322

4.1.1
4.2

43
4.4

4.5
4.6
4.6.1
4.6.2

SUMARIO

INTRODUCAO . . . ottt e et e e e ettt e e et eeee 13

ELEMENTOS DA TEORIA DE GRUPOS E ALGEBRAS EM FiSICA

QUANTICA . .« ottt e e e e e e e e e e e e et e e i 16
UM SISTEMA QUANTICO ESTACIONARIO NO ESPACO DE HILBERT 16
CONCEITOS DA TEORIADE GRUPOS . . . . . ... ... ....... 19
GRUPOSDELIE . . . . oot 22
TEORIA DE REPRESENTACOES . . . . .. .. .. ... ......... 24
ALGEBRASDELIE . . . . ... i 26
ALGEBRA DE LIE DE UM GRUPO UNITARIO . . .. .......... 28

SISTEMAS QUANTICOS COM SIMETRIA DINAMICA SU (2)ESU(1,1) 33

SISTEMA DE DOIS NIVEIS COM SIMETRIA DINAMICA SU(2) . . .. 33
Parametrizacdo tipo I - simetria dindmica SU(2) . ... ... ... ... 37
Parametrizacio tipo II - simetria dindmica SU(2) . . . . ... ... ... 40
SISTEMA DE DOIS NIVEIS COM SIMETRIA DINAMICA SU (1,1) .. 45
Parametrizacdo tipo I - simetria dindmica SU(1,1) . . . ... ... ... 48
Parametrizacio do tipo II - simetria dindmica SU(1,1) . . . . . .. . .. 51
INTERACAO DA RADIACAO COMAMATERIA . . . ......... 57
A DINAMICA DO ATOMO DE DOIS NIVEIS NO CAMPO ELETROMAG-

NETICO . . . oottt e e 57
Atomo de dois niveis e campo eletromagnético classico . . . . . . . . .. 59
A DINAMICA DO ATOMO DE DOIS NIVEIS NO CAMPO ELETROMAG-

NETICO . . . ottt e 64
MODELO DE JAYNES-CUMMINGS DEPENDENTE DO TEMPO . ... 68
SOLUCAO ANALITICA NO MODELO DE JAYNES-CUMMINGS DE-

PENDENTEDO TEMPO . . . . . . ... ... . ... ... ..., 71
UM EXEMPLO CONCRETO FORA DA RESSONANCIA . . . ... ... 79
A ESCALA DE TEMPO DINAMICO PARA O MODELODE JCDT . . . . 82
A dinamica na condicdo de ressonancia . . . . . ... ... ... ... .. 88
Uma parametrizacao alternativa na ressonancia . . . . . . .. ... ... 92
CONCLUSOES E PERSPECTIVASFUTURAS . . . . . ... ... ... 94

REFERENCIAS . . . i ot e e e e e e e e e e e e e e e e e e i 97



13

1 INTRODUCAO

A fisica quantica tem um papel relevante nos dias de hoje como teoria fundamental para
uma compreensao disruptiva da natureza e teve como marco inicial a conferéncia de Solvay,
na qual grandes mentes, presentes no inicio do século XX, estabeleceram o ponto de partida
para a consolidagdo de suas bases conceituais e operacionais (1,2). A mecanica quntica revo-
lucionou a compreensao da teoria de campos quando associada a teoria da relatividade (3, 4),
bem como impulsionou o desenvolvimento tanto da fisica nuclear (5) quanto da compreensao do
funcionamento microscopico da matéria. O seu papel no contexto do estado solido implicou um
grande avanco na teoria de semicondutores, alavancando o desenvolvimento da eletronica e da
microeletronica, de grande relevancia para o desenvolvimento de computadores de alta perfor-
mance. Isto contribuiu significativamente para a capacidade de processamento de informagdes e
de computacdo cléssicas, promovendo o rdpido desenvolvimento de diversas dreas da ci€ncia e
aprimorando a interdisciplinaridade no cendrio cientifico. Além disso, a combina¢do da mecanica
quantica com a teoria estatistica permitiu o avanco na compreensao da natureza intrinseca das
particulas, promovendo avangos na teoria de supercondutividade e superfluidez, bem como
outros fendmenos da fisica moderna. Sistemas magnéticos e dpticos foram sistematicamente
estudados no contexto da mecéanica quantica, dando inicio a uma revolugdo tecnoldgica na teoria
da informagdo quantica e na computacdo quantica (6).

Para a implementac¢do da informag¢do quantica e da computagdo quantica em dispositivos mi-
croscopicos, tornou-se essencial o controle preciso da dinamica quantica bem como de operacdes
quanticas em fons aprisionados, cavidades Opticas, sistemas magnéticos, "squid"supercondutores,
atomos de N niveis, entre outros. H4 uma grande diversidade de sistemas quanticos a serem
estudados, e métodos analiticos e computacionais s@o essenciais para compreender como esses
sistemas se comportam no tempo e podem ser controlados com alta precisao. Fendmenos como
tunelamento quantico, transi¢do de fase quantica, criagdo de emaranhamento, troca de estados
quanticos e controle de processos de perda de coeréncia quantica podem ser descritos de forma
exata e aproximada, desde que métodos mateméticos adequados sejam desenvolvidos para a
andlise de sistemas quanticos (7).

A mecanica quantica é uma teoria que descreve a natureza de uma forma que contraria o
senso de realidade, quando comparada as descri¢des intuitivas observadas no comportamento dos
sistemas cldssicos. Assim, a sua praticidade operacional estd fundamentada na existéncia de uma
formulagdo matemadtica consistente, envolvendo a andlise funcional e a teoria de representagdes
por meio de matrizes, a partir das quais se podem inferir resultados significativos e corretos,
visando ao interesse tecnoldgico: a mecanica quantica € a base da engenharia quantica, que
dominard o século XXI (8). De qualquer livro-texto de mecénica quantica (9, 10), pode-se
facilmente inferir que a mecanica quantica é essencialmente uma teoria de representacdes de
operadores que atuam no espago de estados normados, conhecido como espaco de Hilbert, e a

teoria pode ser tratada do ponto de vista analitico (11), algébrico (12) e geométrico (13).
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Portanto, neste cendrio, esta dissertacdo serviu de ponto de partida para o estudo de alguns
aspectos do formalismo matemético que fundamenta a teoria de representacdes e para a identi-
ficacdo dos elementos necessarios para determinar o comportamento dinamico de um sistema.
Obviamente, ndo se trata de um estudo aprofundado dos conceitos necessarios, mas sim de um
primeiro contato com alguns elementos matemaéticos para tratar problemas da dindmica quantica
(visando ao controle temporal de sistemas quanticos simples), intercalando conceitos relaciona-
dos a estruturas algébricas e analiticas que surgem na estrutura formal da mecanica quantica.
Neste sentido, consideraram-se conceitos associados a teoria de grupos, as dlgebras de Lie e
a teoria de representacOes em sistemas de baixa dimensionalidade, o que facilita o tratamento
analitico da dinamica quantica. Para isso, considerou uma pequena introdu¢do aos conceitos de
grupos no seu sentido matematico, visando compreender como os conceitos de grupo de Lie e de
algebra de Lie surgem em sistemas quanticos. Para tal propésito, consideraram-se dois sistemas
particulares em espacos de Hilbert bidimensionais com simetrias dindmicas SU(2) e SU(1,1),
para os quais identificaram-se as representacdes adequadas do operador de evolugdo temporal,
necessdrias a descri¢do completa da dindmica quantica. Nestas simetrias, estudou-se como obter
solucdes analiticas exatas para os elementos de matrizes do operador de evolucao temporal.

Ressalta-se que o presente estudo se baseia em resultados de estudos realizados em (14),
onde foi elaborada uma proposta de se obter solu¢des analiticas para operadores hamiltonianos
dependentes do tempo com simetrias dindmicas SU (2). Este trabalho é uma extensdo do pro-
blema seminal de Rabi (15), fundamental para a compreensdo da dinamica de "spin"sob acdo de
um campo magnético cldssico, um sistema com simetria dindmica SU (2) e associado a dlgebra
su(2). Incluir a dependéncia temporal arbitrdria no modelo de Rabi semicldssico resulta no
chamado modelo semicldssico de Rabi generalizado. Resultados fundamentais caracterizando a
dindmica de um sistema de "spin" no problema de Rabi, para dependéncias temporais arbitrdrias,
sdo apresentados em (16), com extensdes para o caso de simetria dindmica SU(1, 1) em (17).
Complementando os resultados ja obtidos nos referidos estudos, nesta dissertacao considera-se
um estudo analitico das parametrizag¢des do operador de evolucdo temporal com simetria SU(2)
e SU(1,1), por meio de um tratamento analitico diferente do proposto em (16, 17), obtendo
resultados similares.

Além disso, considerando o problema da interacdo da radiacao com a matéria, fez-se um
breve estudo do modelo de Jaynes-Cummings (18), modelo fundamental para compreender o
funcionamento do laser, um sistema fisico de grande relevancia para o avango tecnoldgico para a
implementacgdes tecnoldgicas quanticas. Trata-se de um modelo descrevendo a interagdo de um
atomo de dois niveis (associado a dlgebra su(2)) com um modo quantizado de uma cavidade
eletromagnética com grau de liberdade associado a dlgebra de Weyl-Heisenberg. Neste sistema,
baseado nos estudos realizados em (19), € identificada uma estrutura de subespagos invariantes
devido a existéncia de quantidades conservadas, de modo que o operador de evolu¢do temporal,
descrevendo a evolugdo temporal do vetor de estado do sistema, pode ser escrito como uma
composi¢do de sistemas com simetria SU(2) sob a¢do de um campo semicldssico, similar ao

modelo de Rabi generalizado. Neste problema, considera-se a aplicagdo das solugdes analiticas



15

para o problema semicldssico de Rabi ja previamente determinadas considerando o modelo de
Jaynes-Cummings onde o operador hamiltoniano depende explicitamente do tempo. Neste caso,
fez-se um estudo dos resultados obtidos em (19) confirmando o comportamento temporal da
dindmica de populacio atomica, complementando os resultados com a andlise das propriedades
relativas ao modo da cavidade.

Esta dissertacdo estd estruturada como se segue. No capitulo (2), faz-se uma revisdo dos
conceitos de grupos e de dlgebras de Lie, e apresentam-se os elementos essenciais da teoria
de representacdes necessarios ao estudo de sistemas quanticos. No capitulo (3), considerando-
se um sistema de dois niveis com simetrias dindmicas SU(2) e SU(1, 1), apresenta-se um
tratamento analitico diferenciado original para a construgao de solugdes analiticas do operador
de evolugdo temporal, uma proposta alternativa ao método desenvolvido em (14) e sistematizado
em (16, 17). No capitulo (4), revisa-se o modelo de Jaynes-Cummings independente do tempo,
analisando-se como ele surge no processo de quantizacdo do campo eletromagnético da cavidade.
Considerando o modelo de Jaynes-Cummings dependente do tempo, analisa-se a estrutura do
modelo apresentado em (19), observando-se a importancia do conceito de simetria e da estrutura
de subespacos invariantes, bem como como a estrutura do grupo SU(2) do modelo semicldssico
de Rabi generalizado surge na construc¢io da solu¢ao do modelo de Jaynes-Cummings dependente
do tempo. Para um exemplo especifico, num contexto matematico, analisa-se a dindmica do
modelo, considerando o campo com estados pares e impares coerentes. Uma breve discussio de
solucdo numérica é considerada. No capitulo (5), apresenta-se uma breve conclusio referente

aos problemas abordados nesta dissertagdo e apontam-se caminhos futuros.
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2 ELEMENTOS DA TEORIA DE GRUPOS E ALGEBRAS EM FISICA QUANTICA

Neste capitulo, faz-se uma breve revisdo dos elementos essenciais para a descricdo da
dindmica quantica de um sistema de dois niveis de energia no contexto da mecanica quantica.
Apresentam-se os elementos conceituais necessarios para compreender como 0s conceitos de
grupos e algebras se encontram no formalismo da mecanica quantica. Nao se tem a pretensao de
uma abordagem ampla sobre toda a formulagao existente na literatura, tratando da formulacao
da teoria de grupos no contexto da mecanica quantica, o que demandaria uma extensa revisao da
vasta literatura desenvolvida nos dltimos cem anos, a partir do advento da mecanica quantica.
O foco principal estd em identificar os conceitos fundamentais e os elementos operacionais da
teoria de grupos e dlgebras de Lie presentes na mecanica quantica, que, no seu sentido moderno,
pode ser interpretada essencialmente como uma teoria de representacdes de operadores atuando

no espago de estados de um sistema quantico (20).

2.1 UM SISTEMA QUANTICO ESTACIONARIO NO ESPACO DE HILBERT

Um sistema quantico estaciondrio € aquele cuja descri¢ao fisica ndo muda no tempo. Do
ponto de vista formal, sua evolu¢do temporal nao altera as probabilidades associadas as medi¢des
de quaisquer observaveis (10). No contexto da mecanica quantica um sistema de dois niveis
estaciondrio esta descrito por um operador hamiltoniano A que ndo depende explicitamente
do tempo, sendo um operador hermitiano, e estd caracterizado pelo seu correspondente espaco
de Hilbert ter duas dimensdes, isto é, a base desse sistema pode ser representada por dois
autoestados |1) e |2) do operador hamiltoniano H, e cujos autovalores sdo os nimeros reais &, e
&,, respectivamente (10). Uma vez que o operador H € hermitiano, os autovalores &; e & sao
nimeros reais, em concordancia com os postulados da mecanica quantica (10). Isto equivale a

dizer que as equacdes de autovalores sdo representadas na forma
H) =&, HI[2)=&][2), 2.1
para as quais os autovetores |1) e |2) formam uma base ortonormal, isto é (10):
(ilj) = 6ij, 4,5 =1,2. 2.2)

Considerando o caso estaciondrio, no qual os parametros do operador hamiltoniano sdo indepen-

dentes do tempo, o hamiltoniano H tem sua representacdo matricial na forma (9):

H= fiy I : (2.3)
h21 h22

na qual os elementos de matrizes sido definidos como h;; = (i|H|j). Um vetor de estado para

um sistema de dois niveis pode ser escrito como uma combinacdo linear (21) dada por

V) =c1|1) +c2]2), (2.4)
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na qual os coeficientes ¢; = (1]1)) e co = (2|1)) sdo as amplitudes de probabilidade associadas
aos estados |1) e |2), respectivamente. Tais coeficientes obedecem a condi¢io de normalizagdo

lc1]? + |c2|* = 1, na qual |cy|? é a probabilidade de encontrar o sistema no estado ”k” (21). Em

1 0
1) — (0> , |2y — <1> , (2.5)

um estado puro arbitrério |¢)) é descrito por um vetor complexo bidimensional

) — (Cl> - (2.6)
Co

Na mesma representacdo, um operador arbitrario A atuando em um sistema de dois niveis tem

uma representacio na qual

uma matriz de representada na forma (21):

A— ail  Gi12 7 (2.7)
a1 Q22
com a;; = (i|A|j). Além disso, a matriz A também pode ser escrita na forma (22):

A= l01+l10'1 —|—l20’2—|—l30'3, (28)

onde /; € R e a escolha padrdo dos elementos de base € (22)

10 0 1 0 —i 10
I:(o 1)’ 01:<1 0)’ GF(z’ o)’ U3:<o —1)‘ 9

o sd@o chamadas de "matrizes de Pauli", e a escolha dessa base € convencional; um aspecto
dessa convencao € tomar o elemento de base na dire¢do 3 na forma diagonal (22). Um exemplo
bastante usual de um sistema de dois niveis é um dtomo que apresenta dois estados possiveis, |g)
e |e), que correspondem ao estado fundamental (do inglés "ground state") e ao estado excitado,
respectivamente (23). A diferenca de energia entre estes estados € caracterizada pela frequéncia

de transi¢do wy = &, — &,, (h = 1) e o estado do dtomo € representado por (23):

) =cqlg) +cele) - (2.10)

Considerando a representacio padrao

1 0
le) = (0) , gy = <1> : (2.11)

€ possivel diagonalizar o operador hamiltoniano para o 4tomo de dois niveis através da equacdo
de autovalores:
Hg) =&lg), (2.12)

hiy h 1 0
H=| " "), &+ R AN , (2.13)
hoi  haa 0 1
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de onde se obtém os nimeros representativos h1; = &, € hy; = 0. De maneira similar, para o
vetor de estado |g), verifica-se que h12 = 0 € hoy = &,. Desse modo, a forma diagonal da matriz

representando o operador hamiltoniano para um atomo de dois niveis se escreve na forma

E O
H= . 2.14
(0 :) @i

Além disso, em termos das matrizes de Pauli, tem-se que

Wo

H= 593 (2.15)
com os correspondentes autovalores de energias na forma
Wo wo
Ee=—, & =——. 2.16
5 g 5 (2.16)

Outro exemplo, amplamente estudado na literatura, de sistema de dois niveis é o de spin 1/2,
em que o termo spin estd associado a uma propriedade quantica intrinseca das particulas que
compdem a matéria comum (prétons, néutrons e elétrons), bem como de todos os quarks e 1éptons
(24). Um sistema de spin 1/2 possui dois autoestados possiveis: |+) (chamado informalmente
de "spin pra cima") e |—) (chamado informalmente de "spin pra baixo"), cujos autovalores sdo
+1/2 e —1/2, respectivamente (9). Como o spin € uma observavel fisica, possui um operador
correspondente, o qual chamamos de S, (que fornece a projecdo do spin na direcdo z), e as

equagdes de autovalores sdo entdo (9):

1 1

com os produtos internos (i|7), definindo as propriedades de ortogonalidade dos vetores de

estado do sistema, dados por
(++) =(-1-) =1, (2.18)

(+|=) = (~|+)=0. (2.19)

Um vetor de estado escrito na base |+) , |—) serd dado por
V) =cyl4) + e |-), (2.20)
com a condi¢do de normalizagdo expressa pela equagao
lep >+ e =1, (2.21)

Considerando, para um espaco bidimensional, a representacao adequada na forma

) = (;) = (f) . o)

5. = 1 712 (2.23)
S21 S22
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As equacdes de autovalores sdo escritas (considerando 7 = 1) na forma

1 1(1 0 1(0
S11 S12 _ 1 ’ S11 S12 __ ’ (2.24)
S91 S22 0 2 0 S21 S99 1 2 1
1 1 .
de onde se extraem s1; = 5 S12 = S91 = 0 e S99 = 5 Deste modo, o operador S, esta
representado na forma diagonal
1/2 0 1({1 O
S, = / =— . (2.25)
0 -1/2 2\0 -1
Além disso, em termos das matrizes de Pauli, tem-se que
1
S. = 503, (2.26)
2
enquanto as demais componentes do spin sdo dadas por (9):
1 1
Sy = =01, Sy = =09. (2.27)

2 2

O exemplo discutido anteriormente € uma descri¢do elementar que apresenta os elementos
que compdem o estudo de um sistema quantico em um espago de Hilbert bidimensional. Os
conceitos que surgem sao pertinentes aos abordados no contexto da algebra linear, em que
elementos como a base de estados, os vetores de estados e os operadores sdo essenciais para a
compreensao dos aspectos fisicos do estudo de um sistema quantico. O que realmente chama
a atencdo € a natureza matricial explicita, cuja ideia € representar tanto os operadores, que, no
contexto da mecanica quantica, estdo associados a observaveis fisicas, quanto os vetores de
estado, que carregam toda a informacao dindmica do sistema. Pode-se dizer, de modo geral, que
a mecanica quantica tem por base, essencialmente, uma teoria de representacdo de operadores
em espacos vetoriais, aos quais se associam os conceitos de grupos e dlgebras, inter-relacionando
a dinAmica com simetrias.

Poderiam-se estender as discussdes, explorando diversos aspectos formais e praticos da
estrutura de um sistema quantico, mas neste estudo a ideia € ter um primeiro contato com 0s
elementos matemaéticos essenciais para se entender a estrutura da mecanica quantica de um
ponto de vista matematico no que diz respeito ao grupos e dlgebras. Visando justificar este
estudo, tem-se que sistemas quanticos de dois niveis sdo de grande importancia na mecinica
quantica e vém assumindo um papel significativo no controle exato da dinamica associada a eles.
Aplicacdes significativas estdo presentes na computacdo quantica (6), criptografia quantica (25),

simulacio quintica (26), sensores quanticos (27) e teletransporte quantico (25).

2.2 CONCEITOS DA TEORIA DE GRUPOS

A teoria de grupos e representacdes fornece uma linguagem matematica para a descri¢do de

simetrias no mundo fisico (28), e suas aplicagdes s@o a base das operacdes na mecanica quantica
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(29). Pode-se afirmar com toda certeza que a mecanica quantica tem sua formulacdo estabelecida
a partir da teoria de representacdes de operadores, que representam, ou ndo, quantidades obser-
vaveis associadas a elementos de uma algebra. Na fisica, a teoria de grupos e representagdes
¢ utilizada, por exemplo, na quantizacdo do momento angular (30), nos estados coerentes do
campo eletromagnético (31) e em sistemas de spin (28). No que se segue, discute-se a formulacio
matemadtica correspondente a um grupo, bem como suas propriedades fundamentais, alguns
aspectos da teoria de representacdes, dlgebras de Lie, com o objetivo de compreender a sua
relevancia no contexto da mecanica quantica.

No contexto da Matemadtica, um conjunto GG e uma operacao - definem um ente matematico

denominado grupo desde que as seguintes propriedades sejam obedecidas (29):

* Associatividade: Para quaisquer trés elementos ¢, g2, g3 € G, tem-se (g1 - g2) - g3 =

g1 (92 : 93)-

* Elemento de identidade: Existe um dnico elemento e de G tal que, para qualquer elemento

geG,e-g=g-e=g.

+ Elemento inverso: Para qualquer elemento g € (G, existe um tinico elemento ¢! € G tal

queg'-g=g-g ' =e, onde g! é chamado de inverso de g.

E importante destacar que g; - ¢, ndo significa necessariamente ¢; sendo multiplicado por
g2, mas sim, g; sendo "operado"com g,, sendo que essa operacao pode ou nao ser um produto
no sentido usual (29). A seguir, apresentam-se alguns exemplos para que o leitor compreenda

melhor o conceito de grupo. Por exemplo, o conjuto dos nimeros inteiros (Z) definido como (32)
Z={.-3,-2,-1,0,1,2,3...}, (2.28)

que define um grupo com relacio a operagcdo de soma +, uma vez que as propriedades definindo
o conceito de grupo podem ser verificadas, como se segue:

1. O conjunto possui propriedade associativa, pois (a +b) +c=a+ (b+¢) V a,b,c € Z.

2. O conjunto também possui um elemento de identidade (o nimero zero), haja vista que
a+0=a, VaclZ

3. O inverso aditivo também estd presente no conjunto, pois a + (—a) =0 Va € Z.

Pode-se afirmar, entdo, que o conjunto dos nimeros inteiros forma um grupo com relacio a
operacdo de adicdo usual. Verifica-se agora se 0 mesmo conjunto forma um grupo em relagdo a
operacao de multipliacao usual uma vez que:

1. A lei associativa € respeitada, pois (a.b).c = a.(b.c) V a,b,c € Z.

2. O elemento neutro da operacgdo de multiplica¢do € o nimero 1, pois l.a = a.1 =a Va €
Z

3. O inverso multiplicativo de um ndmero a € —, pois £ a = 1, porém, o conjunto dos
inteiros ndo contém o inverso multiplicativo de todos%s seus glementos. Sem mencionar, € claro,

que o numero zero nao possui inverso multiplicativo. Sendo assim, o conjunto dos nimeros
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inteiros forma um grupo com relac@o a operagdo de soma, mas ndo a de multiplicacdo. Tem-se,
entdo, que um grupo é, por defini¢do, um conjunto com operacao associativa, tal que o conjunto
possua um elemento de identidade, bem como um elemento inverso de cada elemento (22).
Quando um grupo possui também a propriedade de comutatividade, isto €, g1 - g = g2 - g1, €
chamado de grupo abeliano. Como esta dissertacdo foca em grupos de matrizes (cujos elementos
sdo representados por matrizes) que nao sao comutativos, ndo se da muita atencdo aos grupos
abelianos. Além das condi¢des citadas, os grupos também possuem algumas propriedades,

listadas e demonstradas a seguir.

1. O inverso de cada elemento € Ginico.

Prova: Sejam a e b elementos inversos de g. Sendo assim,
a-qg=e. (2.29)
Operando b pela esquerda em ambos os lados,
b-a-g=>b-e. (2.30)
Aplicando a equacdo e = g - a,
b-a-g=0b-g-a. (2.31)
Comoa-g=>b-g = e, verifica-se que a igualdade
b=a. (2.32)
2. Sea,b,c €cGec-a=b,entdoc="b-a .
Prova: operando a~ ! pela direita em ambos os lados,
(c-a)-at=b-a", (2.33)
que pela associatividade, torna-se
c-(a-at=b-al, (2.34)

onde a - a~! = e. Logo
c=b-al. (2.35)

3. Sea,b,c € Gea-c=Db, entdo c = a ' -b. A prova desta propriedade € semelhante
a anterior; basta operar a~! a esquerda. O leitor pode achar que estes dois tltimos itens

tratam da mesma propriedade, porém, em geral, os grupos nao sao abelianos, isto &,

91'927&92'91~
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4. Sea,b €G,(a-b) ' =b"t-al.

Prova: primeiramente, calcula-se
(a-b)- (b -a™), (2.36)
que pela propriedade da associatividade se torna
a-(b-bH-atl=a-eal=a-a'l=e (2.37)
Por outro lado, tem-se que
b tat-(a-b)=b"t(ata)-b=blt-e-b=b"-b=e (2.38)
Dessa forma, conclui-se que (b~! - a=1) é o elemento inverso de (a - b), isto €, (a - b) L.

5. Sea,b,c e Gea-b=a-c,entdo b = c.

Prova: Multiplicando a~! pela esquerda, verifica-se que

atl-(a-b)=a' (a-c), (2.39)
(at-a)-b=(a""-a)-c (2.40)
e-b=ce-c, (2.41)
que implica em
b=c. (2.42)

2.3 GRUPOS DE LIE

Quando um subconjunto H de GG forma um grupo com respeito aos produtos de G, é chamado
de subgrupo de G; quando o nimero de elementos de um grupo € finito, o grupo é chamado
de grupo finito, e o nimero de elementos é chamado de ordem do grupo G, denotado por |G|
(29). Embora os grupos finitos tenham diversas aplicagdes na fisica, este trabalho dara énfase
aos grupos de Lie, que possuem um nimero infinito de elementos.

Um grupo € chamado de Grupo de Lie (LG) quando seus elementos sdo caracterizados
por parametros continuos. Alguns exemplos de grupos de Lie sdo os grupos matriciais (cujos
elementos sdo matrizes) GL(n, R) e GL(n,C) que sdo grupos de transformagdes lineares em
um espaco vetorial n-dimensional real e complexo, respectivamente (21). O determinante das
matrizes dos grupos GL(n, R) e GL(n,C) é 1 ou —1, e os elementos com determinante 1
formam um subgrupo chamado especial, denotado pelo prefixo S e escrito como SL(n, R) e
SL(n,C) (21). Outro exemplo de grupos de Lie é o grupo de matrizes ortogonais n-dimensionais

O(n, R) e seu subgrupo SO(n, R). Um grupo de grande importincia na mecanica quintica é o
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grupo de rota¢do no espago vetorial de 3 dimensdes, isto é, o grupo SO(3, R) (29). Os grupos
unitarios U(p,q) e SU(p, q) sdo grupos de transformagdo de um espago vetorial complexo

n-dimensional (com n = p + ¢) que preservam a forma quadratica (21)
|z1 > 4 o+ |z = |2psa [P — Tyl (2.43)

onde x,, sdo elementos das matrizes que formam o correspondente ao grupo. O grupo U(n) é

formado por matrizes n x n tal que
Ut =u',

sendo UT a "transposta conjugada”ou "adjunta"de U (22). Como consequéncia direta, tem-se que
Uut =1 (2.44)

Ja o grupo SU (p, q) é formado pelas matrizes de ordem n com n = p + ¢ tal que
USUT =8, (2.45)

onde S é uma matriz métrica diagonal com p entradas 1 e ¢ entradas -1. Por exemplo, para o

grupo SU (2, 3), tem-se

1 0 0 0
01 O 0
U=10 0 -1 0 (2.46)
00 0 -1 0
00 0 0 -1

Vale notar que, se p = 0 ou ¢ = 0, isto é, para SU(0, ¢) ou SU(p,0), S = +I, e a equacdo
(2.45) se torna (2.44), sendo I a matriz métrica de SU (n). Isso quer dizer que o grupo SU(n)
possui uma métrica euclidiana, enquanto o grupo SU (p, ¢) possui uma métrica ndo euclidiana.
As matrizes de SU(n) atuam em vetores em um espago vetorial de dimensdo n de modo que
preservam o produto interno de dois vetores; isto €, a norma dos vetores, bem como o angulo

entre eles, permanecem inalterados sob a atuacdo de SU(n). O produto interno preservado é
(w,v) =) ujv;. (2.47)
i=1

Uma vez que o grupo SU(p, q) atua em vetores de um espago vetorial de dimensdo n (com
n = p + q), preservando um produto interno nao euclidiano a depender da matriz S. O produto

interno preservado em SU (p, q) é (33)
(w,v) = uySvy + ... +upSvy — w1 Svpy — oy SV, (2.48)

o que diz que a norma de um vetor pode ser positiva, negativa ou nula, mesmo que o vetor ndo
seja nulo. Novamente, para o caso em que p = 0, a equacao (2.48) reduz-se a (2.47). Assim,
o grupo SU(n) é um caso especial do grupo SU(p, q). O quadro (2.3) é uma adaptagdo do
quadro apresentado em (29) e apresenta alguns exemplos de grupos de Lie com suas respectivas

definicoes.
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Quadro 1. Descri¢ao de exemplos de GL

Nome do grupo Notacao Definicao
Grupo geral linear complexo GL(n,C) | {matrix regular complexa n x n}

Grupo especial linear complexo | SL(n,C) {g € GL(n,C)|det g = 1}
Grupo ortogonal complexo O(n) {g€ GL(n,C)|gtg =1}

Grupo especial ortogonal complexo | SO(n, C') {O(n,C)NSL(n,C) }
Grupo unitario U(n) {g€ GL(n,C)|g'g =1}

Grupo especial unitério SU(n) {U(n)NSL(n,C)}
Grupo ortogonal real O(n, R) {O(n,C)NGL(n,R)}
Grupo especial ortogonal real SO(n, R) {SO(n,C)NGL(n,R)}

Fonte: adaptacdo do quadro apresentado em (29)

Grupos geralmente aparecem como "grupos de transformacao”, isto €, grupos de elementos
que atuam como transformacdes de um objeto geométrico. Por exemplo, no grupo de rotagao
tridimensional, as rotagdes sio transformacdes lineares no R? (22).

2.4 TEORIA DE REPRESENTACOES

No contexto da teoria de grupos, uma representacao de um grupo € uma forma de abstrair
um grupo como uma matriz de transformacdes lineares, tornando seus elementos concretos e
manipuldveis por meio de dlgebra linear. A representacdo permite estudar um grupo G por meio
de matrizes e operadores lineares, sendo a ferramenta fundamental da mecanica quantica. A
representacao de um grupo € uma correspondéncia existente entre cada elemento g € GG e um

operador (matriz) que atua em um espago vetorial V' : ¢ — T'(g), tal que (21):

T(91)T(g2) = T(91 - g2) (2.49)

a partir da qual a seguintes correspondéncias sdo observadas

1.7(e) = 1 - a representagdo do elemento identidade € a identidade na representagao;

2.T(g7') = T7Y(g) - a representacgdo da inversa de g € a inversa da representagdo de g;

3. det T'(g) # 0.

Assim, uma representacao pode ser compreendida como a expressdo de um elemento g de
um grupo G por meio de uma matriz. A atuagdo deste grupo em um espago vetorial V' é dada
pela multiplicag@o de tal matriz por um vetor v € V.

Uma representagdo (7', V') em um espaco vetorial complexo V' é considerada unitria quando

conserva o produto interno, isto € (29):

(T(g)v1, T(g)v2) = (v1,v2), (2.50)

para todo vy, vy € V e g € G. Neste caso,

T '(9)=T(g ). (2.51)
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¢ satisfeita.

A relac@o fundamental entre a teoria de representacao e a mecanica quantica € que, sempre
que se tem um sistema quantico com um grupo G atuando sobre ele, o espaco de estados H
carrega uma representacio unitdria de GG. Fisicamente, isso significa que a teoria de representacio
fornece informacdes sobre o espaco de estados quanticos quando GG atua sobre um sistema.
Matematicamente, quer dizer que a fisica € uma fonte muito rica de representacdes unitérias para
se estudar, pois qualquer sistema fisico com G atuando sobre ele, gera uma representacio unitria
(22). Para uma representacio 7' e um grupo de elementos g perto da identidade, a exponencial

pode ser usada para expressar a matriz T(g) € GL(n, C) na seguinte forma
T(g) = e, 2.52)

onde A é uma matriz préxima da matriz nula. No caso especial em que T(g) é unitdria, isto é,

pertence ao subgrupo U(n) € GL(n, C), o operador A é contra-adjunto (22):
At = —A, (2.53)

onde A’ é o conjugado transposto de A. Definindo B = iA, nota-se que B é autoadjunto (ou
hermitiano)
B' = B. (2.54)

Em mecanica quantica, os observaveis de um sistema fisico sdo representados por operadores
matriciais hermitianos que atuam no espaco de Hilbert por meio da multiplicacao dessas matrizes
pelos vetores de estado do sistema. Assim, uma representacdo unitdria T de G em H, derivada
de uma acdo de G em nosso sistema fisico, ndo fornece apenas as matrizes unitarias T(g),
mas também os operadores autoajuntos correspondentes B em H. As agdes dos grupos de
Lie, portanto, produzem uma classe de observaveis quanticos, com a propriedade autoadjunta
desses operadores correspondente a unitariedade da representacdo no espago de estados (22). Um
exemplo bastante usual disso € a operacdo de translagido no tempo, cujo grupo é G = R, com
uma representacdo unitdria U no espaco de estados H. O operador hermitiano é o hamiltoniano

H e arepresentacio € dada por (22)
teR = U(t) =e 1, (2.55)

Esta representacao unitaria descreve a dinamica do sistema quantico modelado por A (assumindo

por enquanto como sendo independente do tempo), com a equagao de Schrodinger

d
i [0(0) = H (1)) 2.56)

significando que —i H At é o operador hermitiano que, exponenciado, dé a transformag@o unitaria

que translada no tempo o estado do sistema de uma quantidade At (22).
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2.5 ALGEBRAS DE LIE

Uma algebra de Lie (AL) é uma ferramenta matematica de grande relevancia na fisica
quantica, pois sua formulacdo € essencial para descrever simetrias continuas presentes em
sistemas fisicos. Essas simetrias estdo ligadas a leis de conservag¢do importantes que, no contexto
da mecénica quantica, estruturam os chamados subespacos invariantes no espaco de Hilbert dos
vetores de estado (34). No estudo da teoria de grupos continuos, € natural surgir o conceito de
algebra de Lie, cuja definicdo formal é apresentada no que se segue (22). Para um grupo de Lie
G formado por matrizes inversiveis de ordem n, a dlgebra de Lie de GG (escrita g) € o espaco
de matrizes X de ordem n tais que ¢* € G parat € R. Além disso, um espago vetorial £ é
chamado de dlgebra de Lie se, para cada L, L; € £, uma combinagdo bilinear chamada de
brackets de Lie é definida tal que (L, L;) — [Ly, L;] = LiL; — L; L), € L satisfaz as seguintes
relagdes (21):

1. Propriedade de anticomutatividade:
[Li, Lj] = —[Lj, L], (2.57)
cuja consequéncia direta implica em [L;, L;] = 0 para qualquer L; € L.
2. Propriedade de Bilinearidade:

[Lk, CLLJ' + bLm] = (I[Lk, LJ] + b[Lk, Lm],
DLy + aLj, L) = blLg, L] + alL;, L. (2.58)

3. Identidade de Jacobi:

[Liy [ Ly Lon]] + [Lons [Liey L] + (L, [Lon, Lir) = 0. (2.59)

Vale notar que todas estas condi¢des sdo satisfeitas se os brackets de Lie possuirem a forma de
um comutador, isto é, [Ly, L;] = LyL; — L;Li. Como £ é um espago linear, uma base {E; }

pode ser escolhida nesse espaco tal que
[Ex, Ej] =) CijmEm,

onde ¢, € chamado de constante de estrutura e satisfaz as condigoes:
1. ¢ijm = —Cjim, antissimetria;
2. ChjmCmpg + 2 CmijpCmkp + O CokmCmjq = 0, (identidade de Jacobi).

Uma dlgebra de Lie é chamada comutativa se [Ly, L;] = 0 para todo Ly, L; € L, e o centro
de uma algebra € o conjunto dos elementos que comutam com todos os demais. Note que a

definicdo de dlgebra de Lie envolve a exponencial de uma matriz, o que torna esta operagao
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particularmente importante para o estudo da teoria de grupos, da representacdo e da dlgebra. Por
isso, analisam-se brevemente as exponenciais de matrizes antes de prosseguirmos com o estudo
das dlgebras de Lie.

Para realizar o célculo de uma exponencial matricial eX, podemos usar a expansio de Taylor

para a exponencial e assim escrever (35)
=X
X _
er =1+ El e (2.60)

sendo I a matriz identidade e o primeiro termo da série com a matriz X sendo nula. Para uma

compreensdo adequada, calcula-se como um exemplo ilustrativo a exponencial da matriz

21 (2.61)
0 0| '

X —

O primeiro passo serd calcular algumas poténcias de X para entdo usar a expansao de Taylor,

entao

4 2 8 4 on gn—l
X2 = . X3 = . X" = ., n#0. (2.62)
0 0 0 0 0 0
Usando entdo a férmula de Taylor
o0 1 |27 2n—1 00 2" 0o 2n—1 00 2" 00 2n—1
eX — I_|_Z_' [ — I—I— 21 n! Zl n! — ZO n! Zl n| . (2.63)
o0 0 0 0 1
Portanto, forma exponencial resulta em
2 2
—(e® —1
X |© e (2.64)
0 1

Existem outras formas de obter a exponencial de uma matriz, como o método dos autovalores
e o teorema de Cayley-Hamilton, apresentados em (36). E importante frisar também, que para o

caso onde X € uma matriz diagonal, isto é

a O
X = [0 b] , (2.65)
entao
X e’ 0
et = 0 ol (2.66)

Como toda operacdo matematica, a exponencial matricial tem suas propriedades, validas para

matrizes arbitrarias X e Y de ordem n (37):
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3. eX éinversivel e (eX)7! = e~ X,
4, eletPX — o XBX vy o B e C.
5. Se XY = YX, entdo eX+Y = eXe¥ = eYeX.
6. Se C é inversivel, entdo eSXC™" = CeXC1,

7. ||eX|| < el

Sendo ||X]| calculado pela expressdo

N 1/2
1X]| = (Z XZ) . 2.67)
,J

Através da definicdo de dlgebra, podemos escrever um elemento g de um grupo G com valor

préoximo da identidade e que depende de n pardmetros continuos na forma

glan, g, ...y a) = exp (—z’ZakLk> , (2.68)
k

onde o operador

Og(ay, as, ..., ap
Qy,

€ chamado de gerador infinitesimal do grupo GG. O conjunto de geradores linearmente indepen-
dentes de um grupo de Lie € a dlgebra de Lie correspondente. Por outro lado, os elementos
exp(—i ), ayLy) formam o grupo de Lie correspondente (21). E importante destacar também,
que os geradores de uma dlgebra formam a base do espaco vetorial, e portanto, qualquer elemento
da dlgebra pode ser obtido através de uma combinacao linear entre os seus geradores (38). As
dlgebras de Lie sdo denotadas por letras mintsculas, por exemplo, gl(n, C') é a dlgebra de Lie do

grupo GL(n, ). Da mesma forma, su(p, ¢) € a dlgebra de Lie do grupo SU(p, q).

2.6 ALGEBRA DE LIE DE UM GRUPO UNITARIO

Uma matriz X é chamada unitdria se, e somente se, X* = X!, logo, uma matriz X serd
unitaria se, e somente se,
(%) = (™)t =e ™, (2.69)

Pelas propriedades das matrizes exponenciais vistas anteriormente, tem-se que (eX)* = X",

Logo,
X = 7K (2.70)

de maneira que
XF=—X. (2.71)
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Podemos dizer, entdo, que a dlgebra u(n) do grupo U(n) é o espago das matrizes complexas
X de ordem n tais que X' = —X. O subgrupo SU(n) de U(n) é o conjunto de elementos cujo

determinante € 1. Levando isso em consideracdo, temos que, para matrizes diagonais
det [ex} =Tl = 1. (2.72)

Conclui-se, entdo, que a dlgebra su(n) do grupo SU(n) é o espago de todas as matrizes X de
ordem n tais que X* = X! e Tr[X] = 0. Para encontrar a algebra de Lie do grupo SU(p, q),

aplica-se a equacgdo (2.45) juntamente com (2.60) e assim pode se escrever
USU' =8,

I+ X)1S(1+X) =S8,
I+ XHS(I+X) =8,
S+ X'S 4+ SX + X'SX = S.

Desprezando os termos de segunda ordem uma vez que X é uma variacao infinitesimal, resulta
que
XS = —SX. (2.73)

Essa é a condigao fundamental da dlgebra de SU(p, ¢). Ela mostra que os elementos da dlgebra
nao sdo hermitianos a menos que p ou g sejam iguais a zero, caso em que a métrica se torna a
identidade. A condi¢ao de que o determinante dos elementos do grupo seja igual a 1 também
impde que Tr[X] = 0.

Além do exemplo mostrado, verifica-se haver outras classes de grupos de Lie e suas respecti-

vas algebras:

* Grupo Linear Geral GL(n, R) e GL(n,C') sdo grupos de todas a matrizes inversiveis com
elementos reais e complexos, respectivamente. Suas dlgebras sdo gl(n, R) = M(n, R) e
gl(n,C') = M(n, C). Estes sdo os espacos vetoriais de todas as matrizes de ordem n com

o colchete de Lie como comutador.

* Grupo Especial Linear SL(n, R) e SL(n, C) sdo grupos de matrizes de ordem n inversiveis
com determinante 1. Suas respectivas dlgebras sl(n, R) e sl(n, C') sdo os espagos de todas

as matrizes n X n com traco zero.

* O grupo Ortogonal O(n) C GL(n, R) é o grupo de matrizes reais € de ordem n que
satisfazem Q7 = 7!, Sua dlgebra de Lie o(n) é o espago das matrizes X de ordem n tal
que XT' = —X.

* O grupo Especial Ortogonal SO(n) C SL(n, R) é o subgrupo de O(n) com determinante

1. Sua dlgebra de Lie é a mesma que a de O(n), isto é, o(n) = so(n).
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* O grupo Unitdrio U(n) C GL(n,C') é o grupo formado por matrizes complexas {2 n x n
que satisfazem Q = Q. Sua dlgebra de Lie su(n) é o espago das matrizes complexas

anti-hermitianas X tal que X' = —X.

* O Grupo Especial Unitdrio SU(n) C SL(n,C') é o subgrupo de U(n) de matrizes com
determinante 1. Sua dlgebra de Lie su(n) € o espago das matrizes anti-hermitianas n X n

com trago zZero.

* O Grupo Especial Unitario SU(p, q) é o grupo formado por matrizes complexas €2 de
ordem n que satisfazem QSQf = S. Sua dlgebra de Lie su(p, q) € o espago das matrizes

complexas nio hermitianas X tais que X'S = —SX.
O grupo SU(2) é formado por matrizes de ordem 2 com determinante unitdrio na forma

a b
-b* a*

U:

] , lal* + |b]* =1, (2.74)

onde a e b sdo ndimeros complexos com a* e b* seus respectivos complexos conjugados. Os
elementos de centro sdo as matrizes [ e —I, e os geradores do grupo, que formam a base da
dlgebra su(2), sdo os operadores de spin S, Sy, S, 0s quais obedecem as relagdes de comutacdo
(35

[Sz, Sy =145, [S2, Sa] = 1Sy, Sy, S2] = iS,,

aj . . . )
onde S; = ?J, J = x,y, z, sendo o; as matrizes de Pauli vistas anteriormente. Dos operadores

Sz, Sy € S, € possivel construir os operadores de levantamento e abaixamento
St =5, £1iS,,
que satisfazem as seguintes relagdes de comutacao
[S.,Sy] = +54, [S,S_ ] =285,.
Jd o grupo SU(1,1) é formado por matrizes de ordem 2 tais que (35)
UsSu' =,
onde U é a representagdo do elemento do grupo SU(1, 1) dada pela matriz

a b
b* a*

5 [; ]

Os geradores do grupo SU(1, 1) sdo os operadores K,,K, e K, que satisfazem a relacdo de

U:

] , el =10)* =1,

e S é uma matriz definida como

comutacao
[Kza Ky] = _iKza [Kya Kz] = ZKm [KZ7 Kx] = iKyv
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e formam a dlgebra su(1, 1). Assim, podemos definir os operadores de levantamento e abaixa-
mento K, sendo
K:=K,+K, K, =K,

que juntamente com as relacdes de comutacdo mostradas anteriormente, é possivel obter
K, Ki]|=+K,, [K,, K |]==-2K,.

Desse modo, identificaram-se os geradores tanto do grupo SU(2) quanto do grupo SU(1,1),
que permitem determinar a simetria dindmica de um modelo quantico que descreve o sistema de
dois niveis, o objeto de interesse deste trabalho. Entdo um dado sistema quéntico no espago de
Hilbert bidimensional com simetria dindmica tem o seu operador hamiltoniano Hy,,) escrito em

termos dos geradores do grupo SU(2) na forma
Hay(2) = hy (8)S4 + h_(t)S- + h.(1)S:, (2.75)

onde, para um sistema quantico dependente do tempo, descrevendo um sistema quantico nao-

estaciondrio!

, os coeficientes hy(t) sdo fungdes reais arbitrdrias no tempo. De forma similar, para
um sistema quantico com simetria SU(1, 1), focando em sistemas bidimensionais, o operador

hamiltoniano se escreve na forma
Heu,1y = by (1) Ky +bh_(t) K- + b.(t) K, (2.76)

com h(t) fungdes reais no tempo. Para ambos os sistemas descritos acima, o estudo da dindmica
quantica associado a evolucao dos vetores de estado correspondentes implica na solugdo da
equacdo diferencial para o correspondente operador de evolucdo U(t) ,que, para ambas as

simetrias, satisfazem a equacdo de Schrodinger na forma (h = 1)

LU()
dt

= H(t)U(¢), (2.77)
com a matriz representando o operador hamiltoniano H (¢) na sua forma geral

H(p) — |10 el (2.78)

ho1(t)  hao(t)
carregando as propriedades relativas as correspondentes simetrias dindmicas, o que fixa as
formas dos coeficientes h;;(t). Devido aos principios da mecanica quantica, tem-se a condi¢do
inicial para a matriz representando U(0) = I, sendo I a matriz identidade no espago de Hilbert
bidimensional. Esta é a equacdo fundamental da dindmica quantica para sistemas quanticos
com evolucao unitdria em perfeita concordancia com a ideia de grupo unitério, para o qual
U@)ui(t) = 1.

Um sistema quantico ndo estaciondrio € caracterizado, essencialmente, pelo fato de que seu estado quantico
depende do tempo de forma nio trivial. As probabilidades de medir determinadas grandezas variam ao longo do
tempo.
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Determinar sua solu¢do exatamente permite descrever como as propriedades fisicas do
sistema variam ao longo do tempo. Para ambas as simetrias, as parametrizagdes para o operador
de evolugao temporal sdo estabelecidas a partir da forma geral para o operador de evolugao
temporal escrito como
upr(t)  upa(t)
U1 (t)  uge(t)

onde os coeficientes u;;(t) devem obedecer as propriedades relativas a cada uma das simetrias

U(t) = (2.79)

consideradas para o sistema. Uma vez explorados os aspectos formais associados aos conceitos
de grupos e algebras, no que se segue, identificamos sistemas quanticos simples de grande

relevancia para o estudo da dindmica quéntica com simetrias dindmicas SU(2) e SU(1, 1).



33

3 SISTEMAS QUANTICOS COM SIMETRIA DINAMICA SU(2) E SU(1,1)

Uma vez compreendida a estrutura de um sistema quantico em um espago de Hilbert bidimen-
sional com simetrias dindmicas SU(2) e SU(1, 1), considera-se agora a andlise das possiveis
solugdes para ambos os sistemas considerando operadores hamiltonianos hermitianos e nao-
hermitianos onde os pardmetros dos operadores possam ter dependéncia explicita no tempo
arbitrdria. Para tais sistemas, a aplicagdo do método de Messina Nakazato (MMN) € o protocolo
para se determinar as solucdes admissiveis e resultou em uma série de trabalhos importantes
com solugdes exatas para sistemas quanticos ndo estacionarios (39—41). Obviamente, o foco
neste capitulo estd na anélise da estrutura das solu¢des construidas de forma geral; no entanto,
nao se segue o procedimento usual devido ao (MMN). Trata-se de uma anélise da estrutura das
equagoes diferenciais associadas a cada simetria, que ddo origem aos respectivos problemas de
Liouville-Cauchy, para os quais € possivel obter os mesmos resultados por meio do MMN. O
estudo deste procedimento, conforme serd apresentado, foi uma ideia proposta inicialmente por
Grimaudo et al. (16), porém nao foi detalhado na literatura, tornando-se objeto de um estudo
sistemdtico e de anélise critica neste capitulo.

Nao serdo considerados exemplos fisicos correspondentes aos modelos SU(2) e SU(1,1),
pois o foco principal aqui € uma abordagem no sentido Fisico-Matemadtico, ilustrando um
modo diferente de obter os resultados em (16,42). Considera-se esta etapa relevante para se
compreender o procedimento, fornecendo subsidio operacional para se estender essa ideia para
outras simetrias dindmicas correspondentes a dlgebras de dimensdes maiores, como, por exemplo,
a dlgebra do Grupo SU(3) necessdria para o estudo de sistemas de trés niveis com dindmica

generalizada.

3.1 SISTEMA DE DOIS NIVEIS COM SIMETRIA DINAMICA SU (2)

O problema de um sistema de spin 1/2 sujeito a um campo magnético dependente do tempo

B(t) é investigado considerando um hamiltoniano na forma

Q(t)  w(t)

HO=100 o

) 3.1)

onde a componentes longitudinal {2(¢) (fungdo real do tempo) e transversal w(t) (fungido com-
plexa do tempo) do campo magnético aplicado no sistema de spin 1/2 podem ser escritas na
forma (16)

Ot) = “QLQ (), w(t) = %[Bx(t) —iB,(t)] = |w(t)|e*®, (3.2)

Nas equagdes (3.2) 1,9 € 0 momento magnético associado ao spin 1/2, g o fator de Landé e 1,

corresponde ao magneton de Bohr. Também € considerado um operador de evolucdo temporal
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unitdrio do grupo SU (2) representado na forma

a(t)  b(t)

vt = [—b* (1) a*(t)

] ;o Ja@®P b)) =1, (3.3)

onde os coeficientes complexos a(t) e b(t) no operador de evolugdo temporal podem ser escritos
na forma polar como
a(t) = la(t)]e™, (3.4)
b(t) = |b(t)]e"*™. (3.5)
O sistema modelado pelo operador hamiltoniano (3.1) obedece a uma evolucdo temporal
unitaria governada pela equacio de Schrodinger:
du(t) _
dt
Portanto, a equacdo (3.6) implica que

i[a@ 6<t>]:[9<t> w(t)
—b*(t) a*(t) w*(t) —Qt)

HHU®E), U(0) = L. (3.6)

l

alt) bt ] |
—b*(t) a*(t)

Realizando o produto das matrizes e igualando os elementos das mesmas, obtém-se que

Utjalt) _ wO'()

atr) - 200 Y, (3.7)
bt) = Q(tib(t) N w(t);*(t)_ (3.8)

Note que este conjunto de equacdes diferenciais de primeira ordem tem coeficientes dependentes
do tempo, o que dificulta a obten¢do de uma solucdo analitica exata para valores arbitrarios de
Q(t) e w(t) pelos métodos usuais abordados no contexto da teoria das equagdes diferenciais
ordindrias (43-45). A condigdo inicial aplicada ao operador de evolugdo implica em U(0) = I,

que na forma de matrizes estd representada por

0 b(0 10
a(0)  5(0) | _ . (3.9)
—b*(0) a*(0) 01
Isto, implica para os coeficientes a(0) e b(0) a condigdo definindo o problema de valor inicial

das equagdes de Liouville-Cauchy
a(0) =1, b(0)=0. (3.10)

O propésito do desenvolvimento a seguir € compreender do ponto de vista operacional as
consequéncias da simetria dindmica SU(2) presente na estrutura do operador hamiltoniano
(3.1). Neste sentido, o ponto de partida da andlise consiste em aplicar as parametrizacoes (3.4)
e (3.5) na estrutura das equacdes diferenciais do problema de Liouville-Cauchy e explorar as

consequéncias resultantes. Derivando a(t) em relagdo ao tempo, obtém-se a forma

a(t) = lal(t)e® " +ila(t)| da(t)e* . (3.11)
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Combinando este resultado com a equacgao (3.7) resulta em sistem de equacdes diferenciais

envolvendo as derivadas dos médulos e fases dos coeficientes complexos a(t) e b(t):

Q(t)’a(t)’ei%(t) B |w(t)’ei¢w(t)’b(t>|6_i¢b(t)
Z' .

1
= |a|(t)e"® +ija(t)|ga(t)e ), (3.12)

que multiplicado em ambos os lados por e~*#+(!) assume a forma

Qt)]a(t)]  fw(b)][b()le #0-80-0u(0)
i i

= [al(t) +ila(®)|ga(t).  (3.13)

A primeira vista, parece uma equacao com uma forma um tanto mais complicada do que as
equagdes originais do problema. No entanto, igualando-se as partes reais e complexas de cada
lado da equagdo (3.13), obtém-se entdo duas equacdes diferenciais para a fase e o modulo do

coeficiente a(t):
la(®)|6a(t) = —Q(D)lalt)] + |w(®)][b(t)] cos(@u(t) — dalt) — &4(1)), (3.14)
|a(t)] = lw(®)]|o(t)] sen(¢w () — da(t) — P(t)). (3.15)

Procedimento similar pode ser aplicado para o coeficiente complexo b(t) para o qual se verifica
b(t) = |b(t)]e" ™+ i|b(t)| gy (t)e ), (3.16)

com a equagao (3.8) assumindo a forma

QOB |, [w(t)l|a(t)]e!e-Oe0-)

[b(®)] + ilb(t)|dn(t) = == @ , (3.17)
e, finalmente, resultando nas duas equagdes
b(t)] = lw(t)la(t)] sen(u(t) — da(t) — é1(1)), (3.18)

[6(t)|e(t) = =Q(B)[6()] — lw(B)[|a(t)] cos(bu(t) = Palt) — Pu(t)). (3.19)

Desta forma, o problema de Liouville-Cauchy para o operador de evolugdo temporal, um
sistema de duas equagdes diferenciais lineares ordindrias a coeficientes varidveis no tempo, é
substituido por um sistema de quatro equacdes diferenciais de primeira ordem. Do ponto de vista
matemadtico, resta a questao da razdo desta substituicao, que serd analisada em seguida. Assim o

sistema de equagdes a ser analisado consiste nas quatro equagoes

@) = —lw®)|[b(t)] sen(du(t) = ¢a(t) — du(t)), (3.20)
b(t)] = |w(®)|la(t)] sen(¢u(t) — da(t) — &u(1)), (3.21)

la()|@a(t) = —Q)]a(t)] + lw(t)|[b(t)] cos(gu(t) — dalt) — $u(1)), (3.22)
o) on(t) = —Q)[b(t)] — lw(B)lla(t)] cos(9u(t) — du(t) — du(t)), (3.23)
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para o qual pode se determinar o correspondente problema de valor inicial, aplicando-se as

condi¢Oes iniciais nas equagoes (3.7) e (3.8). Isto significa que

a(0) = —=, b(0) = ==, (3.24)

Tomando o valor da equacdo (3.11) em ¢ = 0 e aplicando a equacdo (3.24), tem-se que

|4(0)] + iga(0) = @ (3.25)

e como 2(0) é um niimero real com todo o lado direito da equagio sendo um niimero imagindrio,
conclui-se de imediato que
[a(0)] =0, $a(0) = =Q(0). (3.26)
Fazendo ¢ = 0 na equacdo (3.16) e usando a equagdo (3.24)
w(0)

= = |b(t) €@, (3.27)
Uma vez que w(0) = |w(0)[e*~() ,1/i = —i e exp[—ir/2] = —i, de onde se verifica a condi¢io
6(0)[ei%©) = |w(0)[e(®=(O=3) (3.28)

Por comparacao direta, tem-se entdo a seguinte condi¢ao inicial para os elementos da funcao
complexa b(t) na forma

™

[b(0)] = w(0),  64(0) = 4(0) — 5. (3.29)

Nesta sec¢@o, para um sistema hamiltoniano dependente do tempo com simetria SU(2)
estabelecem-se as equagdes (3.20)-(3.23), a partir das quais se pode, em principio, determinar
as solugdes para as duas fungdes complexas a(t) e b(t) definindo o correspondente operador de
evolucdo temporal. Note que as equagdes nao podem ser resolvidas pelos métodos tradicionais,
0 que parece um obsticulo a determinagio da soluc@o para valores arbitrarios de w(t) e £2(¢). No

entanto, a condicao de normalizacdo do operador de evolugdo temporal na forma
la(®)]” + ()" = 1, (3.30)

sugere para |a(t)| e |b(t)| as seguintes formas generalizadas

alt)] = /K2 + k3 cos2 (1), (3.31)

[b(t)| = /K sen? 4(t), (3.32)

para uma dada fung@o (1), a ser determinada por uma equacio a ser estabelecida a posteriori,
desde que para os coeficientes reais k; e ky a condigdo k% + k3 = 1 seja verificada. O que se

observa nestas equacgdes € a generalidade da solugdo para a parametriza¢io caracteristica da

simetria dinAmica SU(2) para a qual a condigfo |a(t)|? + |b()|? = 1 é necessdria e suficiente.
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3.1.1 Parametrizacio tipo I - simetria dinAmica SU (2)

Desvendar a natureza dindmica do modelo em estudo, com simetria dindmica SU (2), implica
fazer escolhas adequadas para os parimetros k; e ko e explorar as consequéncias decorrentes das
equacdes (3.20)-(3.23), que determinam a dindmica do sistema quantico para escolhas arbitrarias
dos pardmetros w(t) e €(t). Classifica-se como a parametrizagdo do primeiro tipo (16) a escolher
k1 = 0 e ko = 1. Esta escolha é motivada para estabelecer uma defasagem de /2 na escala de
tempo dindmico determinada pela fungdo ~(¢) entre ambas as fungdes |a(t)| e |b(¢)|. Obviamente
ocorre uma perda de generalidade na estrutura da solu¢do, porém a escolha permite escrever uma

parametriza¢ao de forma mais simples dada por

la(t)] = Vcos?7(t), [b(1)] = v/sen? (1), (3.33)

a partir da qual se verifica as formas

da(t)] ___cosy(t) 1)
T o) sen y(t) s (3.34)
djb(t)] _ sen~(t) dr(t)
it (D cosy(t) prt (3.35)

Dado que a fungdo 7(t) estd a ser determinada a posteriori, pode-se impor a condi¢do adicional
de que (t) € [0, /2] sem perder a generalidade da forma. Tal condi¢ao deve ser consistente
com a solugdo obtida a partir da equagdo que determina a funcgio ().

A partir das equagdes (3.20) e (3.22), verifica-se que

Oy (D (o) sen(nlt) - 6u(t) - n(®).  (336)
cos? y(t) dt
SO sy (o) sen(ent) - 6u(t) - (). 33D
sen? v(t) dt
Isso significa que existe somente uma equagio diferencial para (¢) dada na forma
DU _ ot sen(ult) - 0ult) - éu(t). EEY

Note que o argumento da func@o seno contém as fases associadas ao campo transversal do
operador hamiltoniano e as fases correspondentes as solu¢des do operador de evolugdo temporal.
Neste ponto, pode-se admitir a existéncia de uma funcao real ©(¢) a ser determinada e um

pardmetro real arbitrario 6, tal que

bu(t) = da(t) — (t) = O(t) + bo. (3.39)

Deste modo a equagdo diferencial para a fungio (¢) assume uma forma que depende de |w(t)

)

da fungdo O(¢) e da constante 6, escrita como

dy(t)
=2 = |w(t)] sen[O(1) + ). (3.40)
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Por integracdo direta tem-se que para a funcao

() = /Ot lw(t")| sen[O(t") + 6o]dt’, (3.41)

determinada em termos da funcdo ©(t) a ser determinada. Como consequéncias das solugdes

(3.41), obtem-se para as fungdes |a(t) e |b(t)| as formas

(3.42)

la(t)| = \/0082 -/0 lw(t)] sen[O(t) + Qo]dt/_

b(t)| = \/sen2 _/Ot lw(t)] sen[O(t') + 90]dt’_ : (3.43)

Observando a estrutura das solugdes (3.39) e (3.40), pode-se fazer a escolha 6y = 7/2, o que

implica para a funcdo ~y(¢) a forma

Y(t) = /Ot lw(t") cos[O(t")]dt, (3.44)

e para as fungdes |a(t)| e |b(t)| as parametrizagdes

la(t)| = \/(3082 _/Otw(t’) cos[O(t)]dt |, (3.45)

|b(t)| = \/sen2 -/O]tw(t’) cos[@(t’)]dt’_ , (3.46)

desde que ©(0) = 0. Assim, estabelece-se a condicdo inicial para a fun¢do ©(t) para a qual
€ necessdrio estabelecer a equacdo que a determina em funcao dos parametros do operador
hamiltoniano. Por outro lado, para uma fung¢io arbitrdria (t) as equagdes (3.22) e (3.23) podem

ser escritas como

[a(®)lda(t) = ~Qla(®)] + (@) b0 cos (O() + T ). (3.47)
b)16u(2) = ~2(OIb0)] ~ w(®)]a®) cos (O(1) + ) (3.48)

a partir das quais se estabelece equacgdes diferenciais para as soma e diferencga g'ba(t) + éb(t)

dadas por
Ja(t)|* — [b(t)|”

la(@)[1b(#)]
la(t)[* + [b(0)[?
[a(@)[1b(?)]

Além disso, pode-se verificar da equacdo (3.39) que se pode escrever a soma ¢ (t) + ¢(t) em

ba(t) + dy(t) = —20(t) —

lw(t)|sen[O(t)], (3.49)

Ga(t) — du(t) = jw(t)| sen[O(1)]. (3.50)

termos das funcdes ¢, (t) e O(t) como

Galt) + () = ¢, (1) — O(1), (3.51)
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com as seguintes identidades

la(t)|* — |b(t)|* = cos® y(t) — sen® y(t) = cos 27(t), (3.52)

la(t)||b(t)| = v/cos2 y(t) sen2 y(t) = % sen 2v(t). (3.53)

Deste modo a equacio diferencial para a soma éa(t) + éb(t) pode ser reescrita como sendo

o) _ ou(t)
2 2

_ cos29(1)
sen 27(t)

= Q(t) lw(t)] sen[O(1)], (3.54)

equivalente a forma

% + |w(t)| sen[O(t)] cot [2/0 lw(t)| cosO(t)dt'| = Q(t) +

0u(t)
; .

5 (3.55)

Note que esta equagdo é uma equagio integro-diferencial fixando a fungdo ©(¢) em termos
dos pardmetros do operador hamiltoniano, €2(¢), |w(t)| e ¢, (t). Nao é uma equacdo cuja solu¢do
analitica foi determinada explicitamente para (t), |w(t)| e ¢, (t) arbitrdrios, tratando-se de um
problema em aberto no contexto da Fisica-Matematica, a ser considerado em trabalho futuro.

No intuito de se determinar as solu¢des para as fases ¢, (t), foca-se a atenc@o nas equagdes

diferenciais que pode ser reescrita na forma

da(t) = —Q(t) + |w(t)| sen[O(t)] cot [2/0 |w(t')|cos@(t’)dt’}
w(t')[ sen[O(1)]

_ (3.56)
sen [2 [ lw(t)] cos O (") at’
. r t
op(t) = Q(t) + |w(t)] sen[O(t)] cot 2/ lw(t")] cos @(t’)dt’]
L Jo
L le@)senon) 457
sen [2 I lw(t)] cos @(t’)dt’}
Da equacgdo integro-diferencial para a fun¢éio O(¢), pode-se facilmente verificar que
. : :
—Q(t) + |w(t)| sen[O(t)] cot {2/ |lw(t")| cos @(t’)dt’} = ¢WT<t) — @,
0
de modo que as equagdes diferenciais para as fases ¢, ;(f) assumem a forma
ba(t) = 10 - o) - \wt(t’)|sen[@(t)] ) (3.58)
2 2 sen [2 Jo lw(#")| cos @(t’)dt’]
sty GO0 | le)lsenlo(n] .59

2 2 sen [2 f; lw(t)| cos @(t’)dt’}
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Uma vez que ¢,(0) = 0, ¢,(0) = —7/2, 0(0) = 0 e ¢,,(0) pode ser ajustado a assumir um valor
nulo quando se prepara o sistema de forma adequada, por integracao direta, obtém-se que as
fases sdo determinadas a partir da fung¢do ©(t) dos pardmetros do hamiltoniano do sistema por

meio das equagdes

_ () e [ jw ()] sen [0 (#)] d#’ 3.60

¢a(t) 2 2 /0 sen [2 f(f ‘w(t/)’ cos @(t’)dt/} [ (t )] " ( :

b :Qs“’_(t)_% t w (&) sen [0 ()] dt' — ~. 3.61
ou(t) = =5 2 +/0 sen [2 [ (1) cos ©(¢) | Owldi=g G

Embora os resultados discutidos para a parametrizacdo do primeiro tipo produzam uma
solugdo exata para o operador de evolucdo temporal do sistema de dois niveis com simetria
SU(2), verifica-se que tal solugio depende da fungdo ©(t), que pode ser obtida apenas por
meio da resolu¢do de uma equacdo integro-diferencial. Determinar a solugdo desta equacao
para dependéncias arbitrdrias dos parametros do operador hamiltoniano € o grande entrave na
proposta de solug@o apresentada e define um problema de grande importincia do ponto de vista
matematico no contexto da dindmica quntica de sistemas de dois niveis com simetria SU(2).
Uma vez desenvolvido um método que permite a solugdo exata da equagdo integro-diferencial
nas condi¢des anteriormente discutidas, o controle da dindmica de sistemas de dois niveis serda
preciso, o que terd um impacto significativo na descri¢do de modelos quanticos que possam ser

mapeados em sistemas de dois niveis com simetria dindmica SU(2).

3.1.2 Parametrizacio tipo II - simetria dinAmica SU (2)

Uma segunda forma de abordar o problema da parametrizacao das solucdes do operador
de evolugdo temporal com simetria dindmica SU(2) consiste em ampliar a generalidade na

definicao dos correspondentes parametros l{:j2 que podem admitidos na forma

2

— 62
k3 211 (3.62)
/4:2—; (3.63)
S '

Note que a parametrizagdo do primeiro tipo, considerada na subsecdo (3.1.1), corresponde ao
caso particular em que ¢ = 0. Além disso, o sinal do pardmetro 1 ndo tem relevancia para a
forma da parametrizac¢do, que pode ser tomada positiva para manter a consisténcia com o MMN
(14). Nesta formulagdo, as fungdes |a,,(¢)| e Ib,(¢)| sdo determinadas a partir de uma fungao real

®,(t) dependente do tempo e do pardmetro 1 conforme as equagdes:

it cos[a, (1)
lau(wl—\/ E (3.64)
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sen’(®,(t)]

3.65
211 (3.65)

[bu(t)] =

onde a condi¢do |a,(t)|* + |b,(t)]* = 1 € necessdria e suficiente para qualquer fungdo real @, (¢)
admissivel, consistente com a estrutura do grupo SU(2). Conforme deduzido anteriormente, as

equagdes diferenciais para |a,(t)| e |b,(t)| t¢m as formas

dyaglft)| = |w(t)||bu(t)] sen[¢a(t) + du(t) — du(t)], (3.66)
d\bgt(t)’ = [w(t)||a,(t)] sen[du(t) — da(t) — du(t)], (3.67)

que sdo sempre as mesmas quaisquer que sejam as parametrizagoes consideradas. A partir das

parametrizacdes (3.64) e (3.65), verifica-se que

Al ()] _ 1 sen[®,(1)] cos|, ()] d, (1)

dt Jau(t)] 12 +1 dt (3.68)
djbu(t)] _ 1 sen[®,(t)] cos[®,(t)] dP,(t)
dt  |bu(t)] w2+ 1 dt ' (3.69)

de tal modo que a seguinte equagdo se verifica

sen[20,,(1)] d,(t)
202 +1)  dt

= |w(®)lay (#)[1bu ()| sen[du (t) — da(t) — do(t)]- (3.70)

A equagio acima estabelece uma relagio entre ®,(¢) e ®,,(t) em funcio de |a,(t)| , |b.(t)| e

das fases ¢y(t), e implica na forma

D _ i ) 2 OOl o ) = ) = st @71

sen[2,, (1)

Na equagdo diferencial (3.71) surge uma questdo relativa ao grau de arbitrariedade que se
pode considerar para a fungdo ®,(¢): neste sentido, ao se verificar atentamente a forma da
equacdo diferencial, uma simplificacdo pode ser feita, assumindo uma fun¢do campo ®,,(t)
dependente unicamente do valor absoluto do campo transverso |w(t)|, com um coeficiente de

proporcionalidade /2 + 1. Isto equivale a supor que a equagdo diferencial para a fun¢do ®,,(¢)

D @) (3.72)

tenha a forma

cuja solugdo € dada por

t
T /0 w()]dt’ + @,(0), (3.73)

estabelecida unicamente pela componente transversa na simetria SU(2). Note que a condigao
inicial para os pardmetros do operador de evolugdo temporal impde que ®,(0) = 0 o que estd de
acordo com a condi¢ao imposta pelo MMN (46). Como consequéncia direta desta simplificacao,

tem-se a seguinte condicdo como necessdria:

2v/ 12 + 1a, (t)][b,(t)] sen|gy, (t) — @a(t) — ¢u(t)] = sen[2®,(t)]. (3.74)
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A principal tarefa agora é analisar a condicao da equacdo (3.74) e explorar suas consequéncias.
Das equacdes (3.64) e (3.65), verifica-se que

auOBu(t)] = 5= [ + cos’[@u(0)]) serl@,(1)] ", (375)

que escrita de uma forma mais adequada, 1é-se como

20, (t 2 1/2
o 010 = 222 1 o) 376
A condig¢do (3.74) implica na equagdo
_ sen[20,(1)] T e
senfo(t) = (1) = ou(1)] = Sem et 14 L) 6

Esta equagdo ¢ interessante porque fixa o valor da argumento w(t) — ¢, (t) — ¢(t) unicamente

em termos de ®,,(¢) e valor de ;.. Além disso, considerando as relagdes trigonométricas
x

V1+a?
1

tg[®,(1)], tem-se que

senftg ()] = (3.78)

cos[tg™" (z)] =

(3.79)

1

Vi1

considerando o argumento na forma r =

sen[d, () — da(t) — dp(t)] = % 6o [tg_l (ﬁ tg[@u(t)]>] . (3.80)

Deste modo, pode-se escrever o argumento ¢, (t) — ¢,(t) — ¢p(t) em termos de tg[P,,(¢)] como

sen[2®,,(t)]

_— 3.81
[sen[28,,(1)] G581

Du(t) — Gall) — Bu(t) = tg™ (L tgm(m) -
pe+1

vl 3

Note que o fator sen[2®,,(¢)]/| sen[2®,,(¢)]| define uma fung¢do sinal, mas pode-se assumir o
sinal positivo sem perda de generalidade. Além disso, nota-se que

) 0,0 | 4
Gu(t) = a(t) — Bo(t) = f = D D, (1). (3.82)
M e L)
Considerando a equacgao (3.72), tem-se que a equagao (3.82) assume a forma
. ) ) 2D, (t
Bult) = dult) — (1) = ()] | — 2O (83)
1+ e[, (1)]

p*+1
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Da soma ¢,(t) + ¢(t) na equagio

_ |a,(t)]* = [bu (D)
|a, (£)]10,.(2))]

Ga(t) + u(t) = —29(1) w(t)| cos[gu(t) = ¢alt) — ¢s(1)],  (3.84)

tem-se como resultado a equagdo

du(t) +20(t) = ulw(t)] - (@, (1)
Lt 0, (0)

Lan®OF = 10uOF o ) — gu(t) -
O] e = st — 0] 389

O lado direito desta equagdo pode ser explicitamente determinado em termos de ®,(¢). Aplicando

os seguintes resultados

o cos?[@,(1)] — son?[®,(1)]

|, () = bu(t)? 2+ 1 : (3.86)
1 2 ,u2 + 1 |: Iu2 9 :| —-1/2
- L+ ——— e[, , 3.87
|au(t)||bu(t)| |Sen[2<I>M(t)| 12+ 1 g’ u( )l ( )

—1/2
win,0l . sy

cos[Pu(t) — da(t) — Pu(t)] = sen[29,(¢)] ptg[P,u(t)] [ 12

~Jsen[20,(0)]] /2 + 1 P2+ 1
Deste modo, a partir desta identidade, propria da parametriza¢do sendo considerada, verifica-se

que a condicdo

1 sec?[®,(t)] La, () = [bu(t)
- - - cos[@y,(t) — da(t) — @u(t)] | = 1.

Deste modo, como resultado desta identidade, verifica-se que a condi¢@o (3.85) toma a forma

20 1 0t) = o), (3.8

como uma condi¢@o necessdria a parametrizac¢do considerada que depende explicitamente de p.

A equacio (3.89) relaciona a intensidade da componente transversal |w(t)|, a componente
longitudinal 2(¢) e a derivada temporal da fase da componente transversal b (t). Considerando
a parametrizacao tipo II, a equacao (3.89) surge do problema geral de Cauchy-Liouville na
parametrizagdo a,(t) e b, (y) como uma consequéncia da restri¢éo sobre a fungdo ®,,(¢), impondo
que satisfaca a equacdo (3.72).

Dando continuidade ao procedimento para se determinar a solugdo para o operador de
evolugdo temporal com simetria SU(2), considerando a parametrizagdo a,(t) e b,(y), o objetivo
neste ponto da discussdo consiste em se determinar as formas explicitas para as fases ¢,(t) e

¢p(t). Para tal propdsito, inspeciona-se as equacdes

dalt) = —Qt) + W\M

G l9e() = dalt) = 40 (3.90)
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oult) = Q1) - |w<t>|“‘qfﬁ% cos[6u(t) — du(t) — én(t)]. (3.91)
Além disso, uma vez que
% 2
i 11 0) 08l6ut) = 6a(0) = (0] =~ s, (0], (3.92)

que implica nas formas

|au ()] 10, (1) psen?[@,(t)

- _ _ ]
0. (O cos[Py (t) — @a(t) — du(1)] 2 T o[, (1)) (3.93)
O]
RO [60(t) = @a(t) = Au(B)] = —4, (3.94)
tem-se as equagdes diferenciais para as fases ¢,(t) e ¢,(t) dadas na forma

ot e (B (0)
Pa(t) = —Q(t) — | (t)|M 2 1 cos?[@,(1)] (3.95)
du(t) = —Qt) + plw(t)]. (3.96)

Essas equagdes podem ser solucionadas de forma direta e simples. A solucao da equagdo

para ¢, (t) tem a forma

ou(t) = du(0) — / )t + / w(t)|dt, (3.97)

que em se aplicando a condigdo inicial ¢,(0) resulta na forma

t t
onlt) = 0,0 = 5 = [ttt +u [ f®)lar. (3.98)
0 0
de onde se verifica que tal solucao € linear no parametro . Além disso, a equacao diferencial

para ¢, (t) tem a forma

L psen?(®, (1)) dg, (1)

]
W(1) = —Q(t) — , 3.
%ull) ( V2 + 1%+ cos?[@,(t)]  di 399
cuja solugdo € dada por
/ /
/ Qt')dt' — / sen’[0,(¢)] _dOult) ), (3.100)
«/,u +1.Jo 12 —i—cos2 L)) dt

Note que, diferentemente da solugdo para a fase ¢ (t), a solu¢do (3.100) ainda apresenta uma

dependéncia explicita em ®,(¢), que pode ser simplificada. Isto é possivel uma vez que

u(t)] du(t') dt' = tg! [ H

[ (5[, (1)
\/ﬁ 12 —|—cos2(I> L) dt w? +1 &0
i

- L 9,(1). (3.101)

ViE 41
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Desta forma, resulta que

t t
/ / — /’l‘
gbat:—/Qtdt+u/wt —tgt | ——=tg[®,(t)]] . (3.102)
(t) i (t') O|()| RS [©,,(2)]
Porém, considerando que

t
(1) = \/u2+1/ w(t')|dt', (3.103)
0

e da condi¢do (3.89) que pode ser escrita na forma

Pult)  0u(0) [Ty e
- _—/0 Qt)dt +u/0 w(t)dt, (3.104)
resulta para a fase ¢,(t) a forma final
w(? w(0 _
balt) = ¢T() _ ¢T() g [# tg[@u(t)]] | (3.105)

Finalmente, tem-se a parametriza¢do discutida como uma segunda possivel solu¢do para o

operador de evolugao temporal para um hamiltoniano com simetria SU(2).

3.2 SISTEMA DE DOIS NIVEIS COM SIMETRIA DINAMICA SU(1,1)

Uma vez familiarizados com o problema da constru¢@o da solu¢io do operador de evolugio
temporal para o operador hamiltoniano de um sistema de dois niveis com simetria dinAmica
SU(2) e identificadas as possiveis solugdes para os elementos de matrizes da representagdo do
operador de evolucao temporal, a questdo a seguir consiste em identificar como se procede para o
caso em que a simetria dindmica € alterada considerando o grupo de simetria dindmica SU (1, 1).
No caso bidimensional, considerando uma representagao finita para a estrutura das representacoes
no contexto de operadores hamiltonianos ndo-hermitianos, a resposta desta questdo se encontra
na forma como o operador de evolugao temporal Ugyr(1,1) esta representado e sujeito a condi¢ao
det [U SU(l,l)} = 1, uma consequéncia das propriedades do grupo SU(1, 1). Note que, tratando-se
de uma representacdo adequada para um operador de evolugdo temporal associado a um operador
nao-hermitiano, no momento nao se faz qualquer consideracao a respeito do tipo de sistema
fisico a ser representado.

O interesse € tracar um paralelo ao que se fez para o operador de evolugdo temporal associado
ao grupo SU(2), que obviamente tem representagdo fisica direta devido ao fato de estar associado
a um operador naturalmente hermitiano. Conforme discutido em (17), um sistema quantico de
dois niveis com simetria SU (1, 1) tem seu operador hamiltoniano representado por uma matriz

bidimensional na forma

; (3.106)
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se tratando de um operador ndo-hermitiano, uma vez que se verifica a identidade
H(t)M = MHT(#), (3.107)

com a matriz M dada por
1 0
M= [ ] . (3.108)
0 —1

Para a simetria dindmica SU (1, 1) a parametriza¢@o do operador de evolugdo temporal segue

a forma de Cayley-Klein na qual

_ | alt) —b(?) Sy |@t() b(E)
U(t) = [_b*(t) a*<t>], U-'(t) = [b*(t) a(t)], (3.109)

com as fung¢des complexas a(t) e b(t) satisfazendo a relagdo det U(¢) = |a(¢)[* — |[b(¢)|* = 1.
Similarmente ao considerado para o grupo SU (1, 1), estas fun¢des complexas possuem a forma
polar dada por a(t) = |a(t)| exp{iga(t)} e b(t) = |b(t)| exp{igs(t)}. O operador de evolucao U,
gerado pelo hamiltoniano ndo-hermitiano /, satisfaz o problema de Cauchy-Liouville iU (t) =

H(t)U(t) com U(0) = I o que implica no seguinte problema de Cauchy-Liouville:
Q w

a= - + 7[1*, a(0) =1, (3.110)
. Q
b=“a*+=b,  b(0)=0. (3.111)
7 ?
A condigdo inicial U(0) = I aplicada a esse par de equagdes implica que
. Q(0 . 0
a(0) = 20 g0y =4 (3.112)
7 1

desde que ¢,(0) = 0 devido a a(0) = 1. Assim, para o sistema com simetria dinAmica SU(1, 1)

se verifica dla(0)| (0)
a . Q
- iha(0) = — (3.113)
dlb(0 . .
ld(t ) explidp(0)] = w(0) exp [Z(wa - g)] (3.114)

De forma similar ao que se faz para a simetria dindmica SU(2), assume-se {2(0) como um

parametro real, o que implica em

e 0, ¢a(0) = —20), (3.115)
dt
Para a fungdo b(t), verifica-se
d
\Z(to)l = w(0)],  expligp(0)] = exp |i(¢u(0) — g)] (3.116)

Essas equagdes implicam que

$a(0) = 0, ?6(0) = ¢.,(0) — (3.117)

NS
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Note que as condi¢des obtidas acima sdo similares as que foram obtidas para os seus
equivalentes na simetria SU(2). A diferenca que se observa ao desenvolver o procedimento
na simetria SU(1, 1) estd na forma do problema de Cauchy-Liouville e, principalmente, na
condigdo |a(t)|? — |b(¢)|*> = 1, a assinatura fundamental do grupo SU(1,1) no contexto de
sua representacdo. Isto tem um significado profundo no contexto das fun¢des que determinam
as solugdes do operador de evolugdo temporal. Enquanto, para a simetria dindmica SU(2), as
fungdes trigonométricas atendem a condigdo |a(t)|? 4 |b(¢)|? = 1, seria a condigdo |a(t)|* —
|b()|*> = 1 um indicativo de que as fung¢des correspondentes na simetria SU(1, 1) sdo fungdes
hiperbdlicas, dado que a condigdo cosh?(z) — sinh?(z) = 1 é uma identidade verificdvel no
contexto das fungdes hiperbdlicas (47).

Desta forma, dando sequéncia a discussdo e procurando seguir a linha de raciocinio do

desenvolvimento analitico realizado para a representa¢do do grupo SU(2), verifica-se facilmente

que as formas possiveis para as fungdes reais |a(t)| e |b(t)| correspondentes ao problema de
Cauchy-Liouville com simetria SU(1,1) e compativeis com a condigdo |a(t)[* — [b(¢)|> = 1
podem ser dadas em termos das fung¢des hiperbélicas cosh A(t) e senh A(t), considerando uma
fungdo real A(t) real a ser determinada em fung@o dos pardmetros do hamiltoniano do sistema.
No entanto, os resultados apresentados em (17,48) demonstram que, para a simetria SU(1, 1),
ha duas possibilidades: o operador de evolucdo temporal pode ser parametrizado tanto em termos
de solugdes hiperbdlicas quanto de fungdes trigonométricas. Isto € possivel pela generalizacao
do MMN para a simetria SU(1, 1), conforme apontado pelos autores, mas ndo consta do objeto
deste trabalho de revisdo. No entanto, € possivel considerar o desenvolvimento semelhante ao
realizado para o grupo SU (2) e identificar como pequenas diferencas entre os dois problemas
alteram profundamente a natureza das solucdes do operador de evolucao temporal.

Neste estudo, verifica-se que no problema com simetria SU(2) se tem a dindmica quéntica de
um operador hamiltoniano hermitiano, enquanto no caso da simetria dindmica SU (1, 1) a fisica a
ser descrita estd associada a um problema envolvendo ndo-Hermiticidade, e isto tem um impacto
significativo nas formas das solu¢des admissiveis. Assim, pensando em solucdes para o operador
de evolugdo temporal com simetria SU (1, 1), pode-se considerar ambas as possibilidades de
parametrizacao, incluindo tanto solu¢des trigonométricas quanto hiperbdlicas. Neste sentido,
pode-se pensar nas formas conforme sera visto a seguir.

Verifica-se que a representacdo geral em termos de fungdes trigonométricas assume a forma

a(t)] = /K2~ K3 cos? A(t), 3.118)

6(t)] = 1/k3sen?A(t), (3.119)

desde que a condi¢do abaixo seja verificada
la()]? = [b(t)|* = k2 — k2 cos® A(t) — k2sen? A(t) = k2 — k2 =1, (3.120)
o que ocorre quando k; e ks satisfazem a condi¢ao

k2 — k3 =1. (3.121)
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Por outro lado, pode-se considerar uma representacdo geral em termos de fungdes hiperbdlica

na forma

la(t)] = \/k;2cosh2Af(t)—k’22, (3.122)

lb(t)] = \/K?sinh? A/(t), (3.123)

que deve obedecer a condi¢do
la(t)]* = [6(2)|* = k2 cosh® A'(t) — k2 — k2sinh® A'(t) = k2 — k2 =1, (3.124)

e que implica na condic¢do (3.121). Isto demonstra que ambas as parametriza¢des sao possiveis,
confirmando os dois regimes de solu¢des, conforme apresentado em (17,48). O que se faz a seguir
sem considerar a aplicacdo do MMN, € indicar como a soluc¢do do problema de Cauchy-Liouville
para a representacdo do grupo SU(1, 1) produz os resultados originalmente desenvolvidos em
(17,48).

Seguindo o procedimento similar ao desenvolvido para a simetria dindmica SU(2), o mais
6bvio € considerar a situacdo mais simples, em que se assume k; = 1 e ky = 0. Isto equivale ao

que tem sido denominado "parametrizacdo do tipo I".

3.2.1 Parametrizacio tipo I - simetria dindmica SU(1,1)

Assumindo k% = 1 e k3 = 0, exclui-se necessariamente a solugfio trigonométrica, uma vez
que se obtém a(t) = 1 e b(¢) = 0. Trata-se de uma solugdo trivial de um problema estaciondrio.
Algo restritivo para o problema dindmico de interesse a expressar a generalidade das solucoes
com simetria dindmica SU (1, 1). Neste caso, com a condi¢do previamente assumida, somente

faz sentido a parametrizacdo em termos de fung¢des hiperbdlicas dadas por

la(t)| = y/cosh® A(t) = cosh A(t), (3.125)

|b(t)| = {/senh? A(t) = | senh A(t)|. (3.126)

O procedimento é similar ao que fora realizado para o grupo SU(2), e portanto, alguns detalhes
operacionais serdo omitidos, evidenciando somente as diferencas relevantes para as diferentes

simetrias dindmicas em estudo. Estas formas de parametrizacao aplicadas nas equagdes

YOl o) (0] senlon(t) = ) — (0] 127)
UL o) e senl6 () — ) — (0, G.128)
) ) =~ aft) — (O] 16O coslon(t) — (1) — u(8),  G.129)
o) o) = ) 6(0)] — 0] la(t)] cosléult) — Gu(t) — Gu(8), (130

dt
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implicam para a fungdo A(t) a ser determinada pela equagdo diferencial

4A()

o = lw(t)[sen(u(t) — dalt) — du(t)], 0 <A(t) < oo (3.131)

Sem perda de generalidade é possivel restringir-se as fun¢des A(t) para que tenha valores reais e
positivos, uma vez que esta escolha evita o problema do sinal na parametrizacio para solucdo
b(t) em termos A(¢). Para o modelo SU(2), considera-se a fun¢éo ®(¢) restrita ao intervalo
[0, /2] sem perda de generalidades.

Similarmente, pode-se considerar tal restricdo aplicada a A(t) e como feito para o caso da

simetria SU (2), introduz-se a fun¢do ©(t) de tal forma que

O(1) + 5 = Bu(t) = dult) — Bu(1). (3.132)

que implica na forma adequada para A(t) dada por
t
:/ lw(t)| cos[O(t)]dt', 0 < Ae(t) < oo. (3.133)
0

Consequentemente, para as fases ¢, (t) e ¢,(t) se tem as equagdes diferenciais na forma

dea(t) _ [6(t)]
e —Qt) + |w(t)|—% ald) sen[O(t)], (3.134)
%}ft) — Q) + |w(t)] ::Eg: sen[O(1)], (3.135)
a partir das quais se obtém as formas
du(t) + ) = =2020) + ott)] (L  sentee), s
6ult) = ) = ~lo(0] (2o ) senfere (.17
Levando-se em conta que
Galt) + do(t) = 0u(t) — O(1), (3.138)
cosh? A(t) + sinh® A(t) = cosh 2A(t), (3.139)
4 cosh® A(t) sinh® A(t) = sen® 2A(t), (3.140)
tem-se como resultado a equagdo diferencial para a fungéo O(¢)
@ - ¢“’T(t) = Q(t) - %Iw(ﬂl sen[O(1)], 0 < A(t) < oo, (3.141)
que € equivalente a forma
o(1) L coshRAD, o centom)] = 0 + Pu(t) L0 < A(t) < oo (3.142)

2 senh[2A(¢)] 2
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Considerando uma func¢do arbitraria A(t), pode-se determinar as formas das solu¢des nas

fases ¢q(t). As equagdes diferenciais para ¢ p(t) assumem a forma

' 2|w(t)| sinh® A(t)
$a(t) = (1) 2 cosh A(t) senh A(t)

sen[O(t)],

2|w(t)| cosh® A(t)
2 cosh A(t) senh A(t)

o(t) = —QUt) + sen[O(t)],

que podem ser reescritas na forma

bult) = =00 + o senlB(0)] — [l oL

' |w(t)]
Pu(t) = —Qt) + senh2A(D)] sen[O(t)] + |w(t)| =7

&,

=

=
S
=
=

Uma vez que
cosh[2A(t)]
senh[2A(t)]

estabelece-se as equacdes diferenciais para as fases ¢, (¢) dadas como

jw(t)|sen[O(#)] = Q1) +

0u(t)  O(t)  |w(t)|sen[O(t)]
2 2 senh[2A(t)]

Gu(t)  O(t)  |w(t)|sen[O(t)]
2 2 senh[2A(t)]

éa(ﬂ =

Po(t) =

(3.143)

(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)

(3.148)

(3.149)

Neste ponto da construgdo das solugdes, considera-se que ¢,(0) = 0, com a condigdo

©(0) = 0 (similar ao que se faz para a simetria SU(2)), e ¢,,(0) # 0. Isto implica que ¢,(0) =

¢.,(0) — m/2. Nesse sentido, para uma fungdo geral positiva A(t), as fases ¢q(t) e ¢y () sdo

determinadas a partir das equagdes

Oty

_ e &0 [t
Ga(t) — ¢a(0) = 9 2 / s1nh2A
w w @

Bult) — 6u0) = (bf)—d) O, [l

e que devem satisfazer as condicdes
$a(0) =0, ¢5(0) = ¢.,(0) —7/2.
Isto implica que

sen

_ jw (2 @) ..
@a(t) = 2 / smh 2A at’

_ du(t) + o B @ / |lw ()| sen | >]dt’ T

>]dt,,

smh 2A(t 2

(3.150)

(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)
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Assim como no caso da simetria SU (2), note que para uma funcao arbitraria A(¢), a fungéo

O(t) é determinada através da equacdo integro-diferencial

cosh 2A(t)

26(t) = 6u(t) + 20(8) — 2w(t)| THT

sen[O(t)], 0 < A(t) < oo, (3.155)

cuja solugdo geral determina a solu¢c@o do problema de Cauchy-Liouville em termos da funcao
©(t) para a simetria dindmica SU (1, 1). Trata-se de um resultado obtido pela aplicagdo direta
do MMN, mas apresentado por meio de um procedimento alternativo, como objeto de estudo e
revisdo. Assim, como na simetria dindmica SU(2), a solugdo desta equagio integro-diferencial

constitui um problema matemadtico em aberto.

3.2.2 Parametrizacio do tipo II - simetria dindmica SU(1, 1)

Considerando a parametrizacao do tipo II em ambos os regimes trigonométrico e hiperbdlico,
a rota correta a seguir € executar o procedimento similar ao que foi desenvolvido para o caso
de simetria dindmica SU (2), construindo-se a soluc¢@o das equagdes diferenciais tanto para as
funcoes |a(t)| e |b(t)| quanto para as fases ¢, (t), de modo similar ao desenvolvido na sec¢do
3.1.2. Para ndo tornar a apresentacdo cansativa, uma vez que o procedimento para o caso do grupo
SU(2) esta desenvolvido com os detalhes que permitem ao leitor compreender adequadamente
os procedimentos operacionais, apresentam-se, nessa se¢ao, os resultados de forma resumida.

O regime trigonométrico da parametrizacdo do tipo II € caracterizado pelas seguintes escolhas

das constantes k; € ko:
V2 1

2 2
kl:zﬂ—l’ k2 = EREE (3.156)
de tal forma que
v? — cos? A, (t) sen? A, (t)
t)| = t) =1 ——— 157
aft) = 2Dy = [ D) (3.157)

onde o pardmetro real v (equivalente ao pardmetro y da simetria SU (2)) satisfaz a condi¢@o
v > 1, em concordancia com os resultados apresentados em (17,48). Para as equacdes (3.127) e

(3.128), tem-se que

dla(t)] 1 2 —1 sen2A,(t) dA,(t)
= = 3.158
dt 2\ v2 —cos? A, (t) v2—1 dt ( )

d|b(t)] 1 v2—1 sen2A,(t)dA,(t)
= = 3.159
dt 2\ sen? A, (t) v2—1 dt ’ ( )
de tal forma que ambas implicam em
dA, (t) 2 la()[b()]
=2 -1 —_— — — 1. A

7 (7 = 1) Ol oo x ay sen 10ut) = 6alt) = on(0)], v > (3.160)
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Define-se, entdo, a equagdo diferencial para a fungdo A, (¢) na forma

dAu(t)

o vz —1w(t)], v>1, (3.161)
com a sua solucao na forma
t
A() = ViZ =1 / w()|dt. (3.162)
0

Esta solucdo tem uma certa similaridade com a equivalente obtida na simetria dindmica
SU(2), exceto que necessariamente se deve verificar v > 1. Além disso, note que a condi¢@o
v > 1 mantém A, (¢) como uma fungdo real positiva ao longo do tempo, ao passo que também

garante a positividade das funcdes |a(t)| e |b(t)|. De toda essa operacionalizag@o surge a restri¢ao

s la(®)[[6(?)] _
Ve — 1m sen[¢u (1) — ¢a(t) — Pu(t)] = 1, (3.163)

com o produto |a(t)| |b(¢)| dado por

sen 2A,, (1) 2 ) 1/2
= 1 A . 164
a0 000 =2 |14 5 e ) G164
A condic¢do (3.163) implica que
2 -1/2
senfo (1) = on(0) = 0] = |14 S A0 6.165
que com o auxilio das relacdes trigonométricas
senftg ()] = L, (3.166)
V14 2?
1
tg ! (z)] = —, 3.167
obtém-se que
v
() — da(t) — dp(t)] = tg ™! tg A, (8) )], > 1. 3.168
senfo (1) = 1) — en(0] = s |1 (L=l | G.168)

Isto implica para a fase ¢,,(t) — ¢4(t) — ¢p(t) a relagdo

Gult) — Ga(t) — do(t) = tg™! (%

V2 —

tg Al,(t)) + g (3.169)

de modo que

cos,(0)~ ult) ~ )] =sen |17 (s wn0) | 670

Note que se pode assumir, sem perda de generalidade, a condi¢ao

bo| 3

: (3.171)

v2—1

0< tg™" (Ltgmy(t)]) <
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o que implica na relagdo estabelecendo um vinculo entre a fase ¢,,(t) — ¢4(t) — ¢5(t) e a fungdo

A, (t) na forma

senfo (1) — en(t) = (0] = cos 57! (= 0) | @A)
Portanto, verifica-se que
()= 6u(0) ~ ) =167 (S e (0] + 3. @.173)

assim estabelecendo a equacgdo diferencial na forma

3a(t) + Go(t) = du(?) — vw(t)] [ (12 — 1) sec® A, (1) } |

3.174
2 —1+v2tg2 A (1) ( )
Além disso, a partir da equacao

doa(t) | dp(t)
a

resulta que

éAwwmwzmwm[(“ﬁ‘”%@“ﬁ))—”@'*w@'wmuw—@@—¢mﬂ.

(t)I* + lo(?)

§ o
o< Oleoslou(®) = 60) = ault)], - 3.179)

— o0 -

v —1+1v2tg2 A, (t) vla(t)||b(t)]
(3.176)
Baseando-se nas equagdes
2 2 2
9 o V¥ —cos® A,(t) + sen® A, (t)
_ 1
|a(t)]” + |b(¢)] 1 : (3.177)
1 2V/1% — 1 2 e

d [1 +— - tg? Ay(t)] , (3.178)

V —

2

U —1/2
{1+ : tg? Ay(t)} , (3.179)

V2 —

a(®)[[6()] — [sen2A, (1)]

0=~

pode-se concluir que

la(t)]” +|6(2)|? B )
S Ta@o()] 10w~ 9alt) = G (1))

v? —cos? A, (t) + sen? A, (1) v 9 -

= — 1 tg® A, (t . 3.180
< (v2 — 1) cos? A,t) ) [ * 218 ( )} ( )

Entdo, isto implica na identidade

la@)l” + b))
via(t)]|b(t)]

A partir de todos esses resultados, verifica-se que

sec? A, (t) a®)P + e B B
&+$%mw0 STa@o(p] 101~ @elt) = (1)
(2 —1)sec® A, (t)  vZsec? A, (t) — 1+ tg? A (t)
21402t A (1) 2 —1+v2tg2 A, (1)
2242087 A ()
ISRy W (3.182)

2 2AI/ _ QAV
o[ (t) = Ga(t) = u(t)] = ——— 1(132 Vig‘;[txg o O zasny
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o que implica na identidade

sec® A, (1) _la@P + )P ) ) )
(Hyé’fltgz/\u(t)) vla(®)|[6(t)] [0u(t) = ¢alt) — ()] | =2.  (3.183)

Entdo, aplicando a identidade (3.183) na equacao (3.176), tem-se como resultado a equacao

Gu(t) +20t) = 2vlw(t)], v > 1. (3.184)

Note que a equacdo (3.184) € similar a equacdo (3.89), embora pertencam a simetrias diferentes.
Essa similaridade € devida a natureza bidimensional das representacdes para os operadores de
evolucdo temporal associados as simetrias SU(2) e SU(1, 1). No entanto, observe que enquanto
0<pu<oosetem1 < v < oo, 0que naturalmente implica naturalmente na questao relativa ao
pardmetro v poder estar definido no intervalo [0, 1].

Dando sequéncia a andlise das equacdes associadas ao regime v € [1,00[, as equacdes

diferenciais para as fases ¢,(t) e ¢p(t) assumem a forma

d@(t) = —(t) — () 20O (| )(H)b,(g N cosiin(t) — 6a(t) — dult)], (3.185)
T =00~k <>||a(| )(“;(2)' oslgu(t) = alt) — (D), (3.186)

para as quais se pode verificar que

a(®)16(8)] cos[ (t) — alt) — Gu(t)] = —

sen®[A,(1)], (3.187)

2 —1

resultando nas igualdades

[a()[[6(®)] B B _ wsen’[A(1)]
TP cos[u(t) = da(t) = du(t)] = ——5——3 WOk (3.188)
o (| )(H;(z ) cos[dy(t) — ¢a(t) — du(t)] = —v. (3.189)

Finalmente, vé-se que considerando essas igualdades, tém-se as equacdes diferenciais para
as fases ¢,(t) e ¢y(t) dadas por

dg(t) vsen?[A,(t)]
— = —Q(t 3.190
dt (8) =+ et )|V2 — cos?[A, (1) ( )
dop(t
%() = —Q(t) + v|w(t)]- (3.191)
A solugdo da equacdo diferencial para a fase ¢y (t) é direta e tem a forma
t t
) = 00l0) = [ )it v [ fu®)lar. (3.192)
0 0
onde deve-se ter em consideracdo que
dA,
B ) (3.193)

dt
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Agora, a equagdo diferencial para a fase ¢,(t) assume a forma

doe (1) v sen?[A, (t)] dA,(t)
at 2 — 1 |:V2 — COSQ[Ay(t/)]:| dt 194

A solugio de ¢4(t) é obtida como

¢a(t) = ¢a(0) — /0 Qt')dt' + \/7 / stiosz (At/)(]t,)] dAC;t(,t/)dt’, (3.195)

assumindo a condicdo inicial ¢,(0) = 0. Note que a segunda integral do lado direito da equagéo
(3.194) € dada por

\/7/ V2S_enCOSQ At/)(]t/)] dAth(/t/)dt = —tgl{ Vg’/_ltg[Al,(t)]}

b AL (1), (3.196)
v —1

o que implica para (3.194) a solu¢do na forma

t t
o)== [0y +v [t -t | =il Gasn
0 0 ve—1
uma vez que
t
A(t) = V2 — 1/ |lw(t")|dt'. (3.198)
0
Uma vez que ¢, (0) = - 7/2, ttm-se que
t t
0ut) == [ W)t +v [ fo®)ldt — e [ Y _inl, (G199)
0 0 v2—1
t t
do(t) = O — / Q(t)dt + v / w(t)|dt’ — g (3.200)
0 0

Além disso, da condi¢do de ressonancia (3.184) que deve sempre ser considerada neste regime,

verifica-se que

t t t
/ bu(t)dt = —2 / Q)dt' + 2v / w()|dt, v>1, (3.201)
0 0 0

0 que implica em
t t
hu(t) — o9 = —2/ Q(t') +2y/ lw(t)], v>1, (3.202)
0 0
e que conduz as formas de ¢,(t) e ¢y(t) dadas por
o (0] (3.203)

Po(t) = ——F— — g (3.204)
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Dessa forma, tém-se as solucdes completas para o operador de evolucdo temporal da dinamica
no espaco de Hilbert de um sistema de dois niveis com simetria dindmica SU(1, 1). No entanto,
toda a construgdo da solugcdo tem como ponto de partida a parametrizacao (3.157) na qual
o pardmetro v, presente na condi¢iio de ressondncia (3.184), estd restrito ao intervalo [1, co].
No entanto, naturalmente surge a questdo relativa a parametrizagdo em termos de funcdes
hiperbélicas conforme discutido anteriormente e esperado na representagio do grupo SU(1,1).
Para tal propdsito, pode-se assumir uma forma adequada da parametrizacao na forma (3.122) e
(3.123) e repetir todo o procedimento para esta parametrizacdo. No entanto, isso ndo € necessdrio
porque observando atentamente as equagdes (3.118), (3.119), (3.122) e (3.123), pode-se ver que

por meio da transformacio
ki =iky, ko =iky, A(t) =—iN'(t), (3.205)

uma parametrizagio é mapeada na outra. A condi¢do A(t) = —iA’(¢) implica que

t
A(t) =V1—12 / |w ()| dt’, (3.206)
0

que € valida para o intervalo 0 < v < 1.
A andlise da estrutura analitica da solu¢do SU (1, 1) permite determinar o regime hiperbdlico
da parametrizagdo do tipo II, evitando a reproduc¢do dos resultados ji apresentados para o caso

trigonométrico. Assim, o regime hiperbdlico se caracteriza pelas solu¢des na forma

cosh® A/ (t) — 12
la(t)] = \/ 1—° ; (3.207)
sinh? A (t)
— 2
[6(t)] e (3.208)

com A (t) na forma (3.206) e as fases ¢,(t) e ¢;(t) determinadas de acordo com

- ¢w(t) - ¢5J0) _ v /
gbu(t) = T — tg ! [ﬁ tanh [Ay(t)]:| s (3209)
(0)
oo(t) = —%(ﬂ; o 5 (3.210)

. / / ~ . A
nas quais as constantes k; and k, sdo definidas em termos do pardmetro v de acordo com

, 1
k2 = —— 3.211
1 1_]/27 ( )

V2

K2 = 2 (3.212)

1—02’

obdecendo a condi¢do (3.184) para v pertencente ao intervalo [0, 1]. Portanto, t¢ém-se determinado
as solugdes gerais para o operador de evoluc@o temporal com simetria SU (1, 1) para ambos os

regimes hiperbdlico e trigonométrico.
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4 INTERACAO DA RADIACAO COM A MATERIA

Neste capitulo, faz-se um estudo de um modelo matematico simples para entender como
a mecanica quantica pode ser aplicada ao tratamento semiclassico e quantico da intera¢do da
radiagdo com a matéria, considerando o caso bem simplificado da matéria representada por um
atomo de dois niveis. O campo de radiacdo interagente pode ser descrito por um campo classico
ou por sua versdo quantizada, que é representada por um modo do campo. E neste modelo que
serd identificada a presenca da simetria dindmica SU (2) considerada no contexto dos sistemas
quanticos ndo estaciondrios e identificado na literatura como o modelo JCDT. Sera mostrado
como as solugdes estudadas no capitulo (3) surgem para descrever o comportamento do d&tomo
como abordado em (19), porém estendido para o estudo das propriedades do d&tomo, quando
o operador hamiltoniano correspondente tem seus parametros dependentes do tempo. Porém,
antes de se discutir os resultados inéditos para as propriedades do campo, tem-se como ponto de
partida um estudo simples de como se construir o modelo JC independente do tempo, a partir de

conceituagdes basicas e de resultados ja estabelecidos na literatura da fisica tedrica (49).

4.1 A DINAMICA DO ATOMO DE DOIS NIVEIS NO CAMPO ELETROMAGNETICO

Tem-se como discussao inicial o tema referente a interacdo da radiagdo com a matéria,
considerando um 4dtomo interagindo com um campo eletromagnético externo. Para entender a
dindmica desse sistema, considera-se primeiramente o hamiltoniano do dtomo livre da presenca
do campo na forma )

H, = ;—m+‘7(7‘), 4.1

onde V' (r) € a interacdo coulombiana entre o elétron e o nicleo para o qual a coordenada radial
r é dada por = |r| e o simbolo p corresponde ao operador momentum do elétron (9), que na
representacao de Schrodinger € proporcional ao operador diferencial V. Na presenga de um
campo eletromagnético externo, o operador hamiltoniano assume a forma

H(t) = %[f) + eA(r, t)]* — ep(r,t) + V(r), 4.2)

onde A(r,t) e ¢(r,t) sdo os potenciais vetor e escalar do campo, respectivamente, operando
como quantidades escalares, de modo que a dependéncia em (r, t) € interpretada como a depen-
déncia nas coordenadas espaciais e temporal. Além disso, —e corresponde a carga do elétron,
onde o simbolo e corresponde a uma quantidade positiva (23).

Os campos elétricos e magnéticos obtidos a partir dos potenciais escalar e vetorial como

sendo (50) SA(.1
r?

ot
B(r,t) =V x A(r, 1), (4.4)

E(r,t) = —Vo(r,t) — , 4.3)
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que sdo invariantes sob as transformagdes de calibre (49)

ox(r,t
8 (r1) = ofr.1) — XD @5)
t
A'(r,t) = A(r,t) + Vx(r,t). (4.6)
A equagdo de Schrodinger associada ao elétron do dtomo dependente do tempo tem a forma
dada por
- O0Y(r,t
H(t)y(r,t) =i w(g% ), 4.7)
com o operador hamiltoniano escrito na forma
~ 1
H'(t) = 5—[p+eA'(r,1)] — e¢' + V(r,1), (4.8)

2m

onde A’(r,t) e ¢/(r,t) sdo dados pelas equacdes (4.6) e (4.5), respectivamente. Aqui, assume-
se o calibre de Coulomb no qual se assume ¢(r,t) = 0 e A(r,t) obedecendo a condigdo de
transversalidade V.A(r, t) = 0, uma vez que os fétons sdo tratados como excitagdes de campos
transversos (49). Além disso, potencial vetor na auséncia de fontes nas proximidades do dtomo

satisfaz a equagdo de onda (23)

1 9*A(r,t)
2 U
VZA(r,t) — R v 0, 4.9)
cuja solugdo tem a forma
A(r,t) = Agelller—=ot) (4.10)

Aqui a frequéncia do campo eletromagnético é dada por wy e |k| = 27/ € o vetor de onda da
radiagdo (23). Neste modelo, na escala das dimensdes atdmicas, k.r < 1 e o potencial pode ser
considerado espacialmente uniforme de modo que A(r,¢) = A(t), essa aproximacéo é referida
como aproximacao de dipolo (49).

Desta forma o operador hamiltoniano descrevendo o sistema estd dado na forma

H(t) = %[p +eA(r 2 + V() .

P | € A(rt)p+ A2 )+ V()
=—+ —A(r,t)p+ —A(r r).
om | m P T gy ’
Para tal modelo se escolhe a funcéo de calibre x(r,¢) = —A(t).r, o que implica em
VX(I',t) = _A(t)a
Oy OA(t) (4.12)
e, t) = — = —r.E(t
)= e 250 = e E()

resultando para o operador hamiltoniano do modelo a forma

-2
H(t) =2 4 V() + e B(t). (4.13)

2m
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No operador hamiltoniano (4.13), a quantidade d = —ef corresponde ao operador de momento
dipolar que no quadro de Schrodinger é proporcional as coordenadas (z,y, z) (23). Dessa
maneira, pode-se escrever que

H'(t) = Hy — d.E(t), (4.14)

onde H, ¢ dado pela equacdo (4.1). Deste modo, a forma do operador hamiltoniano descrevendo
a interacdo de um elétron com o dtomo na aproximacgao estd perfeitamente estabelecida no

contexto semiclassico.

4.1.1 Atomo de dois niveis e campo eletromagnético classico

No modelo de intera¢do da radiacdo com a matéria, no qual o campo eletromagnético é
assumido cldssico, denomina-se modelo semiclassico de Rabi, similar ao que se considera para o
estudo de um sistema de spin 1/2 sob a a¢do de um campo magnético. Considerando um dtomo
no qual a interacao entre o elétron e o campo promove transi¢des entre dois niveis quaisquer,
define-se, desta forma, um sistema de dois niveis sob a acdo de um campo eletromagnético
classico. Neste cendrio o vetor de estado correspondente ao 4&tomo e pertencente a um espaco

vetorial de Hilbert bidimensional, esta dado na forma

1) = cele) + ¢4 g) (4.15)

onde |g) representa o estado fundamental (ground state) e |e) representa o estado excitado
(excited state). A diferenga de energia entre os estados € dada por wy = E, — F,. Para o 4tomo

de dois niveis quantizado, o correspondente operador hamiltoniano é dado por

i, = %a (4.16)

jé indicando a estrutura da dlgebra SU(2). Na auséncia de intera¢do com o campo eletromagné-

tico, o estado do campo evolui no tempo de acordo com a equagio

[(t)) = U(t) ), (4.17)

onde o operador de evolugio temporal U(t) = e # e neste caso o 4tomo €é considerado um
sistema quantico estaciondrio dado a auséncia da dependéncia temporal no operador hamiltoniano

H,. Portanto, tem-se que

(1)) = ce(t)e™ P [e) + co(t)e™ P |g) (4.18)

sujeito a condi¢do de normalizacio

|ce(t)]? + Jeg ()] = 1. (4.19)
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Uma vez considerando a interagdo deste &tomo com um campo eletromagnético cldssico na
aproximacdo de dipolo, o termo do operador hamiltoniano correspondente a interagdo entre o
atomo e o campo € dado por

H,.(t) = d.Eq cos(wyt), (4.20)

definindo a um sistema quantico ndo estaciondrio. Na sua forma simplificada, tem-se que

H,o(t) = Vp cos(wot), (4.21)
onde o operador Vo = —d.E, possui uma dependéncia temporal explicita. A equacdo de
Schrodinger tem a forma

O [(t .
) iy oy, @22)
na qual se tem
H(t) = H, + Vj cos(wqt). (4.23)
Para 0 modelo em estudo, estd estabelecido, por enquanto, que (g| V; |¢) = — (g| d.Eq |e) =

1 (49), de modo que a equacgdo diferencial (4.22) implica nas equagdes diferenciais para os

coeficientes ¢,(t) e c.(t) na forma
¢o(t) = —in cos(wot)e e, (t), (4.24)

ée(t) = —in cos(wot)e™ e, (t). (4.25)

Considerando a relagcao
eiwot + e—i‘wot

cos(wot) = 5 :

verifica-se facilmente que '
&yt) = —ge“wowoﬁce(t), (4.26)
Colt) = —%e*“wow)tcg(z&). 4.27)

E importante frisar que os termos associados as oscilagdes rapidas, correspondentes 2 frequéncia
wo + wp, foram desconsiderados, o que constitui a chamada aproximacao de onda girante RWA
("Rotational Wave Approximation"). Derivando (4.27) e combinando com (4.26) para eliminar

¢4(t), obtém-se uma equagao diferencial de segunda ordem para o coeficiente ¢.(t) na forma

2

& +i(wy — wo)le + "Zce ~0. (4.28)

Trata-se de uma equacdo diferencial com coeficientes constantes cuja solu¢do pode ser

determinada assumindo a forma particular
iXet
C,=¢e",

para a qual o correspondente polindmio caracteristico tem a forma

2

/\g—I—(wo—w))\e—%:O.
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As correspondentes raizes sao dadas por

LAk /AT
e, — )
’ 2

onde o fator A = @y — wy € a dissonancia entre as frequéncias do 4tomo e do campo. Realizando
procedimento similar para coeficiente c,(t), obtém-se a equacdo diferencial
2

&y — i(c0 — wo)éy + UZ —0, (4.29)

com soluc¢do particular também na forma
cg(t) = e (4.30)

O correspondente polindmio caracteristico estd dado por

=0, 4.31)

2
/\!2] — (?ﬂo — WO))\g — Z

com as raizes na forma

A+ A2+ n?
: /iy (4.32)
e onde também se verifica a presenca do parametro de dissonancia A. Para ambas as equacgodes

)‘g,i =

diferenciais de segunda ordem, as solu¢des sdo construidas a partir da solug¢do geral
cp(t) = Agk)ei’\"’v+t + Agk)eMk’—t, k=e,g. (4.33)

Supondo que inicialmente o dtomo esteja no estado fundamental |g), define-se as condigdes
iniciais como

c(0) =0, ¢,(0)=1, (4.34)

que combinada com as equagdes (4.26) e (4.27), fixa-se as condic¢des iniciais para as derivadas

dos coeficientes ¢4 () e c.(t) conforme
¢e(0) = —=m,  ¢,(0) = 0. (4.35)

Aplicando as condig¢des iniciais nas formas (4.33), estabelecem-se os sistemas lineares nos

coeficientes Agk) e Agk), tanto para k = e quanto para k = g. Portanto, para k = e, tem-se

A AP =, (4.36)
ix, A9 1ia_AY = —ip, (4.37)

cujas solucdes sdao dadas na forma
Al = (A% )7, (4.38)

Af) = (A ), (4.39)
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nas quais, considerando a frequéncia de Rabi dada por wr = (A% 4 7?)!/2, verificam-se

AP = L 4.40
1 2wR7 ( )

| C— 4.41
2 2WR ( )

Com isso, pode-se determinar a solugdo final para o coeficiente c.(t) que na sua forma simplifi-

cada é 4
1AL
th .

Co(t) = m sen (T) e 2. (4.42)

WR
O procedimento para se obter a solugdo de ¢, ¢ similar ao realizado para o coeficiente ¢, (), de

modo que a solugdo para € dada na forma

@ .
cy(t)=e 2 [cos (%Rt) - iE sen (%Rt)] : (4.43)

A partir das formas explicitas dos coeficientes ¢ (t), podem-se determinar as propriedades
fisicas do sistema dinamico quantico descrito pelo d&tomo de dois niveis interagindo com um
campo cléssico. Por exemplo, a probabilidade do dtomo estar no estado |e) no decorrer do tempo

sob efeito do campo eletromagnético é dada por

2

n o [ Wrt 1 9 [ Wrt
P.(t) = |c.(t)]? = = = ). 4.44
(t) = lec(t) W%sen(z) 1+§sen(2) (4.44)

Na condic@o de ressonancia, caracterizada por @, = wy ou A = 0, a probabilidade do d&tomo

estar no estado |e) estd dada por

P,(t) = sen® (%) : (4.45)

A figura 1 ilustra o comportamento de P,(t) para diferentes valores de A. A curva azul cor-
responde ao valor de A = 0 e ilustra a condi¢@o de ressonincia, enquanto as curvas laranja
A = 0.5 e verde A = 1 sdo condi¢des fora da ressonincia. Estd evidente que quanto maior
e o valor da dissonancia A menor é a probabilidade de transi¢cdo atdmica, o que também esta
evidente na forma da equacgao (4.44). O efeito da dissonancia € tornar o d&tomo "invisivel" a
presenca do campo eletromagnético, de modo que a dindmica do 4tomo tem a influéncia do
campo eletromagnético diminuida.

Para finalizar a andlise da dindmica do sistema, a probabilidade do dtomo estar no estado |g)

¢ dada por
t\  A? t
Py(t) = |y (t)])? = cos® (WTR) + W—Qsen2 (wTR) , (4.46)
R

que na condi¢do de ressonincia assume a forma

P,(t) = cos® ("—t) : (4.47)
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Figura 1. Grafico de P.(t) para valores de A a partir da equag@o (4.44), assumindo o valor de
n = 1 na escala de tempo dindmica wrt. A curva azul refere-se ao valor de A = 0,
correspondendo a condi¢@o de ressonancia, enquanto as condi¢cdes de dissonancia sdo
dadas pelas curvas laranja (A = 0.5) com menor dissonancia e verde (A = 1) com
maior dissonancia.
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Fonte: O autor

A dindmica da inversao de populagdo é determinada pela diferenca entre as populacdes (23), isto
é
W(t) = P.(t) — Py(t), (4.48)

que na condi¢ao de ressonancia assume a forma

W (t) = sen® <%t> — cos’ <%t> = —cos (nt), (4.49)

evidenciando um caréter oscilatério na escala de tempo 7t que inicia-se com o valor -1, uma
vez que dtomo inicia-se no estado fundamental, e oscila entre intervalo [1, —1]. Isto significa
que a populagdo do atomo alterna entre o estado fundamental |g) (condigdo inicial) e o estado
excitado |¢). Uma vez que se ilustrou a descri¢do semiclédssica da intera¢do entre o 4tomo e o
campo cldssico, na préxima subsecao serd considerado o modelo em que o 4tomo interage com

um campo quantizado.
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4.2 A DINAMICA DO ATOMO DE DOIS NIVEIS NO CAMPO ELETROMAGNETICO

O modelo de Jaynes-Cummings trata da interacdo de um dtomo de dois niveis € um campo
eletromagnético quantizado (18,51). Neste modelo, o hamiltoniano do sistema dtomo-campo €
composto pelo hamiltoniano do 4tomo, hamiltoniano do campo e hamiltoniano de interacdo do

atomo com o campo, isto é (23,49):
H=H,+H, + H,. (4.50)

onde H, é o hamiltoniano do dtomo dado pela equagdo (4.16). Para se determinar o hamiltoniano
do campo, faz-se necessario quantizar o campo eletromagnético. Para tal propdsito, considera-
se um campo eletromagnético que se propaga na direcdo do eixo z em uma cavidade 6tica
perfeitamente condutora, com condigdes de contorno definidas pelos pontos z = 0 e 2 =
L. As componentes elétrica e magnética de um modo do campo nesta situagdo sdo dadas

respectivamente por (23,49)

202 1/2
E.(z,t) = (V_eo) q(t) sen(kz), (4.51)
0
HMo€o 2?7/'(2) 1/2 .
By(z,t) = <T> (V_eo) q(t) cos(kz), (4.52)

onde w, € a frequéncia do modo, k£ € o nimero de onda, V' é o volume efetivo da cavidade,
enquanto ¢(t) é o coordenada candnica. Nesta formulagdo, o termo ¢(¢) é o momento candnico
"por particula", isto é, §(t) = p(t), e é valida a relag@o cldssica de comutacdo {q(t), p(t)} = 1.
Basicamente, o que se faz nesta formulacado € definir a estrutura simplética cldssica do campo
eletromagnético da cavidade (49). Portanto, do ponto de vista cldssico, a energia total de um

unico modo do campo eletromagnético, ou o hamiltoniano "cldssico" do sistema, ¢ dado por (50)

1 1
Aa0).90) = 5 [ |eaB2ei0) + Bt @53)
0
que, por meio das formas explicitas dos campos cldssicos em (4.51) e (4.52), assume a forma
2 1
H(q(t),p(t)) = /dV [%q(t)2 sen?(kz) + Vp(t)2 COSQ(]{?Z):| : (4.54)

A forma do hamiltoniano (4.54) corresponde a uma energia no volume da cavidade. Efetuando a

integral de volume onde se considera o valor médio de sen?(kz) e cos?(kz) ao longo do volume

V' que resulta em V/2, pode-se "trocar" a integral volumétrica por uma constante proporcional
ao volume, de modo que 7, assume a forma

A1), pl1) = Tt Y + Splt) 59)

Desse modo, uma Hamiltoniana "cldssica" nas coordenadas ¢(t) e p(t), correspondente a

cavidade eletromagnética, surge nesta formulacdo com a forma

Heal0) p(0) = 5 (a0 + p(2)). (.56
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A Hamiltoniana cléssica .7.(q(t), p(t)) corresponde a fun¢do de Hamilton de um oscilador
harmonico cléssico de frequéncia w, e massa unitdria. Aplicar os principios da quantizacdo
candnica (9) equivale a substituir as coordenadas canonicamente conjugadas ¢(t) e p(t) pelos
operadores ¢ e p, que obedecem a relagdo de comutag@o [¢, p] = ¢, assumindo-se & = 1. Entdo,
obtém-se um operador hamiltoniano no espago de Hilbert associado ao modo da cavidade com

frequéncia w, cuja forma é dada por

A 1 R R
He = 5(@0d” + ), (4.57)

e corresponde ao operador hamiltoniano do oscilador harmdnico quantico com frequéncia w, e
massa unitaria.

Neste ponto da discussdo, é mais adequado considerar os operadores de aniquilagdo e criagao,
respectivamente, representados por @ e a!, que podem ser escritos em termos dos operadores p e

¢ por meio das equagdes

1

o= i+ ip 4.58

a \/ﬁ(woq + Zp)7 ( )
1

al = (wod — ip). (4.59)

2@0

Isto permite determinar os operadores p € § em termos de @ e a' como

1
i =] —(a+a 4.60
q 2wo( +a'), (4.60)
p=i %(af—a). (4.61)

Aplicando as equagdes (4.60) e (4.61) na forma do operador (4.57) e considerando que a relagao
de comutagdo [a, a'] = 1, obtém-se a forma do operador hamiltoniano de um modo do campo

quantizado na forma

. 1
H, = wy (a* a+ 5) . (4.62)

E relevante mencionar que, na interagéio entre o campo quantizado e o d4tomo, o interesse estd
nas trocas de energia e de propriedades quanticas, de modo que o ponto de referéncia de menor
energia nao tem relevancia no processo. Com isso, € equivalente escrever o hamiltoniano do
campo quantizado na forma

~

H,. = wya'a. (4.63)

Na formulag¢do semicldssica da interacdo do 4tomo com o campo, o campo eletromagnético é
tratado como uma fungdo escalar. Com a quantiza¢do do campo eletromagnético, tanto o campo
elétrico quanto o magnético passam a ser tratados como operadores que atuam no espaco de
Hilbert de estados do campo quantizado, de dimensdo infinita. Portanto, deve-se escrever o termo
de interacdo do hamiltoniano total considerando a forma do campo quantizado. Partindo da

expressao
2
2w

By (21) = (VEO)Wq(t) sen(k2),
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troca-se o campo cldssico F,(z, t) pelo operador E,(z,t) da mesma forma que se troca a fungfio

q(t) pelo operador ¢(t), Isto implica no campo elétrico quantizado dado por

. 2@3 1/2 A
E.(z) = Veo gsen(kz), (4.64)

que em termos dos operadores de criacdo e aniquilagdo fica dado por

A oo\ 12
E.(z) = <V—€00> (a+ a') sen(kz). (4.65)

Para o campo elétrico na sua forma quantizada e com o operador de momento de dipolo ja

determinado anteriormente, obtém-se a forma explicita do termo de interacdo f,.. Uma vez que

~

H, = —et.E, (4.66)

definindo a constante g, na forma

- 1/2
g = — (V—EOO> sen(kz), (4.67)

pode-se escrever o operador H,. na forma
H,. = god(a+ a'). (4.68)

Neste ponto da discussdo, € importante frisar que o operador hamiltoniano total do sistema
estd definido em um espaco de Hilbert total H,. composi¢do do espago de Hilbert H, do 4tomo
(bidimensional com base {|g) , |e)}) e do campo .. (infinito dimensional com base dada pelos
estados de Fock |n)). Os operadores do campo sdo elementos de uma dlgebra su(2) enquanto os
operadores de aniquilacdo e criagdo compdem a dlgebra de Weyl-Heisenberg (52). Na forma
do operador (4.68), € necessario compreender detalhadamente como se define a representagao
do operador de momento de dipolo elétrico no espaco de Hilbert H,, o que nio foi considerado
explicitamente na se¢do anterior. Focando atenc@o na estrutura da dlgebra su(2), analisam-se os
operadores de transi¢cdo 7, e 6_ que "transitam" o dtomo do estado |g) para o estado |e) e do

estado |e) para o estado |g), respectivamente (23):
oy =le)(gl, - =lg)(el. (4.69)
Define-se o operador de inversdo de populacdo atomica 73 cuja forma é dada por (21,23,49)
o3 = le) (e] — |g) (gl (4.70)
Estes operadores satisfazem a dlgebra do su(2) conforme as relagdes
[64,0_] = a3, (4.71)

[65,0+] = (le) {e] = 1g) (gl) le) {g| = le) (gl (e} {e] —1g) (g]) = 2le) (9 = 264, (4.72)
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(03,61 = (le) (el = 19) (g]) |g) e[ = 1g) (el (e} e[ = 1g) {9]) = 2]g) {e| =26,  (4.73)

sendo a mesma estrutura algébrica presente no sistema de spin 1/2 tratada nos capitulos 2 e 3.

Dessa forma, tem-se a representacio do operador d em H,, escrita por meio da matriz

(gldlg) (gldle)

d= - 5
{e[dlg) (eld]e)

) (4.74)
cujos elementos definem as transicdes atdbmicas entre os niveis de energia do dtomo. Por simetria,
os elementos (i| d |j) desaparecem se i e j estiverem no mesmo estado de modo que (g|d |g) =

(e|d|e) = 0. Isto implica que

0 {gldle)

d= .
(e[ d]g)

(4.75)
Denominando (g|d|e) = d e (e|d|g) = d* mas assumindo d um nimero real, pode-se entdo

representar o operador d na forma

0 d
d= . 4.76
i 0 (4.76)

Isto implica que o operador d pode ser escrito em termos dos operadores g, como
d=dle) (gl +dlg) (e| = (61 +6-). (4.77)

A partir da andlise precedente, estd claro que o hamiltoniano de interacao H,. pode ser
escrito como
Hee = lo(a+a") (6, +62), lo=gd, (4.78)

e 0 hamiltoniano total H = H o+ H.+ H « tem sua forma completa dada por

N
H:Q%@+wm%+m@+MX@+ﬁJ. (4.79)

Aqui, € importante fazermos a seguinte observa¢ao com relagdao ao hamiltoniano de interagdo: o
termo ao significa que o campo perde um féton enquanto o 4tomo vai para o estado excitado;
o termo a'é_ significa que o campo ganha um féton enquanto o 4tomo retorna ao estado
fundamental; o termo a6, significa o campo ganhando um féton enquanto o 4tomo vai par o
estado excitado e, por fim, o termo ao_ significa o campo perdendo um féton enquanto o 4tomo
retorna ao estado fundamental. Isto implica que os dois ultimos fatores ndo conservam o nimero
total de excitacdes no sistema, o que € inconsistente com o processo de troca de fétons entre
0 campo e o dtomo. A chamada aproximac¢do de onde rotativa ou RWA (do inglés, Rotating

Wave Approximation), consiste em desprezar os termos de oscilacdes rapidas ' do operador

! H4 um entendimento equivocado quando se diz que estes termos nio conservam a energia. Estes termos

correspondem a criagdo simultanea de um f6ton e de uma excitacdo atomica, e vice-versa. Trata-se de um
processo ndo ressonante e pode-se dizer, corretamente, que nao satisfaz a conservacio de energia no nivel do
processo elementar. Tanto o sistema de Rabi completo quanto o sistema JC evoluem unitariamente e conservam
a energia. Na condicdo ly < o, wp 0s termos contragirantes respondem por flutuacdes virtuais e contribuem
de forma perturbativa (7,53).
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hamiltoniano (54), de modo que

1
H = Swod + wod'a+ lp(ad, +a'o_), (4.80)

denominado como sendo o operador hamiltoniano de Jaynes-Cummings independente do tempo
(23,51). Note que no operador hamiltoniano (4.80), as frequéncias associadas ao 4&tomo e ao
campo sao constantes no tempo, assim como o parametro de acoplamento entre 0 campo € o
atomo.

Trata-se de um sistema quantico estaciondrio, no qual o problema de autovalores e autovetores
associados ao sistema € independente do tempo, de modo que a solugdo analitica pode ser obtida
diretamente. Neste ponto deste trabalho, poderia-se desenvolver todo o procedimento operacional
para se determinar a estrutura dos estados permitidos para o modelo JCID e analisar aspectos
da dindmica associados ao campo e dtomo. Porém, optou-se por concentrar a aten¢ao no caso
no qual os parametros do operador hamiltoniano sao dependentes do tempo e verificar como
os resultados apresentados anteriores podem ser aplicados para analisar um caso particular
da dindmica do 4tomo-campo no contexto de sistemas quanticos ndo-estaciondrios. Na secao
seguinte serd discutido um exemplo particular do modelo JC com dependéncia temporal no
operador hamiltoniano, revisando e aplicando resultados obtidos em trabalho recente para o

estudo de um exemplo particular de interacdo do &tomo com o campo de radiacao.

4.3 MODELO DE JAYNES-CUMMINGS DEPENDENTE DO TEMPO

Nesta secdo € abordado um exemplo particular de hamiltoniano de um sistema quantico niao
estaciondrio no cendrio da interagdo de um atomo de dois niveis com um campo quantizado.
De inicio, serdo apresentadas a motivagao e justificativa para o estudo em questio. Os sistemas
quanticos nao estaciondrios sao um tema central na fisica quantica atual, no estudo de sistemas
em Optica quantica, que inclui a interacdo entre diferentes sistemas, tais como modos de cavi-
dade, osciladores nanomecénicos e dtomos ou fons aprisionados. Quando tratadas no contexto
de sistemas quanticos estaciondrios nos quais os parametros do operador hamiltoniano sao
independentes do tempo, as equacdes que descrevem a evolucdo temporal do estado quantico do
sistema sdo caracterizadas por problemas de valor inicial nos quais os coeficientes do problema
de Cauchy-Liouville sdo independentes do tempo.

Note que, no caso de sistemas interagentes com até quatro graus de liberdade, solucoes
analiticas exatas podem ser determinadas, permitindo uma anélise precisa da dindmica. No
entanto, em alguns sistemas quanticos ndo estaciondrios, solugdes analiticas podem ser obtidas
por meio de métodos como os invariantes quanticos (55), que permitem determinar com precisao
a evolugdo temporal do sistema. Além disso, métodos no contexto da teoria de perturbacio (56)
podem ser aplicados para determinar solugdes analiticas aproximadas que descrevem, com boa

precisao, a evolucdo temporal do sistema quantico em tempos curtos.
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No entanto, o dominio dos procedimentos para o controle exato da dinamica quantica de
sistemas em que os parametros dependem do tempo € mais adequado no que diz respeito
as aplicagOes tecnoldgicas para o processamento de informagdes quanticas (57-62) e para o
desenvolvimento de dispositivos quanticos mais promissores para fins praticos (63, 64). Por
exemplo, em configuracdes experimentais que analisam a dindmica de spin em um campo
magnético temporalmente dependente, possibilitadas por dispositivos de Ressonancia Magnética
Nuclear, o controle da dindmica € alcancado por meio da aplicacdo de um campo cldssico externo,
também temporalmente dependente. Isto reporta a generalizagdo do problema seminal de Rabi
considerado nos primérdios da mecanica quantica (15). Nesse sentido, € tentador evitar métodos
analiticos aproximados para se determinar solu¢des de problemas de valor inicial do modelo
semicldssico de Rabi dependente do tempo.

Verificou-se, neste estudo, que para um sistema de dois niveis impulsionado por um campo
magnético cldssico temporalmente dependente, foram propostas duas formas de parametrizar
as solucdes para o operador de evolucdo temporal (16) baseadas no procedimento estabelecido
em (14), e diretamente associadas a simetria dindmica SU(2) que estd presente no modelo
JCIT conforme observado. O modelo JC desempenha um papel relevante no contexto da 6ptica
quantica no estudo da interacdo da radiagdo com a matéria (18). E fundamental para compreender
o funcionamento do laser na dptica quantica e figura entre as pedras angulares da teoria quantica,
desempenhando papel fundamental em implementacdes experimentais da computagdo quantica
(58,65).

Ao longo de cinco décadas, muitos outros estudos foram considerados no modelo JC e
em seus descendentes (51). Colapsos espontianeos e renascimentos no modelo de JCIT sao
demonstrados por meio de solucdes analiticas para a inversao da populacdo atomica (66, 67).
As equagdes de movimento de Heisenberg no modelo JCIT sdo resolvidas exatamente (68).
No modelo de interagdo entre modo de cavidade e atomo de dois niveis, em que a forca de
acoplamento depende do nimero médio de fétons do campo (69), as propriedades estatisticas
dos fétons sao descritas, observando-se que o nimero médio de fétons apresenta decaimento e
renascimentos de coeréncia, semelhantes aos da inversdo atdmica no modelo JC padrdo, no caso
de estados coerentes. Uma explicacdo intuitiva dos colapsos e renascimentos € discutida em (70),
e como se obtém estados comprimidos no modo de cavidade € descrito em (71).

Em uma configuracdo experimental com uma cavidade supercondutora, Rempe e colabo-
radores observam colapsos e renascimentos em um maser de dtomo (72). Considera-se uma
generaliza¢do do modelo JCIT, na qual se assume que a cavidade € preenchida por um meio do
tipo Kerr (73). Verifica-se o fendmeno de colapso e renascimento na dinamica da inversao da
populacdo atdmica, com a ocorréncia de compressao no modo de cavidade. O formalismo de
fase de Pegg e Barnet € aplicado ao estudo do modelo JCIT, no qual a dindmica de colapso e
renascimento, bem como as propriedades de fase, sdo investigadas (74). A dindmica nos modelos
JCIT e JCDT, nos quais os efeitos ndo lineares sdo levados em consideragdo, pode ser encontrada
na literatura (75-82).

Superestruturas, renascimentos fraciondrios e estados Opticos do gato de Schrodinger no
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modelo JC sdo discutidos em (83), e observa-se que a decoeréncia intrinseca no modelo JC (84) é
responsdvel pela deterioracdo dos efeitos de coeréncia quantica, bem como pelos renascimentos
da inversao atdmica. A geracao de estados coerentes pares e impares € detectada no modelo
JCIT dependente da intensidade de acoplamento (85). Uma realizacdo cldssica do modelo
Jaynes-Cummings (JC), que descreve a interagdo de um 4dtomo de dois niveis com um modo de
cavidade quantizado, baseada no transporte de luz em superredes de guias de onda projetadas, é
proposta em (86). Um tratamento exato do modelo JC sob a acdo de um campo cldssico externo
¢ apresentado em (87). Solucdes exatas para o0 modelo JC, sem a aproximacao de onda girante,
aplicada ao sistema eletrodindmico quantico do circuito, sdo desenvolvidas em (88).

Para compreender o procedimento de solu¢do do modelo JC dependente do tempo, € ne-
cessdrio entender como as solugdes sdo construidas em um conjunto infinito de subespacgos
invariantes. Essa estrutura de subespacos invariantes decorre das propriedades de simetria, que
determinam a evolugdo quantica. Tal estudo foi considerado em (89), no qual se descobriu que,
para um operador linearmente dependente de um conjunto de parametros, a estrutura dos subes-
pacos invariantes estd fortemente ligada as propriedades do espectro do modelo correspondente.
Também, o conceito de invariante aplicado a solu¢ao da equacao de Schrédinger com base na
formulacdo da dlgebra de Lie para hamiltonianos dependentes do tempo foi evidenciado em (90),
destacando que a mecanica quantica se baseia na teoria dos grupos e muitos de seus aspectos sdo
compreendidos em termos de fundamentos algébricos (91-94). E notavel o fato de que o modelo
JC é também amplamente estudado no contexto algébrico (95-108). Por exemplo, na Ref. (109),
a dindmica do modelo JC € analisada quando ele exibe duas simetrias dinAmicas caracterizadas
pelas dlgebras de Lie SU(2) @ SU(2) e SU(3), enfatizando que ocorre uma correlacdo ndo
cldssica entre o 4tomo e o modo da cavidade.

Modelos do tipo JC ja foram considerados em muitos estudos, cada um com suas préprias
formulagdes para se determinar a evolucdo temporal exata do estado quantico do sistema, e
esses resultados demonstram a importancia de conhecer solucdes analiticas que permitam uma
descri¢do exata de um sistema quantico evidenciando todas as suas particularidades (103, 104,
107,110). O modelo JCDT, em sua forma mais generalizada, pode ser tratado no contexto de
subespacos invariantes com base nas ideias apresentadas pela primeira vez em (89). Motivados
por esses resultados anteriores e na referéncia (19) onde nesta se¢do considerou-se um estudo
para explorar uma maneira de determinar as solucdes exatas de um modelo Jaynes-Cummings
dependente do tempo, em que a frequéncia do modo, a frequéncia de Bohr do atomo de dois
niveis e a constante de acoplamento sao todas fungdes genéricas do tempo.

O espaco de Hilbert do sistema total, &tomo e modo da cavidade eletromagnética é partici-
onado em um subespaco de Hilbert unidimensional e em infinitos subespacos bidimensionais
dinamicamente invariantes, para os quais as solu¢des da dindmica sdo semelhantes as determina-
das para o problema semicldssico de Rabi discutido em (16). Nos estudos realizados em (19),
os autores consideram a solu¢@o na condi¢do de ressonancia, em que as energias do campo e
do modo coincidem ao longo do tempo, com foco apenas nas propriedades do dtomo. Portanto,

deve-se considerar necessaria uma discussao mais ampla, tendo em vista a condicao de fora de
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ressonancia, que caracteriza as propriedades genéricas do campo no modo da cavidade, para
uma melhor compreensao da dindmica do sistema quéntico em andlise. Resalta-se aqui que parte
dos resultados inéditos apresentados a seguir estd sendo considerada na elaboracdo de artigo
cientifico para a submissdo a periddico especializado, em colaboracdo com o grupo de fisica

tedrica da Universita di Studio di Palermo, Sicilia, Italia.

4.4 SOLUCAO ANALITICA NO MODELO DE JAYNES-CUMMINGS DEPENDENTE DO
TEMPO

O modelo JCDT na sua forma generalizada estd modelado pelo operador hamiltoniano H (t)

fi(t) = w(tyita + 2

6. +1(t)ao, +1*(t)a's_, (4.81)

Neste modelo, as energias correspondentes ao campo e ao dtomo sdo dadas em termos das
fungdes reais analiticas do tempo w(t) e wo(t), enquanto I(t) = |I(t)| exp|i¢y(t)] € uma fungdo
complexa geralmente regular do tempo que descreve a for¢ga de acoplamento entre o 4&tomo e o
modo da cavidade. O termo de intera¢do em (4.81) apenas acopla os estados |g,n + 1) e |e, n),
o que implica a existéncia de um conjunto infinito de subespacos invariantes bidimensionais, S,,,
n=0,1,2,3,... gerado pela base B,, = {|e,n);|g,n + 1) }. Devido a conservagao do niimero
total de excitacdo associado ao operador conservado (19)
S o, 1
N =ala+ 5 + 5

surge uma estrutura de subespagos invariantes S,, nos quais se pode definir um operador de

(4.82)

evolugdo temporal U, (t) que determina a evolugio temporal do sistema dentro destes subespagos
invariantes.
& . , A o
O operador N determina os nimeros quanticos n = n + ) + 1/2, 0 = £1 como os

indexadores dos subespacos invariantes. O operador de evolugdo temporal total do sistema

A
z

U(t) determinando a evolugdo temporal do vetor de estado do sistema V() = U(t)¥(ty) é
determinado como uma composicdo dos operadores de evolu¢do temporal de cada um dos

subespacos invariantes, conforme discutido em (19):

U(t) =Y _U(t). (4.83)

Entdo, determinando-se cada um dos operadores Un(t) em S,, de forma exata, determina-se a
evolucdo completa do sistema. No entanto, de Castro ef al mostram explicitamente que para cada
um dos subespacos invariantes, o modelo descrito pelo operador (4.81) pode ser mapeado em
modelo de Rabi semicldssico com simetria SU(2), herdada da estrutura algébrica do dtomo de
dois niveis, no qual o procedimento sistematizado por (16), pode ser aplicado para se determinar
o correspondente operador de evolugdo temporal Un(t) Isso significa que as parametrizagdes

construidas no capitulo (3) sdo aplicadas a cada um dos subespacos invariantes.
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Neste trabalho, serdo utilizados diretamente estes resultados na constru¢do da solu¢do para
determinar a evolugdo do estado quantico do sistema. Seguindo os procedimentos desenvolvidos
em (19), verifica-se que a dinAmica correspondente a cada subespago bidimensional S,,, n =

0,1,2,3, ... € determinada por um operador hamiltoniano representado pela matriz

H,(t) = ( AW wnlt ) (4.84)

onde seus elementos estdo definidos na forma

QM) = nw(t)—i—wOQ(t), (4.85)
Q") = (n+1)w(t)—w02(t), (4.86)
wa(t) = Vn+1]i(t))| expligi(t)]. (4.87)

A correspondente matriz de evolugdo temporal tem a forma geral dada por

Un(t) = calt) ( _“2(2) Zﬂig ) 7 (4.88)

n

com ¢, (t) dado em termos da fase ¢, (t) de acordo com

en(t) = expl—ion(®)],  on(t) = % /0 g (4.89)

As fungdes a,(t) = |a,(t)| exp{ioa, (t)} e by(t) = |bn(t)] exp{igy, ()} na equagio (4.88) estéo

associadas ao operador hamiltoniano sem traco

_ [ Q@) wal®)
ho(t) = ( ) - ) : (4.90)
com a forma §2(¢) dada por ,
Q1) = ¢ (wolt) (1), @o1)

O problema de valores iniciais a,,(0) = 1 e b,(0) = 0 é verificado em cada subespago invariante

e estd associado a cada problema de Cauchy-Liouville.

. {an(t) = —iQ(H)an(t) +ivn + L)L), (4.92)

bo(t) = —iv/n+ 11(t)ar(t) — iQ(t)ba(t).

As solucdes correspondentes ao operador de evolucao temporal dependem de um parametro

u € [0, 00) vdlido para todos subespacos invariantes com a seguinte condigio (16)

oi(t)
2 )

uli(0)] = Q(t) + (4.93)
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para fungdes analiticas arbitrdrias 2(¢) e [(t). As solucdes determinadas em (19) se escrevem na

forma
w4+ (n+1)cos? &, (u;t)
W t)| = , 4.94
o) \/ £ Jeor .94
(n+ 1)sen? ®,(u;t)
bo(u;t)| = , 4.95
o) \/ M 95)
com as respectivas fases ¢, (i;t) e ¢y, (; t) dadas por
di(t) -1 [ K
an (M3 t) = —t —tg P, (s t) |, (4.96)
Pa,, (13 1) 5 T (n:t)
t s
O, (15 1) (ZSZT() — sgn[sen @, (u; t)]i’ (4.97)

na qual pode-se assumir ¢;(0) = 0 por simplicidade, sem afetar a generalidade da solugédo. O uso
da equagdo (4.96) em todos os instantes de tempo requer que a tangente inversa seja tratada como
uma funcdo de multiplos valores e estendida por continuacdo analitica em pontos onde a func¢do

trigonométrica nao é definida (111). A fung@o real ®,(u;t) depende de n, t e do pardmetro p

D, (p;t) = /2 +n+1k(t), n>0, (4.98)

com a func¢do dependente do tempo x(t) definida como

como

t
K(t) = / (t|at, (4.99)
0

determinado a partir da forma temporal da intensidade de acoplamento entre o 4&tomo e o modo
da cavidade. Observe que escolhendo ;o = 0, as solugdes anteriores de Cauchy-Liouville ainda
sdo aplicdveis (111). Neste caso limite, a condicdo (4.93) assume a forma
b (t
Q(t) = ——¢l2< ) (4.100)
e a fase ¢;(t) do acoplamento dependente do tempo é dada, consequentemente, por

t
oi(t) = —2/ Q(that', (4.101)
0

para energias arbitrérias w(t) e wy(t).

Além disso, para estender o tratamento a qualquer momento, a tangente inversa na equacao
(4.97) deve ser tratada como uma fung¢ao plurivoca (47) de seu argumento ou, equivalentemente,
seu valor deve alternar entre 0 e 7, o que produz o sinal da funcio cosseno na expressao para a,,

2. Portanto, considerando o valor u = 0, as fungdes a,, (j1;t) € b, (j1; ) sdo lidos na forma
t
a,(0;t) = cos[vn+ 1k(t)]exp [ — z/ Q) dt']7 (4.102)
0
t
ba(0:t) = —isen[v/n + 1s(t)] exp [ i / Q) dt’} . (4.103)
0

E recomendavel a referéncia (111) na qual o leitor pode encontrar uma discussdo completa bem como referéncias
citadas que justificam claramente a sistemdtica aplicada na solu¢@o da dindmica dom simetria SU (2).

2
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Como se obtém uma forma parametrizada da solucao analitica para o problema de Cauchy,
torna-se possivel explorar com precisdo as propriedades dinamicas do modelo JCDT, conside-
rando diferentes tipos de estados iniciais no modo de cavidade, por exemplo, assumindo o &tomo
de dois niveis em superposicdo, com estados fundamental e excitado. Além disso, as estatisticas
de campo no cendrio dindmico do modelo JCDT generalizado, conforme discutido em (69),
e a inversao da populacdo atdbmica sdo importantes para nossos objetivos. Isso nos motiva a
explorar como a distribuicdo de fétons e o nimero médio de fétons, para tipos distintos de
estados classicos e nao cldssicos do modo, afetam a dindmica do sistema, conforme as solu¢des
em (4.94)-(4.97).

A estatistica do estado inicial do modo da cavidade afeta a dindmica da inversdo da populacao
atdmica e as propriedades que caracterizam o estado quantico do modo da cavidade, que, no ce-
ndrio considerado, dependem do parametro . Por exemplo, pode-se supor que o 4&tomo e o modo
da cavidade sejam inicialmente nao correlacionados e que assumam estados de superposi¢ao par
e impar de estado coerente no modo da cavidade. Por uma questio de generalidade, indo além
do que € considerado em (19), também se admite que o 4&tomo se encontra inicialmente num
estado de superposi¢do e se analisam as propriedades dindmicas do modelo JCDT, centrando a
atencdo nos efeitos sobre a dindmica decorrentes do parametro . A superposicao de um estado

coerente € a seguinte

a)s = A2 (|a) + s| — a)), (4.104)

com
ATV =[1+4s*+2sexp (—2n)] (4.105)
onde s = 1 e s = —1 significam, respectivamente, estados coerentes pares e impares, € s = 0

recupera o estado coerente | &) com niimero médio de fétons 7. Para o dtomo, assume-se que 0

mesmo estd preparado em um estado de superposicdo na forma

| Ya) = (Cele) + Golg)), (4.106)

com (. , constantes complexas que obedecem 2 condi¢do de normalizagdo | (. |* + | (, |*= 1.

Devido a auséncia de dissipa¢do no sistema em estudo, isto é, uma vez que ndo se estd
levando os efeitos devido a reservatorios tanto para o &tomo quanto para o campo, o estado
total do sistema | W,.(¢)) evolui de forma unitdria. Isto significa dizer que o estado quantico do

sistema global (4tomo-campo) evolui no tempo ¢ como (19)

| Wae(t)) = A;/Qe_%|a|2 Ce [Z Oj/l%lcn@) [an(t) | €,n)

. i0(t) "
= B0 Lot D]+ G [+ 19,00+ 3 T
n=0 :

X cn(t>[a;(t)|g,n+1>+bn(t)\e,n>]} , (4.107)
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para o qual o fator 5, = (1 + s(—1)7). A fase 0(¢) no estado quantico (4.107), correspondente a
evolugdo livre do estado | g, 0), é dada por

t
0(t) % /0 wo (1) dt’ (4.108)

O estado quantico puro entrelagcado do campo atdmico no espaco de Hilbert composto
Ho ® H,, que evolui unitariamente no tempo, leva ao operador de densidade linear obtido a

partir do produto externo do estado | W,.(t)) consigo mesmo, e € expresso como

Pac(t) =[ Wac(t))(YVac(t) | - (4.109)

O operador p,.(t) obedece a equagdo Tr,.[p..(t)] = 1, em que Tr,. denota o trago sobre
os graus de liberdade do 4tomo e do campo no espago de Hilbert composto. O operador de
densidade p,.(t) também é um operador de projecdo de grau um e idempotente, o que implica
que pac(t) = p?,(t). Na auséncia de perdas, a dinAmica geral é unitéria, o que implica que a
pureza é sempre igual a 1; ou seja, para o operador de densidade verifica-se que Tr,.[p2.(t)] = 1
(112). Para cada subsistema, os operadores de densidade reduzidos correspondentes obtidos a

partir dos tracos parciais sdo determinados como
ﬁa<t) = Tr, H \DaC(t)><qjac(t) H ) (4.110)

pelt) = Tra [| Warl)) (Wae(t) |, (.111)

a partir do qual as propriedades relativas ao atomo e ao campo podem ser determinadas separa-
damente.

Os operadores de densidade sdo todos hermitianos, o que implica que satisfazem as condi¢des
Pl (t) = pac(t), pi(t) = pa(t) e pl(t) = pe(t). A forma explicita dos operadores de densidade

(4.109) para o sistema dtomo-campo € a seguinte:

Pac(t) = Ase—|a\z{cg<’;(l +5)* | 9,0){g,0 |

o0

+ 3 [AL) ey e m | +ALE | e n)gm 1]
n,m=0
AL Lgom o Dlen | +AZ | gn+ D{gim 1] |
b 3 [BED | en)lg,01 +B59 | g,0)(e,n |
n=0
+ BY99 | g,0){g,n+1]+B99 | g, n+1){g,0 y]} 4.112)

Define-se os coeficientes 3,, € 3, na forma

3, = ()", 3 _ (O‘)n(a*)mnnnm 3 =3
n m ) n,m \/m ) n,m m,n;

de tal forma que os coeficientes dependentes do tempo .4 possam ser escritos como

(4.113)

AL = e (GG s nmnl, + CCanm1anbl,

+ CgC:ﬁnJrl,mbna:;l + Cg€;3n+1,m+1bnb:1} , (4114)
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Agze,;rgz) = [CeC dnm+10n0ay, CeC dn, man
=+ Cgcgﬁn+1,m+lbnam - CgceﬁnJrl,mbnbm] ) (4-115)
AL = ench, [CCanr1mnan, = CeClanmbyas,
+ CCant1mr1a,by, — CeCo3nm+10,0;, vl (4.116)
A9 = cpch [GCna1mr1 0y — CeCldnme1bhay,
= CCnrtm@nby, 4 CeCanmbiby] - (4.117)

Devido a propriedade p! (t) = pac(t), verifica-se que A = (AS%))*. Os coeficientes B

assumem as formas

B9 = (14 s)ecs(, [Canalt + Catbl] (4.118)
B9 = (1+ 8)e™cuCy [Ceantn + Coaniab) (4.119)
B9 = (1+8)e” ¢, [Canaan — Canbal. (4.120)
B9 = (14 s)e e [Cpanrral, — Canbl], (4.121)

Tracando o grau de liberdade do 4tomo, obtém-se o operador de densidade reduzido correspon-

dente ao campo no modo da cavidade como

o0

pul®) = A [GG 49+ AST] 10)0 1+ 3 [ALD +A99,, ] [n)m |
n,m=1
+ 0 [[AG + BET L 0)(n | +[ASE + BT o] ]} (4.122)

n=1

Da mesma forma, o operador de densidade reduzida para o 4tomo é

palt) = A [ L ede | 40y [ Mg [ +Age | 9)e |+ [l | ] @123)

onde se verifica -
Z AL Ny = GG+ 5)7 + Z Alg:9), (4.124)
Z ALH, + B, Z AW+ B, (4.125)

Por exemplo, determma—se a forma exata da inversdo da populagdo atdmica, definida como a
diferenca entre as probabilidades do estado excitado e do estado fundamental, que € obtida a
partir do operador de densidade p,(t) usando a equagéo Dés) (n,t) = Try[pa(t)d,]. Em termos

dos coeficientes dependentes do tempo .A, a forma funcional de Dés) (n,t) é escrita como

D (n,t) = Ase—ﬁ{ S48+ ) [AlL) — ALY } (4.126)
n=0
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que pode ser explicitamente expresso em termos das entradas a,, € b,, como

D (n,t) = Ase_ﬁ{ | ¢ P [Z LR 5(_1)n]2fn(t)]

n!
n=0

_|Cg|2

(n+1)!

(1+s)+ i L= s( 1)n]2fn(t)]

AT

com a fung¢do F,,(t) dada em termos de a,,(t) e b, (t) como
Falt) =] an(t) [* = [ 0a(t) [* . (4.128)

No terceiro fator da equagao (4.127), verifica-se que a fase dos estados coerentes | a) deve
ser considerada na inversdo da populagdo atdmica quando o dtomo inicia em um estado de
superposicao. No entanto, o tltimo termo em (4.127) é zero se o estado inicial do campo for
uma superposi¢ao par ou impar de estados coerentes quando s = 1. Além disso, € adequado
explorar a influéncia do parametro universal ;. sobre as propriedades quénticas que caracterizam
o estado do modo da cavidade.

A funcdo estatistica do féton P, (t) é determinada a partir dos operadores de densidade

reduzida p.(t) como
Pu(t) = (n | pe(t) | ), (4.129)

e descreve a natureza estatistica intrinseca dos fétons no estado quantico do modo da cavidade.
Entdo, a partir da equacao (4.122), encontra-se

Po = Ae[¢C0+9)?+ AN, (4.130)
Po = A "[AGO + A9 ], n>1, (4.131)

onde a forma explicita dos coeficientes ALY e AYY ¢ dada por

ﬁn

A = H{Iée [ L+ s(=1)" [ an(t) " + 21— s(=1)"? | ba(t)

2(1-5%) %)
+ Wi Re[(.C;a"an(t)b (t)]}, n >0, (4.132)
A = ﬁ_n{n+ TG P = s an®) P+ 1P L +s(=1)"" [ ba(t)
2(1-5%) 2)

Wi Re[(( o an(t)b (t)]}, n > 0. (4.133)

Além disso, também pode-se determinar a evolug¢ao temporal do niimero médio de f6tons

1 (t) no modo da cavidade, que muda devido a interagdo com o d4tomo, bem como o fator de
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Mandel Q(t) definido como (113)

na(t) — ()

Qt) = B 1, (4.134)
onde 1, (t) = Tr.[p.(t)(aTa)*]. Usando a equagdo (4.134), € possivel identificar a existéncia de
estados ndo cldssicos no modo da cavidade quando Q(t) assume um valor negativo, o que indica
uma estatistica sub-poissoniana e ndo tem uma contrapartida cldssica. Para o modelo em andlise,

verifica-se que
oo o0

ﬁ1 = ann = Ase_ﬁ Z (A(ee + Ang gl)n 1) (4135)
n=1 n=1
ZnQP = Ae™ Zn Alee) 4 A9, (4.136)

Enquanto o estado coerente é definido como um estado cldssico ou macroscépico do campo
eletromagnético no modo da cavidade, o estado comprimido é um estado com propriedades ndo
cléassicas caracterizadas pela compressao na componente quadratura do campo. A superposicao
do estado coerente do tipo par ou impar é um estado nao classico do campo eletromagnético
quantizado. Uma vez considerado o estado inicial do sistema dtomo-campo, € vidvel analisar a
quantidade mensurdvel que caracteriza o grau de compressao do estado e como uma dinamica
especifica, dependente do tempo, que impulsiona a intera¢do entre o campo e o dtomo influencia
a compressao do modo ao longo do tempo. A compressiao € uma propriedade nao classica dos
estados quanticos da luz (114) e é relevante em processos de informagdo quantica, pois aumenta
as correlagdes quanticas em sistemas acoplados.

O grau de compressao no estado quantico do modo da cavidade pode ser medido através do

coeficiente de compressao principal Z definido por (115,116)
Z =1+2(Aa'Aa) — [{(Aa)?)], (4.137)
onde se tem A6 = 6 — (6) with (6) = Tr.[p.(t)d], e
(AafAa) = (afa) — (@) (@), ((A6)%) = (@) — (@)’ (4.138)

O coeficiente de compressdo principal pode ser escrito na forma

Z=1+2m(t) —2(a")(a) — 20(a”) — (@)*], (4.139)
com
{a) = [Z Vi F 1A+ A9 ]+ Al + 5’39’9)}, (4.140)
<dT [Z vn+1 nn“ + g_,fil)m} + A((fie) + B(()g,g)}’ (4.141)
<&2>:Ase—ﬁ[z\/(n+1)(n+2)[¢4n+2n+¢4n+1n 1}4_\/_[ B(gg”' (4.142)
n=1

Assume o valor Z = 1 para estados coerentes € Z < 1 se o estado for comprimido (115).
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4.5 UM EXEMPLO CONCRETO FORA DA RESSONANCIA

Para ilustrar a dindmica quantica do campo atdmico, considera-se uma escolha especifica para
Q(t) e ¢(t), que restringe a dependéncia temporal de | I(¢) | e nos permite aplicar as solucdes
de acordo com as equagdes (4.94)-(4.97). Para esse fim, assumimos estados de superposi¢ao
coerentes para o campo com frequéncia varidvel no tempo, o que também foi considerado em
(117) apenas para estados coerentes iniciais. Em seguida, assume-se que a frequéncia do modo
varia no tempo como

w(t) =& [1 + esen(q&)t)}? qg >0, (4.143)

com energia atdmica wy = p&y assumida como independente do tempo e p positivo. A fase
¢i1(t) = ot é considerada linear no tempo ¢ com os pardmetros &y, € e J positivos. Para esta

escolha especifica de w(t) e wy(t), a fungdo real 2(t) assume a forma

_ %

Q) =3

[p— 1 — esen(qéot)]. (4.144)

A solugdo de Cauchy-Liouville parametrizada na forma (4.94)-(4.97) implica que a for¢a de

acoplamento | [(t) | deve obedecer a equacao
1
[1(6) 1= 52 [€o(p— 1 esen(géot) + 3] (4.145)

sob as restri¢des pu # 0 e &(p — 1 — €) + § > 0 para garantir a positividade de | {(t) |. A fungdo
®,,(p; t) correspondente a (4.145) é dada por

> +n+1

[((p— 1)é + 0) gt + €( cos(qéot) — 1)]. (4.146)

Em particular, as fases ¢, (t) que aparecem nos coeficientes ¢, (t), conforme definido pela

equagdo (4.89), assumem a forma

(2n+1)

2 [t + (1 — cos(qéot))], (4.147)

@n(t) =

enquanto wy = p&o implica 0(t) = péyt/2. A partir dos resultados anteriores, é possivel analisar
os aspectos dindmicos da interacdo dtomo-campo considerando diferentes valores dos parametros
do sistema e do estado quantico inicial. Assim, a partir das féormulas apresentadas anteriormente,
¢ possivel escrever as solugdes para as entradas a,,(t) e b, () e, assim, por diante, para todos
os coeficientes (4.114)-(4.121) que aparecem nos operadores de densidade p,.(t), pa(t) € pe(t).
Em relagdo ao atomo, as figuras 2 correspondentes a ;t = 5 (topo) € i = 10 (em baixo) mostram
o comportamento dindmico da inversao da populagdo atdmica na escala de tempo 7 = &yt
para estados iniciais distintos do &tomo. Em todas as curvas, o campo estd em um estado de
superposi¢do coerente fmpar (s = —1) com ndimero médio de fétons 7 =| a |*= 5, onde os
parametros do sistema sao € = 0,25, ¢ = p = 2. As curvas verdes e vermelhas correspondem a

0 =5ed = 10 com o dtomo no estado excitado (¢, = 1 e (, = 0). Para valores mais altos de ¢,
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Figura 2. Inversao da populagdo atomica em funcdo da escala de tempo dindmica adimensional
T = &t, comecando com o campo na superposi¢do impar do estado coerente (4.104), o
que significa s = —1. Paran = 5 e a =| a |, 0 4tomo no estado excitado, com (, = 1
e (g = 0, e considerando € = 0,25, ¢ = p = 2, i = 5 ( painel (a)) e . = 10 (painel
(b)), obtém-se as curvas azul e verde que correspondem, respectivamente, a o = 5
e 0 = 10. Para o 4tomo no estado fundamental, (. = 0, (; = 1, as curvas marrom
e magenta correspondem a 6 = 5 e § = 10. Além disso, as curvas preta e vermelha
correspondem, respectivamente, ad = 5ead = 10, com (. = (;, = V2 /2, 0 &tomo
em um estado de superposi¢do. Aqui, a série trunca-se em (4.112) no estado de Fock
correspondente a n = 100.
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observa-se um aumento no nimero de colapsos e renascimentos locais, com um nimero médio
de populacgdo diferente de zero, o que indica que um aumento na velocidade de fase ¢, melhora a
natureza quantica do sistema.

Para o 4tomo em um estado de superposi¢do (. = (5 = V2 /2), as curvas vermelha e preta,
correspondentes a 6 = 5 e & = 10, respectivamente, apresentam um comportamento semelhante
a dindmica atbmica em compara¢ao com o caso anterior, exceto que agora o nimero médio de
populacdo estd proximo de zero e os colapsos e renascimentos s30 mais esparsos, um resultado

também observado em (19). Além disso, fixando a velocidade de fase em 6 = 5, t€m-se as curvas
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Figura 3. Inversao da populagdo atomica em funcdo da escala de tempo dindmica adimensional
T = &t, comecando com o campo na superposi¢do impar do estado coerente (4.104), o
que significa s = —1. Paran = 10 e & =| a |, 0 d&tomo no estado de superposi¢do com
Ce = (g = \/5/2 assumindo que € = 0,25, ¢ = p = 2, 6 = 5, obté€m-se as curvas azul
e vermelha que correspondem, respectivamente, a u = 5 e 4 = 10. Série do estado de
Fock esté truncada em n = 500.
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azul (4 = 5) e vermelha (x = 10) na figura 3, revelando que um aumento de ; resulta em um
comportamento regular dos colapsos e renascimentos por um longo intervalo de tempo. A figura
4 mostra o comportamento temporal do nimero médio de fétons do modo da cavidade, que
corresponde ao fator Mandel descrito na figura 5 para o qual ;+ = 5. Ao aumentar y, obtém-se a
figura 6, que apresenta o fator de Mandel para = 10. A figura 4 mostra oscilagdes do nimero
médio de fétons em torno de um valor superior a 7 = 5, 0 que € esperado, uma vez que 0 4&tomo
estd no estado excitado. Observe que o envelope das oscilagdes estd igualmente espacado tanto
para os casos de superposi¢cdes pares quanto para os impares. No entanto, para o estado coerente
que representa um estado cldssico, verifica-se regides onde o nimero médio de fétons no campo
da cavidade permanece estaciondrio.

Um comportamento semelhante € verificado para o fator de Mandel na figura 5, onde se
identificam os intervalos de tempo em que o estado do campo da cavidade assume uma estatistica
subpoissoniana sem contrapartida cléssica.

Para o estado coerente, o intervalo de tempo em que o nimero médio de fétons € constante,
o fator de Mandel também € constante ao longo do tempo. Neste intervalo de tempo, a estatistica
do campo da cavidade € entdo poissoniana. Conclui-se, entdo, que os estados nao-cldssicos no
modo da cavidade aumentam as excitagdes atdmicas no sistema dtomo-campo.

A figura 6 mostra que aumentar o valor do parametro universal 4, altera o comportamento do
fator Madel, tornando-o mais regular ao longo do tempo e reduzindo o intervalo de tempo em
que as estatisticas do campo da cavidade sdo sub-Poissonianas. As figuras 7 e 8 descrevem a

compressao do estado quantico no modo da cavidade.
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Figura 4. O ndmero médio de f6tons 11, (7) para o modo da cavidade com o dtomo no estado
excitado ((, = 1 e (; = 0) assumindoque ¢ = 0,25, ¢ =p=2,0 =5, n=>5e
parametro universal ;1 = 5. As curvas azul (painel a), vermelha (painel b) e verde
(painel c) correspondem a s = 0, s = —1 e s = 1 na superposi¢do (4.104).
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4.6 A ESCALA DE TEMPO DINAMICO PARA O MODELO DE JCDT

A fungdo P, (u;t) é a pedra angular das solugdes (4.94)-(4.97) e pode ser vista como
dependente da nova coordenada temporal x definida como
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Figura 5. O fator de Mandel Q(t) para o modo de cavidade com o d4tomo no estado excitado
((e = 1e (, = 0) assumindo que € = 0,25, ¢ = p = 2,0 = 5, 7 = 5 € 0 pardmetro
universal dado por ;1 = 5. As curvas azul (painel a), vermelha (painel b) e verde (painel
c¢) correspondem a s = 0, s = —1 e s = 1 na superposi¢ao (4.104).
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t
K= / 0(t'|dt’, (4.148)
0

que a partir de agora denomina-se escala de tempo dindmica para o modelo Jaynes-Cummings

dependente do tempo. Observe que a escala x estd relacionada ao tempo comum e depende da
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Figura 6. O fator de Mandel Q(t) para o campo no modo de cavidade com o dtomo no estado
excitado ((, = 1 e (; = 0) assumindo que ¢ = 0,25, ¢ =p=2,0 =5,n=5¢e0
parametro universal dado por p© = 10. As curvas azul (painel a), vermelha (painel b) e
verde (painel c) correspondem a s = 0, s = —1 e s = 1 na superposi¢do (4.104).
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forma especifica da for¢a de acoplamento, que é funcdo do tempo, | I(¢) |. Para o caso especifico
de um acoplamento de forga constante com | [(t) |= ly e dependéncia temporal arbitrdria em
Q(t) e ¢i(t), a escala de tempo dindmica € linear em ¢ (x = [yt), 0 que ndo passa de uma

transformac@o de escala do tempo ¢. Isso implica que t = ;' e que as fungdes () e ¢;(t) se
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Figura 7. A compressdo do estado quantico no modo de cavidade Z(t) para o modo de cavidade
com o dtomo no estado excitado (¢, = 1 e (; = 0) assumindo que € = 0,25,¢ = p = 2,
0 = 5, n = 5 e o parametro universal dado por ;1 = 5. As curvas azul (painel a),
vermelha (painel b) e verde (painel c¢) correspondem a s = 0, s = —1l e s = 1 na
superposicao (4.104).
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transformam em Q(x) = Q(I5 k) e (k) = &i(l5 k).
Neste caso simples, as equacdes (4.93)-(4.98), bem como o problema de Cauchy-Liouville,

podem ser definidos em termos da escala de tempo dindmica ~. Por outro lado, para uma
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Figura 8. A compressdo do estado quantico no modo de cavidade Z(t) para o modo de cavidade

com o dtomo no estado excitado (. = 1 e (; = 0) assumindo que ¢ = 0,25,¢ = p

= 2,

0 = 5, n = 5 e o parametro universal dado por p = 10. As curvas azul (painel a),
vermelha (painel b) e verde (painel c¢) correspondem a s = 0, s = —1l e s = 1 na
superposicao (4.104).
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dependéncia temporal arbitrdria de | [(¢) |, pode-se estender os resultados anteriores se o tempo

comum ¢ for mapeado em x por um inverso admissivel. Nesse sentido, pode-se assumir que

a equagdo (4.148) seja escrita como x = £(t) de tal forma que ¢t = £7!

(k). Por exemplo, se
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| I(t) |=| cos(t) |, a varidvel ~ depende de t, conforme o que se denomina escala de tempo
dinamica do modelo Jaynes-Cummings dependente do tempo. Observe que a escala x esta
relacionada ao tempo comum e depende da forma particular da forca de acoplamento dependente
do tempo |[(t)|. Para o caso especifico de acoplamento forte com | [(¢) |= [y e dependéncia
temporal arbitraria em €)(¢) e ¢;(t), a escala de tempo dindmica € linear em ¢ (x = lyt), 0 que
nfo passa de uma transformagio de escala do tempo ¢. Isso implica que t = [, ' e as fung¢des
Q(t) e ¢y(t) se transformam em Q(r) = Q(I5 k) e ¢i(k) = ¢1(lg k). Neste caso simples, as
equacoes (4.93)-(4.98), bem como o problema de Cauchy-Liouville (4.92), podem ser definidos
em termos da escala de tempo dinamica k.

Por outro lado, para uma dependéncia temporal arbitraria de | [(t) |, pode-se estender os
resultados anteriores se o tempo comum ¢ for mapeado em x por um inverso admissivel. Nesse
sentido, assume-se que a equagdo (4.148) é escrita como x = £(¢) de tal forma que t = £ (k).

Por exemplo, se | [(t) |=| cos(t) |, a varidvel x depende de ¢ de acordo com

¢
k=L(t) = / V1 —sen(r)2dr, (4.149)
0

0 que implica em

arcsin (k), 0<k <1,
t=2"1k)= arcsin(p+1—k), p<r<p+1, (4.150)
arcsin (p+ 1+ k), p+1<r<p+2,
onde p =1, 3,5, ..., ilustrando um exemplo simples de como se pode discutir toda a dindmica
em termos da varidvel x. Assim, em principio, as funcdes ¢ (k) e (k) podem ser determinadas
independentemente da forma das fungdes €2(¢) e ¢;(t) que obedecem a condicdo (4.93), e as
solucdes na escala de tempo dinamica podem ser explicitamente dadas por (4.94)-(4.97).
Observe que, independentemente da forma de £7!(x), a condigio (4.93) leva a equagio
K /
oi(k) = 2uKk — 2/0 % dr’. (4.151)
Aqui, denomina-se [(rx) = [(£7!(k)) e deve-se usar simbolos distintos para as fungdes, pois as
formas funcionais sdo diferentes quando escritas em varidveis de tempo ¢ e x. Além disso, do
ponto de vista matemaético, observando a equagdo (4.151), pode-se supor que existe uma classe
de funcdes (k) que pode ser escrita na forma Q(x) = g(x) | (k) |, para fungdes integrais reais
arbitrdrias g(x).
Essa classe de fungdes g(x) determina um conjunto de solug¢des de Liouville-Cauchy pa-
rametrizadas na forma (4.94)-(4.98) na escala de tempo «, e para essas solucdes, a fase (k)

depende de x de acordo com:

o1(k) = 2uKk — 2 /H g(k') dr'. (4.152)
0

Por exemplo, do ponto de vista matemadtico, pode-se supor que g(x) = v sen(k) para v positivo,

o que leva a fase ¢;(x) na forma

o1(k) = 2uK + 2v cos(k). (4.153)
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Este exemplo simples ilustra uma solucdo admissivel parametrizada pelas func¢des

D, (u;k) =/ +n+1k, n>0, (4.154)

na condi¢do fora de ressonancia, onde a fase nao estd restrita a dependéncia linear de . Por outro
lado, pela inspecdo direta da equacdo (4.151), pode-se observar que, na condi¢do de ressonéncia,
definida quando Q(t) = (wo(t) — w(t))/2 = 0, obtém-se solugdes tais que a dependéncia de

¢i(k) em relac@o a k é necessariamente linear.

4.6.1 A dinamica na condicao de ressonancia

Quando se assume o modelo JC dependente do tempo na ressonincia, isso implica que
Q(t) = 0 nas equagdes (4.92) e (4.93). Neste caso, o problema de Cauchy-Liouville toma a

forma doule) _ WA Egg 55,
da (x | [ (k
S P S
p [ [(e) |
\%ﬁ = ivntl y[:(ig)\a"(ﬁ)’

onde € suposto que todas as funcdes complexas em (4.155) dependam regularmente de «. Para um
acoplamento real positivo dependente do tempo | I(x) |= [(k), as equagdes (4.155) reduzem-se
a um sistema de equagdes diferenciais com coeficientes constantes. A fun¢@o real arbitraria [(x)
implica na func@o de sinal sgn,(x) = [(x)/ | [(k) | no lado direito de (4.155), e o conhecimento
da forma explicita de [(t) é necessdrio para determinar a soluc@o de (4.155). No entanto, para

[(t) positivo, as solu¢des sdo muito simples e tém a forma

| an (0, £71(K)) |=] an(0,8) | = \/(3082 [\/n—+1 ﬁ], (4.156)

| 0,(0,£71(k)) |=| 6,(0,K) | = \/sen2 [\/n—f—lli], (4.157)
com as respectivas fases @, (0, £71(k)) = @4, (0, k) € ¢y, (0, £71(k))) = @y, (0, ) na forma

e, (0,5) = 0, (4.158)
©p, (0,5) = —sgn[sen[\/n—i—lmﬂg. (4.159)

Estas sdo as solucdes diretas em termos da escala de tempo dindmica k, € nota-se a se-

melhanca com a solu¢do do modelo Rabi independente do tempo no quadro rotativo. Para a
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constante de acoplamento complexa [(r) =| I(k) | expliv;(k)] com ¢;(k) = ¢ (L7 (k)), 0

problema de Cauchy-Liouville assume a forma

| du;;iﬂ) = ivn+ 1 expligi(r)]b}(k),
day (k) _

= —ivn + 1 exp[—ip(K)]b,(k),
L, =4 dk (4.160)

Donlk) _ /T explign(s)]a (),

dk
\%}iﬁ) = ivn+ 1 exp[—igi(r)]an(k),

com ¢;(x) uma fungdo real arbitrdria em . No entanto, embora se possa considerar as equacoes
(4.160) para uma forma arbitréria de ;(x), vale a pena notar que a dependéncia linear para ¢ (k)
¢ uma consequéncia direta da condicao (4.93), que € uma condi¢@o necessdria para as solugdes
parametrizadas na forma (4.94)-(4.97). A dependéncia linear ¢;(£7(x)) = ¢i(k) = 2uk
implica nas formas explicitas das solu¢des para as entradas na matriz de evolugao U,,:

p? + (n+ 1) cos? [\//JQ +n+ 1;1}

an (. k)] = 2 ; (4.161)
w+n+1
(n+ 1) sen? [\//ﬂ +n+ 1&]
bn s = y 4.162
o (1| =\ @16)
com as fases ¢, (1 k) € @p, (1, k) escritas como
Pan (1 1) = pr —tg | tg [\/ 2 +n+ 1%} : (4.163)
Vii+n+1

@, (11, k) = pk — sgn [sen[y/p? 4+ n + 1] T (4.164)

5"
Essas solugcdes foram aplicadas na referéncia (19), considerando estados coerentes que impul-
sionam as transicdes atdmicas, em que uma interpretacdo adequada para o parametro j surge
naturalmente. Aqui, a expressao para a inversao da populagao atdmica, que descreve a diferenca
entre as probabilidades de ocupacdo dos estados atdomicos excitados e fundamentais, depende de
K por meio dos valores absolutos de a,,(11; k) € by, (1; K).

Em particular, verifica-se a inversao da populagdo atdmica dependendo de ~ para o a&tomo

inicialmente no estado fundamental (¢, = 1) e nos estados excitados (¢. = 1), que sdo:

(8) (5 -7 2 = ﬁ”“nZH 9
Dy (n, k) = —Ase [(1 +s)"+ Zm [l an(s ) 2 = | 0n(p; ) | }},(4-165)
n=0
DY (a,k) = Ase’ﬁ[z ”n”” [l an( ) [2 = | (s 1) ] ] (4.166)

Por exemplo, as inversdes populacionais para o sistema a partir do estado coerente |g, ), obtido
ao definir s = 0 em (4.104), sdo determinadas a partir de

Dy.a (Na ’f) ( + Z

—n+1

L an(r) [P = | (i ) ﬂ) : (4.167)
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A figura 9 mostra a inversdo da populacdo atomica (4.167) como uma funcdo de x, considerando
i = 0 (curva magenta) e ;4 = 10 (curva azul) com 7 = 10. Aqui, a soma representada em
(4.167) foi truncada no estado de Fock |n) = |500). Para ;1 = 0, sdo evidentes o colapso e o
renascimento da transicdo da populacdo atomica, que sdo semelhantes aos do modelo JC padrao,
independentes do tempo. Por outro lado, para ;¢ = 10, a inversdo da populac¢io atbmica evolui
em torno de um valor distinto de zero, que se aproxima mais de -1 a medida que o valor de p
aumenta, e os colapsos e renascimentos das oscilacdes tornam-se mais esparsos. Valores elevados
de p protegem o dtomo contra transi¢des atdmicas, tornando-o transparente ao campo no modo

de cavidade. Isso pode ser facilmente verificado pela inspecao das solugdes (4.168) e (4.169),

Figura 9. Inversdo da populagdo atbmica em funcao da escala de tempo dindmica adimensional
K, para o dtomo inicialmente preparado em seu estado fundamental. Ambas as curvas
correspondem a um nimero médio de fétons n = 10. A curva magenta corresponde a
1 = 0, enquanto a curva azul € obtida para ;. = 10.
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Fonte: o autor.

para as quais

ey [V (1)

an (1) | = 1= = (4.168)
\/n—l—l‘sen [\/,u2+n+1/<” 1
16, (1K) | = ’ e (E) . (4.169)

Em vez do estado coerente, se o campo for inicialmente preparado em uma superposi¢ao
par ou impar do estado coerente e o 4&tomo no estado fundamental, a dinamica da inversao da
populagdo atémica € descrita conforme a figura 10. Neste caso, para o valor de ;1 = 0, nota-se
que os colapsos e renascimentos ocorrem mais rapidamente do que no caso em que 0 campo
estava inicialmente no estado coerente. Para 1 = 10, a inversdo da populacdo atdmica estd mais
préxima de —1, enquanto os colapsos e renascimentos das oscilagdes aparecem agrupados.

Por fim, a figura 11 corresponde a equacgdo (4.166), assumindo um grande nimero médio

de fotons, 7 = 50, no estado coerente inicial no modo da cavidade. Ao aumentar o nimero
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médio de fétons, os colapsos e renascimentos na inversao da populacio atdmica tornam-se mais

regulares (curva vermelha) em torno do zero. Para ;¢ = 10, a diferenca no nimero de ocupagdo

Figura 10. Inversdo da populagdo atomica em funcio da escala de tempo dinamica adimensional
K, para o tomo inicialmente preparado em seu estado fundamental com o estado do
campo na superposi¢do par do estado coerente (4.104), onde s = 1. Ambas as curvas
correspondem a um nimero médio de fétons 7 = 10. A curva magenta corresponde a
1 = 0, enquanto a curva azul € obtida para 1 = 10.
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afasta-se do valor -1. Ao mesmo tempo, observa-se um aumento na amplitude das oscilagdes
de Rabi localizadas (curva azul), o que significa que uma maior energia disponivel no campo

produz uma grande amplitude das oscilagdes de Rabi.

Figura 11. Inversdo da populacao atdbmica em funcdo da escala de tempo dindmica adimensional
K, para o dtomo inicialmente preparado em seu estado fundamental. Ambas as curvas
correspondem a um valor elevado do nimero médio de fétons n = 50. A curva
magenta corresponde a ;1 = 0, enquanto a curva azul € obtida para . = 10.
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Fonte: o autor.
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4.6.2 Uma parametrizacao alternativa na ressonancia

De maneira mais geral, mesmo na ressonancia, pode-se assumir uma dependéncia nao linear
da fase ¢;(k) em k e considerar o problema de Cauchy-Liouville para encontrar solugdes nao
prescritas nas formas (4.94)-(4.97). A partir das equacdes (4.160), pode-se facilmente construir
uma equagdo diferencial para b,,(x). O primeiro problema de Cauchy-Liouville é entdao mapeado

para uma equacao diferencial de segunda ordem na forma

d*b,, (k) B dpi(k) db, (k)

)b, (k) =0, 4.170
T i+ (4 1)ba(k) =0 (4.170)
sob a condi¢do inicial

0,(0) =0,  b,(0) = —iv/n + 1exp[—ig,(0)]. (4.171)

Além disso, a fungdo a, (k) é determinada a partir de

a, (k) = _\/ni——i—l exp[igpl(n)]db&ilim),

(4.172)

para o qual | a,(x) | + | b,(k) |?= 1. No entanto, obter a solugdo da equagio diferencial
(4.170) para um ;(x) especificado ndo é uma tarefa trivial, e a viabilidade de determinar a
solucd@o do problema depende de sua forma especifica. Enquanto isso, as entradas a,,(x) e b, (k)
para o problema de ressonincia de Cauchy-Liouville para alguma fase arbitraria ¢;(x) sdo

parametrizadas da seguinte forma (48):

| a, (k) |= \/cos? [[,(k)], (4.173)
| b, (k) |= /sen? [I,(K)], (4.174)

onde I',(k) € definido em termos de =,,(x) usando
Lo(k) = Vi ¥ 1 / cos [ S ()] di. .175)
0

As fases ¢, (k) € vy, (k) sdo lidas como

o, (1) = 21 o) LU E”Q(F") = Vu(k), (4.176)
by, (K) = 2r) ;— 20 _ ENQ(K) + Vu(k) — sgn [sen[l, (k)] g, (4.177)
com a fungdo Y, (k) dependente de =, (k) como
V() " sen[ =y, (+')]

dK. (4.178)

Vit Jo sen [2\/71 +1 foﬂl COS[En(l{”)]dli”]

Além disso, a fungio =, (k) € da classe C'! onde =,(0) = 0, e satisfaz a equagdo integro-

diferencial nao-linear de Cauchy (48):

1. " '
—Z,(k) +vVn+ 1sen =, (k) cot [2\/71 + 1/ cos En(/a’)d/s’} = wl;@. (4.179)
0

2
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Esses resultados parecem interessantes porque, para qualquer fase especifica ¢;(x) para a
qual a solugdo de (4.170) possa ser determinada analiticamente, a solu¢do correspondente =), (k)
da equacdo integro-diferencial (4.179) pode, em principio, ser obtida. Observe que, na escala de
tempo dindmica , o que € relevante na dindmica de ressonancia é a dependéncia de « da fase
vi(K), o que implica que fases distintas correspondem a dindmicas distintas para a inversdo da
populacdo atdmica.

Aqui hd um problema em aberto: determinar a classe de fungdes ¢;(k) para as quais a

equacdo (4.179) tem uma solugdo analitica. Por outro lado, as solu¢des numéricas sdo mais

Figura 12. Inversdo da populagdo atomica em funcio da escala de tempo dinamica adimensional
K, para o dtomo inicialmente preparado em seu estado fundamental. Ambas as curvas
correspondem a um nimero médio de fétons 7 = 10. A curva vermelha corresponde
a = 1, enquanto a curva azul € obtida para ;. = 10.
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Fonte: o autor.

adequadas para ilustrar a dindAmica da inversdo da populaggo atdmica em ¢; (k) arbitrario, o que
difere do caso de dependéncia linear, descrito na figura 9. Ao aplicar um procedimento numérico
adequado (118), as solu¢des numéricas para ambas as equagdes (4.170) e (4.179) podem ser
obtidas para uma ampla classe de ¢;(x). A figura 12 mostra o comportamento dindmico da
inversdo da populagdo atdmica, considerando o caso de ¢;(k) = 2usen(k) com p = 1 (curva
vermelha) e ;© = 10 (curva azul), obtido a partir da solu¢do numérica da equagdo (4.170). Aqui,
assume-se o modo de cavidade no estado coerente, com ndmero médio de fétons n = 10, e o
atomo no estado fundamental.

Do ponto de vista numérico, implementa-se o calculo aplicando o método Runge-Kutta (118),
onde leva-se em consideragdo o conjunto de estados numéricos {|n)} até n = 100 com boa
precisdo. A partir da figura 12, observa-se que, para a fase que varia periodicamente no tempo, o
aumento do parametro ;. melhora a regularidade temporal (comportamento quase periddico) da
inversao da populacdo atdmica. Um pequeno valor de p torna a dindmica do sistema proxima

daquela obtida no modelo JCIT padrao (correspondente a ;» = 0) no campo no estado coerente.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesta dissertagdo de mestrado, estudaram-se os conceitos fundamentais associados a teoria
de grupos e as dlgebras de Lie, com o objetivo de compreender sua importancia no contexto
da mecanica quantica, na qual a teoria de representacdes de operadores e vetores € essencial
tanto do ponto de vista matemético quanto das implicagdes fisicas na descricdo da dindmica de
sistemas quanticos simples.

Identificam-se diferentes tipos de grupos aplicados no contexto da mecanica quantica, bem
como os conceitos abstratos relacionados com a teoria de representacdes. Em sistemas quanticos
cujos vetores de estado pertencem a um espago de Hilbert bidimensional, existem dois sistemas
de interesse fisico com simetrias dindmicas SU(2) e SU(1, 1), para os quais se consideram
aspectos dinamicos do problema, com o interesse de determinar solu¢des analiticas exatas
do operador de evolugdo temporal quando a matriz, que representa os respectivos operadores
hamiltonianos, depende explicitamente do tempo. Neste caso, trata-se os chamados sistemas
quanticos ndo estaciondrios, para os quais o desenvolvimento de métodos de solugdo exata é
essencial. Neste contexto, foi discutida uma rota alternativa para determinar as solu¢des exatas
do problema com simetrias SU(2) e SU(1, 1) ja conhecidas na literatura. Fez-se uma discussdo
detalhada dos aspectos operacionais envolvidos na determinacdo da solucdo do operador de
evolugdo temporal, com o objetivo de compreender os procedimentos necessarios para estender
esse estudo a outras simetrias dindmicas presentes no contexto da fisica quantica e da computagdo
quantica.

Para se compreender a relevancia deste estudo, aplicou-se o formalismo estudado, revisando o
método para determinar solu¢gdes do problema de Cauchy-Liouville do modelo Jaynes-Cummings
dependente do tempo. Neste modelo, as solu¢gdes do operador de evolucio temporal foram obtidas
a partir de uma parametrizacdo adequada de seus elementos matriciais. Considerou-se uma das
duas parametrizagdes que surgem no problema de Cauchy-Liouville correspondente. A partir
de propriedades de simetria e das leis de conservacao no modelo de Jaynes-Cummings, as
solucdes obtidas sdo definidas em um nimero infinito de subespacos invariantes bidimensionais
que compdem o espago de Hilbert total do sistema. Tais solu¢gdes dependem de um parametro
universal ;4 no espago de Hilbert total, que modula sensivelmente a dinAmica do sistema e €
definido em todos os subespagos invariantes. Existe uma relagc@o universal entre os elementos
dependentes do tempo do operador hamiltoniano, vadlida em todos os subespagos invariantes.
A solugdo para a equagdo de Cauchy-Liouville, definindo 1 = 0, foi brevemente discutida, na
qual se observa uma semelhanga com a solucao correspondente ao modelo JCIT padrao, porém
escrita em termos da escala de tempo dindmica x, valida para dependéncia arbitrdria do tempo
de | I(¢) |.

Encontrando a solucdo exata para o operador de evolugdo temporal correspondente ao
modelo JCDT, assumiu-se estados iniciais fatorados, nos quais o0 modo da cavidade estd em

superposicao de estados coerentes pares ou impares, € 0 &tomo em superposi¢ao de estados
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fundamentais e excitados, para descrever a interagdo entre o 4&tomo e o campo, inicialmente em
um estado quantico ndo cléssico. Determinou-se explicitamente o operador de densidade total e
os operadores de densidade reduzida correspondentes ao campo e ao modo, a forma exata da
inversdo da populag@o atdmica, o comportamento temporal das estatisticas do campo, o niimero
médio de fétons e o fator de Mandel correspondente. Além disso, o tratamento analitico do caso
fora de ressonéncia € considerado um exemplo especifico, no qual foram assumidas dependéncias
temporais arbitrarias nas funcdes de energia. [lustrou-se a dindmica da inversao da populacao
atdmica para duas configuragdes de estado do 4tomo e descrevem-se as propriedades relativas
ao campo do modo da cavidade. O comportamento dindmico da inversdo da populacdo atdmica
€ semelhante tanto para superposi¢des pares quanto para impares, e discutimos a dindmica
para diferentes valores do pardmetro universal y e da velocidade de fase ¢. Verifica-se que,
para o estado coerente, no intervalo de tempo em que o nimero médio de fétons € constante,
o fator de Mandel também o é. Nesta regido, as estatisticas do campo da cavidade sdo, entdo,
assumidas como poissonianas. Assim, os estados ndo cldssicos no modo da cavidade aumentam
as excitacdes atdmicas no sistema dtomo-campo.

Uma abordagem geral foi aplicada para descrever a dindmica &tomo-campo na estrutura da
escala de tempo dindmica . Apresentaou-se o caso de acoplamento constante entre 0 &tomo
e o campo e explorou-se um exemplo em que o acoplamento € peridédico no tempo padrio t.
O objetivo principal foi apontar que, fora de ressonancia, a fase de acoplamento geralmente
depende de «. Em contrapartida, apresentou-se a solu¢ao de Cauchy-Liouville para o caso de
ressonancia na escala de tempo dinadmico, que descreve a inversdo da populagdo atdbmica quando
0 4tomo comega no estado excitado ou fundamental. A partir das solugdes analiticas, verificou-se
que, para valores mais altos de p, a matriz de evolugao é proxima do operador unitario. Para
acoplamentos dependentes do tempo e arbitrarios, discutiu-se a dindmica do &tomo-campo em
uma escala temporal x. Esse aspecto destaca que, na condicdo de ressonéncia, independentemente
da forma temporal do acoplamento entre 0 modo e o campo, o que diferencia o0 comportamento
dindmico da inversdo da populacdo atdmica, por exemplo, é o valor do parametro universal
1, 0 que confirma resultados ja considerados por outros autores. Além disso, na condi¢ao de
ressondncia, a parametrizacao das solu¢des determinadas em fun¢do da escala de tempo dindmica
implica que a fase de acoplamento € necessariamente linear em x. Confirmando resultados ja
estabelecidos na literatura, destaca-se que, para valores mais altos de x, a matriz que representa
o operador de evolugdo temporal tende a matriz identidade, ilustrando a condi¢do dindmica em
que o atomo se torna invisivel ao campo na cavidade.

Conclui-se neste estudo, considerando uma ilustracao de um caso especifico de ressonancia,
no qual se assume uma dependéncia ndo linear da fase em func¢do de x, caracterizando uma
situacdo em que a parametrizacao proposta anteriormente ndao pode ser aplicada. As solucoes
sdo determinadas a partir de uma solu¢ao de uma equacao integro-diferencial de Cauchy, que
constitui outra parametrizacdo decorrente do problema generalizado de Rabi. Uma analise
numérica pode ilustrar bem o comportamento dindmico da inversdo da populagcdo atdmica para

parametros do operador hamiltoniano com dependéncia temporal arbitraria, mas a motivacao
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maior deste estudo foi preparar a base matemaética necessdria para tratar o problema do ponto
de vista analitico, tanto na solu¢ido da equacdo integro-diferencial quanto extender a andlise

considerando modelos com simetria SU(3), tarefa a ser considerada no projeto de doutorado.
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