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RESUMO

DA SILVA LEAL, Adriane Consuelo. Andlise tedrica do jogo da Batalha dos Sexos e uma
proposta experimental via Ressonincia Magnética Nuclear. 2018. 101p. Dissertagdao (Mestrado

em Ciéncias/Fisica) - Universidade Estadual de Ponta Grossa. Ponta Grossa, 2018.

O principal objetivo deste trabalho € estudar o jogo da Batalha dos Sexos na versio quantica, para
dois jogadores Alice e Bob. Uma andlise tedrica é fundamentada aplicando o protocolo elaborado
por Eisert et al., no qual se aplicam propriedades advindas de emaranhamento de estratégias.
Nesse sentido, € possivel demonstrar que o emaranhamento otimizou os equilibrios do jogo para
Alice e Bob. Para o caso em que os jogadores escolhem o perfil de operadores de estratégias
quanticas (L?A (0, %) Uz (O, %)) ou (L?A (O, 3%) Uz (0, 3%)) o dilema pode ser resolvido. Por
meio dos resultados tedricos uma proposta de implementagdo experimental do jogo na condi¢do

de méximo emaranhamento foi sugerida via a técnica de Ressonancia Magnética Nuclear.

Palavras-chave: Processamento de Informacao Quantica; Teoria dos Jogos Quanticos; Resso-

nancia Magnética Nuclear de estado liquido.



ABSTRACT

DA SILVA LEAL, Adriane Consuelo. Theoretical analysis of the Battle of the Sexes game and
an experimental proposal by Nuclear Magnetic Resonance. 2018. 101p. Dissertacao (Mestrado

em Ciéncias/Fisica) - Universidade Estadual de Ponta Grossa. Ponta Grossa, 2018.

The main objective of this work is to study the game of the Battle of the Sexes in the quantum
version, for two players Alice and Bob. A theoretical analysis is substantiated applying the proto-
col elaborated by Eisert et al., in which apply properties oficial entangled strategies. In this sense,
it is possible to demonstrate that the entanglement optimized the equilibria of the game. For the
case where the players choose the profile of quantum strategies operators (U (0, Z) , Uy (0, %))
or (Z]A (0, 3%) ,L?B (O, 3%)) the dilemma can be solved. By means of the theoretical results a
proposal of experimental implementation of the game in the condition of maximum entanglement

is purposed by Nuclear Magnetic Resonance technique.

Keywords: Quantum information processing; Quantum game; Liquid state NMR.
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1 INTRODUGAO

A Teoria dos Jogos baseia-se em situagdes de decisao e de conflito entre dois ou mais
jogadores, desse modo procura-se o maior ganho para um dos jogadores. Nessa linha de pensa-
mento, a Teoria dos Jogos teve um papel muito importante durante a Segunda Guerra Mundial,
onde muitos pesquisadores contribuiram para a constru¢do de um formalismo matemético que
permitiu a sua axiomatizacao. Os pioneiros nesse propésito foram John Von Neumann e Oskar
Morgenstern (1) em 1944, quando descreveram em seu livro Theory of Games and Economic
Behaviour as primeiras ideias sobre jogos. Alguns anos depois, John Nash realizou estudos sobre
situagdes de equilibrio em jogos nao cooperativos (2). A partir desses estudos, os principios da
Teoria dos Jogos foram aplicados a Biologia (3), Economia (4), Ecologia (5) e recentemente a
Fisica (6-8).

Nos tultimos anos, a Teoria dos Jogos teve uma passagem de um dominio cldssico
para o quantico, dando origem a area da Teoria dos Jogos Quanticos. A distin¢@o entre esses
dominios pode ser feita porque no quantico utiliza-se a Mecéanica Quantica na sua descri¢ao,
e no cldssico ndo. Esta extensdao permite novas possibilidades, tal como aplicar o principio de
superposicao de estratégias (vetores de estado quanticos). Junto ao conceito de emaranhamento
€ possivel que os jogadores obtenham melhores ganhos (payoffs) e escapem de paradigmas que
alguns jogos cldssicos possuem. E nesse sentido que os jogos quénticos serdo tteis, pois alguns
problemas matematicos poderdo ser reformulados como jogos. O problema de procurar uma
informacao especifica em um banco de dados, por exemplo, pode ser representado por um jogo
no qual os jogadores competem para decidir quem obtém a informagdo primeiro. Algoritmos que
resolverdo esse problema serdao entendidos como as estratégias do jogo. Encontrar um Algoritmo
Quantico que resolve o problema mais rapido do que a sua contrapartida cldssica € equivalente
a identificar uma estratégia quantica que € mais eficiente do que a estratégia cldssica. Este
provavelmente serd um dos primeiros beneficios da Teoria dos Jogos Quanticos. Dentro dessa
discussdo, a Criptografia também pode ser beneficiada. Os pesquisadores criaram um protétipo
de “Criptosistemas Quanticos” (9-12) que sdo, em principio, impossiveis de serem invadidos
sem que o “espido” seja detectado. Quando o estado de um sistema quantico € medido, entao,
em teoria, nenhum espido pode examinar uma mensagem sem deixar um rastro. Na pratica, as
imperfei¢des no sistema de transmissdo introduzem ruido no sinal, obscurecendo a presenca
de um espido. Desta maneira, a Teoria dos Jogos Quanticos poderd ajudar os pesquisadores
a entender o quao vulneravel € um sistema. Analisar a seguranga da Comunicac¢do Quantica
seria como analisar um jogo quantico, onde as pessoas que estdo tentando se comunicar com
seguranca estdo “jogando” contra um espido (13).

Dentro do ambito dessa discussao, a Teoria dos Jogos Quanticos possui emblemaéticos

exemplos para discutir os fundamentos matematicos e como sao abordadas as aplicacdes. Por
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citar alguns deles: o jogo de Combinar Moedas (Matching Pennies) (14); o Dilema' do Prisioneiro
(Prisoner Dilemma) (16); a Batalha dos Sexos (Battle of the Sexes) (17); o jogo de Pedra, Papel e
Tesoura (Rock-Paper-Scissor) (18); o jogo da Galinha (Chicken game) (19); entre muitos outros.

Dentre os exemplos acima, segundo a literatura, Blum em 1981 definiu formalmente pela
primeira vez uma versdo alterada do jogo de Combinar Moedas (20-22). A versdo quantica deste
jogo foi discutida pela primeira vez por Meyer (23) em um jogo chamado de jogo PQ?. Meyer
evidenciou a vantagem que um jogador possui ao superpor suas estratégias. Posteriormente,
devida a contribui¢des de muitos pesquisadores e grupos experimentais, o jogo ganhou novas
versoes (24-26).

O jogo do Dilema do Prisioneiro na versao quantica, foi apresentado primeiramente por
Eisert et al. (27). Eisert et al. desenvolveram um Algoritmo Quantico deste jogo e demonstraram
que o emaranhamento entre as estratégias dos jogadores resolveu o dilema existente no jogo
classico. A partir disso, a primeira execucdo experimental do Dilema do Prisioneiro na versao
quantica, foi desenvolvida em 2002 via a técnica de Ressonancia Magnética Nuclear (RMN) (28).
Posteriormente, em 2005 a realizagdo deste jogo foi proposta teoricamente por Paternostro et al.
(29) em um sistema de f6tons e foi implementado experimentalmente em 2007 por Prevedel et
al. (30). Em 2013 executou-se o jogo em um sistemas de lasers (31).

Outro jogo que também possui uma versao quantica, apresentada por Marinatto e Weber
(32), € o jogo da Batalha dos Sexos. Os autores se inspiraram no trabalho de Eisert et al. e
elaboraram um protocolo para quantizar o jogo. Porém os operadores de estratégias quanticas®
de Alice, aA, e de Bob, Z:lB, foram restritos aos operadores quanticos &, e 1. Além disso,
ndo foi aplicado ao final do protocolo o operador de desemaranhamento*. Embora houvessem
essas restri¢des, Marinatto e Weber concluiram que se os jogadores escolhem uma estratégia
emaranhada, entdo o dilema do jogo pode ser resolvido.

A partir do trabalho de Marinatto e Weber muitas controvérsias sobre a solu¢cao encon-
trada por eles surgiram (33-37). Dentre elas, Benjamin (33) comentou que o jogo da Batalha dos
Sexos na versiao quantica ndo possui uma unica solu¢do. Além disso, deve haver um operador de
estratégia quantica realizado por Alice, de modo que, deve haver outro operador de estratégia
quantica executado por Bob, sendo possivel encontrar o melhor payoff para ambos os jogadores.
Dessa forma, isso representa que o operador de estratégia quantica de Bob deve ser equivalente
ao conjugado do operador de estratégia quantica de Alice, isto &, Uy = Z:l;:. Com base na revisao
da literatura, esta afirmac¢do nio é demonstrada em nenhuma das versdes quanticas do jogo da
Batalha dos Sexos até hoje (34—40).

Através do comentdrio de Benjamin (33), alguns trabalhos tentaram resolver o dilema

A defini¢do de dilema pode ser entendida como um problema que oferece duas solucdes, sendo elas ou
controversas uma a outra ou ambas inaceitdveis (15).

O jogo PQ € apresentado e discutido na Se¢do 3.7.1.

Sdo operadores quanticos LAlA,B que pertencem ao grupo SU(2) e permitem aos jogadores manipular suas
estratégias.

A expressdo matemdtica do operador de desemaranhamento estd na Se¢do 3.7.3. O jogo da Batalha dos Sexos na
versdo quantica é discutido em mais detalhes na Segéo 4.2.
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do jogo da Batalha dos Sexos. Dentre estes, em 2000, Du et al. (38) afirmaram que o jogo
quantico da Batalha dos Sexos € muito mais complicado do que o jogo classico. Segundo os
autores, existem infinitos equilibrios de Nash’ e o payoff de cada jogador ndo é melhor do que o
payoff classico. Contudo, em 2001, estes mesmos autores (39) discutiram que se os jogadores
escolhem seus operadores de estratégias quanticas do grupo SU(2) com uma distribui¢do de
probabilidades associada, entdo novos equilibrios de Nash emergem. Assim, o dilema que existe
no jogo cléssico é realmente removido.

Embasado no contexto acima e no estudo do formalismo da Teoria dos Jogos Quanticos,
o presente trabalho teve como objetivo a andlise tedrica do jogo da Batalha dos Sexos na versao
quantica, onde o protocolo apresentado por Eisert et al. foi aplicado. Por meio desta andlise foi
possivel resolver o dilema existente e propor uma implementacao experimental via RMN.

Desta forma, no Capitulo 2 serdo apresentados alguns conceitos importantes para o en-
tendimento da Ressondncia Magnética Nuclear. Inicialmente, a interacdo Zeeman serd discutida,
onde durante esta interac@o alguns niveis de energia podem ser atribuidos ao nucleo. Além da
interacdo Zeeman se discutird a interacdo com ondas eletromagnéticas, de modo que existird
uma dindmica para o spin nuclear. Dentro deste contexto, o formalismo da matriz densidade sera
apresentado, o qual é o mais conveniente para se discutir o fendmeno da RMN. Por meio deste
formalismo, os observéveis de interesse em RMN sdo definidos. Ainda se discutird a evolucao
da matriz densidade de desvio, a qual é detectada nos experimentos. Além das interacdes com
campos externos, os Hamiltonianos de spin interno serdo abordados. As interac¢des via desloca-
mento quimico e acoplamento escalar serdo priorizadas. Com base nessas interacdes, se discutird
um sistema de spins 1/2 acoplados, o qual serd empregado na proposta de implementagdo do
jogo da Batalha dos Sexos. Por fim, se apresentard a preparacao de estados pseudos puros e o
procedimento de tomografia de estado quantico.

O Capitulo 3 serd dedicado a Teoria dos Jogos Classicos e Quanticos. Serdo expostas
algumas expressoes importantes, representacao, classificacao e exemplos de jogos no contexto
da Teoria dos Jogos Classicos. Dentro deste contexto, o formalismo da Teoria dos Jogos para
um jogo estratégico finito serd apresentado. Com base no formalismo, se discutird as formas de
determinar a solu¢do de um jogo, dando €nfase ao conceito de equilibrio de Nash e 6timo de
Pareto. Tendo estabelecido os conceitos de solugdo, serd abordada a Teoria dos Jogos Quanticos,
destacando o trabalho de Meyer (23), Eisert ef al. (27) e Marinatto e Weber (32). Além disso, o
jogo PQ, a versao quantica do Dilema do Prisioneiro e da Batalha dos Sexos serdo comentados.

No Capitulo 4 serd estudado o jogo da Batalha dos Sexos a partir do protocolo elaborado
por Eisert et al. (27). Com base nos resultados tedricos encontrados, serd testada a condicao
definida por Benjamin (33). Além disso, se discutird que o dilema do jogo pode ser resolvido.
Por fim, uma proposta de implementacao experimental via RMN do jogo da Batalha dos Sexos,
para o caso maximamente emaranhado, serd apresentada.

O Capitulo 5 conterd as principais conclusdes e propostas para trabalhos futuros.

> O conceito de equilibrio de Nash é apresentado na Secdo 3.6.1.1.
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2 RESSONANCIA MAGNETICA NUCLEAR

A primeira descricdo do fendmeno da Ressonincia Magnética Nuclear (RMN) foi
publicada em 1946 por dois grupos independentes: o dos fisicos Purcell, Torrey e Pound, da
Universidade de Havard, e o do Bloch, Hansen e Packard, da Universidade de Stanford (41).

De acordo com essa descricdo e os avancos tecnologicos, a RMN hoje € aplicada
em vdrias dreas, tais como Quimica, Biologia, Agronomia, Medicina e mais recentemente a
Computagcdo Quantica para o processamento de Informacao Quantica (42). A RMN para o
processamento de Informacdo Quantica € vidvel porque € possivel controlar a dinamica do
sistema de spins nucleares por meio de pulsos de radiofrequéncia (43), o que permite desenvolver
sequéncias de pulsos para preparacdo de estados, implementagdo de portas 16gicas, simulacio de
Hamiltonianos e a determinacao do estado do sistema através do processo de tomografia de estado
quantico (44). Nesse sentido, um controle preciso da evolug¢ao dos spins nucleares por meio
de campos de radiofrequéncia € bem estabelecido e pode ser implementado em espectrometros
disponiveis no mercado (44). Estes espectrometros possibilitam manipular ndo um Gnico spin,
mas um ensemble' de spins, os quais estdo em equilibrio térmico e obedecem 2 distribuicdo de
Boltzmann.

Com base na breve discussdo acima, nesse capitulo serdo apresentados os conceitos
fundamentais da RMN, bem como a intera¢do Zeeman, a interagdo com ondas eletromagnéticas,
o formalismo da matriz densidade, os principais Hamiltonianos de interacdo externa e interna
entre os spins nucleares, a implementacao de estados pseudo puros e o processo de tomografia

de estado quantico. Seguindo esta ordem, na seguinte secao a interacao Zeeman serd discutida.

2.1 INTERAGCAO ZEEMAN

Para iniciar uma discussdo formal do significado da interacdo Zeeman, os conhecimentos
basicos da teoria do Eletromagnetismo Cldssico devem ser utilizados. Nesse sentido, o conceito
de energia magnética € de crucial importancia para o desenvolvimento do topico em questao.

Sendo assim, pela defini¢do de energia potencial magnética (46)
U=-m-B, (2.1)

onde m € o momento de dipolo magnético e B é o campo magnético na vizinhanga em que
o momento de dipolo magnético estd inserido no espaco, € possivel estender a definicao de
energia potencial da Equacdo (2.1) para o regime quantico. Neste regime, a energia potencial é
denominada como energia de interacdo Zeeman, Hy, eé representada pela seguinte expressao
matemadtica

H,; = —p- B, (2.2)

' Eum grande nimero de spins nucleares de um dado sistema (41,45).
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onde p € o vetor de momento de dipolo magnético total (45). Na Mecanica Quantica, u é

proporcional a0 momento angular total de spin nuclear Kl e obedece a seguinte igualdade
p=ml (2.3)

onde h € a constante de Planck dividida por 27 e vy é o fator giromagnético da espécie nuclear.
Cada espécie nuclear possui um valor de ~ especifico (41). O terceiro constituinte da Equacao
(2.3) € denominado operador vetor de momento angular de spin nuclear I. Uma descricao geral

permite considerar as tr€s componentes I, I, e I., que podem ser escritas como
I= <Ia:a Iy>Iz> s

as quais estao vinculadas ao valor do nimero quantico de spin nuclear /.

Uma consequéncia disso € que para a interacdo Zeeman ocotrer, as espécies nucleares
devem ter o nimero quantico de spin nuclear / diferente de zero. Uma outra caracteristica de
espécies nucleares que possuem o niimero quantico / > 1/2, é que além da contribui¢do Zeeman,
existe a interacdo do momento de quadrupolo elétrico nuclear, interagindo com gradientes de
campo elétrico nas suas vizinhangas. Particularmente, neste trabalho, somente espécies nucleares
que possuem o nimero quintico / = 1/2 foram estudadas. Para estas espécies, durante a
interacdo Zeeman, diferentes niveis de energia sdo atribuidos ao nicleo. Além disso, estes niveis
dependem da orientacao do spin do nicleo em relagdo ao eixo definido pelo campo magnético
estdtico. A absorcao e irradiacdo de energia associada a transi¢Oes entre esses niveis constituem
o fendmeno fisico observado em um experimento de RMN (47,48).

Com base no que foi dito, pode-se discutir as propriedades quanticas do operador de spin
nuclear que sdo caracterizadas pelos autovalores e autoestados de seu mdédulo ao quadrado I2e

sua componente I,, conforme estd mostrado abaixo

2|I,m) = I(I+1)|I,m), (2.4)
L|I,m) = m|I,m), (2.5)

os kets | I, m) sdo autoestados simultineos de I2el,, esdo especificados pelos nimeros quanticos
ITem,comm=—1,—I+1,--- .1 —1,1,onde m é denominado nimero quantico magnético
(49). Matematicamente, o valor do spin nuclear / define a dimensdo do espaco de Hilbert, H, do
sistema de spins nucleares em questdo. No caso de 2/ + 1 dimensdes com o nimero quantico de
spin nuclear [ fixo, este espago é gerado pela base de estados quanticos {|/,m)}.

Além dos operadores 12 e 1, sdo definidos outros dois operadores, denominados operador
de levantamento L =1, + z'iy e operador de abaixamento I =1,- iiy, 0s quais vinculam
as componentes transversais dos spins nucleares. A atuagdo de L e I_ nos vetores de estado

quantico |1, m) é escrita como se segue

I |I,m) = VIT+1)—m(m+1)|[,m+1), (2.6)
L|I,m) = JII+1)—m(m—1)[,m—1), 2.7)
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e esta atuacdo tem como efeito levantar (abaixar) o valor do nimero quantico m em uma unidade
(50) sem modificar o nimero quéntico de spin nuclear /.

Para o caso em que a interacdo Zeeman ocorre quando um campo magnético estatico
na direcdo z, By = Bye,, € aplicado, a Equagdo (2.3) pode ser substituida no Hamiltoniano de

Zeeman da Equacdo (2.2), sendo escrito como
Hy = —hyl- Bo= — iyl Bo= — hw L., (2.8)

onde w;, = 7B, é denominada frequéncia angular de Larmor da espécie nuclear. A representagdo
do Hamiltoniano de Zeeman H; da Equacdo (2.8) por meio do operador I, permite que seus
autovalores sejam determinados em referéncia aos autoestados da base {|/, m)}. A partir disso,

os autovalores que representam os niveis de energia da espécie nuclear sao escritos como
E,, = —mhwyp, 2.9

de tal forma que sdo igualmente espacados por uma quantidade de +Aw; e dependem apenas do
nimero quantico m. Este nimero quantico pode ser interpretado como a orientacio do momento
angular total nuclear em relagdo a um campo magnético estético aplicado (48). Além disso, o
estado fundamental € dado por m = I.

Ainda dentro do contexto da interagdo Zeeman, em uma amostra de RMN, ha indmeras
moléculas, da ordem de 10?3 unidades. Esta quantidade de moléculas é denominada ensemble de
spins. Em um ensemble que possui nicleos idénticos em equilibrio térmico, os niveis de energia
nao sdo igualmente populados e as populagdes relativas obedecem a seguinte distribuicao de
Boltzmann (48,51)

5
N, exp[ m}
- — reT —, (2.10)
Zmsz exp |:7fB_$:|

onde N = an:_ ;N = 6,022 x 10?3, kg é a constante de Boltzmann e T a temperatura

absoluta do ensemble. Substituindo a Equacao (2.9) na Equagao (2.10), obtém-se

Non - [T“Z;L] 2.11
N - ZI ex |:mth} ) ( ) )
m=—1I p ]CBT

Na condi¢do de altas temperaturas, ou seja, hwy, < kgT', as exponenciais da expressdo acima

podem ser expandidas em uma série de Taylor de primeira ordem

mhw mhw
Noo e T (2.12)
I mhw :
N Zm:—](l+#) 21 +1
A aproximacdo da Equacido (2.12) permite escrever
—E
N, exp |:—mi|
Dm T LReT] (2.13)

N 21 +1
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Em particular, para um sistema de spin / = 1/2, o qual possui 2 niveis de energia,

. ~ . N_
ha uma populacao relativa TI/Q = %exp [

—E_y1o
kT

de spins vinculada ao nimero quantico

_ . 5 = oo Ny —Ei .
m = —1/2. Da mesma maneira, ha uma populagdo relativa =~ = 5 exp w7 | de spins

vinculada ao nimero quéntico m = 1/2. Estas populacdes esto relacionadas pelo seguinte fator
de Boltzmann (45)

—N_1/2 = exp {—EI/Q _ E_I/Q} = exp { ML} ~ 1 fwr

- =k 2.14
Ny kT kT @19

Para um sistema constituido por niicleos de 'H sujeitos a um campo magnético estético de 9, 39
Tesla, tem-se que hw;, = 4,21 x 1072° Joules e kT = 4,12 x 1072! Joules, onde T = 298, 15

K, desta maneira o fator de Boltzmann da Equacio (2.14) é dado por
N_1/2 ~ (1—1,022 x 107°) Ny ;5 = 0,9998N; /5. (2.15)

Como N = N_y;5 + Nyjp = 6,022 x 10?, determina-se que a diferenga de populagdo é
de AN = 3,076 x 10'® spins, implicando no fato de que N_;» = 3,00998 x 10% spins

precessionam no sentido oposto ao campo magnético externo e N5 = 3,01002 x 10* spins

AN __
N =

populacdo entre os dois niveis € da ordem de partes por milhdo com relacdo ao niimero total de

precessionam no mesmo sentido do campo. Desta forma, 5 x 1075, ou seja, a diferenca de

spins da amostra (52). Além disso, esta pequena diferenca que € detectada em um experimento
de RMN.

Um outro aspecto importante a ser discutido € em referéncia ao tamanho da amostra. Do
Eletromagnetismo Classico, a magnetiza¢do de um material depende do nimero de momentos

de dipolo magnéticos resultantes, sendo escrita como (53)

(2.16)

onde AV é um volume mesoscopico e nele existem aproximadamente multiplos de N, (nimero
de Avogadro) de dipolos magnéticos, representados por p, que € o vetor do i-€simo momento
de dipolo magnético. Portanto, da defini¢do da Equacao (2.16) e como ilustrado na Figura 1, é

possivel vincular uma magnetizagao liquida orientada na direc¢ao do eixo z.

2.2 INTERACAO COM ONDAS ELETROMAGNETICAS

De acordo com o que se discutiu na secdo anterior, o Hamiltoniano da Equacgao (2.8)
define as energias como uma consequéncia da aplicagdo do campo magnético estaciondrio, By,
muito intenso. Além deste processo de alinhamento ou ordenamento, é desejavel que exista uma
dinamica para o spin nuclear. Esse procedimento € conhecido como Controle Quantico. Uma
maneira de controlar o spin é aplicando um campo magnético oscilante B; () com uma frequéncia
apropriada (54). Para campos magnéticos estaticos By da ordem de Teslas, a frequéncia de um
campo oscilante By (t) pertence a regido das ondas de radiofrequéncia (47). A aplicagdo deste

campo oscilante permite que o spin absorva e emita energia de tal forma que ele possa transicionar
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Figura 1 — Representacdo da magnetiza¢do liquida na direc@o do eixo z, onde p, € o vetor do
i-ésimo momento de dipolo magnético e By é o campo magnético estatico.

Fonte: A autora.

entre os niveis de energia desdobrados (54). Nesse sentido, considera-se um campo B (¢) da

ordem de poucos Gauss?, aplicado perpendicularmente ao campo estdtico By,
Bi(t) = Bilcos(wy st + @)e, + sin(w, st + @)e,], (2.17)

onde w, ¢ € a frequéncia angular do campo de radiofrequéncia e ¢ € a fase, a qual determina a
direcdo de aplicagdo deste campo (47). Portanto, associa-se ao campo oscilante um Hamiltoniano,

denominado Hamiltoniano de radiofrequéncia (#,¢), o qual € escrito como

H,p = —p-By(t) = —wihlcos(w, st + @)L, + sin(w, st + )1, (2.18)
onde w; = vB;.

Uma vez que o Hamiltoniano da Equacgdo (2.18) depende do tempo, a dinamica do
sistema de spins no referencial de laboratdrio se torna complicada. Contudo, esta dependéncia
temporal pode ser excluida se a evolucdo do sistema € descrita por meio de um referencial
girante, pois este rotaciona em torno do eixo z com uma frequéncia angular w, ;.

Desta maneira, o vetor de estado no referencial girante, |V,(¢)), pode ser vinculado ao

vetor de estado no referencial de laboratério, |¥;(t)), por meio da seguinte transformagao
[T, (1)) = U®)| Ty (1)) = exp[infizt]|\I’l(t)>. (2.19)

Se a Equacdo (2.19) for invertida, entdo o vetor de estado no referencial de laboratério pode ser

€scrito como
|W,(t)) = exp[—iw, (Lt]|T,(1)). (2.20)

2 1 Gauss=10"* Teslas.
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O vetor de estado no referencial de laboratério evolui no tempo de acordo com a seguinte equagado

L dW(t))
Zh—dlt

onde H; é o Hamiltoniano de Zeeman da Equacdo (2.8) e H, ¢ € o Hamiltoniano de radio-

= (Fz+Hs) W(1). (221)

frequéncia da Equacdo (2.18). Substituindo a Equacdo (2.20) na Equacdo (2.21) e utilizando as

seguintes propriedades matematicas (45)

exp [z’wr ftiz] I exp [iwr AL = 1, (2.22)
exp [iw,.ftiz] I, exp [—iw,.ftiz- = 1, cos (wrpt) — iy sin (wyft), (2.23)
exp [iwrftiz} iy exp [—iwrftiz_ = 1I,sin (wyrt) + iy cos (wrrt) , (2.24)

cos (wr st +¢) = cos (wyrt) cos () — sin (w,st) sin (p), (2.25)
sin (w, st + @) = sin (wyrt) cos () + cos (wrrt) sin (p) , (2.26)

escreve-se a evolucao do vetor de estado no referencial girante da seguinte forma

LAG)

00 = [+ w) L — e (Lcos (9) + Lsin ()| 19,(0) . 227)

Por meio da Equacio (2.27), encontra-se o Hamiltoniano no referencial girante, denomi-

nado Hamiltoniano efetivo, 7-16 ¥
?:tef = —h(wr + wry) 1. — hw, (im cos (p) + iy sin (go)) ) (2.28)

Para o caso em que w, s # —w;, (fora da ressonancia), os spins precessam no referencial

girante ao redor de um eixo definido por um campo magnético efetivo, dado por

Wrf )e. + By cos(p)e, + Bysin(p)e,. (2.29)
N

Bey = (Bo —

Portanto, da equacdo acima, o efeito da aplicagdo de um campo oscilante é o de mudar a
dire¢do da magnetizacdo do ensemble de spins (48). Na condi¢do de ressonincia e para o caso
em que o campo € aplicado na direcao x (a fase ¢ = 0), a magnetizacdo liquida precessa em
um referencial girante ao redor de x com uma frequéncia angular® dada por: w; = vB;. No
instante em que o campo de radiofrequéncia é ligado, a magnetizacdo gira em torno de B;(¢). O
tempo em que o campo oscilante fica ligado determina o dngulo de nuta¢do dado por: © = wt,,.
A aplicacdo deste campo de radiofrequéncia por um tempo ¢,, € denominado tempo de pulso
de radiofrequéncia. Para o caso em que © = 7, a magnetizagdo apds a aplica¢do do pulso se
encontra em um plano transversal (plano xy) a By. Este pulso € denominado um pulso de 7.

Para o caso em que um pulso de 7 é aplicado, a magnetizacao € invertida.

3 Também denominada de frequéncia angular de nutagio.
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2.3 FORMALISMO DA MATRIZ DENSIDADE

A descrigdo feita por meio do Eletromagnetismo Cldssico na Se¢do 2.2, para descrever o
comportamento da magnetizacdo quando campos magnéticos externos sao aplicados, € muito
simplificada, pois muitas caracteristicas dos experimentos de RMN nao podem ser explicadas
(48). Uma destas caracteristicas € que o ensemble de spins pode estar sujeito a flutuacdes, tais
como temperatura e campo magnético, de tal forma que o estado quantico das moléculas pode
ser alterado. Portanto, é impossivel determinar experimentalmente o estado de uma molécula
individual. Esta inviabilidade caracteriza uma informacao incompleta a respeito do sistema em
estudo. Dentro deste contexto, uma abordagem mais apropriada para explicar o fendmeno da
RMN ¢ através do formalismo da matriz densidade, introduzido por Von Neumann em 1927 (55).
A matriz densidade é uma matriz que pode descrever um sistema quantico em um estado misto®.
Isso deve ser contrastado com um tnico vetor de estado que caracteriza um sistema quantico em
um estado puro. Os estados mistos surgem em situagdes em que o experimentador ndo sabe quais
estados particulares estdo sendo manipulados. Os exemplos incluem um sistema em equilibrio
térmico ou um sistema com um histérico de preparagdo incerto, de modo que ndo se sabe em
qual estado puro o sistema estd. A matriz densidade € uma representacdo de um operador linear
chamado de operador densidade (56). O operador densidade, g, de um conjunto de nicleos
idénticos e independentes (um ensemble), é definido de tal forma que a média macroscdpica do

valor esperado de qualquer observivel A sobre o ensemble é dado por

<A (t)> = Tr {Aﬁ (t)} . (2.30)

E importante ressaltar que o lado esquerdo da Equacdo (2.30) representa a média estatistica sob
todo o ensemble e ndo o valor esperado para um determinado sistema particular no ensemble
(48).
Em uma dada base ortonormal, o operador densidade possui a seguinte representacao
matricial
PrI Pr,i-1
p=\ pr-11 pr-11-1 - |. (2.31)

O elemento p,, ,, representa a probabilidade de encontrar um membro do ensemble em um
estado especificado pelo nimero quantico m. A diagonal de p é geralmente referida como
populacdes (48). Os elementos fora da diagonal sdo nimeros complexos e carregam um fator
de fase dependente do tempo. Este fator esta relacionado com a condi¢do de Bohr (50,57) da
transicdo de um estado |m) para o estado |n), onde |m) e |n) sdo autoestados do Hamiltoniano
H do sistema. Cada termo de p fora da diagonal recebe o nome de coérencias. Estas coeréncias
estdo relacionadas com a existéncia de magnetizagdo transversal apds a aplicagdo de um pulso

de radiofrequéncia (48).

4 Um conjunto estatistico de varios estados quanticos.
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Ainda dentro desta abordagem, o operador densidade obedece algumas propriedades, as
quais sdo

i) a hermiticidade: p (t) = p' (¢).

i1) a normalizag@o: Tr {p (¢)} = 1. Esta rela¢do pode ser interpretada como a conserva-
¢do de probabilidade numa abordagem quantica.

iii) e Tr {p* (t)} = 1 para um estado puro e Tr {p* (t)} < 1 para um estado misto
(58).

Em RMN, os observaveis de interesse sdo as componentes da magnetizacao nuclear (48),
as quais sdo proporcionais aos valores médios do ensemble das componentes do operador de spin
nuclear <ix (t)> <iy (t)> e <iz (t)> Em um experimento de RMN, o espectrometro detecta o
FID (t) (Free Induction Decay)’ no plano transversal, portanto ele carrega os valores médios das
componentes da magnetizagdo (M, (t)), (M, (t)) e é dado por

FID (f) = Tx {(I + z‘iy> p (t)} exp {—ﬂ , (2.32)

c

onde p (t) representa o operador densidade no instante ¢ e t. é o tempo de perda de coeréncia
de fase das magnetizagdes transversais. A simulagdo de um FID () é apresentada na Figura

2. Quando a transformada de Fourier da Equacao (2.32) € calculada, espectros sdo obtidos em

Figura 2 — A figura no quadro a esquerda (direita) representa a componente da magnetiza¢ao
transversal M, (t) (M, (t)), a parte real (imagindria) do FID (¢).
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Fonte: A autora.

funcio das frequéncias, que sdo as frequéncias de Larmor das espécies nucleares detectadas (58).
Como exemplo, vide a Figura 3, a qual é a transformada de Fourier do FID (¢) da Figura 2.

A evolucgao temporal do operador densidade obedece a seguinte equagdo

WO _ e A 233)

Ap6s a aplicagdo de qualquer pulso de radiofrequéncia, a evolugdo da magnetizagdo pode ser detectada por
uma bobina colocada no plano transversal. O sinal detectado pelo espectrdmetro € denominado decaimento de
indugdo livre (FID (t)), pois, decai exponencialmente com o tempo. Este decaimento estd vinculado com a perda
de defasagem durante a dindmica de precess@o dos nticleos no ensemble.

5
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Figura 3 — Esta figura representa a transformada de Fourier do FID (¢) da Figura 2.
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Fonte: A autora.

a qual é conhecida como equacdo de Liouville-Von Neumann (55,58). O Hamiltoniano H (t)
descreve as interacOes para as quais o sistema € submetido num tempo ¢. O operador densidade
p (t) representa o estado do sistema |V ()).

Se #L (t) comuta com $ (£), entdo p (t) ndo evolui no tempo. Isto significa que o estado
|W (t)) é um autoestado de H (t). Porém, se # () ndo depende do tempo e ndo comuta com
p (t), entdo o operador densidade evolui de acordo com a seguinte equagio

B =T (1) plto) U (1) = exp [—%]  (to) exp [%] , (2.34)
onde o operador unitario U (t) € denominado operador de evolugdo temporal ou propagador
(58). O operador p (to) é o operador densidade no instante ¢y e t > ty. Para o caso em que o
Hamiltoniano ndo € independente do tempo, mas pode ser dividido em um ndmero finito de

termos independentes do tempo, a evolugdo do operador densidade € escrita como se segue

p(t) =exp [—M] ...€xXp [—m] p (to) exp [m] ...€xXp

z’”ﬂ(tn)tn]
h h h h '
(2.35)
A Equacao (2.35) € imprescindivel para o entendimento dos experimentos de RMN, o qual
consiste de sequéncias de pulsos de radiofrequéncia e evolucdes temporais (48).
Em uma amostra de RMN, a temperatura ambiente e em equilibrio térmico, o operador

densidade obedece a distribui¢ao de Boltzmann. No formalismo canodnico (51) o operador é dado
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por

(2.36)

onde # é o Hamiltoniano do estado estacionrio (59,60), T" a temperatura de equilibrio térmico
e Z a fungdo particdo do sistema. Para w espécies nucleares, com nimero de spin /, a funcao
parti¢do é escrita como Z = (2 + 1)” (60). No caso de 2 espécies nucleares com I = 1/2, a
funcdo de particdao € Z = 4. No regime de altas temperaturas, a Equacgado (2.36) € escrita como

uma aproximacao de primeira ordem

A A~

1 #H
P>z ™ Zi,T

(2.37)

Para o caso em que o ensemble esta submetido 2 um campo magnético estatico By, o Hamilto-
niano estaciondrio € o Hamiltoniano de Zeeman da Equacgao (2.8). Desta maneira, a Equagao
(2.37) € reescrita como se segue
.1 hwl
P+
Z  ZkgT

(2.38)

Caso a matriz densidade da equag@o acima seja transformada por um propagador L?(t), apenas o
segundo termo da direita estard sujeito a transformacado. O termo % ¢ denominado matriz
densidade de desvio p,.,,. Apenas esta matriz densidade pode ser detectada em um experimento
de RMN ap6s evolucdes livres ou pulsos de radiofrequéncia aplicados (43,61).

O efeito de um pulso de radiofrequéncia, de acordo com o que foi discutido na Secdo
2.2 pode ser obtido transformando o Hamiltoniano do sistema Hy+H, ¢ de um referencial de
laboratorio para um referencial girante (48), o que é equivalente a escrever um Hamiltoniano
efetivo associado ao campo efetivo da Equagdo (2.29). Na condi¢do de ressonncia, w, s = —wy,
e para o caso em que o campo oscilante € aplicado na direciao x, o Hamiltoniano efetivo € escrito
como

Hep = —hw1,. (2.39)

Se o campo oscilante € aplicado por um tempo t,, entdo o operador de evolucdo temporal

associado ao Hamiltoniano efetivo é dado por

U (t,) = exp [%] = exp [iwltpix] = R.(0). (2.40)

O operador f%x(@) = exp [i@ix} ¢ um operador de rotacdo (62). Seu efeito é produzir uma
rotacdo de um angulo de ©® = wyt, ao redor do eixo x no referencial girante (48). Para um

sistema de spin / = 1/2, o operador I?lx(@) pode ser escrito como se segue (62)

R.(0) = ( cos(3) isin(3) ) (2.41)
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Para um caso mais geral, em que um pulso de radiofrequéncia € aplicado em uma outra dire¢fio®

(2, a qual € definida pela escolha da fase ¢, o operador de rotagdo € escrito como (48,62,63)

R cos(9) isin(9) exp[—iyp]
) = ’ ’ : :
B = @) eplic]  cos(®) o

No caso em que um pulso de radiofrequéncia de 7 € aplicado com o campo B;(t) na
direcdo positiva de z, a matriz densidade de desvio da Equagdo (2.38) evolui da seguinte forma
(48)

N (N N T2 ~ TN Nt (T hwr »
p(tp)desv = exp |:Z§I$:| pdesv exXp [_ZEII} = Rx <§> desz:L‘ (E) = ﬁly (243)

Portanto, ap6s a aplicacio do pulso, a matriz densidade de desvio € proporcional ao operador iy,
e indica que a magnetizacao liquida esté orientada ao longo do eixo y. Além disso, € exatamente
igual ao o que € encontrado por uma rotagdo geométrica da magnetizacao ao longo de z, por um
angulo de 7, ao redor do eixo x (de acordo com a regra da mao esquerda). Portanto, conclui-se

que a aplicacdo de pulsos de radiofrequéncia pode ser descrita em termos de operadores de

rotacdo. Deste fato, no restante do trabalho, a seguinte notacao serd adotada: [@]é’ B onde
© = w;t, € o Angulo de rotagdo, que pode ser .5, 7, 0s indices A, B,- - -, definirdo em quais

espécies nucleares o pulso de radiofrequéncia estd sendo aplicado; 2 € a direc@o de aplicacdo do

pulso.

2.3.1 PULSOS COMPOSTOS

Embora os pulsos de radiofrequéncia sejam geralmente pensados como ideais, estes
estdo limitados, pois algumas imperfeicdes podem surgir, tais como, a intensidade do sinal
reduzida e erros de fase. Os motivos subjacentes podem ser a falta de homogeneidade do campo
de radiofrequéncia na amostra macroscopica. Para resolver estes problemas, os pulsos compostos
foram desenvolvidos. Estes pulsos constituem-se de uma série de outros pulsos de alta poténcia,
em vez de um tnico pulso (64).

No ambito desta discussdo, € importante salientar que as rotacdes em torno do eixo z nao
podem ser implementadas em RMN por um tnico pulso de radiofrequéncia. Isto ocorre porque o
campo de radiofrequéncia produz rotacdes da magnetizacdo apenas no plano transversal. Uma
maneira de implementar uma rotagdo em torno do eixo z € fazer uso da propriedade que nos
permite escreve-la como combinagdes de rotacdes sobre os eixos e y. Desta forma, uma rota¢do
de um angulo © ao redor de z pode ser escrita como

©], = H — [6], = H : (2.44)
2 x 2 —X

A combinacdo de rotagdes da Equacao (2.44) € denominada pulsos compostos em z, e € escrita

Y

com o tempo evoluindo da esquerda para a direita, de tal modo que a rotagdo mais a esquerda é o

primeiro pulso a ser aplicado (65).
6

A direcdo de aplicagdo € dependente da fase . Por exemplo, se ¢ = 7, o pulso € aplicado na diregdo y, desta
forma o operador de rotagdo é escrito como Ry (©).
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Para a situagdo em que nenhum pulso de radiofrequéncia € aplicado ou no intervalo de
aplicacdo destes, o sistema evolui livremente. Durante estas evolugdes os spins interagem entre
si, desta forma, efeitos devido tais como ao deslocamento quimico e ao acoplamento escalar
aparecem. Estas interacdes sdo descritas através de Hamiltonianos de spin interno, os quais serdo

discutidos na seguinte secao.

2.4 HAMILTONIANOS DE SPIN INTERNO

As contribuicdes de energia devido a interagcdo do momento magnético com campos
externos representam uma grande parcela da energia para um sistema fisico com propriedades
elétricas e magnéticas. Porém, existem outras contribuicdes, embora menores, mas que em alguns
casos tornam-se relevantes. Uma situacdo especial € quando interacdes do tipo internuclear e
intranuclear sdo consideradas. Nesse sentido, todas as interacdes entre pares de spins nucleares

podem ser descritas por meio de um Hamiltoniano de spin nuclear, H,,, que € dado por

ﬁn = 7:leart + ?:Zinta (245)

A~

onde H.,; representa as interagdes dos spins nucleares com campos magnéticos externos e
H.;n: descreve as interacOes internas, tal como o acoplamento escalar, acoplamento dipolar,
acoplamento quadrupolar, deslocamento quimico, entre outros (41). O Hamiltoniano Hew
pode ser representado pelo Hamiltoniano de Zeeman da Equacdo (2.8) e pelo Hamiltoniano de

radiofrequéncia da Equacgao (2.18), de modo que,
?:Lext - 7:LZ + ?:er- (2.46)

Lembrando que se o sistema € descrito num referencial girante, entdo o Hamiltoniano ?:temt é
composto somente pelo Hamiltoniano ?:Le ¢ da Equagdo (2.28). O Hamiltoniano ’Himg é escrito
como

ﬁmt = ,;:LDQ + ’}A[D + 7:LJ + ';:[Q, (2.47)

onde H pq representa o deslocamento quimico, o qual estd relacionado com a blindagem que os
elétrons oferecem a aplicacdo de um campo magnético externo muito intenso; H p descreve a
interacdo dipolar entre os ntcleos; H.; caracteriza o acoplamento escalar entre duas espécies
nucleares; 7:LQ exprime a interacdo quadrupolar entre nicleos e gradientes de campo elétrico
para spin nuclear / > 1/2. Neste trabalho, uma maior énfase serd dada as interagdes que
correspondem ao deslocamento quimico e ao acoplamento escalar (45, 60), as quais serao

discutidas a seguir.

2.4.1 DESLOCAMENTO QUIMICO

Quando um campo magnético externo € aplicado em uma amostra, o espectro da espécie
nuclear detectada ndo apresenta apenas uma frequéncia de Larmor. Este resultado ocorre porque
ha diferentes grupos quimicos, os quais constituem a amostra sob andlise, denominados ambi-

entes quimicos. Além disso, um nicleo estd rodeado por uma nuvem eletronica que o blinda
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parcialmente do campo magnético externo aplicado (66). Esta blindagem varia para os diferentes
nucleos dentro da amostra, porque estes ndo sentem a mesma magnitude do campo magnético
externo. Este efeito é denominado deslocamento quimico em materiais diamagnéticos, deslo-
camento Knight em metais e supercondutores e deslocamento paramagnético em substancias
paramagnéticas (67). Devido a esta interagcdo, o campo sentido pelos spins nucleares, Bj,cq, € a
soma do campo magnético externo, By, e o do campo induzido, By, 4..i40, que pode ser escrito
como se segue

Biocat = Bo + Binduzido = (1 - U)BO’ (248)

onde v é conhecido como tensor de deslocamento quimico, e carrega a informacgado da orientagdo

da nuvem eletronica da molécula em relagdo ao campo magnético aplicado (68), dado por

Ve Uzy VUgz
V=] Uy Uy Uy |- (2.49)

Vze Uzy Uzz

O carater tensorial de v implica que B, 44.i40 €5t4, em geral, em uma dire¢do diferente
da de By, o que reflete a anisotropia do ambiente molecular do nicleo considerado. Como esta
¢ uma interacdo puramente magnética, andloga a interacdo Zeeman (47), pode-se definir um

Hamiltoniano de deslocamento quimico, o qual é escrito como
Hpg = —p - (—vBy) = yhv.. Bol.. (2.50)

A aproximagdo da equagdo acima € conhecida como aproximacdo secular como consequéncia da
magnitude da interacdo Zeeman ser muito maior com o campo magnético externo em comparagao
com a intera¢do de deslocamento quimico. A componente v,, depende da orientagdo relativa da
nuvem de elétrons na molécula em relacdo ao campo magnético externo. Para o caso de uma
substancia liquida isotrépica, a média de todas as orientagdes moleculares possiveis leva a um
valor médio para o deslocamento quimico, conhecido como o deslocamento quimico isotropico

(v;) (47). Neste caso, o Hamiltoniano da Equacao (2.50) é escrito da seguinte forma

Hpo = Yhv Bl (2.51)

onde v; = —(U”ﬂgyﬂ“).

Portanto, o efeito devido a interacdo de deslocamento quimico € a produc¢io de uma
pequena corre¢do adicionada ao campo magnético. Desta maneira, a consequéncia pratica é um
deslocamento da frequéncia angular de ressonincia em relacdo a frequéncia angular de Larmor
de um nicleo isolado, ou seja,

w=uwr(l—1v). (2.52)

A dependéncia da frequéncia angular de ressonancia, no ambiente molecular especifico
de cada nucleo, expresso pela Equagao (2.52), que torna a técnica de RMN tao difundida e
util como ferramenta para identificacao e caracterizagdo de grupos quimicos em substancias
liquidas’.
7

Também em sdlidos se algumas técnicas especiais forem empregadas. Para mais detalhes vide as Referéncias
(45,48,62).
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A frequéncia angular de ressondncia, geralmente, é expressa na pritica como uma
mudanga relativa, medida em referéncia a frequéncia angular de ressonéncia, w,.¢, de uma

substancia padrao (47,52,62)
W — Wref

)= (2.53)

wref
Os valores de 9, chamados de deslocamentos quimicos das linhas de ressonancia, s3o comumente
expressos em partes por milhdo (ppm) (47). Como exemplo, o espectro do niicleo de 'H de uma

molécula de etanol (CH;CH>OH) € apresentado na Figura 4.

Figura 4 — Espectro de 'H da molécula de etanol (CH;CH,OH). Este espectro mostra o efeito
do deslocamento quimico e do acoplamento escalar J. Os trés grupos de picos bem
separados referem-se aos prétons em cada um dos trés grupos quimicos diferentes na
molécula, evidenciando o efeito de deslocamento quimico e sua ordem de grandeza.
As estruturas de multipleto dentro dos grupos CH3 e CH, dos picos sdo devidas ao
acoplamento .J entre prétons dentro da mesma molécula (48). O desdobramento de
um sinal € descrito pela regra P + 1, onde P é o nimero de prétons equivalentes
ligados aos nicleos alvos adjacentes. O sinal do grupo CHj3 se desdobra em 3 linhas
porque o carbono adjacente desse grupo é o CHs, aplicando a regra, tem-se 2 prétons
do Hidrogénio +1 = 3 linhas. O sinal do grupo CH; tem 4 linhas pois estd préximo
do grupo CHs, o que resulta em 3 protons do Hidrogénio +1 = 4 linhas. Por sua vez
o grupo OH ndo tem nenhum carbono adjacente fornecendo apenas uma linha (62).

OH CH2 CHs

i

I I I [ I
5 < 3 2 1

0 (ppm)
Fonte: Figura retirada da Referéncia (48).

24.2 ACOPLAMENTO ESCALAR

Diferentemente do deslocamento quimico, o acoplamento escalar, acoplamento spin-spin
ou J, ndo depende do campo magnético aplicado. Melhor dizendo, este acoplamento representa a

interacdo entre os pares de momentos de dipolo magnéticos que representam os nicleos vizinhos.
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Além disso, o valor de J fornece informacdes a respeito das ligacdes quimicas na molécula em
estudo (45). Dentro deste contexto, o Hamiltoniano que descreve o acoplamento escalar entre

duas espécies nucleares pode ser denotado por H.;, de modo que pode-se definir
H; = 2nhI* J1P, (2.54)

onde J é um tensor, I e I sdo os operadores de momento angular de spin nuclear das espécies
nucleares A e B, respectivamente. O espaco de Hilbert de um sistema de duas espécies nucleares
com nuimero de spin / = 1/2 é H = H, ® Hp, e a dimensao deste espago é d(H) = 4.

O Hamiltoniano de acoplamento escalar H, para amostras liquidas, no regime anisotrd-
pico®, com nticleos heteronucleares detectéveis, definido pelo campo magnético muito intenso
By, é escrito como (48)

H, = 2rhJIATE (2.55)

zZ "z

onde J € a constante de acoplamento entre as espécies nucleares A e B, if —ILole if —iol..
O valor desta constante pode ser positivo ou negativo dependendo das propriedades fisicas e
quimicas do par de 4tomos em estudo.

Quando o Hamiltoniano da Equacao (2.55) é tomado como uma perturbacdo do Hamil-
toniano de Zeeman, verifica-se que cada linha € dividida em um multipleto que depende do
ndmero de nidcleos idénticos acoplados pela mesma constante ./, bem como o spin de cada um
desses nucleos (um exemplo da interacdo devido ao acoplamento J é dado na Figura 4). Para
dois nucleos distintos de spin 1/2, por exemplo, cada linha é dividida em duas outras linhas
separadas por uma quantidade igual a magnitude de J (em unidades de Hz) (48).

De acordo com o que foi discutido na Secdao 2.4, em amostras liquidas os nicleos
possuem interacdes intramoleculares com seus vizinhos e ndo podem mais serem descritos como
entidades isoladas (47). Levando em conta o deslocamento quimico e o acoplamento escalar, na
seguinte se¢do serd apresentada a dindmica de um sistema de spins 1/2 acoplados em amostras

liquidas.

2.5 SISTEMA DE DOIS SPINS 1/2 ACOPLADOS

Neste sistema considera-se duas espécies nucleares diferentes (heteronucleares) deno-
tadas por /4 e Ip e submetidas a presenga de um campo magnético intenso € estaciondrio.
Além disso, ambas as espécies nucleares estdo acopladas, e satisfazem a seguinte desigualdade:

2rJ K |wA — w?|, ou seja, a condigio de que a frequéncia angular de acoplamento entre as

duas espécies nucleares seja muito menor que a diferencga entre as frequéncias angulares de
ressonancia destas espécies’ (69). O Hamiltoniano que representa esta interacdo, descrito no

referencial de laboratoério €

Hoap = —hwo' T4 — P18 + 27hJTATE. (2.56)

Neste caso o tensor J torna-se um escalar.

°  Devido a esta condigdo, o sistema estd fracamente acoplado.
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E importante ressaltar, que os efeitos do deslocamento quimico estdo incluidos nos valores das
frequéncias angulares ressonantes w* e w” na expressdo acima. Para este sistema, os autoestados
do Hamiltoniano 7. 43 sdo representados como: |m 4, mp),onde my = £1/2emp = +1/2 séo
os autovalores de if e if , respectivamente. Os niveis de energia associados ao Hamiltoniano da
Equacdo (2.56) sdo diretamente avaliados da atuacdo dos operadores if e if na base |ma, mg),

sendo escritos como

A B J
1/2,1/2) El/z,l/th(—w——w—jﬂ—), (2.57)
> 2 T2
A B
11/2,-1/2) - El/g_l/th(—w—+°"——W—’]>, (2.58)
: 2 T2 T2
wd  WwB owJ
“1/2,1/2) ¢ Eoypap=h(S oY T 2.
|—=1/2,1/2) 1/2,1/2 h<2 5 2>, (2.59)
A B J
-1/2,-1/2) - E_1/27_1/2:h<%+%+%>. (2.60)

Para o caso em que J é positivo e w? > w?, os niveis de energia das Equacdes (2.57)-(2.60)
estdo arranjados em ordem crescente de energia (48). As transi¢des entre esses niveis de energia
sdo permitidas somente se a regra de selecdo Am 4 p = 1 € obedecida (57). Esta regra faz com
que exista duas linhas no espectro de cada espécie nuclear com as frequéncias % + % e % + %
A separacdo entre as duas linhas de cada espectro em unidades de Hz, € o valor da constante
J. Um exemplo de um espectro de duas espécies nucleares acopladas se encontra na Figura 5.
As duas espécies sao o Hidrogénio e o Carbono de uma amostra de cloroférmio enriquecido
(33CHCly).

Figura 5 — Espectros experimentais de uma amostra de cloroférmio enriquecido (3*CHCI3) para
um campo de 9, 39 Teslas usando o espectrometro de RMN do C-LabMu. A figura
a esquerda (direita) corresponde ao espectro do nicleo de Hidrogé€nio (Carbono). A
separacdo entre as duas linhas de cada espectro, em unidades de Hz, representa o
valor da constante ./, a qual € aproximadamente 216 Hz.

1 1
< <
= =
g o8 g08
E E
5 0.61 § 0.6
Z Z
Q Q
2 04] g 04}
E E
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L ) W R

. _ . \ I

100 0 -100 100 0 -100
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)

Fonte: A autora.

O operador densidade deste sistema pode ser escrito através da Equacao (2.36). Na
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condic¢do de equilibrio térmico e altas temperaturas, a matriz densidade pode ser calculada a

partir do Hamiltoniano da Equagdo (2.56) e ser escrita como (69)

1®1 N ho?TA + hwPIP 27 JRIATE
4 4kgT 4kgT

O ultimo termo do lado direito da Equagdo (2.61) pode ser negligenciado devido ao fraco

(2.61)

p=

acoplamento entre as espécies quando comparado com os valores das frequéncias de Larmor de
ambas espécies nucleares. Desta condi¢io, a matriz densidade de desvio € dada conforme

ATA B1B

R hwlZ hw”I;

_ . 2.62
Pacso = " ¥ T (2.62)

Neste sistema um campo de radiofrequéncia também pode ser aplicado, onde considera-

se dois referenciais girantes'?, independentes, cada um relacionado com a frequéncia angular w*

ou w?. Cada referencial precessa ao redor do eixo z com uma frequéncia angular w;‘} ou wﬂ. O
Hamiltoniano efetivo para um pulso de radiofrequéncia aplicado na direcdo x no spin /4 € /g no

duplo referencial girante é dado por
Hep =~ — b (w* +wl) I — holT8 — b (WP +w5) 12 + 27RJINTD. (2.63)

E possivel escolher os valores de w:‘f = —w?ou wﬂ = —wB, para os quais, a frequéncia angular
do campo oscilante seja equivalente a frequéncia angular de Larmor do nicleo A ou B, de tal
maneira que exista uma condi¢do de ressonancia. Em espectrometros com dois canais € permitido
manipular spins de duas espécies nucleares em um mesmo experimento. Desta forma, é possivel
negligenciar a interacdo Zeeman para as duas espécies nucleares. Portanto, apenas a interacao
com o campo oscilante e a interacao via acoplamento escalar contribuem para a dindmica. Nesta

condi¢do, o Hamiltoniano H, ¢ € representado por
Hop = —hwTd — hoPIP 4 2nhJTATE, (2.64)

Da mesma maneira como procedeu-se na Secao 2.3, os efeitos dos pulsos de radiofrequéncia sdo
simplesmente descritos como rota¢des em torno do eixo transversal definido pela fase do pulso.
Além disso, como as frequéncias de ressonancia no caso heteronuclear sdo diferentes, cada pulso
aplicado na frequéncia de uma espécie nuclear nio afeta a outra espécie (48). E importante
deixar claro que o campo de radiofrequéncia aplicado ndo varia para uma espécie ou outra, o que
varia € o tempo de aplicacdo (Z,,) deste campo em cada espécie nuclear, para gerar uma rotacao
desejada. Este tempo € da ordem de microsegundos. Portanto, na condi¢do de ressonancia, a

matriz densidade de desvio da Equacdo (2.62) evolui da seguinte maneira

. i(~wATA—wPIB {2 JIATE Y, A

— i—wAiA—wBiB+2 JiAiB t
Ptp)dess = € Paespc’ T e e L2 L) (2.65)

A evolugdo da matriz densidade de desvio na auséncia de pulsos de radiofrequéncia é

denominada evolugio temporal livre ou delay. Na condi¢do de ressonancia'!, a matriz densidade

10" Também denominado duplo referencial girante.
1T Se o sistema estd fora da ressondncia, entdo os efeitos devido ao deslocamento quimico sdo levados em
consideragdo. Ver Equagdo (2.63).
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de desvio evolui de acordo com

A 721‘71']1;41‘;37' A 2i7rJi?izBT
p(T>d€S’U =€ pdesve ’ (266)
onde 7 € o tempo em que a evolucdo ocorre. Geralmente, na literatura 7 € da ordem de 5, onde
c é uma constante e J € a constante de acoplamento escalar entre as espécies nucleares.

Nas se¢des anteriores se discutiu os principais conceitos necessarios para o entendimento
do fendmeno da RMN, contudo nas se¢des a seguir, se apresentard a RMN como um meio de

aplicacdo para a Computacdo Quantica.
2.6 COMPUTACAO QUANTICA VIA RMN

Em 1982, Feynman (70) observou que os sistemas quanticos possuem uma capacidade
de processamento de informacdo muito maior que a dos sistemas cldssicos. Portanto, estes
sistemas poderiam ser usados para implementar um novo tipo de computador poderoso, um
computador quantico. Trés anos depois, Deutsch (71) descreveu uma médquina de Turing quéntica,
mostrando que os computadores quanticos poderiam realmente ser construidos. Embora a teoria
seja bem compreendida, a constru¢do de um computador quantico tornou-se extremamente
dificil (28). Até agora, apenas alguns métodos foram usados para demonstrar portas légicas
quanticas, sendo estes: fons Armadilhados (72), Cavidades Eletrodinamicas Quanticas (73),
fétons (74), supercondutores (75) e Ressonancia Magnética Nuclear (76, 77). Destes métodos, a
RMN tem sido bem sucedida com as realizacdes de Teletransporte Quantico (78), Correcao de
Erro Quantico (79), Simulacdo Quantica (80) e outros (28, 81). Ultimamente, a Teoria dos Jogos
(82) pode ser adicionada a lista, pois os jogos quanticos (assunto do préximo capitulo) podem
ser realizados experimentalmente em um computador quantico de RMN (28).

Devido a este fato, em 2002, Du et al. (28) generalizaram o jogo do Dilema do Prisioneiro
na versdo quantica, em um computador quantico de RMN. Os niicleos de 'H de uma amostra
de citosina, parcialmente deuterada, atuaram como dois gbits. Além disso, esta foi a primeira
implementagdo fisica de um jogo quantico. Em 2007, Mitra et al. (83) implementaram o jogo
quantico denominado de Dilema de Johnson (84), onde a amostra escolhida para a implementagao
do jogo foi a *CHFBr,, de modo que a espécie nuclear de *C, 'H, F atuaram como os trés
gbits. Para entender como os nticleos de uma amostra podem ser representados por de meio gbits,

€ necessdrio definir o conceito de gbit, portanto na seguinte secio este conceito serd apresentado.

2.6.1 O BIT QUANTICO-QBIT

O conceito de base computacional surgiu junto ao que se conhece hoje por Teoria da
Computacao e Informacao. Desde os primeiros circuitos elétricos que representavam as portas
l6gicas, foi possivel codificar a informag@o por meio de um sistema bindrio representado por Os
e 1s. Desta codificacdo € possivel definir o conceito de bit cldssico, o qual € a menor unidade
de informacgdo que pode ser armazenada ou transmitida (60). Além disso, um bit cldssico pode

assumir somente um dos valores: 0 ou 1. Desde entdo, a informac¢ao tem sido armazenada por
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meio de bits cldssicos. Por exemplo, a informacdo de um fluxo de uma corrente elétrica através
de uma bobina pode ser codificada por meio do bit 0 e a auséncia de fluxo por meio do bit 1.
Estendendo este conceito para a Mecanica Quantica, o bit cldssico tem um anédlogo quantico,
chamado de bit quantico ou gbit'?.

Da mesma maneira que o bit, um gbit pode assumir os valores de 0 ou 1, a diferenca
€ que também € possivel escrevé-lo como uma superposicao destes valores (48). Por meio
de um gbit pode-se representar as caracteristicas fisicas tal como a polarizacdo de um tnico
foton (vertical, horizontal) ou o alinhamento de um spin em relacio a um campo magnético
estético (spin para cima, spin para baixo)'?. Formalmente, um gbit é representado como uma
superposicdo linear dos estados da base utilizada. Matematicamente, esta base € representada pela
base computacional (63), definida pelo conjunto de elementos {|0), |1)} = {(1,0)", (0,1)}.
Sendo assim, o referente estado do gbit pode ser escrito como

) = C[0) + 1 [1) = f] , 2.67)

onde ( e n sdo nimeros complexos que representam as amplitudes de probabilidade (86). Em
outras palavras, quando uma medida é realizada, a probabilidade do estado |s) colapsar no

elemento |0) da base é |¢|*, e a probabilidade do estado | ) colapsar no elemento |1) da base é

|77]2. Mais precisamente, as amplitudes de probabilidade estdo relacionadas através da seguinte
equagdo
I+ [nl* = 1. (2.68)

A partir deste conceito, € possivel, por exemplo, representar os autoestados do Hamilto-
niano de Zeeman, # ,, para um sistema de spin / = 1 /2 como gbits. A razdo estd nos niveis de
energia, que dependem apenas do nimero quantico m, de modo que a representacdo dos estados
nucleares |7, m) pode ser simplificada por |m). Referindo-se a Equagio (2.8) e como ilustrado
na Figura 6, os autoestados |1/2) e |—1/2) sdo representados como |0) e |1), respectivamente.
O autoestado |0) representa o estado de menor energia e possui o autovalor F,. De maneira
andloga, o autoestado |1) representa o estado de maior energia e possui o autovalor Fj.

Dentro deste contexto apresentado, um dos requisitos necessarios para que um sistema
experimental obtenha sucesso na implementa¢do de um processador quéntico, € que o sistema
tenha a capacidade de iniciar os gbits em um estado bem determinado, ou seja, um estado puro.
Contudo, o sistema caracteristico da RMN sdo ensembles que contém uma infinidade de spins
em misturas estatisticas. Deste fato, € necessario preparar o estado “misto” do sistema de RMN
em um estado pseudo puro por meio de pulsos de radiofrequéncia. Esta preparagdo serd discutida

na seguinte secao.

12 A traducdo do qubit (quantum bit) foi feita pelo Prof. Dr. Luiz Davidovich, membro da Associaciio Brasileira de
Ciéncias (85).

13 Na literatura, geralmente, é traduzido spin para cima da frase em inglés spin up, similarmente, spin para baixo é
traduzido de spin down (48, 55).
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Figura 6 — Desdobramento do niveis de energia devido a interacdo Zeeman para um sistema
de spin I = 1/2. Os autoestados |1/2) e |—1/2) sdo representados como |0) e |1),
respectivamente. O autoestado |0) representa o estado de menor energia e possui 0
autovalor Fj. De maneira anédloga, o autoestado |1) representa o estado de maior
energia e possui o autovalor F.

|1> EIZ(ﬁ(DL)/Z

AE: E(DL

X E=—(fim,)/2

Fonte: A autora.

2.6.2 PREPARACAO DE ESTADOS PSEUDO PUROS
A matriz densidade de desvio da Equagdo (2.62) pode ser escrita como

ABIA  yPBIE A Byel  myPBye”

H, = = 2.69
Paese = 4 kpT AkpT SkpT SkpT (2.69)
Escrevendo a polarizagao (69) como € = 7‘27,;]?), obtém-se
B
N _€l.a T B
Pdesy = Z |:0'Z + ’Y_AUZ:| . (270)

Para o caso de duas espécies nucleares acopladas, tal como o *C e 'H de uma amostra de

cloroférmio, a matriz densidade de desvio pode ser escrita da seguinte maneira
c
N €l-H 7 .c
Pivss = — [az + 7—02} , (2.71)

onde v¢ e v € o fator giromagnético do Carbono '*C e do Hidrogénio 'H, respectivamente. A
razao ;’—f] = 3,9757 ~ 4 (69). A matriz densidade p,,,, da Equacdo (2.71), ilustrada na Figura 7
(A), ndo representa uma matriz densidade de um estado puro e além disso possui o traco nulo'*.
Devido a estas caracterisicas, os estados de equilibrio térmico em RMN ndo sdo estados puros.
Felizmente, em 1997, uma solu¢@o para este problema foi encontrada por Cory et al. (76) e
Chuang et al. (77) com a implementacdo de sequéncias de pulsos que produzem um estado
pseudo puro, o qual possui as caracteristicas de um estado puro possibilitando a implementagdo
de Algoritmos Quanticos via RMN.

Com propdsito de deixar em evidéncia o procedimento de transformacdo, aplicou-se a
sequéncia de pulsos para a implementagdo de um estado pseudo puro de dois spins 1/2 acoplados

das Referéncias (69, 87). A sequéncia de pulsos completa estd mostrada na Figura 8 e as duas

14" A soma dos elementos da diagonal principal de p,,, € nula.
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Figura 7 — (A) Representacdo matricial do operador densidade de desvio p,.,, da Equagao
(2.71). (B) Representacdo matricial do operador densidade apds a sequéncia de pulsos
apresentada na Figura 8.

(A) (B)

Parte real Parte real

Fonte: A autora.

espécies nucleares escolhidas foram 'H e '*C de uma amostra de cloroférmio. A implementagio

o 1H,13C . ~
de um estado pseudo puro se inicia com um pulso de [E} . . Em seguida, uma evolucao

2
. . L . , - 1H,13C
livre durante um intervalo de tempo de ﬁ ¢é aplicada. Ap6s a evolucao, um pulso de [g}
Yy
¢é executado. Novamente, o sistema € deixado sob uma evolucao livre durante um intervalo de

1H713

. ~ C, . .. -
tempo de ﬁ. ApOs esta evolugdo, um pulso de [%} B € aplicado. Para eliminar as componentes

transversais da matriz densidade que representa o experimento, o sistema ¢ submetido a um
gradiente'” ao longo da dire¢do z, G(z). Esta sequéncia tem por objetivo igualar as populagdes

. s o . H3C .
dos spins no equilibrio térmico. Dando continuidade, um pulso de [ﬂ . € aplicado. Uma

nova evolugdo livre durante um intervalo de tempo de % ¢ executada. Em seguida, um pulso de

1 13
E

sequéncias obtém-se um estado pseudo puro. Na Figura 7 (B) apresenta-se a matriz densidade

C . N ~ . . . .
. Mais uma vez, as coeréncias sio excluidas por meio de um gradiente G (z). Apds estas

de um estado pseudo puro apds a sequéncia de pulsos apresentada na Figura 8.

Desta forma, € possivel realizar qualquer experimento de Computacdo Quantica através
do estado pseudo puro, pois este estado que € computado nos experimentos de RMN. Além
disso, nos experimentos, existem longos tempos de coeréncia permitindo que um grande nimero
de operacdes quanticas possam ser realizadas durante esses tempos (59). O conjunto de portas
16gicas sdo produzidas pelos Hamiltonianos do sistema de RMN. O controle destas portas ocorre
por meio de pulsos de radiofrequéncia e gradientes de campos magnéticos sob a amostra.

Dentro desta discussdo, em um experimento de RMN € necessdrio apds a implementacio
de qualquer sequéncia de pulso, determinar o estado do sistema. Do formalismo da matriz densi-
dade discutido na Secdo 2.3 isto € equivalente a construir a matriz densidade que concretizara a

implementacdo realizada. Contudo, para construir uma matriz densidade é necessdrio determinar

15 A intensidade do campo magnético estitico By na diregdo z pode ser variada no decorrer de um experimento.
Esta variacdo é denominada gradiente de campo magnético e adotou-se a nota¢do GG(z). Este gradiente tem por
finalidade destruir as coeréncias do plano transversal que sdo indesejadas (59, 88).
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Figura 8 — Sequéncia de pulsos para a implementacdo de um estado pseudo puro. A implementa-
1H}'

~ L 3¢ .
¢do de um estado pseudo puro se inicia com um pulso de [g} N . Em seguida, uma
evolucgdo livre durante um intervalo de tempo de ﬁ € aplicada. Apds a evolugdo, um

H}3

c, ) L. ~
¢é executado. Novamente, o sistema € deixado sob uma evolugao

. . . - 1H93C
livre durante um intervalo de tempo de 7. Apés esta evolugdo, um pulso de [Z]

¢ aplicado. Para eliminar as componentes transversais da matriz densidade que re-
presenta o experimento, o sistema € submetido a um gradiente ao longo da direcao

1
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H}S

. p13¢C | . ~
z, G(z). Dando continuidade, um pulso de [ﬂ N ¢ aplicado. Uma nova evolucao
livre durante um intervalo de tempo de % ¢é executada. Em seguida, um pulso de
|:7Ti|1H?13C

&|_.) - Mais uma vez, as coeréncias sdo excluidas por meio de um gradiente G ().
Ap6s a aplicagdo da sequéncia de pulsos a evolugdo da magnetizacao no canal do
Hidrogénio e do Carbono é detectada por meio do FID (¢).
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Acoplamento escalar

Fonte: A autora.

todos os seus elementos, e isto é conseguido através da tomografia de estado quantico, assunto

que serd discutido na seguinte se¢ao.

2.7 TOMOGRAFIA DE ESTADO QUANTICO

Ao detectarmos um sinal de RMN, o FID (¢), de um tnico experimento, apenas uma
informacao parcial sobre o estado do sistema € obtida. Porém, o procedimento de tomografia
de estado quantico possibilita determinar todos os elementos da matriz densidade (63). Este
conceito foi utilizado pela primeira vez teoricamente por Vogel e Risken (89), e apresentado
em seus estudos relacionados a determinacao de quasiprobabilidades. O primeiro procedimento
experimental do processo de tomografia de estado quantico foi proposto por Chuang et al. (90) e
aplicado a RMN. Estes autores propuseram o procedimento de tomografia de estado quantico
para sistemas heteronucleares que possuem spin 1/2 acoplados. Posteriormente, esta técnica foi
aprimorada por Long et al. (91). Em 2002, Lee (92) ordenou as ideias de Chuang referente ao
processo de tomografia de estado quantico e esclareceu a implementacao realizada por Long.
Além disso, Lee generalizou o processo de tomografia para um sistema de n spins.

Para um sistema de dois spins 1/2 acoplados, apenas a matriz densidade de desvio da
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Equacdo (2.71) pode ser detectada e possui a seguinte estrutura geral (91)

I To + i$11 T3 + ix12 Ty + i$13
R | e —drn Ts T +1T1a Ty + 1215 272
Pdesv = . . ; ) ( ’ )
T3 —1Xx12 Tg — 114 xrs Lo + 116
Ty —1X13 T7 — 1T15 Ty — 116 10

Em uma medida de RMN, cada pulso de leitura fornece apenas alguns elementos da matriz
densidade fora da diagonal. Para uma amostra de cloroférmio, por exemplo, € possivel detectar
apenas os valores x5 — 15 € T7 — w15 parao "He x5 — iz € 19 — i1 para o BC.

O procedimento para obter os elementos restantes da matriz densidade foi proposto por
Chuang et al. (91), com a implementacdo de nove experimentos. Os elementos restantes podem
ser determinados se P, € rodada por meio da aplicacdo de pulsos de radiofrequéncia. Para um
sistema de dois gbits, € necessario a aplicagdao de nove pulsos de radiofrequéncia, os quais estdo

indicados na Tabela 1.

Tabela 1 — Tabela de sequéncias de pulsos para tomografar um sistema de dois spins 1/2 acopla-
dos. A notacao [O]iH’ISC representa que nenhum pulso € aplicado.

xT

Espécie nuclear 'H 5C
1° experimento  [0] __  [0]_,
2° experimento  [0]_, [5]_.
3° experimento  [0]_,  [Z] y
4° experimento [ Z] [0,
5° experimento [%} . [%} .
6° experimento [%} . [%] Y
7° experimento 2] Ly [0]_,
8° experimento [g] Ly [%} o
9° experimento [g] [%]

|
S

Ap6s os 9 experimentos, consegue-se 18 conjuntos de dados, pois hé dois nicleos, o
13C e o 'H. Desta forma, para cada experimento realizado, 2 espectros sdo obtidos, e cada
espectro possui duas linhas devido ao acoplamento escalar entre o '3C e o 'H, ou seja, tém-se
36 amplitudes de magnetizagio apSs os 9 experimentos. Cada espectro possui uma parte real'®
e uma parte imagindria'’, que por convengdo atribui-se a parte real 2 magnetizacdo M, (t) € a
parte imagindria a magnetizagdo M, (t). Portanto, apés a execucdo dos 9 experimentos da Tabela
1, consegue-se 72 valores. Estes 72 valores mais a condi¢do de que o traco da matriz densidade

de desvio deve ser igual a 0, correspondem com 73 equacdes, as quais possibilitam reconstruir a

16 Também denominado de espectro absortivo.
17" Também denominado de espectro dispersivo.
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matriz densidade de desvio da Equacgdo (2.72), resolvendo um sistema de equagdes lineares do
tipo
Kz =1L, (2.73)
onde K é uma matriz com dimensdo 73 x 16; x € um vetor com dimensdo 16 x 1 que possui os
valores de x4, 22, T3, - -, T1¢ da matriz densidade de desvio g, , 0s quais deseja-se encontrar; L
€ uma matriz com dimensao 73 x 1, que contém as amplitudes das magnetizacdes. O procedimento
de resolucdo € através do método dos minimos quadrados, de tal forma que todos os elementos
sdo determinados (91).
Os principais conceitos de RMN apresentados neste capitulo serdo uma ferramenta
importante para discutir uma proposta de implementacdo do jogo da Batalha dos Sexos. Desta

forma, no seguinte capitulo, a Teoria dos Jogos Classicos e Quanticos serd abordada.
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3 TEORIA DOS JOGOS

A Teoria dos Jogos teve um papel importante durante a Segunda Guerra Mundial e a
partir disso muitos pesquisadores contribuiram para a constru¢do de um formalismo matematico
que permitiu sua axiomatizacdo. Por exemplo, o jogo de xadrez, cartas, dados, divertem a
humanidade desde a formagdo das primeiras civilizacdes, e desta situagdo, a vitoria ou derrota
depende das escolhas feitas no inicio da jogada. Devido a este fato, despertou-se um interesse no
estudo da teoria da probabilidade, iniciado pelos fisicos franceses Blase Pascal (1623 — 1662) e
Pierre de Fermat (1601 — 1665) em 1654, com o intuito de analisar uma determinada jogada por
meio de regras matematicas (93).

Por conseguinte, o primeiro autor a estudar elementos importantes do método que seria
formalizado e aplicado na solu¢do de um jogo foi o matemaético francé€s Antoine Augustin
Cournot (1801-1877), que apresentou um modelo de duopdlio! que hoje tem o seu nome.
Seu modelo consistiu no estudo de duas empresas que fabricam um determinado produto, e
devem decidir que fracdo cada uma deve produzir, sabendo que a quantidade fabricada por sua
concorrente afeta seus lucros. Cournot derivou uma solu¢do em que as duas empresas decidiam
produzir quantidades que eram compativeis entre si (95).

Outro matematico importante foi o alemao Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-
1953), que demonstrou que o jogo de xadrez sempre tem uma solu¢do. Em outras palavras, a
partir de qualquer disposicao das pecas no tabuleiro, um dos jogadores sempre terd uma estratégia
que o conduza a vitdria, independente do que o adversario faca (95).

As contribui¢des acima e de muitos outros pensadores e pesquisadores levaram ao
nascimento da Teoria dos Jogos como ciéncia em 1944, com o livro Theory of Games and
Economic Behaviour, escrito por John Von Neumann e Oskar Morgenstern (1). As bases do que
hoje se designa por Teoria dos Jogos foram estabelecidas neste livro (96). Além disso, naquele
periodo, as primeiras ideias sobre a Teoria dos Jogos com o objetivo de encontrar a melhor forma
de jogar foram elaboradas.

Nos anos 50 e 60, trés nomes tiveram um maior destaque: o matematico John Forbes
Nash Jr e os economistas John Harsanyi e Reinhard Selten. John Nash apresentou sua tese
Non-Cooperative Games (97) em 1950 demonstrando que existe pelo menos um equilibrio de
Nash? para jogos de miiltiplos jogadores. Para que este equilibrio exista é necessdrio que os
jogadores nao se comuniquem entre si antes do jogo, ou seja, ndo haja um acordo entre eles (93).
Independentemente, uma das principais contribui¢des de John Harsanyi foi a anélise de jogos de
informacdo incompleta. Reinhard Selten formulou o conceito de equilibrio de Nash em jogos
sequenciais (96). Em 1994, Nash, Harsanyi e Selten ganharam o Prémio de Ciéncias Economicas

em Memoria de Alfred Nobel, pela andlise bédsica de equilibrio em jogos nao cooperativos (98).

' O duopélio é um tipo especifico de oligopélio em que apenas dois produtores existem em um mercado. Esta

definicdo é geralmente usada apenas quando duas empresas t€m o controle dominante do mercado (94).

2 Este conceito serd apresentado mais adiante.
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Devido a esses trabalhos, a Teoria dos Jogos tem sido aplicada na Biologia (3), Economia
(4), Ecologia (5) e Fisica (6—8). Esta teoria € uma area da Matemaética que estuda as interagdes
entre os jogadores. O objetivo dos jogadores é maximizar seus payoffs® escolhendo a melhor
estratégia para si, porém, o resultado final do jogo depende das estratégias escolhidas por todos
os jogadores (99-101).

Nesse contexto, a Teoria dos Jogos pode ser considerada como um método de otimizagao,
0 que possiblita aplicd-la a drea da Computacdo Quantica, permitindo construir algoritmos
mais eficazes, o que resultaria em uma maior eficiéncia computacional (102, 103). Logo, existe
uma ligacao entre a Teoria dos Jogos e Informac¢ao Quantica (7,28, 104, 105), dando origem a
uma nova area de pesquisa, denominada Teoria dos Jogos Quanticos. Além disso, no processo
de um jogo, o jogador compartilha sua decisdo para os outros ou para o Juiz do jogo. Este
jogador de alguma forma transfere sua informacao; entdo, é natural considerar a generalizacdao
de transferéncia de informacao quando esta € quantica. Em adicdo, é importante notar que alguns
problemas em Informagdo Quantica podem ser considerados como jogos quanticos (28), tais
como a Clonagem Quantica (104), a Criptografia Quantica (7) e Algoritmos Quanticos (23).
A partir dessas ideias, pode-se inferir que a Teoria dos Jogos Quanticos € util para estudar
a Comunica¢do Quantica, desde que seja considerada como um jogo, onde o objetivo serd
maximizar a comunicacao efetiva (103).

Dentro deste contexto, a primeira andlise de um jogo quantico foi feita por David Meyer
(23) em 1999, em um jogo de soma zero. Meyer mostrou que se um jogador pode manipular
suas estratégias a partir de um operador de estratégia quantica, entdo ele sempre vencera seu
adversario (106). No mesmo ano, Eisert et al. (27) quantizaram um dos jogos mais famosos, o
Dilema do Prisioneiro. Os autores desenvolveram um protocolo para um jogo de dois jogadores
e mostraram que o dilema do jogo pode ser resolvido se os jogadores manipulam uma estratégia
emaranhada.

Em consequéncia da discussao dos dois trabalhos acima e de outros que também estendem
os conceitos da Teoria dos Jogos para o dominio quéntico (7,23,27,28,32,33,84,105,107-113),
nao resta ddvidas de que os jogos quanticos tem uma vantagem sob sua contrapartida classica.
Esta vantagem permite que os jogadores escapem de dilemas que alguns jogos possuem e também
novos equilibrios podem surgir, resultando assim em melhores payoffs para os jogadores.

Portanto, o objetivo deste capitulo serd apresentar o formalismo da Teoria dos Jogos

Classicos e Quanticos. Dentro deste objetivo, a seguinte secdo discutird a defini¢do de um jogo.

3.1 O QUE E UM JOGO?

Vocé j4 leu o jornal, assistiu televisdo ou mesmo leu alguma noticia na sua rede social
hoje? Em caso afirmativo, voc€ provavelmente pode ter visto uma noticia sobre uma delacao
premiada, uma greve, conflitos armados entre pessoas ou paises, alguma medida tomada pelo

governo para ajustar a inflagdo, resultado dos jogos de uma rodada do campeonato brasileiro,

3 0 ganho do jogador é dito payoff.
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e assim por diante. Desta maneira, vocé pode se perguntar: o que todas essas noticias tem em
comum? A resposta € que todas elas descrevem conflitos de interesses entre pessoas ou grupos
de pessoas, como partidos politicos, governos, empresas € o povo em geral. Sdo estes conflitos
de interesses modelados teoricamente que sdo denominados jogos. Para alguns destes jogos, a
Teoria dos Jogos é capaz de sugerir uma solucdo, que pode ser entendida como a melhor maneira
de jogar o jogo para cada jogador envolvido. Para a maioria dos jogos que descrevem problemas
reais, tudo o que se pode fazer € excluir alguns tipos de decisdes e talvez sugerir quais jogadores
cooperarao.

Portanto, esses modelos tedricos de conflito sdo chamados de jogos porque podem ser
identificadas neles as caracteristicas de jogos como o poker, jogo da velha, xadrez, e também em
problemas econdmicos e empresariais, as taticas e a logistica da guerra, a politica internacional e
nacional, entre outros, como candidatos a serem modelados como jogos (99).

Além disso, no contexto da Teoria dos Jogos, algumas expressdes sdo importantes,

portanto, estas serdo definidas a seguir.

3.2 DEFINICOES

e Jogador: é aquele que participa do jogo, pode ser uma pessoa, animal, empresa.

e Estratégia: ¢ uma acdo que um jogador desempenha quando ele estd sujeito a uma
situacdo que envolve uma tomada de decisdo. As estratégias podem ser classificadas como

estratégias puras ou mistas (114).

Se um jogador tem total certeza das escolhas de seus adversdrios, entdo, ele adotara
estratégias puras. Porém, em algumas situacdes ndo € possivel saber com precisdo o
comportamento dos adversarios no decorrer do jogo. Entretanto, se as probabilidades vin-
culadas a cada uma das estratégias puras sdo conhecidas, os jogadores adotardo estratégias

mistas.

As estratégias mistas tém como base as leis da probabilidade. A estratégia pura pode ser
considerada como um caso especial de estratégia mista (115) em que a probabilidade de

uma acdo € 1 e de outras € 0.

e Payoff: para medir o desempenho médio de um jogador durante o jogo, defini-se uma
funcdo payoff. Esta funcao permite avaliar todas as possibilidades de jogadas de um jogador
(levando em conta as escolhas dos seus adversarios), e relaciona o quanto esse jogador

receberd se escolher cada uma dessas possibilidades (114, 116).

3.3 REPRESENTACAO DOS JOGOS

Ap6s a apresentacdo de algumas defini¢cdes importantes, e estando claro que um jogo

consiste de jogadores que possuem suas estratégias e uma funcdo payoff que mede seus ga-
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pode-se abordar formas de representar um jogo. Portanto, serd explicado brevemente a

representacdo na forma normal e na forma extensiva.

3.4

delas.

Jogos Estratégicos ou Forma Normal

Em jogos estratégicos (ou jogo na forma normal), cada jogador sabe suas estratégias
e as de seus oponentes. Porém, ele ndo tem a informagdo do que os demais jogadores
fizeram antes do momento de suas tomadas de decisdo, ou seja, todos escolhem suas acoes

simultaneamente e independentemente (115).

Além disso, os jogos estratégicos servem de modelo para eventos que ocorrem uma unica
vez. Entretanto, € possivel aplicd-los a uma sequéncia de jogadas, em que cada vez que
o jogo ¢é realizado, o jogador se preocupa com sua recompensa no presente, para ele
ndo importa a influéncia de suas escolhas na escolha de seus oponentes no futuro. Jogos
estratégicos sdo descritos na forma normal e esta descri¢do serd empregada no presente
trabalho. Para um jogo de dois jogadores, na forma normal, ¢ comum representar as

estratégias e os ganhos por uma matriz, denominada matriz de payoff (117).

Jogos Extensivos

Por outro lado, os jogos extensivos sao importantes quando os jogadores ndo escolhem suas
estratégias definitivamente, eles tem a possibilidade de repensar suas a¢des no transcorrer
do jogo. Nesse caso, as agdes tomadas por um jogador influenciam as a¢des futuras dos
seus adversdarios. Estes jogos descrevem as possiveis ordens dos eventos e a informacgdo
que cada jogador possui no momento da escolha. Além disso, os jogadores podem ter a
nog¢ao sobre todos os eventos anteriores ocorridos no jogo ou apenas um conhecimento

parcial (116). O jogo de damas, xadrez e poker sdo alguns exemplos.

CLASSIFICACAO DOS JOGOS

Os jogos podem ser classificados de muitas maneiras, deste modo serd discutido algumas

Jogos Simétricos e Jogos Assimétricos

Um jogo simétrico é aquele no qual os payoffs dos jogadores em uma estratégia particular
dependem somente da estratégia escolhida, e ndo de quem estd jogando. Se as identidades
dos jogadores puderem ser trocadas sem alterar os payoffs obtidos pela aplicagao das
suas estratégias, entdo este é um jogo simétrico (118). Porém, em jogos assimétricos
uma determinada estratégia pode proporcionar um beneficio para um jogador e ndo
proporcionar para seu adversario (119). Exemplos de jogos simétricos sao o jogo do
Dilema do Prisioneiro (16), jogo da Galinha (19) e o jogo da Caca ao Cervo (120); por sua
vez, o jogo do Ultimato (121), o jogo da Batalha dos Sexos (17) e o jogo de Combinar

Moedas (14) configuram jogos assimétricos (122).
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e Jogos Cooperativos e Jogos Nao Cooperativos

Se o jogador age estrategicamente de uma maneira individual, entdo o jogo é um jogo
ndo cooperativo. Porém, se os jogadores podem cooperar entre si, ou seja, podem agir
de tal forma que escolhem suas estratégias para maximizar o ganho do grupo, o jogo é
dito cooperativo. Interesses que envolvem conflitos levam a um jogo ndo cooperativo,
enquanto que objetivos de interesse comum levam a jogos cooperativos. Entretanto, em
jogos cooperativos também existe espagco para conflitos, € em jogos ndo cooperativos
existe espaco para cooperagdo (115). Por exemplo, em uma situagdo em que algumas
empresas formam aliangas para ganhar o mercado, pode ser modelada por meio de jogos
cooperativos, porém se estas disputam o mercado, elas devem ser modeladas através de

JOgos ndo cooperativos.

e Jogos de Soma Zero e de Soma nao Zero

Considere um jogo de dois jogadores, denominados Alice e Bob. Se o ganho de Alice €
exatamente a perda de seu adversario Bob e vice e versa, esse jogo é chamado de jogo de
soma zero. Porém, se a soma das recompensas nao € nula em pelo menos uma escolha, o
jogo € dito ser de soma nao zero. Exemplos de jogos de soma nula sdo o jogo de Combinar
Moedas, o jogo de poker (123) e o jogo Go ou Baduk (124); por sua vez, o jogo do Dilema
do Prisioneiro e o jogo da Batalha dos Sexos sdo jogos de soma ndo nula (125).

e Jogos de Informacao Completa e Jogos de Informacao Incompleta

Quando todos os participantes conhecem todas as informagdes releventes a sua tomada
de decisao, tem-se uma situacao conhecida como jogo de informagdo completa, e caso
contrario de informacao incompleta. Um exemplo de jogo de informagao incompleta
€ o leilao, pois cada jogador sabe o seu payoff, porém ndo sabe o de seus adversarios
(126,127).

3.5 EXEMPLOS DE JOGOS

Com base na representacdo e classificacao dos jogos discutidos acima, na seguinte
secdo serdo apresentados alguns jogos cldssicos estratégicos, ndo cooperativos e de informacao

completa.

e Dilema do Prisioneiro

O jogo do Dilema do Prisioneiro consiste em dois suspeitos de um crime, Alice e Bob, os
quais estdo presos e mantidos em celas separadas, sem qualquer meio de comunicagdo entre
si. A fim de investigar o crime, um Juiz € enviado para interrogar os presos, separadamente.
As estratégias de ambos sdo Cooperar com o parceiro (C') (ndo entregd-lo) ou Trair o
parceiro (D) (acusi-lo). Se ambos cooperam, eles ficardo presos por 1 ano; se ambos

delatam, a pena serd de 5 anos; se Alice coopera e Bob delata, entdo Alice ficara presa por
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10 anos e Bob saird livre. Alice saird livre e Bob ficara preso por 10 anos se Bob escolher

cooperar e Alice delatar (125).

Devido a inexisténcia de comunicagdo entre Alice e Bob, eles escolhem o perfil de
estratégias puras (Da, Dg), que é o equilibrio de Nash do jogo. Este resultado se deve ao
fato de que os jogadores sdo considerados racionais* e suas escolhas é devido ao seguinte
raciocinio: “Se eu confessar e meu colega me trair, eu ficarei preso(a) por 10 anos. Se eu
escolher trair e meu colega confessar, eu sairei livre. Caso ele também me traia, eu ficarei
preso(a) por 5 anos, entdo € melhor eu optar por trair”’. O dilema que existe nesse jogo
ocorre porque os jogadores na versdo cldssica nunca escolhem o perfil de estratégias puras

(Ca, Cg), 0 qual seria a melhor escolha para ambos, pois ficariam presos por 1 ano.

Portanto, o Dilema do Prisioneiro € de interesse para as Ci€ncias Sociais, para a Economia
(128) e para a Politica Internacional (129, 130), bem como para a Biologia (131). Por
exemplo, em um cartel, que é um acordo entre empresas, estas combinam os valores dos
precos de seus produtos, quantidade de produgdo e os locais onde atuardo. Este acordo
tem como objetivo um lucro maior, pois elas podem negociar os precos dos produtos sem
que haja concorréncia. Esta situacdo pode ser modelada através do jogo do Dilema do
Prisioneiro para multiplos jogadores, onde os jogadores sdo as empresas. A estratégia
pura Cooperar pode ser entendida como manter os pregos dos produtos de acordo com o
que foi combinado entre as empresas. A estratégia pura Trair seria a escolha que algumas

empresas tomam ao modificar seus precos para lucrar mais (128).

Um outro exemplo € a corrida armamentista ocorrida durante a Guerra Fria entre os EUA e a
URSS, que também pode ser entendida por meio do jogo do Dilema do Prisioneiro. As duas
estratégias puras disponiveis eram desarmar ou se armar, porém a escolha feita pelos EUA
e URSS foi a de se armar. Uma consequéncia dessa escolha resultou num gasto financeiro
elevado. A justificativa desta escolha pode ser dada por meio do seguinte raciocinio:
“Se meu rival ndo gastar tanto, isso me dard uma superioridade militar. Entretanto, se
ndo investirmos em armamentos, seremos militarmente inferiores se meu rival continuar
comprando armamentos. Portanto, a melhor escolha é nos armarmos”. Esta corrida teve
como resultado gastos exorbitantes por ambos os lados e o colapso da URSS em 1991
(132).

o Batalha dos Sexos

O jogo da Batalha dos Sexos representa uma situagdo cotidiana, onde Alice e Bob desejam
fazer alguma atividade juntos sdbado a noite. Porém, eles estdo impossibilitados de
combinar qual atividade fardo. Em outras palavras, ndo hd comunicacao entre eles. Alice
prefere ir a2 Opera (O), enquanto Bob ficaria contente em assistir futebol na Televisio (7)),

e ambos ficardo insatisfeitos se ndo ficarem juntos, ou seja, se Alice(Bob) for sozinha(o)

4O conceito de racionalidade significa que cada jogador escolhe a melhor op¢io em cada situacdo do jogo para

obter o maior ganho possivel, ou seja, ele € capaz de analisar o jogo e tomar a melhor decisdo (115).
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para Opera e Bob(Alice) ficar assistindo Televisdo (133). O dilema deste jogo acontece
porque dentre os dois equilibrios de Nash, (Oa, Op) e (T, 1), Alice prefere o equilibrio
(Oa, Og) enquanto Bob prefere (T, Tp). Devido a estas preferéncias, o jogo ndo possui

solugdo.

Um exemplo no cendrio da vida real pode ser ilustrado quando duas empresas que fabricam
celulares podem escolher entre construir seu produto para operar no padrdo a ou padrdo b.
Entende-se por padrao alguma qualidade do produto “celular”, por exemplo “Tela com/sem
Touch-Screen”. Frente a essas situagdes, o lucro de cada empresa € afetado pela escolha
de ambas. Os equilibrios de Nash do jogo sao os perfis de estratégias puras (a,a) e (b, b).
Portanto, com o intuito de determinar uma possivel solu¢do para este jogo, percebe-se que
¢ melhor para as duas empresas escolherem o perfil de estratégias puras (a, a) ou (b, b).
Isto se assemelha ao jogo da Batalha dos Sexos, pois os niveis de lucro das empresas sdo
altos quando estas produzem marcas compativeis (no mesmo padrao). Outras situacoes
sdo a compatibilidade do setor observada no setor bancario e em muitas inddstrias de

eletroeletrénicos (134).

Jogo de Combinar Moedas

O jogo de Combinar Moedas € caracterizado por dois jogadores, denominados Alice e
Bob, que possuem uma moeda cada. Neste jogo, os dois jogadores exibem, a0 mesmo
tempo, a moeda que cada um esconde em sua mao. Se as duas moedas possuem as mesmas
faces, ou seja, duas caras ou duas coroas, entdo Alice ganha a moeda de Bob. Caso as

faces das moedas sejam diferentes, quem ganha a moeda é o Bob (116, 135).

Quando tenta-se encontrar uma possivel solugdo, percebe-se que este jogo nao possui um
equilibrio de Nash em estratégias puras, conforme serd demonstrado mais a frente. Para
resolver este impasse, aplica-se o conceito de equilibrio de Nash em estratégia mista. Neste
caso € encontrado que cada jogador deve escolher cara e coroa com a mesma distribui¢io
de probabilidades. Dessa forma, nenhum dos jogadores terd incentivo para mudar sua

estratégia (117).

Dentro deste contexto, uma cobranga de penaltis no futebol pode ser tomada como exemplo,
a qual € estrategicamente semelhante ao jogo de Combinar Moedas. Nesta situacdo, o
batedor tem as op¢des de chutar para a esquerda, chutar para a direita ou chutar no meio
do gol. O goleiro possui a escolha de pular para a esquerda, pular para a direita ou ficar
no meio do gol com o intuito de defender o pénalti. A probabilidade do batedor marcar
um gol € maior quando as escolhas dele e do goleiro ndo combinam. Um exemplo € a
situacdo em que o goleiro pula para a esquerda e o batedor chuta no lado direito do gol. A
probabilidade do batedor marcar um gol diminui quando as escolhas combinam (136). De
forma geral, os payoffs dos dois jogadores sao assimétricos. Alids, um estudo detalhado

das acoes dos batedores e dos goleiros usando dados de duas ligas de futebol europeias foi
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realizado. Neste estudo descobriu-se que suas acdes ndo se desviam significativamente da

previsdo de um equilibrio de Nash (136, 137).

Surge a pergunta: como descrever formalmente estes eventos e sequéncias de acdes que
fazem parte da Teoria dos Jogos? A resposta mais simples € utilizando conceitos da teoria de
probabilidades, teoria de conjuntos e espagos vetoriais como ponto de partida. Nesse sentido,

apresenta-se o formalismo da Teoria dos Jogos na seguinte sec¢ao.

3.6 FORMALISMO DA TEORIA DOS JOGOS

Nesta se¢ao aborda-se as defini¢des matemadticas para o jogo estratégico finito, o qual
possui um conjunto de jogadores e de estratégias finitas.

Portanto, um jogo estratégico € representado por
e Um conjunto finito de jogadores N ={1,...,g}.

e Cada jogador i € N possui um conjunto finito de estratégias puras, representado por

Si={%i1,8i2,-..,Sim}> onde m; > 2éo nimero total de estratégias puras do jogador 1.

e Um vetors = (81,k17 59 kg -+ Sg,kg) , que é denominado perfil de estratégias puras, onde

Sik, ¢ uma estratégia pura de cada jogador i € N.

O conjunto de todos os perfis de estratégias puras formam o espago de estratégias puras do
jogo (135), dado pelo produto cartesiano S = 51 X Sy X ... X 5.

e Um vetor payoff $ = (31,92,...,9,) que possui a fun¢do payoff de cada jogador i € N.
A funcido payoff de cada jogador ¢ retorna um ndmero real de acordo com cada perfil de

estratégias puras escolhido.

A partir destas defini¢Oes, € possivel resumi-las matematicamente como o seguinte par de

expressoes

$; : S—R, (3.1)

Esta forma compacta de apresentar as estratégias e os payoffs pode ser estendida numa
representacdo de tabela ou matricial. Em particular, para um jogo de dois jogadores com duas
estratégias cada (que serd estudado ao longo do texto), as estratégias do primeiro jogador formam
as linhas e as estratégias do segundo jogador sdo as colunas de uma matriz. As entradas na matriz
sd0 dois niimeros ou pardmetros’ representando o payoff do primeiro e do segundo jogador,
respectivamente. A matriz de payoff que representa um jogo entre Alice e Bob esté caracterizada
pela Tabela 2. Se o perfil de estratégias puras s = (sy.1, S2,1) € escolhido, entdo o payoff de Alice
(Bob) € a11(b11).

5

Os payoffs dos jogadores sao atribuidos de acordo com as regras do jogo e sua classifica¢do.
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Tabela 2 — Matriz de payoff que representa um jogo entre Alice e Bob.

Bob
52,1 52,2

S1,1 (&117511) (a127512)

Alice
51,2 (a21,b21) (a22>b22)

Do formalismo exposto acima, considera-se como exemplo o jogo do Dilema do Prisio-
neiro. O conjunto de jogadores é N = {1,2} = {Alice, Bob}. O conjunto de estratégias puras de
Alice e de Bob s30: Sajice= {511, S1.2} = {Ca, Da}, Spob= {521, S22} = {Cs, Dg}. O espaco
de estratégias puras do jogo é escrito como: S = {(Ca, Cs), (Ca, Dg), (Da,Cgs), (Da, Dg)}.O
vetor payoff é representado da seguinte maneira: $ = (Sajice, $pob ). O payoff de Alice é dado por:
$atice(Ca, Cs) = 3 (1 ano de prisao), $atice(Ca, Dp) = 0 (10 anos de prisao), $ajice(Da, Cg) = 5
(sair livre) € $ajice(Da, D) = 1 (5 anos de prisdo). Da mesma forma, o payoff de Bob é descrito
como: $pop(Ca, Cp) = 3, $pob(Ca, D) = 5, $pov(Da, Cs) = 0 € $pop(Da, D) = 1.

Em consenso com o que foi discutido, pode-se compactar os jogadores, suas estratégias
e os valores de seus payoffs por meio de uma matriz de payoff. Para o jogo do Dilema do

Prisioneiro esta matriz é caracterizada pela Tabela 3.

Tabela 3 — Matriz de payoff que representa o jogo do Dilema do Prisioneiro entre Alice e Bob.

Bob
Dg Cy

Dx (1,1) (5,0)

Alice
OA (07 5) (37 3)

Para o jogo da Batalha dos Sexos, o mesmo procedimento foi realizado, porém as
estratégias sdo Opera (O) e Televisdo (T'). Portanto, a matriz de payoff que representa o jogo é

descrita pela Tabela 4.

Tabela 4 — Matriz de payoff que representa o jogo da Batalha dos Sexos entre Alice e Bob.

Bob
Og Ty
OA <5a 3) (17 1)
Alice

De modo igual, no jogo de Combinar Moedas, a matriz de payoff € representada pela

Tabela 5. A constante 1 representa que o jogador ganha a moeda do adversario. Da mesma



46

maneira, a constante —1 representa que o jogador perde sua moeda para o adversario.

Tabela 5 — Matriz de payoff que representa o jogo de Combinar Moedas entre Alice e Bob.

Bob
cara coroa

cara (1,—-1) (—1,1)

Alice
coroa (—1,1) (1,-1)

ApOs a apresentacdo do formalismo dos jogos cldssicos na forma normal e a aplicagcdo

nos exemplos acima, € natural determinar uma possivel solu¢ao de um jogo.

3.6.1 SOLUCAO DE UM JOGO

Dado o nimero de jogadores, o conjunto de estratégias de cada jogador e os respectivos
payoffs, o principal objetivo serd prever as estratégias adotadas pelos jogadores que estabelecerdo
a solu¢do do jogo. Dentro deste contexto, hd diferentes tipos de conceitos de solucdo e cada um
deles possui suas regras para indentifica-la. Além disso, alguns conceitos de solu¢do podem ndo
existir em determinados jogos e outros podem levar a inimeras solugdes (115). Dentre estes, um

maior enfoque serd dado ao conceito de equilibrio de Nash e 6timo de Pareto (82,99).

3.6.1.1 EQUILIBRIO DE NASH

Das possiveis solugdes que um jogo pode ter, a mais conhecida € o equilibrio de Nash,
criado por John Forbes Nash Jr em 1950 (2), durante seu trabalho de Pés-Gradua¢do em Matema-
tica na Universidade de Princeton. O equilibrio de Nash tem sido usado para analisar situagdes
hostis como a guerra e as corridas armamentistas (138), na ocorréncia de corridas bancérias e
crises cambiais (139), organizacao de leildes (140, 141), nas penalidades do futebol (137), entre

outros. Nesse sentido, afirma-se que o perfil de estratégias puras (117, 142)

*

_ * * * * *
st = <317k1, Sty Sidkyr Sidlkipar sgv,ﬁg> (3.3)

€ um equilibrio de Nash se nenhum jogador ¢ tiver um incentivo para sair do equilibrio mudando
apenas sua propria estratégia pura s; ;. O perfil de estratégias puras s* configura um equilibrio

de Nash se a seguinte desigualdade for respeitada (115, 143)
* * * *
$’i <817k17 ey Si-l,k)i717 Siyki’ 8i+1,ki+17 ey Schg)
* * * * *
<85 (ST STt Sk S5y ) (3.4)

Vi € N,Vsiy, € S;. Desta maneira, cada jogador i fixa as estratégias puras dos seus adversérios
e varia sua propria estratégia pura s; j,, de modo que ele analisa como seu payoff € modificado.
Porém, um perfil de estratégias puras s* é um equilibrio de Nash se o payoff $; de cada jogador i

em funcdo do perfil de estratégias puras s* € maior ou igual em relag@o a outro possivel perfil.
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E importante ressaltar que a Equagdo (3.4) é vilida somente quando estratégias puras
sdo consideradas. Além disso, com o intuito de deixar claro o conceito definido acima, o jogo do
Dilema do Prisioneiro e da Batalha dos Sexos serdo tomados como exemplo.

Para o jogo do Dilema do Prisioneiro, com estratégias e payoffs definidos na Tabela 3,
existe um equilibrio de Nash em estratégias puras: o perfil de estratégias puras (Da, Dg). Este é
um equilibrio de Nash porque se Alice escolher a estratégia pura C e Bob a estratégia pura Dg,
seu payoff sera 0, ou seja, menor do que se ela escolher a estratégia pura D,, pois seu payoff

serd 1. Resumindo o que foi dito e com o auxilio da Equacgdo (3.4), pode-se escrever
$atice (Ca, D) < Satice (Da, Dg). (3.5)

Analisando o jogo do ponto de vista de Bob, também € melhor para ele escolher a
estratégia pura Dg, pois caso Alice confesse, ele ganha 5. Se Alice trai, entdo ele ganha 1. Em

termos da Equacdo (3.4) tem-se
$Bob (Da, Cs) < Sob (Da, Dp). (3.6)

Portanto, de acordo com o que foi discutido, o perfil de estratégias puras (D,, Dg) é o equilibrio
de Nash do jogo do Dilema do Prisioneiro.

Dando continuidade a anélise dos jogos, tem-se o jogo da Batalha dos Sexos compactado
na Tabela 4. Neste jogo hd dois equilibrios de Nash em estratégias puras: o perfil de estratégias
puras (Oa, Og) e (T, Tg). O perfil de estratégias puras (Oa, Op) é um equilibrio de Nash porque
se Bob escolher a estratégia pura Og, é melhor para a Alice escolher a estratégia pura O também,
pois ela ganha 5 em vez de 1. Em outras palavras e com o auxilio da Equacgdo (3.4), é possivel

escrever a seguinte desigualdade
$atice (Ta, Op ) < $aiice (Oa, Og). (3.7)

O mesmo critério também vale para Bob. Para ele é melhor escolher a estratégia pura Og em vez

de Ty, caso Alice também escolha a estratégia pura O
$Bob (Oa, Ts ) < $Bob (Oa, Os) . (3.8)

A mesma argumentagdo usada para demonstrar que o perfil de estratégias puras (O, Og) é um
equilibrio de Nash pode ser utilizada para demonstrar que o perfil de estratégias puras (T, 1)
também é.

De acordo com o que foi discutido, os dois jogos apresentados acima possuem equilibrio
de Nash em estratégias puras. Contudo, alguns jogos ndo possuem este equilibrio de Nash,
tal como o jogo de Combinar Moedas. Isto pode ser provado analisando a matriz de payoff
caracterizada pela Tabela 5, e notando-se que: $4jice (coroa, cara) < $ajice (cara, cara). Porém,
o perfil de estratégias puras (cara, cara) ndo é um equilibrio de Nash porque nio obedece a
seguinte desigualdade para o payoff de Bob: $p,, (coroa, cara) < $p.p (cara, cara). A mesma

andlise das desigualdades para o payoff de Alice e de Bob € feita para o perfil de estratégias
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puras: (coroa, coroa), (coroa, cara) e (cara, coroa). Desta andlise, pode-se afirmar que este jogo
nao possui equilibrio de Nash em estratégias puras. Quando isso acontece, deve-se procurar
outras maneiras de encontrar uma solugdo. Dentre as alternativas, seria escolher uma distribui¢dao
de probabilidades sobre as estratégias puras (144). Desta escolha, a agdo que o jogador deve
desempenhar € misturar suas estratégias de modo imprevisivel durante o decorrer do jogo. Por
exemplo, um jogador de t€nis pode escolher em devolver o saque com um forehand ou um
backhand® de uma maneira aleatéria de tal forma que seu oponente ndo possa prever (119). Além
disso, para esta classe de jogos, a Equacdo (3.4) precisa ser estendida com o intuito de incluir
uma probabilidade associada a cada uma das estratégias puras de cada jogador. Portanto, na

préxima secdo serd abordado o equilibrio de Nash de estratégias mistas.
3.6.1.1.1 Equilibrio de Nash de estratégias mistas

O conceito de equilibrio de Nash de estratégias mistas foi primeiramente apresentado
pelo matemético John Von Neumann e pelo economista Oskar Morgenstern em 1944. Porém,
este conceito ficou restrito a jogos de soma nula com conjunto de estratégias finitas. Estes autores
demonstraram que para qualquer jogo de soma nula de dois jogadores existe uma solucao de
estratégia mista (1). Em 1951, Nash (2) generalizou este conceito para qualquer jogo com um
conjunto finito de estratégias e demonstrou que deve existir pelos menos um equilibrio de Nash
de estratégias mistas. Um exemplo do uso de estratégias mistas pode ser dado através de uma
cobrancga de penltis no futebol. O batedor deve sempre variar a escolha do lado ao bater, pois
se ele ndo fizer isso correrd o risco do goleiro defensor advinhar o lado da batida. Um exemplo
real ocorreu na final da Liga dos Campedes de 2012. Nesta final, o Chelsea venceu o Bayern de
Munique com uma eficiente atuagao do goleiro tcheco Petr Cech. Petr Cech durante as cobrangas
de pénaltis pulou todas as vezes na dire¢do correta da batida, defendendo a cobranca do croata
Ivica Olié. O jogo terminou em 4 — 3, pois o alemao Bastian Schweinsteiger e Ivica Oli¢ do time
do Bayern, e o espanhol Juan Mata do time do Chelsea ndo converteram suas penalidades. Apds
a decisao, Cech revelou que havia assistindo a um DVD de duas horas que continha todas as
penalidades cobradas pelo time do Bayern desde 2007 (146). Dentro do contexto deste exemplo,
pode-se definir matematicamente uma estratégia mista.

Uma estratégia mista p; = (p; 1, Di2, - - - , Pim,;) Para o jogador ¢ € N, é uma distribui¢do
de probabilidades sobre o conjunto S; de estratégias puras do jogador ¢. Em outras palavras, p; é

um elemento do conjunto (135)

A,

m;
.= (PinsPigs - Pim) ER™ [pin 20, pim, 20e Zpi,k =1;. (3.9)
k=1

A Equacdo (3.9) pode ser entendida pelo fato de que o jogador 7 escolhe a estratégia pura

s;,1 com uma probabilidade p; ;, a estratégia pura s; » com uma probabilidade p; », € assim por
6

O forehand é o golpe batido do mesmo lado do corpo em que se segura a raquete. Se o jogador € destro, o golpe
€ chamado de direita. Se o jogador é canhoto, chama-se de esquerda. Backhand é o golpe batido do lado oposto
do corpo ao que se segura a raquete. Se o jogador € destro, o golpe chama-se esquerda; se o jogador é canhoto, o
golpe chama-se direita (145).
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diante, até a sua estratégia pura s; ,,, escolhida com probabilidade p; ,,. E importante ressaltar
que uma estratégia pura s; ,, pode ser identificada com uma distribui¢do de probabilidades, onde
Dik, = 1 e as demais probabilidades sdo nulas.

Para o caso particular de um jogador < com duas estratégias puras, escreve-se a Equacio

(3.9) de uma maneira mais simplificada (135)
Ay ={(p,1-p) €eR*|0<p< 1}, (3.10)

de tal forma que o jogador ¢ escolhe a estratégia pura s; ; com uma probabilidade p,; = pea
estratégia pura s; o com uma probabilidade p; » = 1 — p.
O espaco de todos os perfis de estratégias mistas é dado pelo seguinte produto cartesiano
(147)
A=Ay XAp, X... XA, (3.11)

o qual é denominado espago de estratégias mistas.

Além disso, um vetor p = ((p1), (P2), - - -, (Py)) € A é denominado um perfil de estraté-
gias mistas. Cada perfil de estratégias mistas p determina um payoff esperado, ou seja, uma média
dos payoffs ponderada pelas distribui¢des de probabilidades (115,148, 149): (p1), (P2), - - -, (Py)-
O payoff esperado € calculado por

mip  mg mg
$i (p) - Z Z o Z pl,k1p2,k2 .. -pg,kg$i (Sl,kla 82,k27 ... 7Sg,kg> . (312)

ki=1ko=1  ky=1

E importante salientar que o termo $; (Sl,kn 52kay - s 3g7k9) € o payoff de estratégias puras
mencionado na Seg¢do 3.6.1.1.

Para tornar claro o que foi apresentado acima, considera-se como exemplo o jogo do
Dilema do Prisioneiro caracterizado na Tabela 3. Se Alice escolhe a distribui¢do de probabilidades
p1 = (%, %) e Bob escolhe a distribuicdo de probabilidades p, = (%, %
esperados de Alice, §Alice (p), e de Bob, ggob (p), associados ao perfil de estratégias mistas

p=((P1), (P2)) = ((5,3), (3, 2)), sdo escritos como

), entdo os payoffs

2 2

— 5

$ alice (p) = Z Z pl,k1p2,k2$Alice (Sl,kla 82,k2) = 5, (3.13)
ki=1 ko=1

_ 23 5

$Bob (P) = kz:_lkz:_lpl,klpz,kﬁlsob (81,1 S2,kp) = 5 (3.14)

Embora neste trabalho h4 uma restri¢cao a dois jogadores com duas estratégias cada, a
Equacao (3.12) € valida para g jogadores com m; estratégias cada. Um exemplo, para o qual
calcula-se o payoff esperado para 3 jogadores se encontra no Apéndice A. Ainda dentro desta
discussdo, todos os critérios basicos para solugdes de jogos em estratégias puras podem ser

estendidas para estratégias mistas (135). Portanto, afirma-se que

P = (), (P1). (P)). (P}s1), - -, (P))) € A, (3.15)
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¢ um equilibrio de Nash de estratégias mistas se a seguinte desigualdade for respeitada (115)

gi ((pT)> IR (pzll)a (pi)a (p;rl)v T (p;» < gz ((pik)v T (p;'kfl)v (p;'k)u (p:+1)ﬂ S (p;)) >
(3.16)

Vpi € A,,,. Desta forma nenhum jogador sente motivacdo de trocar a sua estratégia mista se os
demais jogadores ndo o fizerem (135).

Nash demonstrou que todo jogo definido por matrizes de payoffs possui um equilibrio
de Nash de estratégias mistas (2). A demonstragcdo pode ser feita pelo teorema do ponto fixo de
Brouwer (150). Este teorema foi proposto em 1910 e € um importante resultado que garante a
existéncia do ponto fixo em fung¢des continuas sob certas condi¢des. Para um grupo grande de
cientistas que trabalham nas dreas de Anélise, Algebra, Légica, onde é possivel propor aplicagdes
em Economia, Computacdo, Fisica e Engenharia (151), o teorema do ponto fixo é considerado
uma contribuicio relevante. Com base neste teorema’, serdo apresentados dois teoremas da

Referéncia (135), os quais ajudardo a determinar os equilibrios de Nash via um problema de

otimizacao.
Teorema 1. Paracadat=1,...,gek; =1,...,my, define-se as funcoes
Zik,  A—R
P — zik (P),
onde,

Zik; (p) = gl ((pl) Y (pi—l) ) (Si,ki) ’ (pi-i—l) Y (pg))
=8 (1) +-- > (Pi=1) . (P1) . (Pis1) - - (). (3.17)

isto é, z; i, mede o ganho ou perda do jogador 1 quando ele troca a distribuigdo de probabilidades

p pela estratégia pura s; j,. Tem-se que p* é um equilibrio de Nash se, e somente se,
zig (P7) <0,

paracadai=1,...,gek;=1,...,m,.

Teorema 2. Paracadat=1,...,gek; =1,...,m;, define-se as funcoes

biki A — R,

)

p— bi,ki (p) = max {07 Zik; (p>} .
Portanto, p é um equilibrio de Nash se, e somente se,
bik, (P) =0,

paracadat=1,...,gek;, =1,...,m,.

7 Uma demonstracio deste teorema estd detalhada na Referéncia (150).
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O Teorema 1 e Teorema 2 propdem uma maneira de se calcular os equilibrios de Nash

de um jogo. Eles s@o solugdes do seguinte problema de otimizagdo ndo-linear (147)

g my
minimizarz Z (bix, (p))?, sujeitoa p € A. (3.18)

i=1 k=1

Portanto, a soma de quadrados € zero se, e somente se, cada parcela € igual a zero (135).

Como exemplo escolhe-se o jogo do Dilema do Prisioneiro. Para este jogo, considera-se
que Alice escolhe a estratégia pura Cooperar (C') com probabilidade p e a estratégia pura Trair
(D) com probabilidade 1 — p. Bob adota a estratégia pura Cooperar (C') com probabilidade ¢
e a estratégia pura Trair (D) com probabilidade 1 — ¢. Portanto, Alice escolhe a distribui¢ao
de probabilidades p; = (p, 1 — p) e Bob a distribui¢io de probabilidades p, = (¢, 1 — ¢). Da
Equagdo (3.18), o perfil de estratégias mistas p = ((p, 1 — p), (¢, 1 — ¢)) é um equilibrio de

Nash se, e somente se, (p, q) € solugdo do seguinte problema de otimizacdo

2 2
minimizarz Z (big, ()*,0<p<1,0< g < 1 (3.19)

i=1 k;=1

Com o intuito de simplificar a notacio, os somatdrios acima serdo denotados como uma varidvel
G (p, q). Além disso, calcula-se o primeiro termo desse somatdrio a fim de tornar as ideias mais
claras. Portanto,

2

G(p,q) = Z Z (bik, (P))” = (br1 (P))” + (br2 (P))” + (b2 (P))” + (b2 (P))*.  (3.20)

=1 k;=1
Das definicdes apresentadas no Teorema 1 e Teorema 2, € possivel calcular o termo
b11 (p) da Equagdo (3.20), o qual é dado por
bia(p) = max{0,21(p)}, (3.21)
= max {0, Satee ((C), (P2)) = Satee (P): (P2)) } - (3.22)
Com base no Teorema 1, 0 termo $5c. ((C), (p2)) da Equagio (3.22) é escrito desta forma porque
a Alice escolhe a estratégia pura Cooperar C' em vez da distribui¢do de probabilidades p;. Com

base nos valores da matriz de payoff caracterizada na Tabela 3, seré calculado separadamente os

termos da Equacao (3.22)

gAlice ((0)7 (PQ)) = gAlice ((C), (CL 1— Q)) = 3¢, (3.23)
$atice (P1), (P2)) = Satice (1,1 —p), (0,1 —q)) = —pg+4g+1—p.  (3.24)

Desta forma, por meio das Equagdes (3.23)-(3.24), a Equacgao (3.22) € escrita como

b (p) = max {0, Sance ((C), (p2)) — S (). (P2)) . (3.25)
= max{0,(¢+1)(-1+p)}. (3.26)

Os outros termos by » (p), ba1 (P) € ba2 (p) foram calculados da mesma maneira.
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Figura 9 — Esta figura ilustra os termos z; 1 (p), 212 (P), 22,1 (P) € 22,2 (p) para o jogo do Dilema
do Prisioneiro. De acordo com a escala de cores, percebe-se que em algumas regides
estes termos sdao negativos.

z (p) z (p)

Fonte: A autora.

Antes de calcular G(p, ¢) é importante que os termos 21 1 (P), 21,2 (P), 221 (P) € 222 (P)s
sejam positivos nas intersecoes de p e g. Como ilustrado na Figura 9, em algumas regides estes
termos sao negativos, como para o caso de z;; (p) que correspondem aos argumentos nao nulos
das chaves da Equacgdo (3.25)-(3.26). Para esta situaciao e como ilustrado na Figura 10, as regides
que possuem valores negativos sdo atribuidos o valor de 0. Nestas regides os termos da Equacao

(3.20) sao contabilizados como nulos e pode-se escrevé-la como

minimizar G (p,q) = (max{0,(¢+1)(=1+p)})* + (max{0,p(1+¢)})°

+(max {0, (¢ — 1) (p+ D})* + (max {0, ¢ (1 +p)})*,
onde,0 < p<1,0< gl (3.27)

O gréfico de G (p, q) da Equagéo (3.27) estd ilustrado na Figura 11. Desta figura tem-se como
resultado que o perfil de estratégias mistas ((p*), (q*)) = ((0,1), (0, 1)) é o tnico equilibrio de
Nash para o Dilema do Prisioneiro. Além disso, ele representa a escolha do perfil de estratégias
puras (Da, Dg), o qual discutiu-se ser um equilibrio de Nash na Se¢@o 3.6.1.1.

Da mesma maneira como procedeu-se para o Dilema do Prisioneiro, a Equagdo (3.19)
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Figura 10 — Nesta figura, para evidenciar a atribui¢do de zero na regido onde os termos 21 1 (p),
212 (P), 221 (P) € 222 (P) sd0 negativos, reescreve-os como & 1 (p), £12 (P), &2.1 (P)
e &2 (p). Desta forma, as regides que possuiam valores negativos, foram contabili-
zadas na Equacdo (3.20) como nulos.
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Fonte: A autora.

no caso do jogo da Batalha dos Sexos € escrita como

minimizar G (p,q) = (max{0,2 (3¢ — 1) (1 —p)})* + (max{0,2p(~3¢ +1)})°
+ (max {0,2 (3p — 2) (1 — ¢)})* + (max {0,2¢ (—3p + 2)})*,
onde,0 < p<1,0<q<l. (3.28)

O grafico da Equacdo (3.28) € ilustrado na Figura 12. Desta figura encontra-se que
os perfis de estratégias mistas ((p*), (q*)) = ((1,0),(1,0)), ((p*),(q*)) = ((0,1),(0,1))
e (p*),(a") = ((3,3),(3,2)) sdo os equilibrios de Nash do jogo. O perfil de estratégias
mistas ((p*), (q*)) = ((1,0),(1,0)) e ((p*),(q*)) = ((0,1),(0,1)) representam o perfil de
estratégias puras (Oa, Op) e (T, Ty), respectivamente. Estes perfis sdo os equilibrios de Nash
do jogo discutidos na Sec¢do 3.6.1.1. Além destes, o perfil de estratégias mistas ((p*), (q*)) =
((%, %), (%, %)) € um equilibrio de Nash que surge quando estratégias mistas sdo adotadas.

Por outro lado, o jogo de Combinar Moedas ndo possui equilibrio de Nash de estratégias
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Figura 11 — O perfil de estratégias mistas ((p*), (q*)) = ((0,1), (0, 1)) é o tnico equilibrio de
Nash do jogo do Dilema do Prisioneiro. A figura a esquerda representa o grafico de
G(p, q) da Equacdo (3.27). A figura a direita ¢ uma ampliagdo do gréfico a esquerda.
Em ambos os gréficos o equilibrio de Nash € representado por um quadrado preto.
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Fonte: A autora.

Figura 12 — Os perfis de estratégias mistas ((p*),(q*)) = ((1,0),(1,0)), ((p*),(q*)) =
((0,1),(0,1)) e ((p*), (a%)) = ((3,3), (3, %)) sdo os tnicos equilibrios de Nash do
jogo da Batalha dos Sexos. A figura a esquerda representa o gréfico de G(p, ¢) da
Equacio (3.28). A figura a direita € uma ampliagcdo do grafico a esquerda. Em ambos
os gréficos os equilibrios de Nash sdo representados por quadrados pretos.

G (p,q) G (p,q)

0.4
q 06

Fonte: A autora.

puras, porém se estratégias mistas sdo empregadas, entdo a seguinte equacao deve ser minimizada

minimizar G (p,q) = (max{0, -2 (=1 +p)(2¢ — 1)})* + (max {0, —2p (2¢ — 1)})°
+(max{0,2(2p — 1) (=1 +¢)})* + (max {0,2¢ (2p — 1)})*,
onde,0 < p<1,0<qg<l, (3.29)

e pela Figura 13 observa-se que o perfil de estratégias mistas ((p*), (q*))
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unico equilibrio de Nash do jogo.

Figura 13 — O perfil de estratégias mistas ((p*), (q*)) = ((3,1), (3, 3)) € o tnico equilibrio de
Nash do jogo de Combinar Moedas. Esta figura representa o gréfico de G(p, ¢) da
Equacio (3.29). O equilibrio de Nash deste jogo esta representado por um quadrado

preto na figura.

3.5

2.5

Fonte: A autora.

3.6.2 OTIMO DE PARETO

Em um jogo, pode existir um perfil ou perfis de estratégias, que sejam os melhores
possiveis para o conjunto dos jogadores, e que também pode ou ndo ser um equilibrio de Nash.
Para esta situacdo, definiu-se o conceito de eficiéncia de Pareto ou 6timo de Pareto. Este conceito
se deve ao trabalho realizado por Vilfredo Pareto (1848 —1923), engenheiro e economista italiano,
que utilizou o método em seus estudos de eficiéncia econdmica e distribuicao de renda. O 6timo
de Pareto também pode ser aplicado em dareas tais como Economia, Engenharia e Ciéncias
Sociais (152). Dentro deste contexto, o 6timo de Pareto € um perfil ou perfis de estratégias,
em que se algum jogador decidir alterar sua estratégia ndo serd possivel aumentar o payoff de
qualquer jogador sem diminuir o payoff de algum outro (142). No jogo do Dilema do Prisioneiro,
o perfil de estratégias puras (Ca, Cg) obedece esta condi¢do, pois se a Alice escolher Da, ela
alterard o payoff de Bob de 3 para 0. Da mesma maneira, se Bob escolhe Dg, ele alterard o
payoff de Alice de 3 para 0. Além disso, os equilibrios de Nash (Oa, Og) e (Ta, 1) do jogo da
Batalha dos Sexos satisfazem a condicdo de 6timo de Pareto, pois nenhuma outra combinacdo de
estratégias aumenta o payoff de um jogador sem diminuir o do outro. Para o caso de um jogo de
soma zero, tal como o jogo de Combinar Moedas, todos os perfis de estratégias puras sdo 6timos
de Pareto. Neste caso nenhum jogador pode ganhar sem que o outro jogador perca (82).

Desta maneira, apds a apresentagdo e discussao de definicdes e exemplos da Teoria dos

Jogos, a Teoria dos Jogos Quanticos serd abordada.
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3.7 TEORIA DOS JOGOS QUANTICOS

Os jogos tém fascinado os matematicos por muito tempo e tem sido usados para estudar
uma variedade de assuntos, desde a evolu¢do do comportamento animal até a probabilidade
de conflito nuclear. Recentemente, este campo da Teoria dos Jogos estd tomando uma direcao
completamente nova, liderada por fisicos interessados na Mecanica Quéantica. Esta ligacdo entre
a Mecanica Quantica e Teoria dos Jogos deu origem a area da Teoria dos Jogos Quénticos. Nas
versdes quanticas de jogos existentes, os jogadores podem manipular suas estratégias (vetores
de estado quanticos) por meio de operadores de estratégias quanticas. Alguns pesquisadores
afirmam que esta possibilidade de manipulagdo faz desaparecer alguns dilemas que existem
em jogos cldssicos, tal como no jogo do Dilema do Prisioneiro. Outros pesquisadores estao
usando os jogos para desenvolver novos algoritmos que poderdo ser aplicados em computadores
quanticos (13). A primeira e mais simples andlise de um jogo quantico foi publicada em 1999
por David Meyer (23). Meyer apresentou um jogo chamado de jogo PQ, onde dois jogadores,
Picard e Q, podem girar uma moeda ou ndo com igual probabilidade, permitindo que ambos
os jogadores tenham igual chance de vencer. Se o jogador Q puder escolher um operador de
estratégia quantica que superponha as estratégias cara e coroa, entdo ele sempre vencera seu
adversario Picard (106). Em sintese, Meyer demonstrou a vantagem desta superposi¢do quantica
no contexto da Teoria dos Jogos Quanticos. De acordo com a Mecanica Quantica, os objetos
podem existir em estados conhecidos como “superposi¢des”. Desta forma, Meyer analisou uma
nova versao do jogo, onde o jogador Q pode incluir combina¢des quanticas de cara e coroa,
e sdo essas combinacgdes que permitem que o jogador Q sempre venga. O exemplo de Meyer
pode parecer abstrato, mas jogos semelhantes podem ajudar os pesquisadores em sua busca de
encontrar usos para futuros computadores quanticos. De acordo com a literatura, a primeira
ideia de um computador quantico tomou forma quando Deutsch em 1985 (71) definiu uma
versdo quantica da Maquina de Turing, demonstrando que um computador quantico realizaria
tarefas mais eficientemente do que um computador cldssico. Nesse sentido, Deutsch também
demonstrou a vantagem de uma superposicdo de estados quanticos. Uma tentativa de analogia
com alguma operagdo cldssica seria como saber se uma moeda possui de um lado uma cara e
do outro coroa, com apenas uma medida. Desta forma, € possivel observar ambos os lados da
moeda de uma sé vez (153).

Ainda dentro do ambito desta discussdo, em 1999, Eisert et al. (27) descreveram uma
versdo quantica do jogo do Dilema do Prisioneiro. No esquema de Eisert et al., os jogadores
podem escolher uma superposi¢cdo entre os estados quanticos Cooperar e Trair, mas além
disso os autores levaram em conta o emaranhamento. De acordo com a Mecéanica Quaéntica,
os estados quanticos das particulas emaranhadas exercem uma influéncia uns sobre os outros.
Se, por exemplo no caso de dois fotons, a polarizacdo de um dos fétons for medida, entdo a
polarizacdo do outro serd influenciada instantaneamente. As estratégias dos jogadores podem
ser representadas pelo estado quantico de uma particula, tal como em fétons ou em elétrons.

Se as particulas estiverem emaranhadas, as duas estratégias podem ser modificadas quando
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medidas, mesmo que nenhum dos jogadores tenha conhecimento da decisdo do outro. Desta
maneira, os jogadores nio precisam ter as mesmas escolhas ou também podem tentar influenciar a
escolha do outro por meio do emaranhamento. Ao considerar um nimero limitado de operadores
de estratégias quanticas possiveis, Eisert ef al. mostraram que em vez de uma traicao direta,
uma forma de cooperagdo em que o emaranhamento permite que os jogadores influenciem a
decisdo do outro, pode resolver o dilema (13). Dentro desse contexto, Peter Shor (154), em
1994, apresentou um algoritmo para fatoracao de niimeros primos provando que esta fatoracao
em computadores quanticos € realizada com muito mais eficiéncia do que em um computador
cléassico (155). Uma aplicagdo deste algoritmo de fatoracdo € a criptografia de senhas de cartdes
de crédito. Contudo, implementar algo como o algoritmo de Shor exigiria centenas ou milhares
de particulas emaranhadas, o que € tecnicamente muito desafiador. Contudo, em jogos simples,
como o Dilema do Prisioneiro na versdo quantica, € necessario apenas um gbit por jogador (13).

Desta forma, a Teoria dos Jogos Quanticos € importante porque pode ser aplicada na
Computacdo Quantica e Informacao Quantica para estudar a Comunicagdo Quantica (156),
Protocolos de Computacdo Quantica (157), a Clonagem Otima (104), Teleporte Quantico (158)
e na Estimativa do Estado Quantico (159).

Com base na discussdo feita acima, serd apresentado nas seguintes secdes 0 jogo quantico
PQ proposto por Meyer, o formalismo dos jogos quénticos, a versdo quantica do jogo do Dilema
do Prisioneiro proposta por Eisert ef al. e o jogo da Batalha dos Sexos na versdo quantica

proposta por Marinatto e Weber. Seguindo esta ordem, na proxima secao serd discutido o jogo

PQ.

3.7.1 0OJOGO PQ

Meyer (23), em seu trabalho sobre a Teoria dos Jogos Quanticos, considerou um jogo
simples de girar uma moeda, denominado de jogo PQ, o qual € uma versao modificada do jogo

tradicional de Combinar Moedas. O jogo PQ possui a seguinte configuragcao
1. Ha dois jogadores, o jogador “Picard” e o jogador “Q”.
2. O jogador Q prepara o estado da moeda no estado cara.
3. A moeda é colocada em uma caixa com a face cara para cima.

4. Apo6s colocarem a moeda dentro da caixa e fechd-la, o jogador Q pode escolher um
operador de estratégia quantica que gire a moeda ou escolher um operador de estratégia
quantica que deixa o estado da moeda inalterado. Picard, sem saber a acdo do jogador
Q pode fazer o mesmo. Por fim, o jogador Q aplica seu operador de estratégia quantica
que gire ou ndo a moeda. E importante ressaltar que quando um dos jogadores aplica seu

operador de estratégia quantica, o seu adversario nao sabe qual operador foi escolhido.
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5. Apés a segunda aplicacao do operador de estratégia quantica pelo jogador Q no estado da
moeda, os jogadores abrem a caixa. O jogador Q ganha o jogo somente se a moeda tem a

face cara para cima.

6. Cada um dos jogadores tem 4 possibilidades de vitdria de acordo com a matriz de payoff

apresentada na Tabela 6.

Tabela 6 — Matriz de payoff que representa o jogo PQ, onde N (F) representa ndo girar (girar)
a moeda. Os nimeros na matriz sdo os ganhos dos jogadores, o primeiro indice é o
ganho de Picard e o segundo é o ganho do jogador Q. Por exemplo, (—1, 1) significa
que Picard perde, enquanto o jogador Q ganha quando o estado final da moeda € cara.

Q
NN NF FN  FF
Picard N (—1,1) (1,—-1) (1,—-1) (=1,1)
F (1,-1) (-1,1) (=1,1) (1,-1)

Para este jogo quantico, as escolhas cara e coroa sdo representadas como estados quanti-
cos |0) e |1) no espaco de Hilbert de um sistema de dois estados, um gbit. Como foi discutido
anteriormente, na versao cldssica deste jogo, as a¢des de girar ou ndo girar a moeda t€ém uma
correspondéncia na versdo quantica. Desta forma, o operador de estratégia quantica que permite
girar a moeda é representado pelo operador quantico & ,. Da mesma maneira, o operador de
estratégia quantica que mantém o estado da moeda é representado pelo operador quantico 1.

Estes operadores podem ser definidos em termos de matrizes da seguinte maneira

&x:<01>ei:(10>. (3.30)
10 01

Neste jogo, além dos operadores &, e 1, o jogador Q pode escolher o operador de
estratégia quantica H, conhecido como operador quantico Hadamard. Este operador pode ser

representado pela seguinte matriz

ﬁ—i L (3.31)
Cv2 1 -1 ) '

Desta possibilidade de escolha, caso o jogador Q adote o operador de estratégia quantica H
para manipular o estado da moeda no seu primeiro movimento e adote o operador de estratégia
quantica H' no seu segundo movimento, entdo ele sempre vencerd o jogo, independentemente
de Picard escolher &, ou 1. O jogador Q sempre ganha porque o estado final do jogo sempre

serd |0) conforme mostra o esquema abaixo

.S 0) +[1) . o 1) + 10) .z
0) = QaplicaH — “L—"X — Picard aplica ¢, — ~—+—-L — Qaplica H' — |0},
0) = Qap 73 p NG Qap 10)
0) + 1) 0) + 1)

0) — QaplicaH — — Picard aplical — — Qaplica H' — |0).

V2 V2
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Do resultado do esquema acima, a atuacdo do operador de estratégia quantica H permite
que o jogador Q superponha os estados cara e coroa da moeda. Portanto, Meyer demonstrou que
a possibilidade de superposi¢cdes de estados em jogos quanticos € uma das vantagens em relagdao
a um jogo classico.

Dos argumentos apresentados, concluiu-se que existe um ganho quando propriedades
quanticas sao utilizadas. Nesse sentido, na seguinte se¢ao serd apresentado o formalismo dos

jogos quanticos com base no formalismo proposto por Eisert et al. (27, 160).

3.7.2  FORMALISMO DA TEORIA DOS JOGOS QUANTICOS

No formalismo dos jogos quanticos, as estratégias disponiveis para cada jogador sao
representadas por vetores de estado quanticos. Os jogadores podem manipular os estados quanti-
cos por meio da aplicagdo de operadores de estratégias quanticas. Os jogos quanticos podem ser
classificados como jogos estaticos e jogos dinamicos. Em jogos estaticos, os jogadores aplicam
seus operadores de estratégias quanticas simultaneamente. Em jogos dindmicos, os operadores
de estratégias quanticas sdo aplicados de forma sequencial (142). No inicio do jogo, o Juiz
pode alterar a estratégia, a qual é normalmente um vetor de estado quantico do tipo: |0, 0, .. .),
aplicando um operador J, com o intuito de obter um estado desejado, tal como um estado
emaranhado. Apds a atuagdo do Juiz, os jogadores individualmente aplicam seus operadores
de estratégias quanticas. Depois da atuacdo dos operadores, o Juiz aplica o operador J f para
desfazer a sua aplicacdo anterior (J). Desta maneira o estado final do jogo é obtido. Por meio do
estado final, uma medida € realizada e o payoff para cada jogador € atribuido (161).

Neste trabalho, estudou-se jogos quanticos estdticos baseados no formalismo descrito

por Eisert et al. (27). Desse formalismo, um jogo quantico é representado por
e Um conjunto finito de jogadores N' ={1,...,g}.

e Cada jogador i € N possui um conjunto finito de estratégias puras, representado por
Si={|si1):8i2) - |%m;)} € ao espaco de Hilbert H; do jogador i e m; > 2 é o
numero total de estratégias puras do jogador <.

e Umvetors = [s14,) @ |[S24,) ®...® |Sg,kg >, que € denominado perfil de estratégias puras,

onde |s; x,) é uma estratégia pura de cada jogador i € N.

O conjunto de todos os perfis de estratégias puras formam o espago de estratégias puras do
jogo, dado pelo produto tensorial S = 51 ® S ® ... ® S, € Hy @ Hy ... ® Hy,.

e Um vetor payoff $ = (31,92,...,9,) que possui a fun¢do payoff de cada jogador i € N.
A fungdo payoff de cada jogador ¢ retorna um ndmero real de acordo com cada perfil de

estratégias puras escolhido.

Dentro deste formalismo, Eisert ef al. quantizaram o jogo do Dilema do Prisioneiro,
para o caso de dois jogadores com duas estratégias cada. Além disso, as estratégias podem ser

emaranhadas pelo Juiz. Nesse sentido, este jogo serd apresentado na préxima secao.



60

3.7.3 VERSAO QUANTICA DO JOGO DO DILEMA DO PRISIONEIRO

Na formulacao quantica proposta por Eisert et al. para o jogo do Dilema do Prisioneiro,
as estratégias puras Cooperar (C) e Trair (D) devem ser representadas como estados quanticos

|C') e | D) no espago de Hilbert de um sistema de dois estados, um gbit, onde

|O>z|o>=<é),|D>z|1>=<2>. (3.32)

Em cada caso, o estado do jogo € descrito por um vetor do espaco de um produto tensorial
que é gerado pelos vetores da base cldssica {|Ca, Cg), |Ca, D), |Da,Cs), |Da, Dg)}, onde
os subindices definem a ordem na qual o produto tensorial dos elementos da base de estados

quanticos, que geram o espaco de Hilbert, correspondem para Alice e para Bob, respectivamente.

Figura 14 — Representacao do protocolo proposto por Eisert ez al.. (1) Ha dois jogadores, Alice e
Bob. Cada um destes jogadores possui um gbit. Alice prepara o gbit no estado |Cl).
Da mesma maneira, Bob prepara o gbit no estado |Cg). Apds prepararem os estados
dos gbits, Alice e Bob os enviam para um Juiz. (2) O Juiz manipula os estados
dos gbits, de modo que os emaranha. Apds a atuacao do Juiz, ele envia os gbits
novamente para Alice e Bob (o estado apds a atuac@o do Juiz é representado por
|Wo)). (3) Alice (Bob) pode mampular o estado de seu gbit aplicando um operador de
estratégia quantica Upx (Oa, QSA)(L{B (0, ¢8)),onde 0 < OUap < Tel < gap < 3.
Ap6s Alice e Bob atuarem os operadores de estratégias quanticas, eles enviam seus
gbits para o Juiz. (4) O Juiz desemaranha os estados dos gbits. Por meio do estado
final obtido |V ;) a medida é realizada e os payoffs dos jogadores sdo atribuidos.

c
0 7,

G

Fonte: A autora.

Para a implementacao quantica do jogo é usado um circuito quantico representado na
Figura 14, e a sua descricao € a seguinte

(1) O circuito se inicia com cada jogador possuindo um gbit, cada um deles prepara o
gbit no estado |C') e enviam ao Juiz.

(2) A ag@o do Juiz € representada pela atuagdo do operador J. Este operador permite que

o Juiz emaranhe os estados dos gbits da seguinte maneira

[Wo) = J |Ca, Cg) . (3.33)
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Depois, o Juiz devolve os gbits para os jogadores.
(3) Os jogadores aplicam seus operadores de estratégias quanticas Uy (Oa, da) € Uy (0, PB)

no estado | V) e reenviam ao Juiz na forma

(aA (Oa, da) ® Us (05, ¢B)> W) . (3.34)

O operador de estratégia quantica geral € representado por

[ioa5] cos(%5®) sin(*5*) ) 339
exp [—ipap] cos(57)

-~ ex
Uns (Oas, dap) = ( P

onde Ung (Oap, das) € SU(2), tal que 0 < fap < me 0 < dap < 5
A atuagdo do operador de estratégia quintica L?A (O, 0a) € aB (0, ) no vetor de
estado |C,) € |Cg) pode ser visualizada por meio de uma esfera de Bloch® de Alice e de Bob.
Alguns exemplos de possiveis vetores de Bloch sdo apresentados na Figura 15.
(4) Uma segunda acao do Juiz € executada, com o propdsito de desemaranhar os estados

dos gbits através do operador J T. Portanto, o estado final € dado por

(Wy) = J’ (L?A (Oa, oa) ® Us (05, czSB)) W) . (3.36)

Neste formalismo, devido ao fato de que a Mecanica Quantica é fundamentalmente uma teoria
probabilistica, a no¢do estratégica de recompensa € apenas o payoff esperado. O payoff dos
jogadores € devolvido de acordo com a entrada da matriz de payoff da Tabela 3 (Vide pg.45) e é

escrito da seguinte maneira

Satice (OaB: dap) = Tr {PAﬁf} , (3.37)
Shon (Oam 0an) = Tr{Pup;}. (3.38)
onde P A(B) € 0 operador payoff de Alice (de Bob) e € definido por

P, = 3|Ca,Cs)(Ca,Cs|+5|Da,Cs) (Da, Cs| + 0|Ca, Dg) (Ca, Dg| + |Da, Dg) (Da, Ds|,
Py = 3|Ca,Cs) (Ca,Cs| +5|Ca, Dg) (Ca, Dg| + 0|Da, Cg) (Da, Cs| + |Da, Dg) (Da, Dg| .

Os ntimeros reais que multiplicam os seguintes termos: |Cy, Cg) (Ca, Cg|, |Ca, Dg) (Ca, Dg|,
|Da, Cg) (Da, Cg| € |Da, Dg) (DaDg| foram atribuidos de acordo com a matriz de payoff da
Tabela 3. A matriz densidade p € calculada a partir do estado final [W ).

O referido operador de emaranhamento J depende de um parametro \ € [O, E} e
estabelece a medida do grau de emaranhamento no jogo, sendo, portanto, definido por

) (3.39)

. [z’)\f)A ® Dy
J =exp — 5

8 A definicdo de esfera de Bloch e alguns exemplos se encontram no Apéndice B.
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Figura 15 — (A) Esta figura representa a esfera de Bloch de Alice. Nesta esfera apresentam-se
alguns exemplos de vetores de Bloch, tais como o ponto A; que configura o vetor
de Bloch 74 = (1,0,0), onde 05 = 7 e ¢a = 0. O ponto A, é dado pelo vetor de

Bloch 7y = (%, 5 \%), onde §5 = T e p» = Z. O ponto A; representa o vetor de
Bloch 74 = (0,1,0), onde 05 = 5 € oa = 5. (B) Esta figura representa a esfera de
Bloch de Bob. O ponto B; é caracterizado pelo vetor de Bloch 75 = (0,0, 1), onde
35
e ¢g = 7. O ponto B3 representa o vetor de Bloch 78 = (0,0,—1), onde g = 7. As
regides mais escuras das Figuras (C) e (D) (quando se olha no sentido positivo do
eixo z) correspondem aos intervalos em que os parametros angulares estdao definidos,
ouseja, 0 < Oap <mel < Pap < 7. Além disso, Oap € definido em relagdo ao
eixo z, enquanto que ¢, g € definido em relacdo ao eixo x.

fg = 0. O ponto B, estd associado ao vetor de Bloch 73 = ( \/%), onde 0 = 7§

(A) (B)

© (D)

Fonte: A autora.
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onde Dap = Uap (7, 0) é o operador de estratégia quantica Trair. Sendo mais especifico, os
operadores de estratégias quanticas Cooperar C» g € Trair D, g s@0 associados aos seguintes

operadores de estratégias quanticas

~ - 10 . - 0 1
CA,B EUA’B (O, 0) = ( 0 1 > . DA,B EuA’B (7T,O) = ( 10 ) . (340)

A versdo cldssica do jogo do Dilema do Prisioneiro € mantida pela escolha do operador de
estratégia quantica C AB = LA{A,B (0,0) ou lA)A,B = LA{A,B (7, 0) pelos jogadores, pois representam
a manipulacio de uma estratégia classica.

Dentro do contexto do protocolo desenvolvido por Eisert et al., serd discutido como a

presenca de emaranhamento permite que o dilema deste jogo seja resolvido.

3.7.3.1 PAYOFFS NA AUSENCIA DE EMARANHAMENTO E NA PRESENCA DE MA-
XIMO EMARANHAMENTO

O parametro de emaranhamento A pode ser escolhido dentro de um intervalo de [O, %} .
Quando atribui-se A = 0, 0 jogo n@o possui emaranhamento, porém quando A = 7, 0 jogo estd
maximamente emaranhado. Nesse sentido, serd analisado os payoffs de ambos os jogadores para
estes dois casos.

No caso em que o pardmetro A = 0, existe auséncia de emaranhamento, e o operador
J da Equacio (3.39) é o operador quantico 1. Aplicando o protocolo de Eisert et al. para esta
situacdo, representa-se na Figura 16 (A)-(B) o payoff de Alice e de Bob, respectivamente.

Destas duas figuras, conclui-se que a versao classica do jogo do Dilema do Prisioneiro é
reproduzida fielmente pelos perfis de operadores de estratégias quanticas (D4, Dg), (Ca, Cs),
(Dy, Cg) e (Ca, Dg). De acordo com a matriz de payoff representada pela Tabela 7, as escolhas
dos operadores de estratégias quanticas C AB € D A pelos jogadores, reproduz os payoffs da

matriz de payoff da Tabela 3 do jogo cléssico.

Tabela 7 — Matriz de payoff para a versao quantica do jogo do Dilema do Prisioneiro. Esta matriz
reproduz os valores dos payoffs de Alice e de Bob na versdo clédssica do jogo, quando
os jogadores escolhem os operadores de estratégias quanticas C'ag € D p.

Bob
Cg Dy

Alice Ca (3,3) (0,5)
D, (5.0) (1,1)

Ainda dentro dessa discussdo, existe uma regido entre os operadores de estratégias
quanticas C AB € Q AB = LA{A,B(O, ) em que os payoffs dos jogadores sdo iguais a 3. Porém,
nenhum ponto de equilibrio emerge desta regido, de tal forma que o jogo possui um Unico
equilibrio de Nash, representado pelo perfil de operadores de estratégias quanticas (ﬁ As ﬁB), 0

qual atribui a ambos os jogadores um payoff de 1.
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Figura 16 — A Figura (A) representa o payoff de Alice, gAhce (Oap, ®aB), € a Figura (B) repre-

$A lice

QO'—‘NWbM

senta o payoff de Bob, $pob, (Oap, Pap), ambos na auséncia de emaranhamento.
Destes dois payoffs, conclui-se que a versao cldssica do jogo do Dilema do Prisio-
neiro € reproduzida fielmente pelos perfis de operadores de estratégias quanticas
(Dy, Dg), (Ca,Cg), (Dy, CB) (CA, Dyg). Existe uma regido entre os opera-
dores de estratégias quanticas Ca g ¢ Q Ap»> onde Q AB = = Ux5(0, %), em que os
payoffs dos jogadores sdo iguais a 3. Porém, nenhum ponto de equllfbrio emerge
desta regido, de tal forma que, o jogo possui um Unico equilibrio de Nash, repre-
sentado pelo perfil de operadores de estratégias quanticas (f) A ﬁB), o qual atribui
a ambos os jogadores um payoff de 1. A Figura (C) representa o payoff de Alice,
S atice (OaB, Pap), € a Figura (D) representa o payoff de Bob, $pob (OaB, aB), ambos
para o caso maximamente emaranhado. Destas figuras, pode-se notar que na regio
entre C AB € Q A €Xiste um equilibrio de Nash e que satisfaz a condigdo de 6timo

de Pareto, representado pelo perfil de operadores de estratégias quanticas (Q A QB).

(A) B)

$Bob

(QO—‘I\)UJ#UI

Fonte: A autora.
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Para o caso em que o pardmetro de emaranhamento € maximo, A = 7, o payoff de
Alice e de Bob sdo representados pela Figura 16 (C)-(D), respectivamente. Destas figuras,
pode-se notar que na regiao entre C AB € Q Ap €xiste um equilibrio, representado pelo perfil
de operadores de estratégias quanticas (Q A QB). Este perfil € um equilibrio de Nash porque
o payoff de Alice satisfaz a desigualdade: gAlice (l:lA (Oa, PA) ,QB> < gAlice (QAa QB) , para
qualquer 05 € [0, 7] e pa € [0, g} Analogamente, o payoff de Bob satisfaz a desigualdade:
[ <QA,I]B (0, qu)) < $Bob (QA, QB>, para qualquer g € [0, 7] e ¢p € [O, g] De acordo
com a Tabela 8, este perfil de operadores de estratégias quanticas retorna o maior ganho para am-
bos jogadores, pois: §Aﬁce (QA, QB> = ggob (Q As QB> = 3. Além disso, o perfil de operadores

de estratégias quanticas (Q A> QB> também satisfaz a condi¢do de 6timo de Pareto. No jogo
classico, o equilibrio de Pareto é a cooperagao mutua (representado pelo perfil de estratégias
puras (Cy, Cg)), conforme discutido na Se¢do 3.6.2, porém ndo € a solucdo escolhida pelos
jogadores.

Tabela 8 — Matriz de payoff do jogo do Dilema do Prisioneiro na versao quantica. Nesta matriz
o operador de estratégia quantica @, g foi incluido.

Bob
CA’B ﬁB QB
Cr (3,3) (0,5) (1,1)
Alice D, (5,00 (1,1) (0,5)
QA (171) (570) (37 3)

Desta maneira, surge a pergunta: qual a importancia do emaranhamento no jogo? A
resposta € que o emaranhamento permite otimizar os payoffs, de tal forma, que ele indica qual é
o equilibrio do jogo na versdo quantica.

Com base nesta resposta, o objetivo do trabalho de Eisert et al. foi de explorar a vantagem
do emaranhamento em um jogo quantico. Os autores demonstraram que o emaranhamento
permite otimizar o equilibrio do jogo. Para o caso do Dilema do Prisioneiro, o equilibrio foi o

perfil de operadores de estratégias quanticas (Q As QB>. Desta maneira, o dilema do jogo pode

ser resolvido se os jogadores escolhem o operador de estratégia quantica Q A Para manipular
suas estratégias.

Dentro deste contexto, a prescricdo fornecida por Eisert et al. pode ser aplicada a
qualquer jogo de dois jogadores (162). Apds a publicacdo deste trabalho algumas questdes foram
estudadas, as quais incluem a Decoeréncia (113, 163), jogadores quanticos versus cldssicos
(164, 165), diferencas entre Correlacdes Classicas e Quanticas (166), e muitos outros (6, 28,
108,113, 167). Contudo, algumas controvérsias entre o meio académico surgiram, dentre elas a
interpretagdo realizada por S. J van Enk e R. Pike (112), em qual os autores alegaram que os
jogos nao sdo verdadeiramente quanticos. Sabe-se que com algumas restrigdes, todos 0s jogos
quanticos podem ser simulados em um computador cldssico, no entanto qualquer escala de

implementagdo cldssica aumenta exponencialmente com o tamanho do espaco de Hilbert, ao
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contrdrio de uma implementacao quantica (102). S. J van Enk e R. Pike consideraram que o jogo
do Dilema do Prisioneiro na versdo quéntica, com os operadores de estratégias quanticas de dois
parametros, € equivalente a um novo jogo classico com trés estratégias puras C', D e (). Portanto,
o equilibrio (Q A QB) encontrado por Eisert ef al. ndao abordou o dilema do jogo original. Além
disso, a partilha de um estado emaranhado desfigura a distin¢@o entre jogos cooperativos € nao
cooperativos (102).

Um outro comentdrio em relacao aos resultados obtidos por Eisert et al. foi feita por S.
C. Benjamin e P. M. Hayden (109). Os autores argumentaram que nem todo operador unitirio
pertencente ao grupo SU(2) é um bom candidato 2 um operador de estratégia quintica, porque o

operador unitdrio mais geral possivel € dado pelo seguinte operador de trés parametros

R _ exp [ipa B] cos(e"T’B) exp [ivap) sin(eAT’B)
Urp(Oas, PaB,VaB) = . N . Onn , (3.41)
—exp [—ivap|sin(52) exp [—igap] cos(-52)

onde Oop € [0,7] e Pap, Vap € [—m,7|. Portanto, se o operador de estratégia quéntica
u AB(0aB, ®aB, vap) for aplicado, entdo ndo existe um equilibrio de Nash no jogo do Dilema
do Prisioneiro (114). A justificativa € que se Alice escolhe um operador de estratégia quantica da
forma Z]A (Oa, @A, va) € Bob escolhe um operador de estratégia quantica Z]B (QA, Gayy — I/A) , €
possivel escrever (Una (Oa, da, va) @ 1)(J |Ca, Cs)) = (1 @ U (0a, Pa, % — I/A))(j |Ca, CB)).
Este resultado representa que para qualquer operador de estratégia quantica escolhido por Alice,
existe um contra-operador de estratégia quantica ideal para Bob, e vice versa. Além disso, ndo é
s6 o perfil de operadores de estratégias quanticas encontrado por Eisert et al. que ndo consegue
formar um equilibrio de Nash no espaco de operadores de estratégias quanticas unitarios, neste
espacgo nao hé equilibrio de Nash (109).

Eisert et al. responderam ao comentdrio de Benjamin e Hayden, alegando que para
provar que o perfil de operadores de estratégias quanticas (Q A QB) € um equilibrio de Nash
e que satisfaz a condi¢do de 6timo de Pareto, € necessario explicar o conjunto de operadores
de estratégias quinticas para o qual é esse o caso. Os autores afirmaram que o conjunto de
operadores de estratégias quanticas escolhido por eles prova que ha uma extensao quantica do
jogo do Dilema do Prisioneiro e que o dilema desaparece. Contudo, Eisert et al. explicaram que
ndo afirmaram em momento algum que o perfil de operadores de estratégias quanticas (Q As QB)
¢ um equilibrio de Nash-Pareto’ em todas as circunstincias, mas que a solu¢do do jogo possui
um cardter diferente a partir de operadores do SU(2) (168).

Ap6s a discussdo do protocolo desenvolvido por Eisert et al. e algumas contra-propostas,

serd discutido na seguinte sec@o o jogo da Batalha dos Sexos na versao quantica.

3.7.4 VERSAO QUANTICA DO JOGO DA BATALHA DOS SEXOS

Um segundo esquema de quantiza¢do de um jogo foi proposto por Marinatto e Weber (32)

e aplicado ao jogo da Batalha dos Sexos. Neste trabalho, os operadores de estratégias quanticas

 E um equilibrio que é um equilibrio de Nash e também satisfaz a condi¢io de 6timo de Pareto.
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sdo denominados titicas e estdo restritos ao operador quintico 1 e ao operador quéntico & ,. Além
disso, cada jogador pode manipular o vetor de estado inicial (sua estratégia), realizando alguma
transformacao local, para obter um vetor de estado final. O vetor de estado final representa a
estratégia quantica final dos dois jogadores. Além disso, o estado inicial do jogo pode variar, e
esta variacao possibilita que o dilema seja resolvido.

Os autores estenderam o jogo cldssico para um dominio quantico a fim de descobrir em
quais casos uma estratégia quantica poderia exibir caracteristicas mais atrativas do que a teoria
classica prediz. Quando uma estratégia quantica fatordvel € escolhida pelos jogadores, esta ndo
pode melhorar seus payoffs esperados e reproduz o mesmo comportamento da versao cldssica
do jogo, pois ha trés equilibrios de Nash e os jogadores nao podem decidir racionalmente qual
deles escolher. Para o caso em que os jogadores escolhem uma estratégia quantica emaranhada,
0 jogo possui novamente trés equilibrios de Nash. Dentre estes, dois proporcionam 0 mesmo
payoff aos jogadores. Isso ocorre porque ambos os jogadores sio forcados a agir de uma mesma
forma devido a forte correlacio presente no estado emaranhado, possibilitando que o dilema seja
resolvido.

Ap6s a apresentacio deste esquema de quantizag@o, varios autores o usaram para estudar
diversos jogos (35-37,40). Contudo, um principal comentario feito por Benjamin (33) merece
destaque. Benjamin fez duas observacdes. A primeira delas € que o esquema proposto por
Marinatto-Weber € muito semelhante ao esquema proposto por Eisert ef al.. A diferenca é que
o operador de desemaranhamento J f nao € aplicado a este esquema e que os operadores de
estratégias quanticas sdo restritos ao operador 1 e ao operador . Em segundo lugar, Benjamin
apontou que o jogo da Batalha dos Sexos na versao quantica ndo possui uma solucdo tnica. Este
fato acontece porque no jogo tradicional duas possiveis solucdes atribuem payoffs diferentes aos
jogadores: (5,3) ou (3,5). Assim, cada jogador prefere uma solucdo diferente, e mesmo que os
jogadores tenham a permissao para se comunicar, ndo existe um mecanismo formal para decidir
quem deve obter o melhor payoff. Entretanto, no jogo quantico, duas possiveis solugdes atribuem
um payoff de (52i3, %
comuniquem imediatamente, entio eles podem concordar sobre qual solugdo jogar.

) = (4,4) para cada jogador. Caso seja permitido que os jogadores se

Além destes dois comentarios, Benjamin também ressaltou que se os jogadores pudessem
aplicar qualquer operagdo unitdria local em seu gbit, ou seja, se os operadores de estratégias
quanticas pertencessem ao grupo SU(2), entdo o payoff maximo possivel permaneceria (4, 4)
para ambos os jogadores'®. Além disso, para qualquer operador de estratégia quantica aplicado
pela Alice, U 5, existe um operador de estratégia quintica correspondente para o Bob, Ug. O
operador de estratégia quantica investigado € simplesmente o conjugado de Uy, isto 6, Uy = L?Z

Marinatto e Weber responderam ao comentario de Benjamin (169) alegando que se os
jogadores escolhem entre manipular a estratégia inicial ou deixam-na inalterada, entdo ambas

) — [0sOu)HTTn)
V2

as escolhas os levard a mesma estratégia final: |V . Esta estratégia final €

exatamente a mesma estratégia que os jogadores possuem desde o inicio do jogo. Portanto,

10" Esta discussio serd refeita no Capitulo 4.
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ambos os jogadores, sabendo desse fato, estdo impedidos de manipular sua prépria estratégia,
uma vez que existe pelo menos uma possibilidade de obter o pior resultado. Além disso, partindo
da hipétese de que é um jogo de informagao completa e que os jogadores sdo racionais, 0s
autores afirmaram que esta abordagem quantica para o jogo da Batalha dos Sexos resolveu o
dilema.

O esquema proposto por Marinatto e Weber nao teve tanta popularidade quanto o de
Eisert et al.. Além disso, nos jogos quanticos, o Juiz manipula os estados quanticos iniciais dos
gbits e os envia para os jogadores. Depois de aplicar seus operadores de estratégias quanticas,
os jogadores reenviam os gbits ao Juiz. O Juiz entdo desemaranha os estados dos gbits. Apds
a atuagdo do Juiz os payoffs dos jogadores sao atribuidos (170). Nesse sentido, é importante
comentar que a diferenca entre o esquema de Marinatto e Weber e o esquema de Eisert ez al., é
que no esquema de Marinatto e Weber os payoffs sdo medidos em uma base de estados de Bell,
porque o Juiz ndo desemaranha os estados dos gbits.

Resumindo, ainda hd muitas discussdes sobre a validade da extensdo de um jogo cléssico
para o dominio quantico e seus resultados obtidos. A Teoria dos Jogos Quanticos ainda € uma
area a ser desenvolvida e estudada. Ainda assim, apds a apresentacdo do capitulo de Ressonadncia
Magnética Nuclear e Teoria dos Jogos, serd apresentado no proximo capitulo uma andlise tedrica

do jogo da Batalha dos Sexos e uma proposta de implementagdo via RMN.
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4 O JOGO DA BATALHA DOS SEXOS

De acordo com o que se discutiu no capitulo anterior, o jogo da Batalha dos Sexos
na versao quantica ainda ndo possui uma solucdo definida. Nesse sentido, este capitulo sera
dedicado a andlise deste jogo. Além disso, levando em conta o comentdrio feito por Benjamin

(33), alguns objetivos serdo propostos, sendo estes

e Estudar o jogo da Batalha dos Sexos a partir do protocolo desenvolvido por Eisert et al. e

verificar se o dilema € resolvido.

e Analisar se a condi¢do apresentada por Benjamin (33) € satisfeita, ou seja, se o operador
de estratégia quantica de Bob € igual ao conjugado do operador de estratégia quantica de
Alice.

e Dentro dos resultados encontrados, propor uma implementa¢do do jogo via RMN.

Desta forma, na Secdo 4.1, apresenta-se a metodologia tedrica, implementando o jogo
da Batalha dos Sexos via o esquema de Eisert et al. e seus respectivos resultados. Na Secao 4.2
testa-se a condi¢cao da escolha do operador de estratégia quantica pela Alice e Bob de acordo
com Benjamin (33). Por fim, na Secdo 4.3, discute-se uma proposta experimental do jogo da
Batalha dos Sexos via RMN.

4.1 O JOGO DA BATALHA DOS SEXOS VIA PROTOCOLO DE EISERT ET AL.

Dentro da formulacao quantica proposta por Eisert et al. (27), o jogo da Batalha dos
Sexos pode ser descrito em uma versdo quéntica, de tal forma que as estratégias puras Opera
(O) e Televisao (1) devem ser representadas como estados quénticos |O) e |T") de um espaco de

Hilbert, gerado por uma base composta de dois estados

|O>E|0>—<(1)),T)E|l)—<(1)>. @.1)

No caso de dois jogadores com duas estratégias puras, o estado do jogo € descrito por um vetor da

base computacional {|Ox, Og), |Oa,Ts), |Ta,Os), |Ta, Ts)}, onde os rétulos foram trocados
para serem compativeis com a estrutura do jogo.

Da mesma maneira como foi apresentado na Secao 3.7.3, para este jogo o protocolo de
Eisert et al. serd aplicado', para o caso em que o parAmetro de emaranhamento \ é igual a 0
e 7. Portanto, na seguinte sec¢ao sera discutido os payoffs de ambos os jogadores nestas duas

condigoes.

' Este protocolo estd representado na Figura 14. Vide pg.60.
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4.1.1 PAYOFFSNA AUSENCIA DE EMARANHAMENTO E NA PRESENCA DE MAXIMO
EMARANHAMENTO

Na situacdo em que nao existe emaranhamento, o parametro A = 0 e o operador J da
Equacio (3.39) é o operador quntico 1. Aplicando o protocolo de Eisert ef al. na auséncia de
emaranhamento, representa-se na Figura 17 (A)-(B) o payoff de Alice e de Bob, respectivamente.

Destas duas figuras, conclui-se que a versao cldssica do jogo da Batalha dos Sexos é
reproduzida pelos perfis de operadores de estratégias quénticas (T'x, T'g), (Ox, Og), (T's, Op)
e (Oa,Tg), onde Tpp = Uap(m,0) e Opp = Uap(0,0). De acordo com a matriz de payoff
representada pela Tabela 9, as escolhas dos operadores de estratégias quanticas OAA’B eT AB

pelos jogadores reproduz os mesmos payoffs do jogo cléssico.

Tabela 9 — Matriz de payoff para a versao quantica do jogo da Batalha dos Sexos. Esta matriz
reproduz os valores dos payoffs de Alice e de Bob na versdo cldssica do jogo, quando
os jogadores escolhem os operadores de estratégias quanticas Oap € T's 5.

Bob
Og Ts
Alice O, (5,3) (1,1)
TA (171) (375)

Dentro dessa discussao, o jogo possui dois equilibrios de Nash, representados pelos perfis
de operadores de estratégias quanticas (O, Og) e (T'x, T'). Para o caso em que o pardmetro
de emaranhamento € mdximo, A = 7, o payoff de Alice e de Bob sido representados pela
Figura 17 (C)-(D), respectivamente. Destas figuras, pode-se notar que se os jogadores escolhem
seus operadores de estratégias quanticas em um intervalo de valores atribuidos aos parametros
angulares que representam O AB € Q AB» €Ntd0 em determinadas regides seus payoffs sdo iguais
ad.

Para tornar as ideias mais claras, encontrou-se as curvas de nivel do payoff de Alice,
B alice (OaB, PaB), € de Bob, $p (0aB, ®aB), NO regime maximamente emaranhado. Estes payoffs
estio representados na Figura 18. Desta figura, percebe-se que existem duas regides em que as
funcdes payoff sao iguais a 4 (as duas regides em cada curva de nivel estdo indicadas por setas).

Deste modo, foi possivel encontrar as equacdes das curvas de nivel para o caso maxima-
mente emaranhado, calculando a intersec¢ao entre a funcio payoff de Alice e de Bob. A expressao

matematica do payoff de Alice no regime maximamente emaranhado, representada pela Figura
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Figura 17 — A Figura (A) representa o payoff de Alice, Satice (Oan; Pap), € a Figura (B) repre-

_ 5
$Alice 4
3
2
1
0

T

senta o payoff de Bob, $po, (Iap, Pap), ambos na auséncia de emaranhamento.
Destes dois payoffs, conclui-se que a versdo cldssica do jogo da Batalha dos Sexos é
reproduzida fielmente pelos perfis de operadores de estratégias quanticas (TA, TB),
(OA, OB), (TA, OB) € (OA, TB), onde TA,B = LlA,B (71', 0) € OA,B = LIA,B(O7 0) O
operador de estratégia quantica Q AB = u A8(0, 5). O jogo possui dois equilibrios
de Nash, representados pelos perfis de operadores de estratégias quanticas (0 A OB)
e (T A TB). A Figura (C) representa o payoff’ de Alice, $jice (OaB, aB), € a Figura
(D) representa o payoff de Bob, SBob (0aB, ®aB), ambos maximamente emaranha-
dos. Destas figuras, pode-se notar que se os jogadores escolhem seus operadores de
estratégias quanticas em um intervalo de valores atribuidos aos parametros angulares

que representam Oy g € Q) g, entdo em determinadas regides seus payoffs sdo iguais
ad.

(A) (B)

U (06,)

$Bob

.ﬂo»—‘t\)w.pu]

Fonte: A autora.
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17 (C) € escrita como

— 20 508
$atice (Oap, pap) = bcos? ?COS 2 cos % (¢a + oB)

g 0 O 0 2
+ (cos?BsengAseva — cosEAsenEBcw(bA)

9 2
+ (COSEAsen?BsengbA — cos?Bsen?AcosgbB)

N N ?
+3 (sen%&en;B + cosfcos?Bsen (pa + ¢B)> . 4.2)

De modo andlogo, a expressao matematica do payoff de Bob para o caso de médximo emaranha-

mento, representada pela Figura 17 (D), € escrita como se segue
$Bob (UaB, PaB) = 3cos ?CO COS ? (¢a + ¢B)
9 2
+ (cosgsenEAsen@g — cos?AsenEBcosqu)
Oa B B A 2
+ (cos?sen736n¢A — cos;sen?cosgbB)

NN N ?
+5 (sen?Asen?B + cosgAcosngen (Pa + qu)) . (4.3)

Nota-se da Figura 18 que os payoffs de Alice e de Bob sdo iguais a 4 quando o pardmetro 0 g
do operador de estratégia quantica I:lAﬁB € igual a 0. Desta condicao e a partir das Equagdes

(4.2)-(4.3) pode-se escrever as seguintes expressoes

$Balice (0, pa8) = 5cos’(pa + dg) + 3sen?(da + ¢s), 4.4)
[ (0, pa) = 3cos*(da + ¢) + 5sen®(pa + ¢p). 4.5)

As duas equacdes das curvas que interseptam os payoffs das Equacgoes (4.4)-(4.5), podem
ser calculadas igualando-as, de modo que: $aice (0, paB) = [ (0, ®a ). Portanto, encontrou-se

as seguintes equacoes da reta
T
OB + Oa — 1 0; Ry, (4.6)
3T
o + Pa — i 0; Ry. 4.7)

As retas das equacdes acima estdo representadas graficamente na Figura 19.

Dos resultados tedricos apresentados nesta se¢ido, pode-se concluir que as Equacdes
(4.6)-(4.7) representam a condicdo de restri¢ao das escolhas dos pardmetros ¢ e ¢g para que os
payoffs dos dois jogadores sejam iguais a 4. Por exemplo, se Bob escolhe o pardmetro ¢p = 7,
Alice deve escolher o pardmetro ¢, = 0 (de acordo com a Equagio (4.6)) ou ¢4 = 7 (de acordo
com a Equacdo (4.7)). Dentro desta discussao, na seguinte secao sera analisado se a condi¢ao

para a solugdo do jogo da Batalha dos Sexos proposta por Benjamin (33) € satisfeita.
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Figura 18 — A figura no quadro a esquerda representa as curvas de nivel do payoff de Alice,
@Ance (OaB, PaB), € a figura no quadro a direita representa as curvas de nivel do
payoff de Bob, gBob (OaB, Pap), ambos para o caso maximamente emaranhado.
Destas figuras, ha duas regides em cada curva de nivel indicadas por setas, em quais
as fungdes payoff sdo iguais a 4.

T
‘2

A=) [

U,(0.0,) U, (0.0,) LY, & /

SN
0] \J’ +—

1.5 45

L 4

s 25 3.5
U.0,0 [3 2 3
35 N5 —
4 15— 2
45 / 1.5

T 0 T'r 0

Y 6,0 U (00,) Q U, 6,.0) U 09, 0

Fonte: A autora.

Figura 19 — A curva da Equagdo (4.6) estd representada pela cor vermelha e a curva da Equagao
(4.7) pela cor azul. O parametro ¢, em ambas as retas foi escrito em funcdo do
pardmetro ¢ e pertence ao intervalo de [—7, 7]. O retangulo representa o intervalo
em que os parametros ¢, € ¢p da Figura 18 sdo definidos.
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4.2 ANALISE DO JOGO DA BATALHA DOS SEXOS VIA CONDICAO DE BENJA-
MIN

No ano 2000, em um comentério do trabalho de Marinatto e Weber (32), Benjamin (33)
discute que se os operadores de estratégias quinticas pertencem ao grupo SU(2), entdo Bob pode
escolher um operador de estratégia quantica Us, de tal forma que obedeca a seguinte condic¢ao:
Uy = L?:, onde Uy é 0 operador de estratégia quantica de Alice. Desta escolha, os payoffs sdo
iguais a 4 para ambos os jogadores?.

Dos resultados obtidos da secdo anterior, a forma geral do operador de estratégia quantica

de Alice e de Bob na regido entre os operadores Oa g € @ 5 g, pode ser escrita como

- B explida] 0
Ur(0,04) = < 0 expl—ica] ) ; (4.8)
N B explidp] 0
U (0,¢8) = ( 0 exp|—ids] ) . 4.9)

Calculando o conjugado do operador de estratégia quantica de Alice da Equacgao (4.8) e

igualando ao operador de estratégia quantica de Bob da Equacao (4.9), escreve-se

(exp[z'¢B] 0 >: (exp[—im 0 ) (4.10)
0 exp|—igp] 0 explida]

Por meio de comparagdo entre os termos da Equacao (4.10), encontrou-se a seguinte
equagdo da reta
o8 + oa = 0; R3. 4.11)

A expressao da reta da Equacdo (4.11) estd representada graficamente na Figura 20. Desta figura,
pode-se notar que as retas das Equacgdes (4.6)-(4.7)-(4.11) sdo paralelas. Portanto, a condicao
proposta por Benjamin ndo é satisfeita. Nao existe nenhuma regido em que o operador de
estratégia quantica de Bob € igual ao conjugado do operador de estratégia quantica de Alice, salvo
a situacgdo trivial de parametros ¢4 = ¢p = 0, que ndo traz novas interpretacdes ou resultados.
Embora a condi¢ao de Benjamin ndo seja satisfeita, Alice deve escolher o pardmetro ¢, que
satisfaca as expressoes das retas das Equagdes (4.6)-(4.7). Dentro do &mbito desta discussao, para
dois casos em particular, em que Bob escolhe o parimetro ¢p = $ ou ¢p = %’r, Alice também
deve escolher o = £ ou gp = 3%, respectivamente. Este par de configuracdes representam que
Alice e Bob escolhem o mesmo operador de estratégia quantica para manipular sua estratégia.
Uma tentativa de analogia com uma escolha cldssica seria como se Alice e Bob fossem a

Opera para ver Televisdo e pudessem tomar um café. Desta maneira, a escolha do operador

us
'8
que o dilema seja resolvido, pois o casal fard alguma atividade juntos sabado a noite e terdo

de estratégia quantica u AB (O ) ou LA{A,B (O, %), que pertencem ao grupo SU(2), permitira

satisfag¢do igual, representada numericamente por 4. A matriz de payoff que inclui os operadores

Unp (0,Z) eUap (0, %) estd constituida pela Tabela 10. Ainda que os operadores de estratégias

2 Este comentdrio foi discutido na Secéio 3.7.4.
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Figura 20 — Nesta figura foi incluida a curva da Equacdo (4.11) e estd representada pela cor
azul claro. A curva da Equacao (4.6) estd representada pela cor vermelha e a curva
da Equacao (4.7) esta representada pela cor azul. O pardmetro ¢, novamente foi
escrito em func@o do parAmetro ¢y e pertence ao intervalo de [—Z, Z]. O retangulo

T202
representa o intervalo em que os pardmetros ¢, € ¢p da Figura 18 sdo definidos.
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Fonte: A autora.
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Tabela 10 — Matriz de payoff do jogo da Batalha dos Sexos na versdao quantica. Nesta matriz os
operadores de estratégias quanticas Unp (0, %) e Unp (0, 2F) foram incluidos.

Bob
Os Tg  Up(0,%) Us(0,3%F)
Oax (5,3) (1,1) (4.7,3.3) (3.3,4.7)
Alice T'a (1,1) (3,5) (1,1) (1,1)
UA0,Z)  (47,33) (1,1) (4,4) (3,5)
UA0,%)  (3.3,47) (1,1) (3,5) (4,4)

quanticas u AB (0, %) e LA{A,B (0, %”) resolvam o dilema do jogo da Batalha dos Sexos, os perfis
de operadores de estratégias quanticas (U, (0,Z) , Uz (0,Z)) e (Ua (0,2) .Uz (0, 25)) ndo
sdo equilibrios de Nash, porque o payoff de Alice ndo satisfaz as seguintes desigualdades

$atice (aA (Oa, 6a) , Us <07 %)) < Satice (aA (0, g) Us (0, g)) ,

T 9 A 3 5 N 3 - 3
$A1ice (uA (QAa ¢A) auB (07 %)) < $Alice (UA (Oa %) 7uB (07 g)) 5

para qualquer 65 € [0, 7] e ¢a € [0, g} . Analogamente, o payoff de Bob também ndo obedece
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as desigualdades a seguir

$Bob (Z:lA (07 g) Uy (s, ¢B)> < $Bob (I:{A (0, g) Us (0, g)) ,

5 (1 3T o s 3m\ - 3
$Bob (uA (07 %) ,UB (er ¢B)) g $Bob (UA (07 g) ,UB (07 g)) P

para qualquer 0 € [0, 7| e ¢p € [O, %} . Contudo, os perfis de operadores de estratégias quanticos
(Ua (0,2) Uz (0,Z)) e (U (0,22) Uz (0,22)) satisfazem a condigdo de 6timo de Pareto.
Alids, é importante comentar que todos os operadores de estratégias quanticas que atribuem aos
jogadores um payoff igual a 4 satisfazem a condi¢do de 6timo de Pareto. Nenhum destes sdao
equilibrios de Nash ou equilibrios de Nash-Pareto. No jogo classico, os perfis de estratégias
puras (O A OB) e (T A, TB) sdo equilibrios de Nash-Pareto conforme discutido na Secéo 3.6.2,
porém o jogo ndo possui uma solucdo.

Portanto, pode-se concluir desta se¢cdo que hda uma regido entre os operadores de estraté-
gias quanticas 0) AB € Q AB> que atribui aos jogadores um payoff de (4, 4), porém a restri¢ao da
escolha dos operadores de estratégias quanticas pelos jogadores € dada pelas Equacdes (4.6)-(4.7).
Dentro desta restri¢do, a escolha do operador de estratégia quantica u AB (0, g) ould AB (0, %’r)

permite que o dilema seja resolvido.

4.3 UMA PROPOSTA DE IMPLEMENTACAO DO JOGO DA BATALHA DOS SE-
XOS VIA RESSONANCIA MAGNETICA NUCLEAR

Da discussdo e dos resultados encontrados nas secdes anteriores, os operadores de
estratégias quanticas U AB (0B, ®ap) podem ser implementados via RMN. Os operadores da
forma Z:IA,B (Oa.B,0) sdo equivalentes & uma rotagdo em torno do eixo y por um angulo de 0, s,
ou seja, R, (fap). Por exemplo, o operador de estratégia quantica u AB (g, ()), ¢ caracterizado

pela seguinte rotacao

ro1 (1 1\ . n
73 =75 ( g ) =Uas (5.0). (4.12)

e representado pelo pulso de radiofrequéncia [%] "
Por outro lado, os operadores escritos da forma U aB (0, ¢ap) sdo equivalentes & uma
rota¢do em torno do eixo z por um dngulo de 2¢, 5, ou seja, R, (2¢a ). Esta rotacdo pode ser

escrita da seguinte forma

™ ™

R.(2058) = R (5) Ru(20a8) R (5 ) 4.13)

Com base no que foi apresentado na Se¢do 2.3.1 e a partir da Equagdo (2.44), a rotagdo R, (2¢a )

pode ser implementada por meio de pulsos de radiofrequéncia, onde

20an). = | 3| = 20asl, — [5] - (4.14)
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Tomando o operador de estratégia quantica Q AB = U AB (0, g) como exemplo, este é equivalente

a seguinte rotacao

v 0 R
R,(m) = ( . ) = Q4 (4.15)
0 —1
e pode ser implementado através da sequéncia de pulsos abaixo
™ m
.= 5] = W,- 5] 4.16)

Com base no protocolo proposto por Du et al. (28), a sequéncia de pulsos para implementar o
jogo da Batalha dos Sexos, onde a amostra de cloroférmio enriquecido (**CHCI3) foi escolhida,

estd apresentada e descrita na Figura 21.

Figura 21 — Sequéncia de pulsos para a implementagdo do jogo da Batalha dos Sexos na versao
quantica para o caso maximamente emaranhado (A = 7). A molécula escolhida
foi a de cloroférmio enriquecido (**CHCIs). Este jogo comega com o estado puro
|O4, Og), porém em um experimento de RMN € impossivel comegar em um estado
puro. Desta forma € necessdrio preparar um estado pseudo puro por meio da sequén-
cia de pulsos apresentada na Secdo 2.6.2. Para implementar o operador J aplica-se

)

tH,13C . L . -
um pulso de [”] . - Apo6s aaplicagao do pulso, o sistema evolui livremente por

um tempo de -, onde J = 216 Hz € a constante de acoplamento escalar entre o 'H

1J>
- lH 13C . . .
e o 3C. Ap6s a evolugao um pulso de [r] ) ~ ¢ aplicado. Novamente o sistema
1H,13C .
evolui por um tempo de ;5 e por fim um pulso de [g] ., ¢€executado. Para a

implementacdo dos operadores de estratégias quanticas u AB(0aB, PaB), aplica-se
um pulso de [GA];H e [HB];C, respectivamente. Depois, um pulso de [%];H’lsc <
executado. Logo em seguida, um pulso de [2¢A]1H [O];SC no gbit do 'H e do 13C
é aplicado. Apés a aplicagdo destes pulsos, aplica-se um pulso de [0 ] [2¢B]
1H,13

no gbit do 'H e do **C. Por tltimo, um pulso de [F] © ¢ executado. A sequéncia

de pulsos para implementagdo do operador J € muito semelhante a sequéncia do
operador J,a diferenca € que o sistema evolui por um tempo de . ApOs a aplicacdo
da sequéncia de pulsos, o sinal é detectado por meio do FID(t )

_____________________________________

1 |
H Preparacio do [0y '[2@\],, [01,

|
estado pseudo puro !
|
|

FID(t)

FID(1)

B0

Acoplamento escalar

Fonte: A autora.

Dentro dessa proposta de implementacdo, escolheu-se como exemplo alguns opera-
dores de estratégias quanticas, sendo estes: LIAB ( 0) L{A ( O) e 123 (0, %) Z:lA,B (O, %) e
u AB ( , g). Estes operadores estio representados na Figura 22 por pontos nas curvas de nivel
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do payoff de Alice e Bob e a sequéncia de pulsos para implementé-los estd ilustrada na Figura
23.

Figura 22 — A figura no quadro a esquerda (direita) representa a curva de nivel do payoff de Alice
(Bob). Os pontos &, l, % ¢ e representam os operadores de estratégias quanticas
Unsp (g, 0), U (g, 0) elUy (O, %) Urs ( ) eL{AB ( . ) respectivamente.

0 0 , AN
° 7\)‘ [ ]
SN 45
U (0.0,) 7 U,(00,) 5 /
J
o 4— 1 ot |
: —2 2 5 4
U 6,0 |- 3 U (6,0 =2 \2 5
/ 3 —
a” 15— 2
is5 / L5
T T
T Y 6,0 U 04, © g Y, 6,0 © U 06, ©

Fonte: A autora.

Por meio do procedimento de tomografia de estado quantico discutido na Sec¢édo 2.7,
a matriz densidade apds qualquer experimento pode ser obtida. Desta maneira, a Figura 24
(A1)-(As) apresenta a simulacdo da matriz densidade que devera ser encontrada quando a
sequéncia de pulsos da Figura 23 (A)-(B) € aplicada. De modo andlogo, a Figura 25 (A3)-(A4)
apresenta a simulacdo da matriz densidade que devera ser encontrada quando a sequéncia de
pulsos da Figura 23 (C)-(D) é executada. Contudo, experimentalmente o espectrometro nao
detecta nenhum sinal quando as matrizes densidade sdo caracterizadas por estados emaranhados®.
Dentro dessa discussao, aplicou-se um dos pulsos de tomografia, o pulso de radiofrequéncia

13
s

[5} 1_11 [2] (que corresponde ao 6° experimento da Tabela 1) antes do FID(¢) da Figura 23 ser
detectado. Portanto, a simulacdo das respectivas matrizes densidade sdo ilustradas na Figura 24
(B1)-(B>) e na Figura 25 (B3)-(B,). Os espectros do Hidrogénio e do Carbono que deverao ser
detectados experimentalmente apds o pulso [g} 1_1_; [g} 1_3; ser executado, sdo apresentados na
Figura 24 (C;)-(Cs) e Figura 25 (C3)-(Cy).

Ainda dentro dessa proposta, serd possivel mapear alguns pontos nas curvas de nivel
do payoff de Alice e de Bob. Cada ponto corresponde a um operador de estratégia quantica
escolhido por Alice e Bob. Dados os operadores, é possivel determinar o respectivo estado
quantico. A Figura 26 apresenta alguns desses pontos. Dentres estes, escolheu-se o operador
de estratégia quantica u AB (O, %) , 0 qual é caracterizado pelo vetor de estado |T, Tg). Deste

vetor de estado, a matriz densidade e os respectivos espectros sdo apresentados na Figura 26

3 A implementacio estd sendo proposta para o caso em que 0 jogo estd maximamente emaranhado. Além disso,

nota-se que os elementos detectaveis sdo x3 — ix12 € T7 — 1T15 para o He xo — iz € 29 — iz1g para o
13C. Portanto, percebe-se da Figura 24 (A)-(A») que estes elementos sdo nulos, por isso nenhum sinal serd
detectado.
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(A)-(B). Por meio do procedimento de tomografia de estado quantico apresentado na Secao 2.7
e da Tabela 1, foi possivel simular a matriz densidade para cada pulso aplicado e o respectivo
espectro que deve ser obtido experimentalmente. A simulacdo se encontra nas Figuras 27-28.
Portanto, desta secdo se conclui que o jogo da Batalha dos Sexos pode ser implementado
via a técnica de Ressonancia Magnética Nuclear. Desta maneira serd possivel ter um controle
quantico sobre o jogo. Nesse sentido, as potencialidades do controle quantico de sistemas de
spins nucleares poderdo ser exploradas, além disso eles podem ser adaptados para aplicagdes e

testes dos fundamentos da Teoria dos Jogos Quanticos.
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Figura 23 — (A)-(B)-(C)-(D) Sequéncia de pulsos para implementar o operador de estratégia

| Preparagio do

quantica U (0,%) - Unsp (0,27) - Unsp (3,0) - U, (%3,0) e Uy (0, 7). A prepa-
racdo do estado pseudo puro € feita por meio da sequéncia de pulsos apresentada na
Secdo 2.6.2. A constante J = 216 Hz. Apds a aplicacdo da sequéncia de pulsos o
sinal é detectado por meio do FID(¢).

e e e (e e e e

FID(t)

Preparagio do

estado pseudo puro
FID(t)

(B)

>

f (0.38) 0 Uy(0. 38 Jt

_____________________________________

estado pseudo puro
FID()

| Prepario do

e e e e e T e T e e e e = =

FID(t)

estado pseudo puro
FID()

Preparacio do

estado pseudo puro
FID(t)

Acoplamento escalar

Fonte: A autora.
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Figura 24 — (A)-(A») Simulacdo da matriz densidade que devera ser detectada ap6s a aplica-
¢ao da sequéncia de pulsos da Figura 23 (A)-(B). (B)-(B2) Simulacdo da matriz
densidade que correspondera com a aplicag@o do pulso de radiofrequéncia [%] "

7] ij: antes do FID(¢) da Figura 23 (A)-(B) ser detectado. (C;)-(C,) Simulagio

dos espectros do nicleo de Hidrogénio, 'H, e do Carbono, *C que deverio ser
obtidos experimentalmente.
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40t
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60

401

]
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0 100 200 300 400 500

Frequéncia (Hz)
% Carbono
60
40
2
ERUs
g0
<
220 F
40 +
60
0 ‘ ‘ ‘ ‘
100 200 300 400 500
Frequéncia (Hz)

Fonte: A autora.
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Figura 25 — (A3)-(A,) Simulacdo da matriz densidade que devera ser detectada apds a aplica-
¢ao da sequéncia de pulsos da Figura 23 (C)-(D). (B3)-(B,4) Simulacdo da matriz
densidade que correspondera com a aplicag@o do pulso de radiofrequéncia [%] "

7] ij: antes do FID(¢) da Figura 23 (C)-(D) ser detectado. (C3)-(C,) Simulagio
dos espectros do nicleo de Hidrogénio, 'H, e do Carbono, *C que deverio ser

obtidos experimentalmente.
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Fonte: A autora.
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Figura 26 — A figura no quadro a esquerda (direita) representa a curva de nivel do payoff

de Alice (Bob). Os pontos l, l, e ¢ Y% representam os seguintes operado-

res de estratégias e estados quénticos: M U g (22,0) e 0.3887|0a,Op) —

0.4875|04, Tp) — 0.4875|Tx,Op) + 0.6113|Tx, Tp); W Uap (£2,0) e
0.6965|04,08) — 0.4598|Oa,T3) — 0.4598|Ta,Og) + 0.3035|TA,Tg); e
Ups (0,0) e [Oa, Op); % Uns (0,%) e |Ta, Tg). (A) Parte real e imagindria da
matriz densidade referente ao estado quéntico |7, 7). (B) Simulacdo dos espectros
do Hidrogénio e do Carbono que deverao ser detectados experimentalmente.
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Fonte: A autora.
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Figura 27 — Esta figura apresenta a simulacdo da matriz densidade e dos respectivos espectros do
Hidrogénio e Carbono que devem ser obtidos apds a aplicagdo de cada experimento
da Tabela 1, a qual foi discutida e apresentada na Secdo 2.7. (A)-(B) 1° Experimento,

. - 1H 13C . -
aplicagdo do pulso [0] 7 . (C)-(D) 2° Experimento, corresponde a execucdo do
ulso [0]1H e [1]°C (E)-(F) 3° Experimento, aplicagdo do pulso [O]lH e [2]°€
p 2 € 2] 4~ p » aplicag p 3],
o . H 130 . . .
(G)-(H) 4° Experimento, o pulso [— e [0]__ foi aplicado.
—z —x
A) (B)
Parte Real Parte Imaginaria 80 Hidrogénio © Carbono
60 60
40 40
E 20 "; 20
s =
g 0 g0
< 20 < 20
-40 -40
%) N
0 100 200 300 400 s0 o 100 200 300 400 500
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)
D)
Parte Real Parte Imaginaria 80 Hidrogénio 80 Carbono
60 60
40 40
3 3
'E_ 20 é 20
s e
g0 g0
< -20 < =20
-4 -40
-6 -60
-80 -8
0 100 200 300 400 500 100 200 300 400 500
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)
S ()]
Parte Real Parte Imaginaria 80 Hidrogénio 80 Carbono
60 60
40 40
[} L
E 20 E 20
Eo Eo
< <
20 -20
40 40
-60 -60
0 100 200 300 400 50 Yo 100 200 300 400 500
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)
Hidrogénio (H) Carbono
Parte Real Parte Imaginaria 80 & 80
60 60
40 40
5} o
E 20 E 20
Eo Eo
< <
20 -20
-40 -40
-60 -60
100 200 300 400 s0 o 100 200 300 400 500

Frequéncia (Hz)

Fonte: A autora.

Frequéncia (Hz)



85

Figura 28 — Esta figura € a continuidade da aplicacdo dos experimentos da Tabela 1 da Figura
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho implementou-se o jogo da Batalha dos Sexos na versdo quantica via o
protocolo de Eisert et al., onde analisou-se o jogo de modo que as superposicoes de estratégias
estivessem maximamente emaranhadas. Além disso, demonstrou-se que 0 maximo emaranha-
mento otimizou os equilibrios do jogo da Batalha dos Sexos. Estes equilibrios estdo em uma
regido entre os operadores de estratégias quanticas 0) AB € Q - Dentro dos resultados tedricos
encontrados, existe uma condicao de restricdo das escolhas dos pardmetros ¢, g dos operadores
de estratégias quanticas U aB (0, ¢a ) para que os payoffs de ambos os jogadores sejam iguais
a 4. Desta condicao, os perfis de operadores de estratégias quanticas satisfazem a condi¢ao
de 6timo de Pareto. Além disso, verificou-se que a condi¢do proposta por Benjamin ndo é
satisfeita, salvo a situacdo trivial de o = ¢p = 0, que ndo traz nenhuma nova interpretacao,
portanto, ndo existe nenhuma regido em que o operador de estratégia quantica de Bob € igual ao
conjugado do operador de estratégia quantica de Alice. Para dois casos em particular, em que os
jogadores escolhem o perfil de operadores de estratégias quanticas (U, (0, Z) , Uy (0, %)) ou
(Z]A (0, %“) Uy (O, 3%)) o dilema do jogo pode ser resolvido. Estes dois perfis de operadores
representam que Alice e Bob escolhem o mesmo operador de estratégia quantica para manipular
sua estratégia. Classicamente isso representaria que Alice e Bob escolhem outra alternativa para
ficarem juntos, tal como ir & Opera para assistir Televisio e tomarem café, pois o casal fara
alguma atividade sdbado a noite e terdo satisfacdo igual.

Para finalizar, foi possivel propor uma implementa¢do do jogo da Batalha dos Sexos via

a técnica de Ressonancia Magnética Nuclear, onde é possivel explorar o controle quantico do

jogo.
5.1 PERSPECTIVAS FUTURAS

Com base nas conclusdes apresentadas acima, pode-se listar algumas perspectivas futuras

e Implementar experimentalmente o jogo da Batalha dos Sexos na versdo quantica e compa-

rar com os resultados tedricos.

e Implementacdo de ferramentas bésicas para estudos de processamento de Informagao

Quantica via Ressonancia Magnética Nuclear.
e Implementacdo de protocolos de Informagdo Quantica: Teoria dos Jogos Quanticos.

e Aprimorar metodologias computacionais para o desenvolvimento de sequéncias de pulsos,
na procura de um controle quantico 6timo de sistemas de dois e trés gbits em amostras

liquidas via a técnica de Ressonancia Magnética Nuclear.
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APENDICE A - PAYOFF ESPERADO PARA ; JOGADORES

Considere o caso em qual h4 trés jogadores, o conjunto de estratégias puras do jogador 1
€ S1 = {s1.1, S1.2, 51,3}, 0 qual possui uma distribui¢do de probabilidades p; = (p1.1,P1.2, P1.3)-
O conjunto de estratégias puras do jogador 2 € Sy = {21, S22}, possuindo uma distribui¢do
de probabilidades p; = (p2,1,p2,2). Por fim, o conjunto de estratégias puras do jogador 3 é
Sy = {s31,532, 533}, que possui uma distribuicdo de probabilidades ps = (ps1,Ps2,D33)-

Portanto, da Equacdo (3.12), o payoff esperado € escrito como

i(p) =

3
Z D1 k1p2 k2p3 k3$ (81 kis S2 koo 53 k3>

3 2

pl,klpzkzpz,l&(51,k1752,k2753,1)+E E D1k P2k D328 (81815 52,025 53,2)
1 ki1=1ko=1

M= 1M
M- HMM

>
Il

—
>

1

+ Z Z PLED2,ko 3,381 (81 k15 52005 53.3) 5
k=1 ko=1
3
= Z (P11 P2,1P3,18: (S1815 52,1, 83,1) + Pk P2,2D3,18i (81,005 2,2, 3,1))
k1=1
3
+ Z (p17k1p2,1p3,2$i (Sl,kzp 52,1, 83,2) + pl,k1p2,1p3,2$i (Sl,ku S2.1, 83,2))
k=1
3
+ Z (P11 P2,1P3,3%: (S1815 52,15 83,3) + Pk P2,2D3,38i (S1,005 2,2, 833)) 5
k=1

= p1,1p2,1p3,1$z‘ (81,1, 52,1, 83,1) +p1,1p2,2p3,1$z‘ (31,1, 52,2, 83,1)

2

+p1,2p2,1P3,1$z’ (31,2, 52,1,53,1) + P1,2p2,2p371$i (31,2, 522,831
+P1,3p2,1p3,1$z' 51,3, 52,1, 53,1 +p1,3p2,2193,1$i 51,3, 52,2, 3,1

+P1,1p2,1p3,2$¢ 51,15, 52,1, 53,2 +p1,1p2,1p3,2$¢ 51,1, 52,1, 53,2

+P1,3P2,1P3,29;
51,1, 52,2, 53,3

) )
) )
) )
+P1,2P2,1P3,29i 81,2,52,1,53,2) + P1,2P2,1P3,29i 51,2,52,1,53,2)
) )
) )
+D1,2P2,1P3,3D; 51,2,52,1,53,3) + P1,2P2,2P3,39; 81,2782,2783,3)

) )

( (
( (

8 ( 3 (

$ (51,3, 82,1, 83,2 +p1,3p2,1p3,2$i (51,3, 82,1, 53,2
+p1.1D2,103,3% (51,1, 82,1, S3,3) + P1.1P2.2D3,3%; (

8 ( 3 (

8 ( 3i (

+P1,3P2,1P3,39i (51,35 S2,1, 53,3) + P1,3D2,2P3,30 (51,3, S2,2, S3,3) - (A.1)
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Desta forma, da Equacdo (A.1) o payoff do jogador 1 € escrito como

$1 (P) = p1,1p2,1p3,1$1 (81717 52,1, 8371) + p1,1p2,2p3,1$1 (81,1, 52,2, 83,1)
+p1,2p2,1p3,1$1 (81,2, S2.1,831) t+ p1,2p2,2p3,1$1 (31,2, 522,531
+p1,3p2,1p3,1$1 51,3, 52,1, S3,1 +p1,3p2,2p3,1$1 51,3, 52,2, 3,1

+p1,1p2,1p3,2$1 51,1, 52,1, 53,2 +p1,1P2,1p3,2$1 51,1, 52,1, 53,2

+p171p271p373$1 51,15, 52,15, 53,3 +p1,1p2,2p3,3$1 51,1, 52,2, 53,3

) )
) )
) )
+p1,202,1P3,281 (51,25 82,1, 83,2) + D1,2P2,1P3,281 (81,2, 52,1, 53,2)
) )
) )
+p1,9P2.1D03,3%1 (51,2, 52,1, S3.3) + P1.2D2.2D3,3%1 (51,2, S22, S3.3)

) )

( (

( (

( (
+p1,3p2,1p3,2$1 (51,3, $2,1,832) + p1,3p2,1p3,2$1 (51,3, 82,1, 83,2

( (

( (

( (

+p1,3p2,1p373$1 51,3, 52,1, 53,3 +p173p2,2p3,3$1 51,3, 52,2, 53,3 (A.2)

O payoff do jogador 2 € dado por

$o (P) = p1,1p2,1p3,1$2 (81,1, S2.1, 53,1) + p1,1p2,2p3,1$2 (81,17 52,2, 53,1)
+P1,2p2,1p3,1$2 (81,27 82,1,831) + p1,2p2,2p3,1$2 (81,2, 522,531
+P1,3p2,1p3,1$2 81,3, 52,1, S3,1) + p1,3p2,2p3,1$2 51,3, 52,2, 531

+p1,1p271p3,2$2 81,1, 52,1, 3,2 +p1,1p2,1p3,2$2 51,1, 52,1, 53,2

+P1,1p2,1p3,3$2 51,1, 52,1, 53,3 +p1,1p2,2p3,3$2 51,1, 52,2, 53,3

) )
) )
) )
+p1,2p2,1p3,2$2 81,2782,1783,2) +p1,2p2,1p3,2$2 81,2,82,1,83,2)
) )
) )
+p12P21P3,382 (51,2, 2,1, 83.3) + P1.2P2,2P3.3%2 (512, 522, 53.3)

) )

( (

( (

( (
+P1,3p2,1p3,2$2 (81,3, S2,1,832) + p1,3p271p3,2$2 (51,3, 521,532

( (

( (

( (

+P1,3p2,1p3,3$2 81,3, 52,1, 53,3) + p1,3p2,2p3,3$2 51,3,52,2,533) (A.3)
e por fim, o payoff do jogador 3 é

§3 (P) = p1,1p2,1p3,1$3 (81,1, 521, 83,1) + p1,1p2,2p3,1$3 (81,1, S22, 83,1)
+p1,2p2,1p3,1$3 (81,2, 521, 83,1) + p172p2,2p3,1$3 (81,2, 52,2, 83,1)
+p1,3p271p3,1$3 (51,3, 2.1, 53,1) + P1,3p2,2p3,1$3 (31,3, 52,2, 83,1)
+p1,1p2,1p3,2$3 (51,1, 52,15 53,2) + P1,1p2,1p3,2$3 (81,1, 82,1, 53,2)
+p1,2p2,1p3,2$3 (81,2, 52,1, 83,2) + p1,2p2,1p3,2$3 (51,27 52,1, 53,2)

+p1,3p2,1p3,2$3 (81,3, 52,1, 83,2) + P1,3p2,1p3,2$3 (81,3, 52,1, 83,2)

+p1.102.103,3%3 (51,1, 52,1, S3.3) + P1.1P2.2D3,383 (51,1, 522, S3.3)

+p1,2p271p3,3$3 (31,2, 521, 33,3) + p1,2p272p3,3$3 (81,2, S22, 53,3)

( ) )

+p1,3p271p3,3$3 51,3, 52,1, 53,3 +P1,3p2,2p3,3$3 (81,3,32,2,83,3 (A4)

Portanto, embora somente jogos de dois jogadores com duas estratégias cada foram analisados

neste trabalho, a Equacgao (3.12) € valida para g jogadores com m; estratégias cada um.
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APENDICE B - ESFERA DE BLOCH

Qualquer sistema quantico de dois niveis pode caracterizar um gbit, tal como um sistema
de f6tons polarizados, particulas de spin 1/2 e dtomos excitados e dtomos no estado fundamental.
Como discutido na Se¢do 2.6.1 uma base conveniente para representar um sistema
quantico de dois niveis é: {|0), |1) }, a qual é chamada de base computacional. Um estado puro
geral de um gbit nesta base é escrito de acordo com a Equagdo (2.67), e por meio da Equagao

(2.68), pode-se escrever
0 4 0
|22) = cosy |0) + exp [i¢)] seny 1), (B.1)

onde 0 <0 < 7, 0 < ¢ < 27m. Os parametros angulares 0 e ¢ definem um ponto na superficie de
uma esfera unitaria tridimensional. Esta esfera é denominada esfera de Bloch (63, 171).

Dentro deste contexto, a representacdo da matriz densidade para estados puros é dada

conforme
) cos?? exp [—i¢] cos?sent
p = |5) (x| = e, ol - (B.2)
exp [i¢] cosgsens sen’s

Substituindo as seguintes relagdes trigonométricas

o0 1+ cost g 0 sent 50 1 —cost
Cos" =~ = ———, coS=—Sen— = —_—

2 2 2772 2 2 2

na Equacdo (B.2), escreve-se
1 ,. R . R L/ L >
p= 3 (1 + senbflcospo, + senbllsenga, + cos@a‘z) = 3 ( + 7 a‘) , (B.3)

onde 7 = (senfcosp, senfseng, cosd) é um vetor unitirio e é denominado vetor de Bloch.

Abaixo tem-se alguns exemplos

e (=0,
|50) = [0) <= 7= (0,0,1), (B.4)
|2) = |1) <= 7= (0,0,-1), (B.5)

|2¢) = (10) +i]1)) <= 7= (0,1,0), (B.6)
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7(|0>—2|1>) — 7= (0,—1,0), (B.7)
\if<|o> 1) = 7= (1,0,0). (B.8)
%qo) 1)) = 7 = (—1,0,0), (B.9)
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