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RESUMO

DA SILVA LEAL, Adriane Consuelo. Análise teórica do jogo da Batalha dos Sexos e uma
proposta experimental via Ressonância Magnética Nuclear. 2018. 101p. Dissertação (Mestrado
em Ciências/Física) - Universidade Estadual de Ponta Grossa. Ponta Grossa, 2018.

O principal objetivo deste trabalho é estudar o jogo da Batalha dos Sexos na versão quântica, para
dois jogadores Alice e Bob. Uma análise teórica é fundamentada aplicando o protocolo elaborado
por Eisert et al., no qual se aplicam propriedades advindas de emaranhamento de estratégias.
Nesse sentido, é possível demonstrar que o emaranhamento otimizou os equilíbrios do jogo para
Alice e Bob. Para o caso em que os jogadores escolhem o perfil de operadores de estratégias
quânticas (ÛA

(
0, π

8

)
, ÛB

(
0, π

8

)
) ou (ÛA

(
0, 3π

8

)
, ÛB

(
0, 3π

8

)
), o dilema pode ser resolvido. Por

meio dos resultados teóricos uma proposta de implementação experimental do jogo na condição
de máximo emaranhamento foi sugerida via a técnica de Ressonância Magnética Nuclear.

Palavras-chave: Processamento de Informação Quântica; Teoria dos Jogos Quânticos; Resso-
nância Magnética Nuclear de estado líquido.



ABSTRACT

DA SILVA LEAL, Adriane Consuelo. Theoretical analysis of the Battle of the Sexes game and
an experimental proposal by Nuclear Magnetic Resonance. 2018. 101p. Dissertação (Mestrado
em Ciências/Física) - Universidade Estadual de Ponta Grossa. Ponta Grossa, 2018.

The main objective of this work is to study the game of the Battle of the Sexes in the quantum
version, for two players Alice and Bob. A theoretical analysis is substantiated applying the proto-
col elaborated by Eisert et al., in which apply properties oficial entangled strategies. In this sense,
it is possible to demonstrate that the entanglement optimized the equilibria of the game. For the
case where the players choose the profile of quantum strategies operators (ÛA

(
0, π

8

)
, ÛB

(
0, π

8

)
)

or (ÛA
(
0, 3π

8

)
, ÛB

(
0, 3π

8

)
) the dilemma can be solved. By means of the theoretical results a

proposal of experimental implementation of the game in the condition of maximum entanglement
is purposed by Nuclear Magnetic Resonance technique.

Keywords: Quantum information processing; Quantum game; Liquid state NMR.
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1 INTRODUÇÃO

A Teoria dos Jogos baseia-se em situações de decisão e de conflito entre dois ou mais
jogadores, desse modo procura-se o maior ganho para um dos jogadores. Nessa linha de pensa-
mento, a Teoria dos Jogos teve um papel muito importante durante a Segunda Guerra Mundial,
onde muitos pesquisadores contribuíram para a construção de um formalismo matemático que
permitiu a sua axiomatização. Os pioneiros nesse propósito foram John Von Neumann e Oskar
Morgenstern (1) em 1944, quando descreveram em seu livro Theory of Games and Economic

Behaviour as primeiras ideias sobre jogos. Alguns anos depois, John Nash realizou estudos sobre
situações de equilíbrio em jogos não cooperativos (2). A partir desses estudos, os princípios da
Teoria dos Jogos foram aplicados à Biologia (3), Economia (4), Ecologia (5) e recentemente à
Física (6–8).

Nos últimos anos, a Teoria dos Jogos teve uma passagem de um domínio clássico
para o quântico, dando origem à área da Teoria dos Jogos Quânticos. A distinção entre esses
domínios pode ser feita porque no quântico utiliza-se a Mecânica Quântica na sua descrição,
e no clássico não. Esta extensão permite novas possibilidades, tal como aplicar o princípio de
superposição de estratégias (vetores de estado quânticos). Junto ao conceito de emaranhamento
é possível que os jogadores obtenham melhores ganhos (payoffs) e escapem de paradigmas que
alguns jogos clássicos possuem. É nesse sentido que os jogos quânticos serão úteis, pois alguns
problemas matemáticos poderão ser reformulados como jogos. O problema de procurar uma
informação específica em um banco de dados, por exemplo, pode ser representado por um jogo
no qual os jogadores competem para decidir quem obtém a informação primeiro. Algoritmos que
resolverão esse problema serão entendidos como as estratégias do jogo. Encontrar um Algoritmo
Quântico que resolve o problema mais rápido do que a sua contrapartida clássica é equivalente
a identificar uma estratégia quântica que é mais eficiente do que a estratégia clássica. Este
provavelmente será um dos primeiros benefícios da Teoria dos Jogos Quânticos. Dentro dessa
discussão, a Criptografia também pode ser beneficiada. Os pesquisadores criaram um protótipo
de “Criptosistemas Quânticos” (9–12) que são, em princípio, impossíveis de serem invadidos
sem que o “espião” seja detectado. Quando o estado de um sistema quântico é medido, então,
em teoria, nenhum espião pode examinar uma mensagem sem deixar um rastro. Na prática, as
imperfeições no sistema de transmissão introduzem ruído no sinal, obscurecendo a presença
de um espião. Desta maneira, a Teoria dos Jogos Quânticos poderá ajudar os pesquisadores
a entender o quão vulnerável é um sistema. Analisar a segurança da Comunicação Quântica
seria como analisar um jogo quântico, onde as pessoas que estão tentando se comunicar com
segurança estão “jogando” contra um espião (13).

Dentro do âmbito dessa discussão, a Teoria dos Jogos Quânticos possui emblemáticos
exemplos para discutir os fundamentos matemáticos e como são abordadas as aplicações. Por



11

citar alguns deles: o jogo de Combinar Moedas (Matching Pennies) (14); o Dilema1 do Prisioneiro
(Prisoner Dilemma) (16); a Batalha dos Sexos (Battle of the Sexes) (17); o jogo de Pedra, Papel e
Tesoura (Rock-Paper-Scissor) (18); o jogo da Galinha (Chicken game) (19); entre muitos outros.

Dentre os exemplos acima, segundo a literatura, Blum em 1981 definiu formalmente pela
primeira vez uma versão alterada do jogo de Combinar Moedas (20–22). A versão quântica deste
jogo foi discutida pela primeira vez por Meyer (23) em um jogo chamado de jogo PQ2. Meyer
evidenciou a vantagem que um jogador possui ao superpor suas estratégias. Posteriormente,
devida a contribuições de muitos pesquisadores e grupos experimentais, o jogo ganhou novas
versões (24–26).

O jogo do Dilema do Prisioneiro na versão quântica, foi apresentado primeiramente por
Eisert et al. (27). Eisert et al. desenvolveram um Algoritmo Quântico deste jogo e demonstraram
que o emaranhamento entre as estratégias dos jogadores resolveu o dilema existente no jogo
clássico. A partir disso, a primeira execução experimental do Dilema do Prisioneiro na versão
quântica, foi desenvolvida em 2002 via a técnica de Ressônancia Magnética Nuclear (RMN) (28).
Posteriormente, em 2005 a realização deste jogo foi proposta teoricamente por Paternostro et al.

(29) em um sistema de fótons e foi implementado experimentalmente em 2007 por Prevedel et

al. (30). Em 2013 executou-se o jogo em um sistemas de lasers (31).

Outro jogo que também possui uma versão quântica, apresentada por Marinatto e Weber
(32), é o jogo da Batalha dos Sexos. Os autores se inspiraram no trabalho de Eisert et al. e
elaboraram um protocolo para quantizar o jogo. Porém os operadores de estratégias quânticas3

de Alice, ÛA, e de Bob, ÛB, foram restritos aos operadores quânticos σ̂x e 1̂. Além disso,
não foi aplicado ao final do protocolo o operador de desemaranhamento4. Embora houvessem
essas restrições, Marinatto e Weber concluíram que se os jogadores escolhem uma estratégia
emaranhada, então o dilema do jogo pode ser resolvido.

A partir do trabalho de Marinatto e Weber muitas controvérsias sobre a solução encon-
trada por eles surgiram (33–37). Dentre elas, Benjamin (33) comentou que o jogo da Batalha dos
Sexos na versão quântica não possui uma única solução. Além disso, deve haver um operador de
estratégia quântica realizado por Alice, de modo que, deve haver outro operador de estratégia
quântica executado por Bob, sendo possível encontrar o melhor payoff para ambos os jogadores.
Dessa forma, isso representa que o operador de estratégia quântica de Bob deve ser equivalente
ao conjugado do operador de estratégia quântica de Alice, isto é, ÛB = Û∗A. Com base na revisão
da literatura, esta afirmação não é demonstrada em nenhuma das versões quânticas do jogo da
Batalha dos Sexos até hoje (34–40).

Através do comentário de Benjamin (33), alguns trabalhos tentaram resolver o dilema
1 A definição de dilema pode ser entendida como um problema que oferece duas soluções, sendo elas ou

controversas uma a outra ou ambas inaceitáveis (15).
2 O jogo PQ é apresentado e discutido na Seção 3.7.1.
3 São operadores quânticos ÛA,B que pertencem ao grupo SU(2) e permitem aos jogadores manipular suas

estratégias.
4 A expressão matemática do operador de desemaranhamento está na Seção 3.7.3. O jogo da Batalha dos Sexos na

versão quântica é discutido em mais detalhes na Seção 4.2.
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do jogo da Batalha dos Sexos. Dentre estes, em 2000, Du et al. (38) afirmaram que o jogo
quântico da Batalha dos Sexos é muito mais complicado do que o jogo clássico. Segundo os
autores, existem infinitos equilíbrios de Nash5 e o payoff de cada jogador não é melhor do que o
payoff clássico. Contudo, em 2001, estes mesmos autores (39) discutiram que se os jogadores
escolhem seus operadores de estratégias quânticas do grupo SU(2) com uma distribuição de
probabilidades associada, então novos equilíbrios de Nash emergem. Assim, o dilema que existe
no jogo clássico é realmente removido.

Embasado no contexto acima e no estudo do formalismo da Teoria dos Jogos Quânticos,
o presente trabalho teve como objetivo a análise teórica do jogo da Batalha dos Sexos na versão
quântica, onde o protocolo apresentado por Eisert et al. foi aplicado. Por meio desta análise foi
possível resolver o dilema existente e propor uma implementação experimental via RMN.

Desta forma, no Capítulo 2 serão apresentados alguns conceitos importantes para o en-
tendimento da Ressonância Magnética Nuclear. Inicialmente, a interação Zeeman será discutida,
onde durante esta interação alguns níveis de energia podem ser atribuídos ao núcleo. Além da
interação Zeeman se discutirá a interação com ondas eletromagnéticas, de modo que existirá
uma dinâmica para o spin nuclear. Dentro deste contexto, o formalismo da matriz densidade será
apresentado, o qual é o mais conveniente para se discutir o fenômeno da RMN. Por meio deste
formalismo, os observáveis de interesse em RMN são definidos. Ainda se discutirá a evolução
da matriz densidade de desvio, a qual é detectada nos experimentos. Além das interações com
campos externos, os Hamiltonianos de spin interno serão abordados. As interações via desloca-
mento químico e acoplamento escalar serão priorizadas. Com base nessas interações, se discutirá
um sistema de spins 1/2 acoplados, o qual será empregado na proposta de implementação do
jogo da Batalha dos Sexos. Por fim, se apresentará a preparação de estados pseudos puros e o
procedimento de tomografia de estado quântico.

O Capítulo 3 será dedicado à Teoria dos Jogos Clássicos e Quânticos. Serão expostas
algumas expressões importantes, representação, classificação e exemplos de jogos no contexto
da Teoria dos Jogos Clássicos. Dentro deste contexto, o formalismo da Teoria dos Jogos para
um jogo estratégico finito será apresentado. Com base no formalismo, se discutirá as formas de
determinar a solução de um jogo, dando ênfase ao conceito de equilíbrio de Nash e ótimo de
Pareto. Tendo estabelecido os conceitos de solução, será abordada a Teoria dos Jogos Quânticos,
destacando o trabalho de Meyer (23), Eisert et al. (27) e Marinatto e Weber (32). Além disso, o
jogo PQ, a versão quântica do Dilema do Prisioneiro e da Batalha dos Sexos serão comentados.

No Capítulo 4 será estudado o jogo da Batalha dos Sexos a partir do protocolo elaborado
por Eisert et al. (27). Com base nos resultados teóricos encontrados, será testada a condição
definida por Benjamin (33). Além disso, se discutirá que o dilema do jogo pode ser resolvido.
Por fim, uma proposta de implementação experimental via RMN do jogo da Batalha dos Sexos,
para o caso maximamente emaranhado, será apresentada.

O Capítulo 5 conterá as principais conclusões e propostas para trabalhos futuros.

5 O conceito de equilíbrio de Nash é apresentado na Seção 3.6.1.1.
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2 RESSONÂNCIA MAGNÉTICA NUCLEAR

A primeira descrição do fenômeno da Ressonância Magnética Nuclear (RMN) foi
publicada em 1946 por dois grupos independentes: o dos físicos Purcell, Torrey e Pound, da
Universidade de Havard, e o do Bloch, Hansen e Packard, da Universidade de Stanford (41).

De acordo com essa descrição e os avanços tecnológicos, a RMN hoje é aplicada
em várias áreas, tais como Química, Biologia, Agronomia, Medicina e mais recentemente à
Computação Quântica para o processamento de Informação Quântica (42). A RMN para o
processamento de Informação Quântica é viável porque é possível controlar a dinâmica do
sistema de spins nucleares por meio de pulsos de radiofrequência (43), o que permite desenvolver
sequências de pulsos para preparação de estados, implementação de portas lógicas, simulação de
Hamiltonianos e a determinação do estado do sistema através do processo de tomografia de estado
quântico (44). Nesse sentido, um controle preciso da evolução dos spins nucleares por meio
de campos de radiofrequência é bem estabelecido e pode ser implementado em espectrômetros
disponíveis no mercado (44). Estes espectrômetros possibilitam manipular não um único spin,
mas um ensemble1 de spins, os quais estão em equilíbrio térmico e obedecem à distribuição de
Boltzmann.

Com base na breve discussão acima, nesse capítulo serão apresentados os conceitos
fundamentais da RMN, bem como a interação Zeeman, a interação com ondas eletromagnéticas,
o formalismo da matriz densidade, os principais Hamiltonianos de interação externa e interna
entre os spins nucleares, a implementação de estados pseudo puros e o processo de tomografia
de estado quântico. Seguindo esta ordem, na seguinte seção a interação Zeeman será discutida.

2.1 INTERAÇÃO ZEEMAN

Para iniciar uma discussão formal do significado da interação Zeeman, os conhecimentos
básicos da teoria do Eletromagnetismo Clássico devem ser utilizados. Nesse sentido, o conceito
de energia magnética é de crucial importância para o desenvolvimento do tópico em questão.
Sendo assim, pela definição de energia potencial magnética (46)

U = −m ·B, (2.1)

onde m é o momento de dipolo magnético e B é o campo magnético na vizinhança em que
o momento de dipolo magnético está inserido no espaço, é possível estender a definição de
energia potencial da Equação (2.1) para o regime quântico. Neste regime, a energia potencial é
denominada como energia de interação Zeeman, ĤZ , e é representada pela seguinte expressão
matemática

ĤZ = −µ ·B, (2.2)
1 É um grande número de spins nucleares de um dado sistema (41, 45).
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onde µ é o vetor de momento de dipolo magnético total (45). Na Mecânica Quântica, µ é
proporcional ao momento angular total de spin nuclear ~~̂I e obedece à seguinte igualdade

µ = ~γ~̂I, (2.3)

onde ~ é a constante de Planck dividida por 2π e γ é o fator giromagnético da espécie nuclear.
Cada espécie nuclear possui um valor de γ específico (41). O terceiro constituinte da Equação
(2.3) é denominado operador vetor de momento angular de spin nuclear ~̂I. Uma descrição geral
permite considerar as três componentes Îx, Îy e Îz, que podem ser escritas como

~̂
I =

(
Îx, Îy, Îz

)
,

as quais estão vinculadas ao valor do número quântico de spin nuclear I .

Uma consequência disso é que para a interação Zeeman ocorrer, as espécies nucleares
devem ter o número quântico de spin nuclear I diferente de zero. Uma outra característica de
espécies nucleares que possuem o número quântico I > 1/2, é que além da contribuição Zeeman,
existe a interação do momento de quadrupolo elétrico nuclear, interagindo com gradientes de
campo elétrico nas suas vizinhanças. Particularmente, neste trabalho, somente espécies nucleares
que possuem o número quântico I = 1/2 foram estudadas. Para estas espécies, durante a
interação Zeeman, diferentes níveis de energia são atribuídos ao núcleo. Além disso, estes níveis
dependem da orientação do spin do núcleo em relação ao eixo definido pelo campo magnético
estático. A absorção e irradiação de energia associada a transições entre esses níveis constituem
o fenômeno físico observado em um experimento de RMN (47, 48).

Com base no que foi dito, pode-se discutir as propriedades quânticas do operador de spin
nuclear que são caracterizadas pelos autovalores e autoestados de seu módulo ao quadrado Î2 e
sua componente Îz, conforme está mostrado abaixo

Î2 |I,m〉 = I (I + 1) |I,m〉 , (2.4)

Îz |I,m〉 = m |I,m〉 , (2.5)

os kets |I,m〉 são autoestados simultâneos de Î2 e Îz, e são especificados pelos números quânticos
I e m, com m = −I,−I + 1, · · · , I − 1, I , onde m é denominado número quântico magnético
(49). Matematicamente, o valor do spin nuclear I define a dimensão do espaço de Hilbert, H, do
sistema de spins nucleares em questão. No caso de 2I + 1 dimensões com o número quântico de
spin nuclear I fixo, este espaço é gerado pela base de estados quânticos {|I,m〉}.

Além dos operadores Î2 e Îz, são definidos outros dois operadores, denominados operador
de levantamento Î+ = Îx + iÎy e operador de abaixamento Î− = Îx − iÎy, os quais vinculam
as componentes transversais dos spins nucleares. A atuação de Î+ e Î− nos vetores de estado
quântico |I,m〉 é escrita como se segue

Î+ |I,m〉 =
√
I (I + 1)−m (m+ 1) |I,m+ 1〉 , (2.6)

Î− |I,m〉 =
√
I (I + 1)−m (m− 1) |I,m− 1〉 , (2.7)
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e esta atuação tem como efeito levantar (abaixar) o valor do número quântico m em uma unidade
(50) sem modificar o número quântico de spin nuclear I .

Para o caso em que a interação Zeeman ocorre quando um campo magnético estático
na direção z, B0 = B0ez, é aplicado, a Equação (2.3) pode ser substituída no Hamiltoniano de
Zeeman da Equação (2.2), sendo escrito como

ĤZ = −~γ~̂I ·B0=− ~γÎzB0=− ~ωLÎz, (2.8)

onde ωL = γB0 é denominada frequência angular de Larmor da espécie nuclear. A representação
do Hamiltoniano de Zeeman ĤZ da Equação (2.8) por meio do operador Îz, permite que seus
autovalores sejam determinados em referência aos autoestados da base {|I,m〉}. A partir disso,
os autovalores que representam os níveis de energia da espécie nuclear são escritos como

Em = −m~ωL, (2.9)

de tal forma que são igualmente espaçados por uma quantidade de ±~ωL e dependem apenas do
número quântico m. Este número quântico pode ser interpretado como a orientação do momento
angular total nuclear em relação a um campo magnético estático aplicado (48). Além disso, o
estado fundamental é dado por m = I .

Ainda dentro do contexto da interação Zeeman, em uma amostra de RMN, há inúmeras
moléculas, da ordem de 1023 unidades. Esta quantidade de moléculas é denominada ensemble de
spins. Em um ensemble que possui núcleos idênticos em equilíbrio térmico, os níveis de energia
não são igualmente populados e as populações relativas obedecem a seguinte distribuição de
Boltzmann (48, 51)

Nm

N
=

exp
[
−Em

kBT

]
∑I

m=−I exp
[
−Em

kBT

] , (2.10)

onde N =
∑I

m=−I Nm = 6, 022 × 1023, kB é a constante de Boltzmann e T a temperatura
absoluta do ensemble. Substituíndo a Equação (2.9) na Equação (2.10), obtém-se

Nm

N
=

exp
[
m~ωL

kBT

]
∑I

m=−I exp
[
m~ωL

kBT

] . (2.11)

Na condição de altas temperaturas, ou seja, ~ωL � kBT , as exponenciais da expressão acima
podem ser expandidas em uma série de Taylor de primeira ordem

Nm

N
≈

1 + m~ωL

kBT∑I
m=−I(1 + m~ωL

kBT
)
≈

1 + m~ωL

kBT

2I + 1
. (2.12)

A aproximação da Equação (2.12) permite escrever

Nm

N
=

exp
[
−Em

kBT

]
2I + 1

. (2.13)
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Em particular, para um sistema de spin I = 1/2, o qual possui 2 níveis de energia,
há uma população relativa N−1/2

N
= 1

2
exp

[
−E−1/2

kBT

]
de spins vinculada ao número quântico

m = −1/2. Da mesma maneira, há uma população relativa N1/2

N
= 1

2
exp

[
−E1/2

kBT

]
de spins

vinculada ao número quântico m = 1/2. Estas populações estão relacionadas pelo seguinte fator
de Boltzmann (45)

N−1/2

N1/2

= exp

[
E1/2 − E−1/2

kBT

]
= exp

[
− ~ωL
kBT

]
≈ 1− ~ωL

kBT
. (2.14)

Para um sistema constituído por núcleos de 1H sujeitos a um campo magnético estático de 9, 39

Tesla, tem-se que ~ωL = 4, 21× 10−26 Joules e kBT = 4, 12× 10−21 Joules, onde T = 298, 15

K, desta maneira o fator de Boltzmann da Equação (2.14) é dado por

N−1/2 ≈ (1− 1, 022× 10−5)N1/2 = 0, 9998N1/2. (2.15)

Como N = N−1/2 + N1/2 = 6, 022 × 1023, determina-se que a diferença de população é
de 4N = 3, 076 × 1018 spins, implicando no fato de que N−1/2 = 3, 00998 × 1023 spins
precessionam no sentido oposto ao campo magnético externo e N1/2 = 3, 01002× 1023 spins
precessionam no mesmo sentido do campo. Desta forma, 4N

N
= 5× 10−6, ou seja, a diferença de

população entre os dois níveis é da ordem de partes por milhão com relação ao número total de
spins da amostra (52). Além disso, esta pequena diferença que é detectada em um experimento
de RMN.

Um outro aspecto importante a ser discutido é em referência ao tamanho da amostra. Do
Eletromagnetismo Clássico, a magnetização de um material depende do número de momentos
de dipolo magnéticos resultantes, sendo escrita como (53)

M = lim
4V→0

∑
i

µi
4V

, (2.16)

onde ∆V é um volume mesoscópico e nele existem aproximadamente múltiplos de Na (número
de Avogadro) de dipolos magnéticos, representados por µi que é o vetor do i-ésimo momento
de dipolo magnético. Portanto, da definição da Equação (2.16) e como ilustrado na Figura 1, é
possível vincular uma magnetização líquida orientada na direção do eixo z.

2.2 INTERAÇÃO COM ONDAS ELETROMAGNÉTICAS

De acordo com o que se discutiu na seção anterior, o Hamiltoniano da Equação (2.8)
define as energias como uma consequência da aplicação do campo magnético estacionário, B0,
muito intenso. Além deste processo de alinhamento ou ordenamento, é desejável que exista uma
dinâmica para o spin nuclear. Esse procedimento é conhecido como Controle Quântico. Uma
maneira de controlar o spin é aplicando um campo magnético oscilante B1(t) com uma frequência
apropriada (54). Para campos magnéticos estáticos B0 da ordem de Teslas, a frequência de um
campo oscilante B1(t) pertence à região das ondas de radiofrequência (47). A aplicação deste
campo oscilante permite que o spin absorva e emita energia de tal forma que ele possa transicionar
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Figura 1 – Representação da magnetização líquida na direção do eixo z, onde µi é o vetor do
i-ésimo momento de dipolo magnético e B0 é o campo magnético estático.

x

y

M

µi

z

B0

Fonte: A autora.

entre os níveis de energia desdobrados (54). Nesse sentido, considera-se um campo B1(t) da
ordem de poucos Gauss2, aplicado perpendicularmente ao campo estático B0,

B1(t) = B1[cos(ωrf t+ ϕ)ex + sin(ωrf t+ ϕ)ey], (2.17)

onde ωrf é a frequência angular do campo de radiofrequência e ϕ é a fase, a qual determina a
direção de aplicação deste campo (47). Portanto, associa-se ao campo oscilante um Hamiltoniano,
denominado Hamiltoniano de radiofrequência (Ĥrf ), o qual é escrito como

Ĥrf = −µ ·B1(t) = −ω1~[cos(ωrf t+ ϕ)Îx + sin(ωrf t+ ϕ)Îy], (2.18)

onde ω1 = γB1.

Uma vez que o Hamiltoniano da Equação (2.18) depende do tempo, a dinâmica do
sistema de spins no referencial de laboratório se torna complicada. Contudo, esta dependência
temporal pode ser excluída se a evolução do sistema é descrita por meio de um referencial
girante, pois este rotaciona em torno do eixo z com uma frequência angular ωrf .

Desta maneira, o vetor de estado no referencial girante, |Ψr(t)〉, pode ser vinculado ao
vetor de estado no referencial de laboratório, |Ψl(t)〉, por meio da seguinte transformação

|Ψr(t)〉 = Û(t)|Ψl(t)〉 = exp[iωrf Îzt]|Ψl(t)〉. (2.19)

Se a Equação (2.19) for invertida, então o vetor de estado no referencial de laboratório pode ser
escrito como

|Ψl(t)〉 = exp[−iωrf Îzt]|Ψr(t)〉. (2.20)
2 1 Gauss=10−4 Teslas.
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O vetor de estado no referencial de laboratório evolui no tempo de acordo com a seguinte equação

i~
d |Ψl(t)〉

dt
=
(
ĤZ + Ĥrf

)
|Ψl(t)〉 , (2.21)

onde ĤZ é o Hamiltoniano de Zeeman da Equação (2.8) e Ĥrf é o Hamiltoniano de radio-
frequência da Equação (2.18). Substituíndo a Equação (2.20) na Equação (2.21) e utilizando as
seguintes propriedades matemáticas (45)

exp
[
iωrf tÎz

]
Îz exp

[
iωrf tÎz

]
= Îz, (2.22)

exp
[
iωrf tÎz

]
Îx exp

[
−iωrf tÎz

]
= Îx cos (ωrf t)− Îy sin (ωrf t) , (2.23)

exp
[
iωrf tÎz

]
Îy exp

[
−iωrf tÎz

]
= Îx sin (ωrf t) + Îy cos (ωrf t) , (2.24)

cos (ωrf t+ ϕ) = cos (ωrf t) cos (ϕ)− sin (ωrf t) sin (ϕ) , (2.25)

sin (ωrf t+ ϕ) = sin (ωrf t) cos (ϕ) + cos (ωrf t) sin (ϕ) , (2.26)

escreve-se a evolução do vetor de estado no referencial girante da seguinte forma

i~
d |Ψr(t)〉

dt
=
[
−~ (ωL + ωrf ) Îz − ~ω1

(
Îx cos (ϕ) + Îy sin (ϕ)

)]
|Ψr(t)〉 . (2.27)

Por meio da Equação (2.27), encontra-se o Hamiltoniano no referencial girante, denomi-
nado Hamiltoniano efetivo, Ĥef

Ĥef = −~ (ωL + ωrf ) Îz − ~ω1

(
Îx cos (ϕ) + Îy sin (ϕ)

)
. (2.28)

Para o caso em que ωrf 6= −ωL (fora da ressonância), os spins precessam no referencial
girante ao redor de um eixo definido por um campo magnético efetivo, dado por

Bef = (B0 −
ωrf
γ

)ez +B1 cos(ϕ)ex +B1 sin(ϕ)ey. (2.29)

Portanto, da equação acima, o efeito da aplicação de um campo oscilante é o de mudar a
direção da magnetização do ensemble de spins (48). Na condição de ressonância e para o caso
em que o campo é aplicado na direção x (a fase ϕ = 0), a magnetização líquida precessa em
um referencial girante ao redor de x com uma frequência angular3 dada por: ω1 = γB1. No
instante em que o campo de radiofrequência é ligado, a magnetização gira em torno de B1(t). O
tempo em que o campo oscilante fica ligado determina o ângulo de nutação dado por: Θ = ω1tp.
A aplicação deste campo de radiofrequência por um tempo tp é denominado tempo de pulso
de radiofrequência. Para o caso em que Θ = π

2
, a magnetização após a aplicação do pulso se

encontra em um plano transversal (plano xy) à B0. Este pulso é denominado um pulso de π
2
.

Para o caso em que um pulso de π é aplicado, a magnetização é invertida.
3 Também denominada de frequência angular de nutação.
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2.3 FORMALISMO DA MATRIZ DENSIDADE

A descrição feita por meio do Eletromagnetismo Clássico na Seção 2.2, para descrever o
comportamento da magnetização quando campos magnéticos externos são aplicados, é muito
simplificada, pois muitas características dos experimentos de RMN não podem ser explicadas
(48). Uma destas características é que o ensemble de spins pode estar sujeito a flutuações, tais
como temperatura e campo magnético, de tal forma que o estado quântico das moléculas pode
ser alterado. Portanto, é impossível determinar experimentalmente o estado de uma molécula
individual. Esta inviabilidade caracteriza uma informação incompleta a respeito do sistema em
estudo. Dentro deste contexto, uma abordagem mais apropriada para explicar o fenômeno da
RMN é através do formalismo da matriz densidade, introduzido por Von Neumann em 1927 (55).
A matriz densidade é uma matriz que pode descrever um sistema quântico em um estado misto4.
Isso deve ser contrastado com um único vetor de estado que caracteriza um sistema quântico em
um estado puro. Os estados mistos surgem em situações em que o experimentador não sabe quais
estados particulares estão sendo manipulados. Os exemplos incluem um sistema em equilíbrio
térmico ou um sistema com um histórico de preparação incerto, de modo que não se sabe em
qual estado puro o sistema está. A matriz densidade é uma representação de um operador linear
chamado de operador densidade (56). O operador densidade, ρ̂, de um conjunto de núcleos
idênticos e independentes (um ensemble), é definido de tal forma que a média macroscópica do
valor esperado de qualquer observável Â sobre o ensemble é dado por

〈
Â (t)

〉
= Tr

{
Âρ̂ (t)

}
. (2.30)

É importante ressaltar que o lado esquerdo da Equação (2.30) representa a média estatística sob
todo o ensemble e não o valor esperado para um determinado sistema particular no ensemble

(48).

Em uma dada base ortonormal, o operador densidade possui a seguinte representação
matricial

ρ̂ =


ρI,I ρI,I−1 · · ·
ρI−1,I ρI−1,I−1 · · ·

...
... . . .

 . (2.31)

O elemento ρm,m representa a probabilidade de encontrar um membro do ensemble em um
estado especificado pelo número quântico m. A diagonal de ρ̂ é geralmente referida como
populações (48). Os elementos fora da diagonal são números complexos e carregam um fator
de fase dependente do tempo. Este fator está relacionado com a condição de Bohr (50, 57) da
transição de um estado |m〉 para o estado |n〉, onde |m〉 e |n〉 são autoestados do Hamiltoniano
Ĥ do sistema. Cada termo de ρ̂ fora da diagonal recebe o nome de coêrencias. Estas coerências
estão relacionadas com a existência de magnetização transversal após a aplicação de um pulso
de radiofrequência (48).
4 Um conjunto estatístico de vários estados quânticos.
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Ainda dentro desta abordagem, o operador densidade obedece algumas propriedades, as
quais são

i) a hermiticidade: ρ̂ (t) = ρ̂† (t).

ii) a normalização: Tr {ρ̂ (t)} = 1. Esta relação pode ser interpretada como a conserva-
ção de probabilidade numa abordagem quântica.

iii) e Tr
{
ρ̂2 (t)

}
= 1 para um estado puro e Tr

{
ρ̂2 (t)

}
< 1 para um estado misto

(58).

Em RMN, os observáveis de interesse são as componentes da magnetização nuclear (48),
as quais são proporcionais aos valores médios do ensemble das componentes do operador de spin
nuclear

〈
Îx (t)

〉
,
〈
Îy (t)

〉
e
〈
Îz (t)

〉
. Em um experimento de RMN, o espectrômetro detecta o

FID (t) (Free Induction Decay)5 no plano transversal, portanto ele carrega os valores médios das
componentes da magnetização 〈Mx (t)〉, 〈My (t)〉 e é dado por

FID (t) = Tr
{(

Îx + iÎy

)
ρ̂ (t)

}
exp

[
− t

tc

]
, (2.32)

onde ρ̂ (t) representa o operador densidade no instante t e tc é o tempo de perda de coerência
de fase das magnetizações transversais. A simulação de um FID (t) é apresentada na Figura
2. Quando a transformada de Fourier da Equação (2.32) é calculada, espectros são obtidos em

Figura 2 – A figura no quadro à esquerda (direita) representa a componente da magnetização
transversal Mx(t) (My(t)), a parte real (imaginária) do FID (t).
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função das frequências, que são as frequências de Larmor das espécies nucleares detectadas (58).
Como exemplo, vide a Figura 3, a qual é a transformada de Fourier do FID (t) da Figura 2.

A evolução temporal do operador densidade obedece a seguinte equação

dρ̂ (t)

dt
=

i

~

[
ρ̂ (t) , Ĥ (t)

]
, (2.33)

5 Após a aplicação de qualquer pulso de radiofrequência, a evolução da magnetização pode ser detectada por
uma bobina colocada no plano transversal. O sinal detectado pelo espectrômetro é denominado decaimento de
indução livre (FID (t)), pois, decai exponencialmente com o tempo. Este decaimento está vinculado com a perda
de defasagem durante a dinâmica de precessão dos núcleos no ensemble.
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Figura 3 – Esta figura representa a transformada de Fourier do FID (t) da Figura 2.

10 20 30 40 50
0

50

100

150

200

250

300

350

Frequência (Hz)

U
n

id
a

d
e
s
 A

r
b

it
r
á

r
ia

s

0

Transformada de Fourier

Fonte: A autora.

a qual é conhecida como equação de Liouville-Von Neumann (55, 58). O Hamiltoniano Ĥ (t)

descreve as interações para as quais o sistema é submetido num tempo t. O operador densidade
ρ̂ (t) representa o estado do sistema |Ψ (t)〉.

Se Ĥ (t) comuta com ρ̂ (t), então ρ̂ (t) não evolui no tempo. Isto significa que o estado
|Ψ (t)〉 é um autoestado de Ĥ (t). Porém, se Ĥ (t) não depende do tempo e não comuta com
ρ̂ (t), então o operador densidade evolui de acordo com a seguinte equação

ρ̂ (t) = Û (t) ρ̂ (t0) Û † (t) = exp

[
−iĤt

~

]
ρ̂ (t0) exp

[
iĤt

~

]
, (2.34)

onde o operador unitário Û (t) é denominado operador de evolução temporal ou propagador
(58). O operador ρ̂ (t0) é o operador densidade no instante t0 e t > t0. Para o caso em que o
Hamiltoniano não é independente do tempo, mas pode ser dividido em um número finito de
termos independentes do tempo, a evolução do operador densidade é escrita como se segue

ρ̂ (t) = exp

[
−iĤ(tn)tn

~

]
. . . exp

[
−iĤ(t1)t1

~

]
ρ̂ (t0) exp

[
iĤ(t1)t1

~

]
. . . exp

[
iĤ(tn)tn

~

]
.

(2.35)
A Equação (2.35) é imprescindível para o entendimento dos experimentos de RMN, o qual
consiste de sequências de pulsos de radiofrequência e evoluções temporais (48).

Em uma amostra de RMN, a temperatura ambiente e em equilíbrio térmico, o operador
densidade obedece à distribuição de Boltzmann. No formalismo canônico (51) o operador é dado
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por

ρ̂ =
exp

[
− Ĥ
kBT

]
Z

, (2.36)

onde Ĥ é o Hamiltoniano do estado estacionário (59, 60), T a temperatura de equilíbrio térmico
e Z a função partição do sistema. Para w espécies nucleares, com número de spin I , a função
partição é escrita como Z = (2I + 1)w (60). No caso de 2 espécies nucleares com I = 1/2, a
função de partição é Z = 4. No regime de altas temperaturas, a Equação (2.36) é escrita como
uma aproximação de primeira ordem

ρ̂ ≈ 1̂

Z
− Ĥ
ZkBT

. (2.37)

Para o caso em que o ensemble está submetido à um campo magnético estático B0, o Hamilto-
niano estacionário é o Hamiltoniano de Zeeman da Equação (2.8). Desta maneira, a Equação
(2.37) é reescrita como se segue

ρ̂ ≈ 1̂

Z
+

~ωLÎz
ZkBT

. (2.38)

Caso a matriz densidade da equação acima seja transformada por um propagador Û(t), apenas o
segundo termo da direita estará sujeito à transformação. O termo ~ωLÎz

ZkBT
é denominado matriz

densidade de desvio ρ̂desv. Apenas esta matriz densidade pode ser detectada em um experimento
de RMN após evoluções livres ou pulsos de radiofrequência aplicados (43, 61).

O efeito de um pulso de radiofrequência, de acordo com o que foi discutido na Seção
2.2 pode ser obtido transformando o Hamiltoniano do sistema ĤZ + Ĥrf de um referencial de
laboratório para um referencial girante (48), o que é equivalente a escrever um Hamiltoniano
efetivo associado ao campo efetivo da Equação (2.29). Na condição de ressonância, ωrf = −ωL
e para o caso em que o campo oscilante é aplicado na direção x, o Hamiltoniano efetivo é escrito
como

Ĥef = −~ω1Îx. (2.39)

Se o campo oscilante é aplicado por um tempo tp, então o operador de evolução temporal
associado ao Hamiltoniano efetivo é dado por

Û (tp) = exp

[
−iĤef tp

~

]
= exp

[
iω1tpÎx

]
≡ R̂x(Θ). (2.40)

O operador R̂x(Θ) = exp
[
iΘÎx

]
é um operador de rotação (62). Seu efeito é produzir uma

rotação de um ângulo de Θ = ω1tp ao redor do eixo x no referencial girante (48). Para um
sistema de spin I = 1/2, o operador R̂x(Θ) pode ser escrito como se segue (62)

R̂x(Θ) =

(
cos(Θ

2
) i sin(Θ

2
)

i sin(Θ
2

) cos(Θ
2

)

)
. (2.41)
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Para um caso mais geral, em que um pulso de radiofrequência é aplicado em uma outra direção6

Ω, a qual é definida pela escolha da fase ϕ, o operador de rotação é escrito como (48, 62, 63)

R̂Ω(Θ) =

(
cos(Θ

2
) i sin(Θ

2
) exp[−iϕ]

i sin(Θ
2

) exp[iϕ] cos(Θ
2

)

)
. (2.42)

No caso em que um pulso de radiofrequência de π
2

é aplicado com o campo B1(t) na
direção positiva de x, a matriz densidade de desvio da Equação (2.38) evolui da seguinte forma
(48)

ρ̂(tp)desv = exp
[
i
π

2
Îx

]
ρ̂desv exp

[
−iπ

2
Îx

]
= R̂x

(π
2

)
ρ̂desvR̂

†
x

(π
2

)
=

~ωL
2kBT

Îy. (2.43)

Portanto, após a aplicação do pulso, a matriz densidade de desvio é proporcional ao operador Îy,
e indica que a magnetização líquida está orientada ao longo do eixo y. Além disso, é exatamente
igual ao o que é encontrado por uma rotação geométrica da magnetização ao longo de z, por um
ângulo de π

2
, ao redor do eixo x (de acordo com a regra da mão esquerda). Portanto, conclui-se

que a aplicação de pulsos de radiofrequência pode ser descrita em termos de operadores de
rotação. Deste fato, no restante do trabalho, a seguinte notação será adotada: [Θ]A, B, ··· ,Ω , onde
Θ = ω1tp é o ângulo de rotação, que pode ser π,π

2
, π

4
, · · · ; os índicesA,B,· · · , definirão em quais

espécies nucleares o pulso de radiofrequência está sendo aplicado; Ω é a direção de aplicação do
pulso.

2.3.1 PULSOS COMPOSTOS

Embora os pulsos de radiofrequência sejam geralmente pensados como ideais, estes
estão limitados, pois algumas imperfeições podem surgir, tais como, a intensidade do sinal
reduzida e erros de fase. Os motivos subjacentes podem ser a falta de homogeneidade do campo
de radiofrequência na amostra macroscópica. Para resolver estes problemas, os pulsos compostos
foram desenvolvidos. Estes pulsos constituem-se de uma série de outros pulsos de alta potência,
em vez de um único pulso (64).

No âmbito desta discussão, é importante salientar que as rotações em torno do eixo z não
podem ser implementadas em RMN por um único pulso de radiofrequência. Isto ocorre porque o
campo de radiofrequência produz rotações da magnetização apenas no plano transversal. Uma
maneira de implementar uma rotação em torno do eixo z é fazer uso da propriedade que nos
permite escrevê-la como combinações de rotações sobre os eixos x e y. Desta forma, uma rotação
de um ângulo Θ ao redor de z pode ser escrita como

[Θ]z =
[π

2

]
x
→ [Θ]y →

[π
2

]
−x

. (2.44)

A combinação de rotações da Equação (2.44) é denominada pulsos compostos em z, e é escrita
com o tempo evoluindo da esquerda para a direita, de tal modo que a rotação mais à esquerda é o
primeiro pulso a ser aplicado (65).
6 A direção de aplicação é dependente da fase ϕ. Por exemplo, se ϕ = π

2 , o pulso é aplicado na direção y, desta
forma o operador de rotação é escrito como R̂y(Θ).
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Para a situação em que nenhum pulso de radiofrequência é aplicado ou no intervalo de
aplicação destes, o sistema evolui livremente. Durante estas evoluções os spins interagem entre
si, desta forma, efeitos devido tais como ao deslocamento químico e ao acoplamento escalar
aparecem. Estas interações são descritas através de Hamiltonianos de spin interno, os quais serão
discutidos na seguinte seção.

2.4 HAMILTONIANOS DE SPIN INTERNO

As contribuições de energia devido a interação do momento magnético com campos
externos representam uma grande parcela da energia para um sistema físico com propriedades
elétricas e magnéticas. Porém, existem outras contribuições, embora menores, mas que em alguns
casos tornam-se relevantes. Uma situação especial é quando interações do tipo internuclear e
intranuclear são consideradas. Nesse sentido, todas as interações entre pares de spins nucleares
podem ser descritas por meio de um Hamiltoniano de spin nuclear, Ĥn, que é dado por

Ĥn = Ĥext + Ĥint, (2.45)

onde Ĥext representa as interações dos spins nucleares com campos magnéticos externos e
Ĥint descreve as interações internas, tal como o acoplamento escalar, acoplamento dipolar,
acoplamento quadrupolar, deslocamento químico, entre outros (41). O Hamiltoniano Ĥext

pode ser representado pelo Hamiltoniano de Zeeman da Equação (2.8) e pelo Hamiltoniano de
radiofrequência da Equação (2.18), de modo que,

Ĥext = ĤZ + Ĥrf . (2.46)

Lembrando que se o sistema é descrito num referencial girante, então o Hamiltoniano Ĥext é
composto somente pelo Hamiltoniano Ĥef da Equação (2.28). O Hamiltoniano Ĥint é escrito
como

Ĥint = ĤDQ + ĤD + ĤJ + ĤQ, (2.47)

onde ĤDQ representa o deslocamento químico, o qual está relacionado com a blindagem que os
elétrons oferecem à aplicação de um campo magnético externo muito intenso; ĤD descreve a
interação dipolar entre os núcleos; ĤJ caracteriza o acoplamento escalar entre duas espécies
nucleares; ĤQ exprime a interação quadrupolar entre núcleos e gradientes de campo elétrico
para spin nuclear I > 1/2. Neste trabalho, uma maior ênfase será dada às interações que
correspondem ao deslocamento químico e ao acoplamento escalar (45, 60), as quais serão
discutidas a seguir.

2.4.1 DESLOCAMENTO QUÍMICO

Quando um campo magnético externo é aplicado em uma amostra, o espectro da espécie
nuclear detectada não apresenta apenas uma frequência de Larmor. Este resultado ocorre porque
há diferentes grupos químicos, os quais constituem a amostra sob análise, denominados ambi-
entes químicos. Além disso, um núcleo está rodeado por uma nuvem eletrônica que o blinda
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parcialmente do campo magnético externo aplicado (66). Esta blindagem varia para os diferentes
núcleos dentro da amostra, porque estes não sentem a mesma magnitude do campo magnético
externo. Este efeito é denominado deslocamento químico em materiais diamagnéticos, deslo-
camento Knight em metais e supercondutores e deslocamento paramagnético em substâncias
paramagnéticas (67). Devido a esta interação, o campo sentido pelos spins nucleares, Blocal, é a
soma do campo magnético externo, B0, e o do campo induzido, Binduzido, que pode ser escrito
como se segue

Blocal = B0 + Binduzido = (1− υ)B0, (2.48)

onde υ é conhecido como tensor de deslocamento químico, e carrega a informação da orientação
da nuvem eletrônica da molécula em relação ao campo magnético aplicado (68), dado por

υ =

 υxx υxy υxz

υyx υyy υyz

υzx υzy υzz

 . (2.49)

O caráter tensorial de υ implica que Binduzido está, em geral, em uma direção diferente
da de B0, o que reflete a anisotropia do ambiente molecular do núcleo considerado. Como esta
é uma interação puramente magnética, análoga a interação Zeeman (47), pode-se definir um
Hamiltoniano de deslocamento químico, o qual é escrito como

ĤDQ = −µ · (−υB0) ∼= γ~υzzB0Îz. (2.50)

A aproximação da equação acima é conhecida como aproximação secular como consequência da
magnitude da interação Zeeman ser muito maior com o campo magnético externo em comparação
com a interação de deslocamento químico. A componente υzz depende da orientação relativa da
nuvem de elétrons na molécula em relação ao campo magnético externo. Para o caso de uma
substância líquida isotrópica, a média de todas as orientações moleculares possíveis leva a um
valor médio para o deslocamento químico, conhecido como o deslocamento químico isotrópico
(υi) (47). Neste caso, o Hamiltoniano da Equação (2.50) é escrito da seguinte forma

ĤDQ = γ~υiB0Îz, (2.51)

onde υi = (υxx+υyy+υzz)

3
.

Portanto, o efeito devido a interação de deslocamento químico é a produção de uma
pequena correção adicionada ao campo magnético. Desta maneira, a consequência prática é um
deslocamento da frequência angular de ressonância em relação a frequência angular de Larmor
de um núcleo isolado, ou seja,

ω = ωL(1− υi). (2.52)

A dependência da frequência angular de ressonância, no ambiente molecular específico
de cada núcleo, expresso pela Equação (2.52), que torna a técnica de RMN tão difundida e
útil como ferramenta para identificação e caracterização de grupos químicos em substâncias
líquidas7.
7 Também em sólidos se algumas técnicas especiais forem empregadas. Para mais detalhes vide as Referências

(45, 48, 62).
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A frequência angular de ressonância, geralmente, é expressa na prática como uma
mudança relativa, medida em referência a frequência angular de ressonância, ωref , de uma
substância padrão (47, 52, 62)

δ =
ω − ωref
ωref

. (2.53)

Os valores de δ, chamados de deslocamentos químicos das linhas de ressonância, são comumente
expressos em partes por milhão (ppm) (47). Como exemplo, o espectro do núcleo de 1H de uma
molécula de etanol (CH3CH2OH) é apresentado na Figura 4.

Figura 4 – Espectro de 1H da molécula de etanol (CH3CH2OH). Este espectro mostra o efeito
do deslocamento químico e do acoplamento escalar J . Os três grupos de picos bem
separados referem-se aos prótons em cada um dos três grupos químicos diferentes na
molécula, evidenciando o efeito de deslocamento químico e sua ordem de grandeza.
As estruturas de multipleto dentro dos grupos CH3 e CH2 dos picos são devidas ao
acoplamento J entre prótons dentro da mesma molécula (48). O desdobramento de
um sinal é descrito pela regra P + 1, onde P é o número de prótons equivalentes
ligados aos núcleos alvos adjacentes. O sinal do grupo CH3 se desdobra em 3 linhas
porque o carbono adjacente desse grupo é o CH2, aplicando a regra, tem-se 2 prótons
do Hidrogênio +1 = 3 linhas. O sinal do grupo CH2 tem 4 linhas pois está próximo
do grupo CH3, o que resulta em 3 prótons do Hidrogênio +1 = 4 linhas. Por sua vez
o grupo OH não tem nenhum carbono adjacente fornecendo apenas uma linha (62).

Fonte: Figura retirada da Referência (48).

2.4.2 ACOPLAMENTO ESCALAR

Diferentemente do deslocamento químico, o acoplamento escalar, acoplamento spin-spin
ou J , não depende do campo magnético aplicado. Melhor dizendo, este acoplamento representa a
interação entre os pares de momentos de dipolo magnéticos que representam os núcleos vizinhos.
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Além disso, o valor de J fornece informações a respeito das ligações químicas na molécula em
estudo (45). Dentro deste contexto, o Hamiltoniano que descreve o acoplamento escalar entre
duas espécies nucleares pode ser denotado por ĤJ , de modo que pode-se definir

ĤJ = 2π~~̂IAJ~̂IB, (2.54)

onde J é um tensor, ~̂IA e ~̂IB são os operadores de momento angular de spin nuclear das espécies
nucleares A e B, respectivamente. O espaço de Hilbert de um sistema de duas espécies nucleares
com número de spin I = 1/2 é H = HA ⊗HB, e a dimensão deste espaço é d(H) = 4.

O Hamiltoniano de acoplamento escalar ĤJ para amostras líquidas, no regime anisotró-
pico8, com núcleos heteronucleares detectáveis, definido pelo campo magnético muito intenso
B0, é escrito como (48)

ĤJ = 2π~J ÎAz ÎBz , (2.55)

onde J é a constante de acoplamento entre as espécies nuclearesA eB, ÎAz = Îz⊗1̂ e ÎBz = 1̂⊗Îz.
O valor desta constante pode ser positivo ou negativo dependendo das propriedades físicas e
químicas do par de átomos em estudo.

Quando o Hamiltoniano da Equação (2.55) é tomado como uma perturbação do Hamil-
toniano de Zeeman, verifica-se que cada linha é dividida em um multipleto que depende do
número de núcleos idênticos acoplados pela mesma constante J , bem como o spin de cada um
desses núcleos (um exemplo da interação devido ao acoplamento J é dado na Figura 4). Para
dois núcleos distintos de spin 1/2, por exemplo, cada linha é dividida em duas outras linhas
separadas por uma quantidade igual à magnitude de J (em unidades de Hz) (48).

De acordo com o que foi discutido na Seção 2.4, em amostras líquidas os núcleos
possuem interações intramoleculares com seus vizinhos e não podem mais serem descritos como
entidades isoladas (47). Levando em conta o deslocamento químico e o acoplamento escalar, na
seguinte seção será apresentada a dinâmica de um sistema de spins 1/2 acoplados em amostras
líquidas.

2.5 SISTEMA DE DOIS SPINS 1/2 ACOPLADOS

Neste sistema considera-se duas espécies nucleares diferentes (heteronucleares) deno-
tadas por IA e IB e submetidas à presença de um campo magnético intenso e estacionário.
Além disso, ambas as espécies nucleares estão acopladas, e satisfazem a seguinte desigualdade:
2πJ �

∣∣ωA − ωB∣∣, ou seja, a condição de que a frequência angular de acoplamento entre as
duas espécies nucleares seja muito menor que a diferença entre as frequências angulares de
ressonância destas espécies9 (69). O Hamiltoniano que representa esta interação, descrito no
referencial de laboratório é

ĤAB = −~ωAÎAz − ~ωB ÎBz + 2π~J ÎAz ÎBz . (2.56)
8 Neste caso o tensor J torna-se um escalar.
9 Devido à esta condição, o sistema está fracamente acoplado.
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É importante ressaltar, que os efeitos do deslocamento químico estão incluídos nos valores das
frequências angulares ressonantes ωA e ωB na expressão acima. Para este sistema, os autoestados
do Hamiltoniano ĤAB são representados como: |mA,mB〉, ondemA = ±1/2 emB = ±1/2 são
os autovalores de ÎAz e ÎBz , respectivamente. Os níveis de energia associados ao Hamiltoniano da
Equação (2.56) são diretamente avaliados da atuação dos operadores ÎAz e ÎBz na base |mA,mB〉,
sendo escritos como

|1/2, 1/2〉 : E1/2,1/2 = ~
(
−ω

A

2
− ωB

2
+
πJ

2

)
, (2.57)

|1/2,−1/2〉 : E1/2,−1/2 = ~
(
−ω

A

2
+
ωB

2
− πJ

2

)
, (2.58)

|−1/2, 1/2〉 : E−1/2,1/2 = ~
(
ωA

2
− ωB

2
− πJ

2

)
, (2.59)

|−1/2,−1/2〉 : E−1/2,−1/2 = ~
(
ωA

2
+
ωB

2
+
πJ

2

)
. (2.60)

Para o caso em que J é positivo e ωA > ωB, os níveis de energia das Equações (2.57)-(2.60)
estão arranjados em ordem crescente de energia (48). As transições entre esses níveis de energia
são permitidas somente se a regra de seleção ∆mA,B = ±1 é obedecida (57). Esta regra faz com
que exista duas linhas no espectro de cada espécie nuclear com as frequências ωA

2π
± J

2
e ωB

2π
± J

2
.

A separação entre as duas linhas de cada espectro em unidades de Hz, é o valor da constante
J . Um exemplo de um espectro de duas espécies nucleares acopladas se encontra na Figura 5.
As duas espécies são o Hidrogênio e o Carbono de uma amostra de clorofórmio enriquecido
(13CHCl3).

Figura 5 – Espectros experimentais de uma amostra de clorofórmio enriquecido (13CHCl3) para
um campo de 9, 39 Teslas usando o espectrômetro de RMN do C-LabMu. A figura
à esquerda (direita) corresponde ao espectro do núcleo de Hidrogênio (Carbono). A
separação entre as duas linhas de cada espectro, em unidades de Hz, representa o
valor da constante J , a qual é aproximadamente 216 Hz.
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Fonte: A autora.

O operador densidade deste sistema pode ser escrito através da Equação (2.36). Na



29

condição de equilíbrio térmico e altas temperaturas, a matriz densidade pode ser calculada a
partir do Hamiltoniano da Equação (2.56) e ser escrita como (69)

ρ̂ =
1̂⊗ 1̂

4
+

~ωAÎAz + ~ωB ÎBz
4kBT

− 2πJ~ÎAz ÎBz
4kBT

. (2.61)

O último termo do lado direito da Equação (2.61) pode ser negligenciado devido ao fraco
acoplamento entre as espécies quando comparado com os valores das frequências de Larmor de
ambas espécies nucleares. Desta condição, a matriz densidade de desvio é dada conforme

ρ̂desv =
~ωAÎAz
4kBT

+
~ωB ÎBz
4kBT

. (2.62)

Neste sistema um campo de radiofrequência também pode ser aplicado, onde considera-
se dois referenciais girantes10, independentes, cada um relacionado com a frequência angular ωA

ou ωB . Cada referencial precessa ao redor do eixo z com uma frequência angular ωArf ou ωBrf . O
Hamiltoniano efetivo para um pulso de radiofrequência aplicado na direção x no spin IA e IB no
duplo referencial girante é dado por

Ĥef = −~ωA1 ÎAx − ~
(
ωA + ωArf

)
ÎAz − ~ωB1 ÎBx − ~

(
ωB + ωBrf

)
ÎBz + 2π~J ÎAz ÎBz . (2.63)

É possível escolher os valores de ωArf = −ωA ou ωBrf = −ωB , para os quais, a frequência angular
do campo oscilante seja equivalente a frequência angular de Larmor do núcleo A ou B, de tal
maneira que exista uma condição de ressonância. Em espectrômetros com dois canais é permitido
manipular spins de duas espécies nucleares em um mesmo experimento. Desta forma, é possível
negligenciar a interação Zeeman para as duas espécies nucleares. Portanto, apenas a interação
com o campo oscilante e a interação via acoplamento escalar contribuem para a dinâmica. Nesta
condição, o Hamiltoniano Ĥef é representado por

Ĥef = −~ωA1 ÎAx − ~ωB1 ÎBx + 2π~J ÎAz ÎBz . (2.64)

Da mesma maneira como procedeu-se na Seção 2.3, os efeitos dos pulsos de radiofrequência são
simplesmente descritos como rotações em torno do eixo transversal definido pela fase do pulso.
Além disso, como as frequências de ressonância no caso heteronuclear são diferentes, cada pulso
aplicado na frequência de uma espécie nuclear não afeta a outra espécie (48). É importante
deixar claro que o campo de radiofrequência aplicado não varia para uma espécie ou outra, o que
varia é o tempo de aplicação (tp) deste campo em cada espécie nuclear, para gerar uma rotação
desejada. Este tempo é da ordem de microsegundos. Portanto, na condição de ressonância, a
matriz densidade de desvio da Equação (2.62) evolui da seguinte maneira

ρ̂(tp)desv = e−i(−ω
A
1 ÎAx−ωB

1 ÎBx +2πJ ÎAz ÎBz )tpρ̂desve
i(−ωA

1 ÎAx−ωB
1 ÎBx +2πJ ÎAz ÎBz )tp . (2.65)

A evolução da matriz densidade de desvio na ausência de pulsos de radiofrequência é
denominada evolução temporal livre ou delay. Na condição de ressonância11, a matriz densidade
10 Também denominado duplo referencial girante.
11 Se o sistema está fora da ressonância, então os efeitos devido ao deslocamento químico são levados em

consideração. Ver Equação (2.63).
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de desvio evolui de acordo com

ρ̂(τ)desv = e−2iπJ ÎAz ÎBz τ ρ̂desve
2iπJ ÎAz ÎBz τ , (2.66)

onde τ é o tempo em que a evolução ocorre. Geralmente, na literatura τ é da ordem de 1
cJ

, onde
c é uma constante e J é a constante de acoplamento escalar entre as espécies nucleares.

Nas seções anteriores se discutiu os principais conceitos necessários para o entendimento
do fenômeno da RMN, contudo nas seções a seguir, se apresentará a RMN como um meio de
aplicação para a Computação Quântica.

2.6 COMPUTAÇÃO QUÂNTICA VIA RMN

Em 1982, Feynman (70) observou que os sistemas quânticos possuem uma capacidade
de processamento de informação muito maior que a dos sistemas clássicos. Portanto, estes
sistemas poderiam ser usados para implementar um novo tipo de computador poderoso, um
computador quântico. Três anos depois, Deutsch (71) descreveu uma máquina de Turing quântica,
mostrando que os computadores quânticos poderiam realmente ser construídos. Embora a teoria
seja bem compreendida, a construção de um computador quântico tornou-se extremamente
difícil (28). Até agora, apenas alguns métodos foram usados para demonstrar portas lógicas
quânticas, sendo estes: Íons Armadilhados (72), Cavidades Eletrodinâmicas Quânticas (73),
fótons (74), supercondutores (75) e Ressonância Magnética Nuclear (76, 77). Destes métodos, a
RMN tem sido bem sucedida com as realizações de Teletransporte Quântico (78), Correção de
Erro Quântico (79), Simulação Quântica (80) e outros (28, 81). Ultimamente, a Teoria dos Jogos
(82) pode ser adicionada à lista, pois os jogos quânticos (assunto do próximo capítulo) podem
ser realizados experimentalmente em um computador quântico de RMN (28).

Devido a este fato, em 2002, Du et al. (28) generalizaram o jogo do Dilema do Prisioneiro
na versão quântica, em um computador quântico de RMN. Os núcleos de 1H de uma amostra
de citosina, parcialmente deuterada, atuaram como dois qbits. Além disso, esta foi a primeira
implementação física de um jogo quântico. Em 2007, Mitra et al. (83) implementaram o jogo
quântico denominado de Dilema de Johnson (84), onde a amostra escolhida para a implementação
do jogo foi a 13CHFBr2, de modo que a espécie nuclear de 13C, 1H, 19F atuaram como os três
qbits. Para entender como os núcleos de uma amostra podem ser representados por de meio qbits,
é necessário definir o conceito de qbit, portanto na seguinte seção este conceito será apresentado.

2.6.1 O BIT QUÂNTICO-QBIT

O conceito de base computacional surgiu junto ao que se conhece hoje por Teoria da
Computação e Informação. Desde os primeiros circuitos elétricos que representavam as portas
lógicas, foi possível codificar a informação por meio de um sistema binário representado por 0s
e 1s. Desta codificação é possível definir o conceito de bit clássico, o qual é a menor unidade
de informação que pode ser armazenada ou transmitida (60). Além disso, um bit clássico pode
assumir somente um dos valores: 0 ou 1. Desde então, a informação tem sido armazenada por
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meio de bits clássicos. Por exemplo, a informação de um fluxo de uma corrente elétrica através
de uma bobina pode ser codificada por meio do bit 0 e a ausência de fluxo por meio do bit 1.
Estendendo este conceito para a Mecânica Quântica, o bit clássico tem um análogo quântico,
chamado de bit quântico ou qbit12.

Da mesma maneira que o bit, um qbit pode assumir os valores de 0 ou 1, a diferença
é que também é possível escrevê-lo como uma superposição destes valores (48). Por meio
de um qbit pode-se representar as características físicas tal como a polarização de um único
fóton (vertical, horizontal) ou o alinhamento de um spin em relação a um campo magnético
estático (spin para cima, spin para baixo)13. Formalmente, um qbit é representado como uma
superposição linear dos estados da base utilizada. Matematicamente, esta base é representada pela
base computacional (63), definida pelo conjunto de elementos {|0〉 , |1〉} ≡

{
(1, 0)>, (0, 1)>

}
.

Sendo assim, o referente estado do qbit pode ser escrito como

|κ〉 = ζ |0〉+ η |1〉 =

(
ζ

η

)
, (2.67)

onde ζ e η são números complexos que representam as amplitudes de probabilidade (86). Em
outras palavras, quando uma medida é realizada, a probabilidade do estado |κ〉 colapsar no
elemento |0〉 da base é |ζ|2, e a probabilidade do estado |κ〉 colapsar no elemento |1〉 da base é
|η|2. Mais precisamente, as amplitudes de probabilidade estão relacionadas através da seguinte
equação

|ζ|2 + |η|2 = 1. (2.68)

A partir deste conceito, é possível, por exemplo, representar os autoestados do Hamilto-
niano de Zeeman, ĤZ , para um sistema de spin I = 1/2 como qbits. A razão está nos níveis de
energia, que dependem apenas do número quântico m, de modo que a representação dos estados
nucleares |I,m〉 pode ser simplificada por |m〉. Referindo-se à Equação (2.8) e como ilustrado
na Figura 6, os autoestados |1/2〉 e |−1/2〉 são representados como |0〉 e |1〉, respectivamente.
O autoestado |0〉 representa o estado de menor energia e possui o autovalor E0. De maneira
análoga, o autoestado |1〉 representa o estado de maior energia e possui o autovalor E1.

Dentro deste contexto apresentado, um dos requisitos necessários para que um sistema
experimental obtenha sucesso na implementação de um processador quântico, é que o sistema
tenha a capacidade de iniciar os qbits em um estado bem determinado, ou seja, um estado puro.
Contudo, o sistema característico da RMN são ensembles que contém uma infinidade de spins
em misturas estatísticas. Deste fato, é necessário preparar o estado “misto” do sistema de RMN
em um estado pseudo puro por meio de pulsos de radiofrequência. Esta preparação será discutida
na seguinte seção.
12 A tradução do qubit (quantum bit) foi feita pelo Prof. Dr. Luiz Davidovich, membro da Associação Brasileira de

Ciências (85).
13 Na literatura, geralmente, é traduzido spin para cima da frase em inglês spin up, similarmente, spin para baixo é

traduzido de spin down (48, 55).
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Figura 6 – Desdobramento do níveis de energia devido à interação Zeeman para um sistema
de spin I = 1/2. Os autoestados |1/2〉 e |−1/2〉 são representados como |0〉 e |1〉,
respectivamente. O autoestado |0〉 representa o estado de menor energia e possui o
autovalor E0. De maneira análoga, o autoestado |1〉 representa o estado de maior
energia e possui o autovalor E1.
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Fonte: A autora.

2.6.2 PREPARAÇÃO DE ESTADOS PSEUDO PUROS

A matriz densidade de desvio da Equação (2.62) pode ser escrita como

ρ̂desv =
~γAB0Î

A
z

4kBT
+

~γBB0Î
B
z

4kBT
=

~γAB0σ̂
A
z

8kBT
+

~γBB0σ̂
B
z

8kBT
. (2.69)

Escrevendo a polarização (69) como ε = ~γAB0

2kBT
, obtém-se

ρ̂desv =
ε

4

[
σ̂Az +

γB

γA
σ̂Bz

]
. (2.70)

Para o caso de duas espécies nucleares acopladas, tal como o 13C e 1H de uma amostra de
clorofórmio, a matriz densidade de desvio pode ser escrita da seguinte maneira

ρ̂desv =
ε

4

[
σ̂H
z +

γC

γH σ̂
C
z

]
, (2.71)

onde γC e γH é o fator giromagnético do Carbono 13C e do Hidrogênio 1H, respectivamente. A
razão γC

γH = 3, 9757 ≈ 4 (69). A matriz densidade ρ̂desv da Equação (2.71), ilustrada na Figura 7
(A), não representa uma matriz densidade de um estado puro e além disso possui o traço nulo14.
Devido a estas caracterísicas, os estados de equilíbrio térmico em RMN não são estados puros.
Felizmente, em 1997, uma solução para este problema foi encontrada por Cory et al. (76) e
Chuang et al. (77) com a implementação de sequências de pulsos que produzem um estado
pseudo puro, o qual possui as características de um estado puro possibilitando a implementação
de Algoritmos Quânticos via RMN.

Com propósito de deixar em evidência o procedimento de transformação, aplicou-se a
sequência de pulsos para a implementação de um estado pseudo puro de dois spins 1/2 acoplados
das Referências (69, 87). A sequência de pulsos completa está mostrada na Figura 8 e as duas
14 A soma dos elementos da diagonal principal de ρ̂desv é nula.
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Figura 7 – (A) Representação matricial do operador densidade de desvio ρ̂desv da Equação
(2.71). (B) Representação matricial do operador densidade após a sequência de pulsos
apresentada na Figura 8.
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espécies nucleares escolhidas foram 1H e 13C de uma amostra de clorofórmio. A implementação
de um estado pseudo puro se inicia com um pulso de

[
π
2

]1H,13C
x

. Em seguida, uma evolução

livre durante um intervalo de tempo de 1
4J

é aplicada. Após a evolução, um pulso de
[
π
2

]1H,13C
y

é executado. Novamente, o sistema é deixado sob uma evolução livre durante um intervalo de
tempo de 1

4J
. Após esta evolução, um pulso de

[
π
2

]1H,13C
−x é aplicado. Para eliminar as componentes

transversais da matriz densidade que representa o experimento, o sistema é submetido a um
gradiente15 ao longo da direção z, G(z). Esta sequência tem por objetivo igualar as populações
dos spins no equilíbrio térmico. Dando continuidade, um pulso de

[
π
4

]1H,13C
x

é aplicado. Uma
nova evolução livre durante um intervalo de tempo de 1

2J
é executada. Em seguida, um pulso de[

π
6

]1H,13C
−y . Mais uma vez, as coerências são excluídas por meio de um gradiente G (z). Após estas

sequências obtém-se um estado pseudo puro. Na Figura 7 (B) apresenta-se a matriz densidade
de um estado pseudo puro após a sequência de pulsos apresentada na Figura 8.

Desta forma, é possível realizar qualquer experimento de Computação Quântica através
do estado pseudo puro, pois este estado que é computado nos experimentos de RMN. Além
disso, nos experimentos, existem longos tempos de coerência permitindo que um grande número
de operações quânticas possam ser realizadas durante esses tempos (59). O conjunto de portas
lógicas são produzidas pelos Hamiltonianos do sistema de RMN. O controle destas portas ocorre
por meio de pulsos de radiofrequência e gradientes de campos magnéticos sob a amostra.

Dentro desta discussão, em um experimento de RMN é necessário após a implementação
de qualquer sequência de pulso, determinar o estado do sistema. Do formalismo da matriz densi-
dade discutido na Seção 2.3 isto é equivalente a construir a matriz densidade que concretizará a
implementação realizada. Contudo, para construir uma matriz densidade é necessário determinar
15 A intensidade do campo magnético estático B0 na direção z pode ser variada no decorrer de um experimento.

Esta variação é denominada gradiente de campo magnético e adotou-se a notação G(z). Este gradiente tem por
finalidade destruir as coerências do plano transversal que são indesejadas (59, 88).
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Figura 8 – Sequência de pulsos para a implementação de um estado pseudo puro. A implementa-
ção de um estado pseudo puro se inicia com um pulso de

[
π
2

]1H,13C
x

. Em seguida, uma
evolução livre durante um intervalo de tempo de 1

4J
é aplicada. Após a evolução, um

pulso de
[
π
2

]1H,13C
y

é executado. Novamente, o sistema é deixado sob uma evolução

livre durante um intervalo de tempo de 1
4J

. Após esta evolução, um pulso de
[
π
2

]1H,13C
−x

é aplicado. Para eliminar as componentes transversais da matriz densidade que re-
presenta o experimento, o sistema é submetido a um gradiente ao longo da direção
z, G(z). Dando continuidade, um pulso de

[
π
4

]1H,13C
x

é aplicado. Uma nova evolução
livre durante um intervalo de tempo de 1

2J
é executada. Em seguida, um pulso de[

π
6

]1H,13C
−y . Mais uma vez, as coerências são excluídas por meio de um gradiente G (z).

Após a aplicação da sequência de pulsos a evolução da magnetização no canal do
Hidrogênio e do Carbono é detectada por meio do FID (t).
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todos os seus elementos, e isto é conseguido através da tomografia de estado quântico, assunto
que será discutido na seguinte seção.

2.7 TOMOGRAFIA DE ESTADO QUÂNTICO

Ao detectarmos um sinal de RMN, o FID (t), de um único experimento, apenas uma
informação parcial sobre o estado do sistema é obtida. Porém, o procedimento de tomografia
de estado quântico possibilita determinar todos os elementos da matriz densidade (63). Este
conceito foi utilizado pela primeira vez teoricamente por Vogel e Risken (89), e apresentado
em seus estudos relacionados a determinação de quasiprobabilidades. O primeiro procedimento
experimental do processo de tomografia de estado quântico foi proposto por Chuang et al. (90) e
aplicado à RMN. Estes autores propuseram o procedimento de tomografia de estado quântico
para sistemas heteronucleares que possuem spin 1/2 acoplados. Posteriormente, esta técnica foi
aprimorada por Long et al. (91). Em 2002, Lee (92) ordenou as ideias de Chuang referente ao
processo de tomografia de estado quântico e esclareceu a implementação realizada por Long.
Além disso, Lee generalizou o processo de tomografia para um sistema de n spins.

Para um sistema de dois spins 1/2 acoplados, apenas a matriz densidade de desvio da
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Equação (2.71) pode ser detectada e possui a seguinte estrutura geral (91)

ρ̂desv =


x1 x2 + ix11 x3 + ix12 x4 + ix13

x2 − ix11 x5 x6 + ix14 x7 + ix15

x3 − ix12 x6 − ix14 x8 x9 + ix16

x4 − ix13 x7 − ix15 x9 − ix16 x10

 . (2.72)

Em uma medida de RMN, cada pulso de leitura fornece apenas alguns elementos da matriz
densidade fora da diagonal. Para uma amostra de clorofórmio, por exemplo, é possível detectar
apenas os valores x3 − ix12 e x7 − ix15 para o 1H e x2 − ix11 e x9 − ix16 para o 13C.

O procedimento para obter os elementos restantes da matriz densidade foi proposto por
Chuang et al. (91), com a implementação de nove experimentos. Os elementos restantes podem
ser determinados se ρ̂desv é rodada por meio da aplicação de pulsos de radiofrequência. Para um
sistema de dois qbits, é necessário a aplicação de nove pulsos de radiofrequência, os quais estão
indicados na Tabela 1.

Tabela 1 – Tabela de sequências de pulsos para tomografar um sistema de dois spins 1/2 acopla-
dos. A notação [0]

1H,13C
−x representa que nenhum pulso é aplicado.

Espécie nuclear 1H 13C
1o experimento [0]−x [0]−x

2o experimento [0]−x
[
π
2

]
−x

3o experimento [0]−x
[
π
2

]
−y

4o experimento
[
π
2

]
−x [0]−x

5o experimento
[
π
2

]
−x

[
π
2

]
−x

6o experimento
[
π
2

]
−x

[
π
2

]
−y

7o experimento
[
π
2

]
−y [0]−x

8o experimento
[
π
2

]
−y

[
π
2

]
−x

9o experimento
[
π
2

]
−y

[
π
2

]
−y

Após os 9 experimentos, consegue-se 18 conjuntos de dados, pois há dois núcleos, o
13C e o 1H. Desta forma, para cada experimento realizado, 2 espectros são obtidos, e cada
espectro possui duas linhas devido ao acoplamento escalar entre o 13C e o 1H, ou seja, têm-se
36 amplitudes de magnetização após os 9 experimentos. Cada espectro possui uma parte real16

e uma parte imaginária17, que por convenção atribui-se a parte real à magnetização Mx (t) e a
parte imaginária à magnetização My (t). Portanto, após a execução dos 9 experimentos da Tabela
1, consegue-se 72 valores. Estes 72 valores mais a condição de que o traço da matriz densidade
de desvio deve ser igual a 0, correspondem com 73 equações, as quais possibilitam reconstruir a
16 Também denominado de espectro absortivo.
17 Também denominado de espectro dispersivo.
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matriz densidade de desvio da Equação (2.72), resolvendo um sistema de equações lineares do
tipo

Kx = L, (2.73)

onde K é uma matriz com dimensão 73× 16; x é um vetor com dimensão 16× 1 que possui os
valores de x1, x2, x3,· · · , x16 da matriz densidade de desvio ρ̂desv, os quais deseja-se encontrar; L
é uma matriz com dimensão 73×1, que contém as amplitudes das magnetizações. O procedimento
de resolução é através do método dos mínimos quadrados, de tal forma que todos os elementos
são determinados (91).

Os principais conceitos de RMN apresentados neste capítulo serão uma ferramenta
importante para discutir uma proposta de implementação do jogo da Batalha dos Sexos. Desta
forma, no seguinte capítulo, a Teoria dos Jogos Clássicos e Quânticos será abordada.
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3 TEORIA DOS JOGOS

A Teoria dos Jogos teve um papel importante durante a Segunda Guerra Mundial e a
partir disso muitos pesquisadores contribuíram para a construção de um formalismo matemático
que permitiu sua axiomatização. Por exemplo, o jogo de xadrez, cartas, dados, divertem a
humanidade desde a formação das primeiras civilizações, e desta situação, a vitória ou derrota
depende das escolhas feitas no início da jogada. Devido a este fato, despertou-se um interesse no
estudo da teoria da probabilidade, iniciado pelos físicos franceses Blase Pascal (1623− 1662) e
Pierre de Fermat (1601− 1665) em 1654, com o intuito de analisar uma determinada jogada por
meio de regras matemáticas (93).

Por conseguinte, o primeiro autor a estudar elementos importantes do método que seria
formalizado e aplicado na solução de um jogo foi o matemático francês Antoine Augustin
Cournot (1801-1877), que apresentou um modelo de duopólio1 que hoje tem o seu nome.
Seu modelo consistiu no estudo de duas empresas que fabricam um determinado produto, e
devem decidir que fração cada uma deve produzir, sabendo que a quantidade fabricada por sua
concorrente afeta seus lucros. Cournot derivou uma solução em que as duas empresas decidiam
produzir quantidades que eram compatíveis entre si (95).

Outro matemático importante foi o alemão Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-
1953), que demonstrou que o jogo de xadrez sempre tem uma solução. Em outras palavras, a
partir de qualquer disposição das peças no tabuleiro, um dos jogadores sempre terá uma estratégia
que o conduza à vitória, independente do que o adversário faça (95).

As contribuições acima e de muitos outros pensadores e pesquisadores levaram ao
nascimento da Teoria dos Jogos como ciência em 1944, com o livro Theory of Games and

Economic Behaviour, escrito por John Von Neumann e Oskar Morgenstern (1). As bases do que
hoje se designa por Teoria dos Jogos foram estabelecidas neste livro (96). Além disso, naquele
período, as primeiras ideias sobre a Teoria dos Jogos com o objetivo de encontrar a melhor forma
de jogar foram elaboradas.

Nos anos 50 e 60, três nomes tiveram um maior destaque: o matemático John Forbes
Nash Jr e os economistas John Harsanyi e Reinhard Selten. John Nash apresentou sua tese
Non-Cooperative Games (97) em 1950 demonstrando que existe pelo menos um equilíbrio de
Nash2 para jogos de múltiplos jogadores. Para que este equilíbrio exista é necessário que os
jogadores não se comuniquem entre si antes do jogo, ou seja, não haja um acordo entre eles (93).
Independentemente, uma das principais contribuições de John Harsanyi foi a análise de jogos de
informação incompleta. Reinhard Selten formulou o conceito de equilíbrio de Nash em jogos
sequenciais (96). Em 1994, Nash, Harsanyi e Selten ganharam o Prêmio de Ciências Econômicas
em Memória de Alfred Nobel, pela análise básica de equilíbrio em jogos não cooperativos (98).
1 O duopólio é um tipo específico de oligopólio em que apenas dois produtores existem em um mercado. Esta

definição é geralmente usada apenas quando duas empresas têm o controle dominante do mercado (94).
2 Este conceito será apresentado mais adiante.
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Devido a esses trabalhos, a Teoria dos Jogos tem sido aplicada na Biologia (3), Economia
(4), Ecologia (5) e Física (6–8). Esta teoria é uma área da Matemática que estuda as interações
entre os jogadores. O objetivo dos jogadores é maximizar seus payoffs3 escolhendo a melhor
estratégia para si, porém, o resultado final do jogo depende das estratégias escolhidas por todos
os jogadores (99–101).

Nesse contexto, a Teoria dos Jogos pode ser considerada como um método de otimização,
o que possiblita aplicá-la a área da Computação Quântica, permitindo construir algoritmos
mais eficazes, o que resultaria em uma maior eficiência computacional (102, 103). Logo, existe
uma ligação entre a Teoria dos Jogos e Informação Quântica (7, 28, 104, 105), dando origem a
uma nova área de pesquisa, denominada Teoria dos Jogos Quânticos. Além disso, no processo
de um jogo, o jogador compartilha sua decisão para os outros ou para o Juiz do jogo. Este
jogador de alguma forma transfere sua informação; então, é natural considerar a generalização
de transferência de informação quando esta é quântica. Em adição, é importante notar que alguns
problemas em Informação Quântica podem ser considerados como jogos quânticos (28), tais
como a Clonagem Quântica (104), a Criptografia Quântica (7) e Algoritmos Quânticos (23).
A partir dessas ideias, pode-se inferir que a Teoria dos Jogos Quânticos é útil para estudar
a Comunicação Quântica, desde que seja considerada como um jogo, onde o objetivo será
maximizar a comunicação efetiva (103).

Dentro deste contexto, a primeira análise de um jogo quântico foi feita por David Meyer
(23) em 1999, em um jogo de soma zero. Meyer mostrou que se um jogador pode manipular
suas estratégias a partir de um operador de estratégia quântica, então ele sempre vencerá seu
adversário (106). No mesmo ano, Eisert et al. (27) quantizaram um dos jogos mais famosos, o
Dilema do Prisioneiro. Os autores desenvolveram um protocolo para um jogo de dois jogadores
e mostraram que o dilema do jogo pode ser resolvido se os jogadores manipulam uma estratégia
emaranhada.

Em consequência da discussão dos dois trabalhos acima e de outros que também estendem
os conceitos da Teoria dos Jogos para o domínio quântico (7, 23, 27, 28, 32, 33, 84, 105, 107–113),
não resta dúvidas de que os jogos quânticos tem uma vantagem sob sua contrapartida clássica.
Esta vantagem permite que os jogadores escapem de dilemas que alguns jogos possuem e também
novos equilíbrios podem surgir, resultando assim em melhores payoffs para os jogadores.

Portanto, o objetivo deste capítulo será apresentar o formalismo da Teoria dos Jogos
Clássicos e Quânticos. Dentro deste objetivo, a seguinte seção discutirá a definição de um jogo.

3.1 O QUE É UM JOGO?

Você já leu o jornal, assistiu televisão ou mesmo leu alguma notícia na sua rede social
hoje? Em caso afirmativo, você provavelmente pode ter visto uma notícia sobre uma delação
premiada, uma greve, conflitos armados entre pessoas ou países, alguma medida tomada pelo
governo para ajustar a inflação, resultado dos jogos de uma rodada do campeonato brasileiro,
3 O ganho do jogador é dito payoff.
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e assim por diante. Desta maneira, você pode se perguntar: o que todas essas notícias tem em
comum? A resposta é que todas elas descrevem conflitos de interesses entre pessoas ou grupos
de pessoas, como partidos políticos, governos, empresas e o povo em geral. São estes conflitos
de interesses modelados teoricamente que são denominados jogos. Para alguns destes jogos, a
Teoria dos Jogos é capaz de sugerir uma solução, que pode ser entendida como a melhor maneira
de jogar o jogo para cada jogador envolvido. Para a maioria dos jogos que descrevem problemas
reais, tudo o que se pode fazer é excluir alguns tipos de decisões e talvez sugerir quais jogadores
cooperarão.

Portanto, esses modelos teóricos de conflito são chamados de jogos porque podem ser
identificadas neles as características de jogos como o poker, jogo da velha, xadrez, e também em
problemas econômicos e empresariais, as táticas e a logística da guerra, a política internacional e
nacional, entre outros, como candidatos a serem modelados como jogos (99).

Além disso, no contexto da Teoria dos Jogos, algumas expressões são importantes,
portanto, estas serão definidas a seguir.

3.2 DEFINIÇÕES

• Jogador: é aquele que participa do jogo, pode ser uma pessoa, animal, empresa.

• Estratégia: é uma ação que um jogador desempenha quando ele está sujeito a uma
situação que envolve uma tomada de decisão. As estratégias podem ser classificadas como
estratégias puras ou mistas (114).

Se um jogador tem total certeza das escolhas de seus adversários, então, ele adotará
estratégias puras. Porém, em algumas situações não é possível saber com precisão o
comportamento dos adversários no decorrer do jogo. Entretanto, se as probabilidades vin-
culadas à cada uma das estratégias puras são conhecidas, os jogadores adotarão estratégias
mistas.

As estratégias mistas têm como base as leis da probabilidade. A estratégia pura pode ser
considerada como um caso especial de estratégia mista (115) em que a probabilidade de
uma ação é 1 e de outras é 0.

• Payoff : para medir o desempenho médio de um jogador durante o jogo, defini-se uma
função payoff. Esta função permite avaliar todas as possibilidades de jogadas de um jogador
(levando em conta as escolhas dos seus adversários), e relaciona o quanto esse jogador
receberá se escolher cada uma dessas possibilidades (114, 116).

3.3 REPRESENTAÇÃO DOS JOGOS

Após a apresentação de algumas definições importantes, e estando claro que um jogo
consiste de jogadores que possuem suas estratégias e uma função payoff que mede seus ga-
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nhos, pode-se abordar formas de representar um jogo. Portanto, será explicado brevemente a
representação na forma normal e na forma extensiva.

• Jogos Estratégicos ou Forma Normal

Em jogos estratégicos (ou jogo na forma normal), cada jogador sabe suas estratégias
e as de seus oponentes. Porém, ele não tem a informação do que os demais jogadores
fizeram antes do momento de suas tomadas de decisão, ou seja, todos escolhem suas ações
simultaneamente e independentemente (115).

Além disso, os jogos estratégicos servem de modelo para eventos que ocorrem uma única
vez. Entretanto, é possível aplicá-los a uma sequência de jogadas, em que cada vez que
o jogo é realizado, o jogador se preocupa com sua recompensa no presente, para ele
não importa a influência de suas escolhas na escolha de seus oponentes no futuro. Jogos
estratégicos são descritos na forma normal e esta descrição será empregada no presente
trabalho. Para um jogo de dois jogadores, na forma normal, é comum representar as
estratégias e os ganhos por uma matriz, denominada matriz de payoff (117).

• Jogos Extensivos

Por outro lado, os jogos extensivos são importantes quando os jogadores não escolhem suas
estratégias definitivamente, eles tem a possibilidade de repensar suas ações no transcorrer
do jogo. Nesse caso, as ações tomadas por um jogador influenciam as ações futuras dos
seus adversários. Estes jogos descrevem as possíveis ordens dos eventos e a informação
que cada jogador possui no momento da escolha. Além disso, os jogadores podem ter a
noção sobre todos os eventos anteriores ocorridos no jogo ou apenas um conhecimento
parcial (116). O jogo de damas, xadrez e poker são alguns exemplos.

3.4 CLASSIFICAÇÃO DOS JOGOS

Os jogos podem ser classificados de muitas maneiras, deste modo será discutido algumas
delas.

• Jogos Simétricos e Jogos Assimétricos

Um jogo simétrico é aquele no qual os payoffs dos jogadores em uma estratégia particular
dependem somente da estratégia escolhida, e não de quem está jogando. Se as identidades
dos jogadores puderem ser trocadas sem alterar os payoffs obtidos pela aplicação das
suas estratégias, então este é um jogo simétrico (118). Porém, em jogos assimétricos
uma determinada estratégia pode proporcionar um benefício para um jogador e não
proporcionar para seu adversário (119). Exemplos de jogos simétricos são o jogo do
Dilema do Prisioneiro (16), jogo da Galinha (19) e o jogo da Caça ao Cervo (120); por sua
vez, o jogo do Ultimato (121), o jogo da Batalha dos Sexos (17) e o jogo de Combinar
Moedas (14) configuram jogos assimétricos (122).
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• Jogos Cooperativos e Jogos Não Cooperativos

Se o jogador age estrategicamente de uma maneira individual, então o jogo é um jogo
não cooperativo. Porém, se os jogadores podem cooperar entre si, ou seja, podem agir
de tal forma que escolhem suas estratégias para maximizar o ganho do grupo, o jogo é
dito cooperativo. Interesses que envolvem conflitos levam a um jogo não cooperativo,
enquanto que objetivos de interesse comum levam a jogos cooperativos. Entretanto, em
jogos cooperativos também existe espaço para conflitos, e em jogos não cooperativos
existe espaço para cooperação (115). Por exemplo, em uma situação em que algumas
empresas formam alianças para ganhar o mercado, pode ser modelada por meio de jogos
cooperativos, porém se estas disputam o mercado, elas devem ser modeladas através de
jogos não cooperativos.

• Jogos de Soma Zero e de Soma não Zero

Considere um jogo de dois jogadores, denominados Alice e Bob. Se o ganho de Alice é
exatamente a perda de seu adversário Bob e vice e versa, esse jogo é chamado de jogo de
soma zero. Porém, se a soma das recompensas não é nula em pelo menos uma escolha, o
jogo é dito ser de soma não zero. Exemplos de jogos de soma nula são o jogo de Combinar
Moedas, o jogo de poker (123) e o jogo Go ou Baduk (124); por sua vez, o jogo do Dilema
do Prisioneiro e o jogo da Batalha dos Sexos são jogos de soma não nula (125).

• Jogos de Informação Completa e Jogos de Informação Incompleta

Quando todos os participantes conhecem todas as informações releventes à sua tomada
de decisão, tem-se uma situação conhecida como jogo de informação completa, e caso
contrário de informação incompleta. Um exemplo de jogo de informação incompleta
é o leilão, pois cada jogador sabe o seu payoff, porém não sabe o de seus adversários
(126, 127).

3.5 EXEMPLOS DE JOGOS

Com base na representação e classificação dos jogos discutidos acima, na seguinte
seção serão apresentados alguns jogos clássicos estratégicos, não cooperativos e de informação
completa.

• Dilema do Prisioneiro

O jogo do Dilema do Prisioneiro consiste em dois suspeitos de um crime, Alice e Bob, os
quais estão presos e mantidos em celas separadas, sem qualquer meio de comunicação entre
si. A fim de investigar o crime, um Juiz é enviado para interrogar os presos, separadamente.
As estratégias de ambos são Cooperar com o parceiro (C) (não entregá-lo) ou Trair o
parceiro (D) (acusá-lo). Se ambos cooperam, eles ficarão presos por 1 ano; se ambos
delatam, a pena será de 5 anos; se Alice coopera e Bob delata, então Alice ficará presa por
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10 anos e Bob sairá livre. Alice sairá livre e Bob ficará preso por 10 anos se Bob escolher
cooperar e Alice delatar (125).

Devido à inexistência de comunicação entre Alice e Bob, eles escolhem o perfil de
estratégias puras (DA, DB), que é o equilíbrio de Nash do jogo. Este resultado se deve ao
fato de que os jogadores são considerados racionais4 e suas escolhas é devido ao seguinte
raciocínio: “Se eu confessar e meu colega me trair, eu ficarei preso(a) por 10 anos. Se eu
escolher trair e meu colega confessar, eu sairei livre. Caso ele também me traia, eu ficarei
preso(a) por 5 anos, então é melhor eu optar por trair”. O dilema que existe nesse jogo
ocorre porque os jogadores na versão clássica nunca escolhem o perfil de estratégias puras
(CA, CB), o qual seria a melhor escolha para ambos, pois ficariam presos por 1 ano.

Portanto, o Dilema do Prisioneiro é de interesse para as Ciências Sociais, para a Economia
(128) e para a Política Internacional (129, 130), bem como para a Biologia (131). Por
exemplo, em um cartel, que é um acordo entre empresas, estas combinam os valores dos
preços de seus produtos, quantidade de produção e os locais onde atuarão. Este acordo
tem como objetivo um lucro maior, pois elas podem negociar os preços dos produtos sem
que haja concorrência. Esta situação pode ser modelada através do jogo do Dilema do
Prisioneiro para múltiplos jogadores, onde os jogadores são as empresas. A estratégia
pura Cooperar pode ser entendida como manter os preços dos produtos de acordo com o
que foi combinado entre as empresas. A estratégia pura Trair seria a escolha que algumas
empresas tomam ao modificar seus preços para lucrar mais (128).

Um outro exemplo é a corrida armamentista ocorrida durante a Guerra Fria entre os EUA e a
URSS, que também pode ser entendida por meio do jogo do Dilema do Prisioneiro. As duas
estratégias puras disponíveis eram desarmar ou se armar, porém a escolha feita pelos EUA
e URSS foi a de se armar. Uma consequência dessa escolha resultou num gasto financeiro
elevado. A justificativa desta escolha pode ser dada por meio do seguinte raciocínio:
“Se meu rival não gastar tanto, isso me dará uma superioridade militar. Entretanto, se
não investirmos em armamentos, seremos militarmente inferiores se meu rival continuar
comprando armamentos. Portanto, a melhor escolha é nos armarmos”. Esta corrida teve
como resultado gastos exorbitantes por ambos os lados e o colapso da URSS em 1991

(132).

• Batalha dos Sexos

O jogo da Batalha dos Sexos representa uma situação cotidiana, onde Alice e Bob desejam
fazer alguma atividade juntos sábado à noite. Porém, eles estão impossibilitados de
combinar qual atividade farão. Em outras palavras, não há comunicação entre eles. Alice
prefere ir à Ópera (O), enquanto Bob ficaria contente em assistir futebol na Televisão (T ),
e ambos ficarão insatisfeitos se não ficarem juntos, ou seja, se Alice(Bob) for sozinha(o)

4 O conceito de racionalidade significa que cada jogador escolhe a melhor opção em cada situação do jogo para
obter o maior ganho possível, ou seja, ele é capaz de analisar o jogo e tomar a melhor decisão (115).
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para Ópera e Bob(Alice) ficar assistindo Televisão (133). O dilema deste jogo acontece
porque dentre os dois equilíbrios de Nash, (OA, OB) e (TA, TB), Alice prefere o equilíbrio
(OA, OB) enquanto Bob prefere (TA, TB). Devido à estas preferências, o jogo não possui
solução.

Um exemplo no cenário da vida real pode ser ilustrado quando duas empresas que fabricam
celulares podem escolher entre construir seu produto para operar no padrão a ou padrão b.
Entende-se por padrão alguma qualidade do produto “celular”, por exemplo “Tela com/sem
Touch-Screen”. Frente a essas situações, o lucro de cada empresa é afetado pela escolha
de ambas. Os equilíbrios de Nash do jogo são os perfis de estratégias puras (a, a) e (b, b).
Portanto, com o intuito de determinar uma possível solução para este jogo, percebe-se que
é melhor para as duas empresas escolherem o perfil de estratégias puras (a, a) ou (b, b).
Isto se assemelha ao jogo da Batalha dos Sexos, pois os níveis de lucro das empresas são
altos quando estas produzem marcas compatíveis (no mesmo padrão). Outras situações
são a compatibilidade do setor observada no setor bancário e em muitas indústrias de
eletroeletrônicos (134).

• Jogo de Combinar Moedas

O jogo de Combinar Moedas é caracterizado por dois jogadores, denominados Alice e
Bob, que possuem uma moeda cada. Neste jogo, os dois jogadores exibem, ao mesmo
tempo, a moeda que cada um esconde em sua mão. Se as duas moedas possuem as mesmas
faces, ou seja, duas caras ou duas coroas, então Alice ganha a moeda de Bob. Caso as
faces das moedas sejam diferentes, quem ganha a moeda é o Bob (116, 135).

Quando tenta-se encontrar uma possível solução, percebe-se que este jogo não possui um
equilíbrio de Nash em estratégias puras, conforme será demonstrado mais à frente. Para
resolver este impasse, aplica-se o conceito de equilíbrio de Nash em estratégia mista. Neste
caso é encontrado que cada jogador deve escolher cara e coroa com a mesma distribuição
de probabilidades. Dessa forma, nenhum dos jogadores terá incentivo para mudar sua
estratégia (117).

Dentro deste contexto, uma cobrança de penâltis no futebol pode ser tomada como exemplo,
a qual é estrategicamente semelhante ao jogo de Combinar Moedas. Nesta situação, o
batedor tem as opções de chutar para a esquerda, chutar para a direita ou chutar no meio
do gol. O goleiro possui a escolha de pular para a esquerda, pular para a direita ou ficar
no meio do gol com o intuito de defender o pênalti. A probabilidade do batedor marcar
um gol é maior quando as escolhas dele e do goleiro não combinam. Um exemplo é a
situação em que o goleiro pula para a esquerda e o batedor chuta no lado direito do gol. A
probabilidade do batedor marcar um gol diminui quando as escolhas combinam (136). De
forma geral, os payoffs dos dois jogadores são assimétricos. Aliás, um estudo detalhado
das ações dos batedores e dos goleiros usando dados de duas ligas de futebol europeias foi
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realizado. Neste estudo descobriu-se que suas ações não se desviam significativamente da
previsão de um equilíbrio de Nash (136, 137).

Surge a pergunta: como descrever formalmente estes eventos e sequências de ações que
fazem parte da Teoria dos Jogos? A resposta mais simples é utilizando conceitos da teoria de
probabilidades, teoria de conjuntos e espaços vetoriais como ponto de partida. Nesse sentido,
apresenta-se o formalismo da Teoria dos Jogos na seguinte seção.

3.6 FORMALISMO DA TEORIA DOS JOGOS

Nesta seção aborda-se as definições matemáticas para o jogo estratégico finito, o qual
possui um conjunto de jogadores e de estratégias finitas.

Portanto, um jogo estratégico é representado por

• Um conjunto finito de jogadores N = {1, . . . , g}.

• Cada jogador i ∈ N possui um conjunto finito de estratégias puras, representado por
Si= {si,1, si,2, . . . , si,mi

}, onde mi ≥ 2 é o número total de estratégias puras do jogador i.

• Um vetor s =
(
s1,k1 , s2,k2 , . . . , sg,kg

)
, que é denominado perfil de estratégias puras, onde

si,ki é uma estratégia pura de cada jogador i ∈ N .

O conjunto de todos os perfis de estratégias puras formam o espaço de estratégias puras do
jogo (135), dado pelo produto cartesiano S = S1 × S2 × . . .× Sg.

• Um vetor payoff $ = ($1, $2, . . . , $g) que possui a função payoff de cada jogador i ∈ N .
A função payoff de cada jogador i retorna um número real de acordo com cada perfil de
estratégias puras escolhido.

A partir destas definições, é possível resumí-las matematicamente como o seguinte par de
expressões

$i : S −→ R, (3.1)

s 7−→ $i (s) . (3.2)

Esta forma compacta de apresentar as estratégias e os payoffs pode ser estendida numa
representação de tabela ou matricial. Em particular, para um jogo de dois jogadores com duas
estratégias cada (que será estudado ao longo do texto), as estratégias do primeiro jogador formam
as linhas e as estratégias do segundo jogador são as colunas de uma matriz. As entradas na matriz
são dois números ou parâmetros5 representando o payoff do primeiro e do segundo jogador,
respectivamente. A matriz de payoff que representa um jogo entre Alice e Bob está caracterizada
pela Tabela 2. Se o perfil de estratégias puras s = (s1,1, s2,1) é escolhido, então o payoff de Alice
(Bob) é a11(b11).
5 Os payoffs dos jogadores são atribuídos de acordo com as regras do jogo e sua classificação.
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Tabela 2 – Matriz de payoff que representa um jogo entre Alice e Bob.

Bob
s2,1 s2,2

s1,1 (a11, b11) (a12, b12)
Alice

s1,2 (a21, b21) (a22, b22)

Do formalismo exposto acima, considera-se como exemplo o jogo do Dilema do Prisio-
neiro. O conjunto de jogadores éN = {1, 2} = {Alice, Bob}. O conjunto de estratégias puras de
Alice e de Bob são: SAlice= {s1,1, s1,2} = {CA, DA}, SBob= {s2,1, s2,2} = {CB, DB}. O espaço
de estratégias puras do jogo é escrito como: S = {(CA, CB), (CA, DB), (DA, CB), (DA, DB)}. O
vetor payoff é representado da seguinte maneira: $ = ($Alice, $Bob). O payoff de Alice é dado por:
$Alice(CA, CB) = 3 (1 ano de prisão), $Alice(CA, DB) = 0 (10 anos de prisão), $Alice(DA, CB) = 5

(sair livre) e $Alice(DA, DB) = 1 (5 anos de prisão). Da mesma forma, o payoff de Bob é descrito
como: $Bob(CA, CB) = 3, $Bob(CA, DB) = 5, $Bob(DA, CB) = 0 e $Bob(DA, DB) = 1.

Em consenso com o que foi discutido, pode-se compactar os jogadores, suas estratégias
e os valores de seus payoffs por meio de uma matriz de payoff. Para o jogo do Dilema do
Prisioneiro esta matriz é caracterizada pela Tabela 3.

Tabela 3 – Matriz de payoff que representa o jogo do Dilema do Prisioneiro entre Alice e Bob.

Bob
DB CB

DA (1, 1) (5, 0)
Alice

CA (0, 5) (3, 3)

Para o jogo da Batalha dos Sexos, o mesmo procedimento foi realizado, porém as
estratégias são Ópera (O) e Televisão (T ). Portanto, a matriz de payoff que representa o jogo é
descrita pela Tabela 4.

Tabela 4 – Matriz de payoff que representa o jogo da Batalha dos Sexos entre Alice e Bob.

Bob
OB TB

OA (5, 3) (1, 1)
Alice

TA (1, 1) (3, 5)

De modo igual, no jogo de Combinar Moedas, a matriz de payoff é representada pela
Tabela 5. A constante 1 representa que o jogador ganha a moeda do adversário. Da mesma
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maneira, a constante −1 representa que o jogador perde sua moeda para o adversário.

Tabela 5 – Matriz de payoff que representa o jogo de Combinar Moedas entre Alice e Bob.

Bob
cara coroa

cara (1,−1) (−1, 1)
Alice

coroa (−1, 1) (1,−1)

Após a apresentação do formalismo dos jogos clássicos na forma normal e a aplicação
nos exemplos acima, é natural determinar uma possível solução de um jogo.

3.6.1 SOLUÇÃO DE UM JOGO

Dado o número de jogadores, o conjunto de estratégias de cada jogador e os respectivos
payoffs, o principal objetivo será prever as estratégias adotadas pelos jogadores que estabelecerão
a solução do jogo. Dentro deste contexto, há diferentes tipos de conceitos de solução e cada um
deles possui suas regras para indentificá-la. Além disso, alguns conceitos de solução podem não
existir em determinados jogos e outros podem levar a inúmeras soluções (115). Dentre estes, um
maior enfoque será dado ao conceito de equilíbrio de Nash e ótimo de Pareto (82, 99).

3.6.1.1 EQUILÍBRIO DE NASH

Das possíveis soluções que um jogo pode ter, a mais conhecida é o equilíbrio de Nash,
criado por John Forbes Nash Jr em 1950 (2), durante seu trabalho de Pós-Graduação em Matemá-
tica na Universidade de Princeton. O equilíbrio de Nash tem sido usado para analisar situações
hostis como a guerra e as corridas armamentistas (138), na ocorrência de corridas bancárias e
crises cambiais (139), organização de leilões (140, 141), nas penalidades do futebol (137), entre
outros. Nesse sentido, afirma-se que o perfil de estratégias puras (117, 142)

s∗ =
(
s∗1,k1 , . . . , s

∗
i−1,ki−1

, s∗i,ki , s
∗
i+1,ki+1

, . . . , s∗g,kg

)
(3.3)

é um equilíbrio de Nash se nenhum jogador i tiver um incentivo para sair do equilíbrio mudando
apenas sua própria estratégia pura si,ki . O perfil de estratégias puras s∗ configura um equilíbrio
de Nash se a seguinte desigualdade for respeitada (115, 143)

$i

(
s∗1,k1 , . . . , s

∗
i−1,ki−1

, si,ki , s
∗
i+1,ki+1

, . . . , s∗g,kg

)
6 $i

(
s∗1,k1 , . . . , s

∗
i−1,ki−1

, s∗i,ki , s
∗
i+1,ki+1

, . . . , s∗g,kg

)
, (3.4)

∀i ∈ N ,∀si,ki ∈ Si. Desta maneira, cada jogador i fixa as estratégias puras dos seus adversários
e varia sua própria estratégia pura si,ki , de modo que ele analisa como seu payoff é modificado.
Porém, um perfil de estratégias puras s∗ é um equilíbrio de Nash se o payoff $i de cada jogador i
em função do perfil de estratégias puras s∗ é maior ou igual em relação a outro possível perfil.
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É importante ressaltar que a Equação (3.4) é válida somente quando estratégias puras
são consideradas. Além disso, com o intuito de deixar claro o conceito definido acima, o jogo do
Dilema do Prisioneiro e da Batalha dos Sexos serão tomados como exemplo.

Para o jogo do Dilema do Prisioneiro, com estratégias e payoffs definidos na Tabela 3,
existe um equilíbrio de Nash em estratégias puras: o perfil de estratégias puras (DA, DB). Este é
um equilíbrio de Nash porque se Alice escolher a estratégia pura CA e Bob a estratégia pura DB,
seu payoff será 0, ou seja, menor do que se ela escolher a estratégia pura DA, pois seu payoff

será 1. Resumindo o que foi dito e com o auxílio da Equação (3.4), pode-se escrever

$Alice (CA, DB ) < $Alice (DA, DB) . (3.5)

Analisando o jogo do ponto de vista de Bob, também é melhor para ele escolher a
estratégia pura DB, pois caso Alice confesse, ele ganha 5. Se Alice trai, então ele ganha 1. Em
termos da Equação (3.4) tem-se

$Bob (DA, CB) < $Bob (DA, DB) . (3.6)

Portanto, de acordo com o que foi discutido, o perfil de estratégias puras (DA, DB) é o equilíbrio
de Nash do jogo do Dilema do Prisioneiro.

Dando continuidade a análise dos jogos, tem-se o jogo da Batalha dos Sexos compactado
na Tabela 4. Neste jogo há dois equilíbrios de Nash em estratégias puras: o perfil de estratégias
puras (OA, OB) e (TA, TB). O perfil de estratégias puras (OA, OB) é um equilíbrio de Nash porque
se Bob escolher a estratégia puraOB, é melhor para a Alice escolher a estratégia puraOA também,
pois ela ganha 5 em vez de 1. Em outras palavras e com o auxílio da Equação (3.4), é possível
escrever a seguinte desigualdade

$Alice (TA, OB ) < $Alice (OA, OB) . (3.7)

O mesmo critério também vale para Bob. Para ele é melhor escolher a estratégia pura OB em vez
de TB, caso Alice também escolha a estratégia pura OA

$Bob (OA, TB ) < $Bob (OA, OB) . (3.8)

A mesma argumentação usada para demonstrar que o perfil de estratégias puras (OA, OB) é um
equilíbrio de Nash pode ser utilizada para demonstrar que o perfil de estratégias puras (TA, TB)

também é.

De acordo com o que foi discutido, os dois jogos apresentados acima possuem equilíbrio
de Nash em estratégias puras. Contudo, alguns jogos não possuem este equilíbrio de Nash,
tal como o jogo de Combinar Moedas. Isto pode ser provado analisando a matriz de payoff

caracterizada pela Tabela 5, e notando-se que: $Alice (coroa, cara) < $Alice (cara, cara). Porém,
o perfil de estratégias puras (cara, cara) não é um equilíbrio de Nash porque não obedece a
seguinte desigualdade para o payoff de Bob: $Bob (coroa, cara) < $Bob (cara, cara). A mesma
análise das desigualdades para o payoff de Alice e de Bob é feita para o perfil de estratégias
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puras: (coroa, coroa), (coroa, cara) e (cara, coroa). Desta análise, pode-se afirmar que este jogo
não possui equilíbrio de Nash em estratégias puras. Quando isso acontece, deve-se procurar
outras maneiras de encontrar uma solução. Dentre as alternativas, seria escolher uma distribuição
de probabilidades sobre as estratégias puras (144). Desta escolha, a ação que o jogador deve
desempenhar é misturar suas estratégias de modo imprevisível durante o decorrer do jogo. Por
exemplo, um jogador de tênis pode escolher em devolver o saque com um forehand ou um
backhand6 de uma maneira aleatória de tal forma que seu oponente não possa prever (119). Além
disso, para esta classe de jogos, a Equação (3.4) precisa ser estendida com o intuito de incluir
uma probabilidade associada a cada uma das estratégias puras de cada jogador. Portanto, na
próxima seção será abordado o equilíbrio de Nash de estratégias mistas.

3.6.1.1.1 Equilíbrio de Nash de estratégias mistas

O conceito de equilíbrio de Nash de estratégias mistas foi primeiramente apresentado
pelo matemático John Von Neumann e pelo economista Oskar Morgenstern em 1944. Porém,
este conceito ficou restrito a jogos de soma nula com conjunto de estratégias finitas. Estes autores
demonstraram que para qualquer jogo de soma nula de dois jogadores existe uma solução de
estratégia mista (1). Em 1951, Nash (2) generalizou este conceito para qualquer jogo com um
conjunto finito de estratégias e demonstrou que deve existir pelos menos um equilíbrio de Nash
de estratégias mistas. Um exemplo do uso de estratégias mistas pode ser dado através de uma
cobrança de penâltis no futebol. O batedor deve sempre variar a escolha do lado ao bater, pois
se ele não fizer isso correrá o risco do goleiro defensor advinhar o lado da batida. Um exemplo
real ocorreu na final da Liga dos Campeões de 2012. Nesta final, o Chelsea venceu o Bayern de
Munique com uma eficiente atuação do goleiro tcheco Petr Cech. Petr Cech durante as cobranças
de pênaltis pulou todas as vezes na direção correta da batida, defendendo a cobrança do croata
Ivica Olić. O jogo terminou em 4− 3, pois o alemão Bastian Schweinsteiger e Ivica Olić do time
do Bayern, e o espanhol Juan Mata do time do Chelsea não converteram suas penalidades. Após
a decisão, Cech revelou que havia assistindo a um DVD de duas horas que continha todas as
penalidades cobradas pelo time do Bayern desde 2007 (146). Dentro do contexto deste exemplo,
pode-se definir matematicamente uma estratégia mista.

Uma estratégia mista pi = (pi,1, pi,2, . . . , pi,mi
) para o jogador i ∈ N , é uma distribuição

de probabilidades sobre o conjunto Si de estratégias puras do jogador i. Em outras palavras, pi é
um elemento do conjunto (135)

∆mi
=

{
(pi,1, pi,2, . . . , pi,mi

) ∈ Rmi | pi,1 > 0, . . . , pi,mi
> 0 e

mi∑
k=1

pi,k = 1

}
. (3.9)

A Equação (3.9) pode ser entendida pelo fato de que o jogador i escolhe a estratégia pura
si,1 com uma probabilidade pi,1, a estratégia pura si,2 com uma probabilidade pi,2, e assim por
6 O forehand é o golpe batido do mesmo lado do corpo em que se segura a raquete. Se o jogador é destro, o golpe

é chamado de direita. Se o jogador é canhoto, chama-se de esquerda. Backhand é o golpe batido do lado oposto
do corpo ao que se segura a raquete. Se o jogador é destro, o golpe chama-se esquerda; se o jogador é canhoto, o
golpe chama-se direita (145).
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diante, até a sua estratégia pura si,mi
escolhida com probabilidade pi,mi

. É importante ressaltar
que uma estratégia pura si,ki pode ser identificada com uma distribuição de probabilidades, onde
pi,ki = 1 e as demais probabilidades são nulas.

Para o caso particular de um jogador i com duas estratégias puras, escreve-se a Equação
(3.9) de uma maneira mais simplificada (135)

∆2 =
{

(p, 1− p) ∈ R2 | 0 6 p 6 1
}

, (3.10)

de tal forma que o jogador i escolhe a estratégia pura si,1 com uma probabilidade pi,1 = p e a
estratégia pura si,2 com uma probabilidade pi,2 = 1− p.

O espaço de todos os perfis de estratégias mistas é dado pelo seguinte produto cartesiano
(147)

∆ = ∆m1 ×∆m2 × . . .×∆mg , (3.11)

o qual é denominado espaço de estratégias mistas.

Além disso, um vetor p = ((p1), (p2), . . . , (pg))∈∆ é denominado um perfil de estraté-
gias mistas. Cada perfil de estratégias mistas p determina um payoff esperado, ou seja, uma média
dos payoffs ponderada pelas distribuições de probabilidades (115,148,149): (p1), (p2), . . . , (pg).
O payoff esperado é calculado por

$i (p) =

m1∑
k1=1

m2∑
k2=1

. . .

mg∑
kg=1

p1,k1p2,k2 . . . pg,kg$i
(
s1,k1 , s2,k2 , . . . , sg,kg

)
. (3.12)

É importante salientar que o termo $i
(
s1,k1 , s2,k2 , . . . , sg,kg

)
é o payoff de estratégias puras

mencionado na Seção 3.6.1.1.

Para tornar claro o que foi apresentado acima, considera-se como exemplo o jogo do
Dilema do Prisioneiro caracterizado na Tabela 3. Se Alice escolhe a distribuição de probabilidades
p1 =

(
1
2
, 1

2

)
e Bob escolhe a distribuição de probabilidades p2 =

(
1
3
, 2

3

)
, então os payoffs

esperados de Alice, $Alice (p), e de Bob, $Bob (p), associados ao perfil de estratégias mistas
p = ((p1), (p2)) =

(
(1

2
, 1

2
), (1

3
, 2

3
)
)
, são escritos como

$Alice (p) =
2∑

k1=1

2∑
k2=1

p1,k1p2,k2$Alice (s1,k1 , s2,k2) =
5

3
, (3.13)

$Bob (p) =
2∑

k1=1

2∑
k2=1

p1,k1p2,k2$Bob (s1,k1 , s2,k2) =
5

2
. (3.14)

Embora neste trabalho há uma restrição a dois jogadores com duas estratégias cada, a
Equação (3.12) é válida para g jogadores com mi estratégias cada. Um exemplo, para o qual
calcula-se o payoff esperado para 3 jogadores se encontra no Apêndice A. Ainda dentro desta
discussão, todos os critérios básicos para soluções de jogos em estratégias puras podem ser
estendidas para estratégias mistas (135). Portanto, afirma-se que

p∗ =
(
(p∗1), . . . , (p∗i−1), (p∗i ), (p

∗
i+1), . . . , (p∗g)

)
∈ ∆, (3.15)
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é um equilíbrio de Nash de estratégias mistas se a seguinte desigualdade for respeitada (115)

$i
(
(p∗1), . . . , (p∗i−1), (pi), (p

∗
i+1), . . . , (p∗g)

)
6 $i

(
(p∗1), . . . , (p∗i−1), (p∗i ), (p

∗
i+1), . . . , (p∗g)

)
,

(3.16)
∀pi ∈ ∆mi

. Desta forma nenhum jogador sente motivação de trocar a sua estratégia mista se os
demais jogadores não o fizerem (135).

Nash demonstrou que todo jogo definido por matrizes de payoffs possui um equilíbrio
de Nash de estratégias mistas (2). A demonstração pode ser feita pelo teorema do ponto fixo de
Brouwer (150). Este teorema foi proposto em 1910 e é um importante resultado que garante a
existência do ponto fixo em funções contínuas sob certas condições. Para um grupo grande de
cientistas que trabalham nas áreas de Análise, Álgebra, Lógica, onde é possível propor aplicações
em Economia, Computação, Física e Engenharia (151), o teorema do ponto fixo é considerado
uma contribuição relevante. Com base neste teorema7, serão apresentados dois teoremas da
Referência (135), os quais ajudarão a determinar os equilíbrios de Nash via um problema de
otimização.

Teorema 1. Para cada i = 1, . . . , g e ki = 1, . . . ,mi, define-se as funções

zi,ki : ∆ −→ R,

p 7−→ zi,ki (p) ,

onde,

zi,ki (p) = $i ((p1) , . . . , (pi−1) , (si,ki) , (pi+1) , . . . , (pg))

−$i ((p1) , . . . , (pi−1) , (pi) , (pi+1) , . . . , (pg)) , (3.17)

isto é, zi,ki mede o ganho ou perda do jogador i quando ele troca a distribuição de probabilidades

p pela estratégia pura si,ki . Tem-se que p∗ é um equilíbrio de Nash se, e somente se,

zi,ki (p∗) 6 0,

para cada i = 1, . . . , g e ki = 1, . . . ,mi.

Teorema 2. Para cada i = 1, . . . , g e ki = 1, . . . ,mi, define-se as funções

bi,ki : ∆ −→ R,

p 7−→ bi,ki (p) = max {0, zi,ki (p)} .

Portanto, p é um equilíbrio de Nash se, e somente se,

bi,ki (p) = 0,

para cada i = 1, . . . , g e ki = 1, . . . ,mi.
7 Uma demonstração deste teorema está detalhada na Referência (150).
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O Teorema 1 e Teorema 2 propõem uma maneira de se calcular os equilíbrios de Nash
de um jogo. Eles são soluções do seguinte problema de otimização não-linear (147)

minimizar
g∑
i=1

mi∑
ki=1

(bi,ki (p))2 , sujeito a p ∈ ∆. (3.18)

Portanto, a soma de quadrados é zero se, e somente se, cada parcela é igual a zero (135).

Como exemplo escolhe-se o jogo do Dilema do Prisioneiro. Para este jogo, considera-se
que Alice escolhe a estratégia pura Cooperar (C) com probabilidade p e a estratégia pura Trair
(D) com probabilidade 1− p. Bob adota a estratégia pura Cooperar (C) com probabilidade q
e a estratégia pura Trair (D) com probabilidade 1 − q. Portanto, Alice escolhe a distribuição
de probabilidades p1 = (p, 1− p) e Bob a distribuição de probabilidades p2 = (q, 1− q). Da
Equação (3.18), o perfil de estratégias mistas p = ((p, 1− p), (q, 1− q)) é um equilíbrio de
Nash se, e somente se, (p, q) é solução do seguinte problema de otimização

minimizar
2∑
i=1

2∑
ki=1

(bi,ki (p))2 , 0 6 p 6 1, 0 6 q 6 1. (3.19)

Com o intuito de simplificar a notação, os somatórios acima serão denotados como uma variável
G (p, q). Além disso, calcula-se o primeiro termo desse somatório a fim de tornar as ideias mais
claras. Portanto,

G (p, q) =
2∑
i=1

2∑
ki=1

(bi,ki (p))2 = (b1,1 (p))2 + (b1,2 (p))2 + (b2,1 (p))2 + (b2,2 (p))2 . (3.20)

Das definições apresentadas no Teorema 1 e Teorema 2, é possível calcular o termo
b1,1 (p) da Equação (3.20), o qual é dado por

b1,1 (p) = max {0, z1,1 (p)} , (3.21)

= max
{

0, $Alice ((C), (p2))− $Alice ((p1), (p2))
}

. (3.22)

Com base no Teorema 1, o termo $Alice ((C), (p2)) da Equação (3.22) é escrito desta forma porque
a Alice escolhe a estratégia pura Cooperar C em vez da distribuição de probabilidades p1. Com
base nos valores da matriz de payoff caracterizada na Tabela 3, será calculado separadamente os
termos da Equação (3.22)

$Alice ((C), (p2)) = $Alice ((C), (q, 1− q)) = 3q, (3.23)

$Alice ((p1), (p2)) = $Alice ((p, 1− p), (q, 1− q)) = −pq + 4q + 1− p. (3.24)

Desta forma, por meio das Equações (3.23)-(3.24), a Equação (3.22) é escrita como

b1,1 (p) = max
{

0, $Alice ((C), (p2))− $Alice ((p1), (p2))
}

, (3.25)

= max {0, (q + 1)(−1 + p)} . (3.26)

Os outros termos b1,2 (p), b2,1 (p) e b2,2 (p) foram calculados da mesma maneira.
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Figura 9 – Esta figura ilustra os termos z1,1 (p), z1,2 (p), z2,1 (p) e z2,2 (p) para o jogo do Dilema
do Prisioneiro. De acordo com a escala de cores, percebe-se que em algumas regiões
estes termos são negativos.
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Fonte: A autora.

Antes de calcular G(p, q) é importante que os termos z1,1 (p), z1,2 (p), z2,1 (p) e z2,2 (p),
sejam positivos nas interseções de p e q. Como ilustrado na Figura 9, em algumas regiões estes
termos são negativos, como para o caso de z1,1 (p) que correspondem aos argumentos não nulos
das chaves da Equação (3.25)-(3.26). Para esta situação e como ilustrado na Figura 10, as regiões
que possuem valores negativos são atribuídos o valor de 0. Nestas regiões os termos da Equação
(3.20) são contabilizados como nulos e pode-se escrevê-la como

minimizar G (p, q) = (max {0, (q + 1) (−1 + p)})2 + (max {0, p (1 + q)})2

+ (max {0, (q − 1) (p+ 1)})2 + (max {0, q (1 + p)})2 ,

onde, 0 6 p 6 1, 0 6 q 6 1. (3.27)

O gráfico de G (p, q) da Equação (3.27) está ilustrado na Figura 11. Desta figura tem-se como
resultado que o perfil de estratégias mistas ((p∗), (q∗)) = ((0, 1), (0, 1)) é o único equilíbrio de
Nash para o Dilema do Prisioneiro. Além disso, ele representa a escolha do perfil de estratégias
puras (DA, DB), o qual discutiu-se ser um equilíbrio de Nash na Seção 3.6.1.1.

Da mesma maneira como procedeu-se para o Dilema do Prisioneiro, a Equação (3.19)
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Figura 10 – Nesta figura, para evidenciar a atribuição de zero na região onde os termos z1,1 (p),
z1,2 (p), z2,1 (p) e z2,2 (p) são negativos, reescreve-os como ξ1,1 (p), ξ1,2 (p), ξ2,1 (p)
e ξ2,2 (p). Desta forma, as regiões que possuiam valores negativos, foram contabili-
zadas na Equação (3.20) como nulos.
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Fonte: A autora.

no caso do jogo da Batalha dos Sexos é escrita como

minimizar G (p, q) = (max {0, 2 (3q − 1) (1− p)})2 + (max {0, 2p (−3q + 1)})2

+ (max {0, 2 (3p− 2) (1− q)})2 + (max {0, 2q (−3p+ 2)})2 ,

onde, 0 6 p 6 1, 0 6 q 6 1. (3.28)

O gráfico da Equação (3.28) é ilustrado na Figura 12. Desta figura encontra-se que
os perfis de estratégias mistas ((p∗), (q∗)) = ((1, 0), (1, 0)), ((p∗), (q∗)) = ((0, 1), (0, 1))

e ((p∗), (q∗)) =
(
(2

3
, 1

3
), (1

3
, 2

3
)
)

são os equilíbrios de Nash do jogo. O perfil de estratégias
mistas ((p∗), (q∗)) = ((1, 0), (1, 0)) e ((p∗), (q∗)) = ((0, 1), (0, 1)) representam o perfil de
estratégias puras (OA, OB) e (TA, TB), respectivamente. Estes perfis são os equilíbrios de Nash
do jogo discutidos na Seção 3.6.1.1. Além destes, o perfil de estratégias mistas ((p∗), (q∗)) =(
(2

3
, 1

3
), (1

3
, 2

3
)
)

é um equilíbrio de Nash que surge quando estratégias mistas são adotadas.

Por outro lado, o jogo de Combinar Moedas não possui equilíbrio de Nash de estratégias
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Figura 11 – O perfil de estratégias mistas ((p∗), (q∗)) = ((0, 1), (0, 1)) é o único equilíbrio de
Nash do jogo do Dilema do Prisioneiro. A figura à esquerda representa o gráfico de
G(p, q) da Equação (3.27). A figura à direita é uma ampliação do gráfico à esquerda.
Em ambos os gráficos o equilíbrio de Nash é representado por um quadrado preto.
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Figura 12 – Os perfis de estratégias mistas ((p∗), (q∗)) = ((1, 0), (1, 0)), ((p∗), (q∗)) =
((0, 1), (0, 1)) e ((p∗), (q∗)) =

(
(2

3
, 1

3
), (1

3
, 2

3
)
)

são os únicos equilíbrios de Nash do
jogo da Batalha dos Sexos. A figura à esquerda representa o gráfico de G(p, q) da
Equação (3.28). A figura à direita é uma ampliação do gráfico à esquerda. Em ambos
os gráficos os equilíbrios de Nash são representados por quadrados pretos.
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puras, porém se estratégias mistas são empregadas, então a seguinte equação deve ser minimizada

minimizar G (p, q) = (max {0,−2 (−1 + p) (2q − 1)})2 + (max {0,−2p (2q − 1)})2

+ (max {0, 2 (2p− 1) (−1 + q)})2 + (max {0, 2q (2p− 1)})2 ,

onde, 0 6 p 6 1, 0 6 q 6 1, (3.29)

e pela Figura 13 observa-se que o perfil de estratégias mistas ((p∗), (q∗)) =
(
(1

2
, 1

2
), (1

2
, 1

2
)
)

é o
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único equilíbrio de Nash do jogo.

Figura 13 – O perfil de estratégias mistas ((p∗), (q∗)) =
(
(1

2
, 1

2
), (1

2
, 1

2
)
)

é o único equilíbrio de
Nash do jogo de Combinar Moedas. Esta figura representa o gráfico de G(p, q) da
Equação (3.29). O equilíbrio de Nash deste jogo está representado por um quadrado
preto na figura.
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3.6.2 ÓTIMO DE PARETO

Em um jogo, pode existir um perfil ou perfis de estratégias, que sejam os melhores
possíveis para o conjunto dos jogadores, e que também pode ou não ser um equilíbrio de Nash.
Para esta situação, definiu-se o conceito de eficiência de Pareto ou ótimo de Pareto. Este conceito
se deve ao trabalho realizado por Vilfredo Pareto (1848−1923), engenheiro e economista italiano,
que utilizou o método em seus estudos de eficiência econômica e distribuição de renda. O ótimo
de Pareto também pode ser aplicado em áreas tais como Economia, Engenharia e Ciências
Sociais (152). Dentro deste contexto, o ótimo de Pareto é um perfil ou perfis de estratégias,
em que se algum jogador decidir alterar sua estratégia não será possível aumentar o payoff de
qualquer jogador sem diminuir o payoff de algum outro (142). No jogo do Dilema do Prisioneiro,
o perfil de estratégias puras (CA, CB) obedece esta condição, pois se a Alice escolher DA, ela
alterará o payoff de Bob de 3 para 0. Da mesma maneira, se Bob escolhe DB, ele alterará o
payoff de Alice de 3 para 0. Além disso, os equilíbrios de Nash (OA, OB) e (TA, TB) do jogo da
Batalha dos Sexos satisfazem a condição de ótimo de Pareto, pois nenhuma outra combinação de
estratégias aumenta o payoff de um jogador sem diminuir o do outro. Para o caso de um jogo de
soma zero, tal como o jogo de Combinar Moedas, todos os perfis de estratégias puras são ótimos
de Pareto. Neste caso nenhum jogador pode ganhar sem que o outro jogador perca (82).

Desta maneira, após a apresentação e discussão de definições e exemplos da Teoria dos
Jogos, a Teoria dos Jogos Quânticos será abordada.
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3.7 TEORIA DOS JOGOS QUÂNTICOS

Os jogos têm fascinado os matemáticos por muito tempo e tem sido usados para estudar
uma variedade de assuntos, desde a evolução do comportamento animal até a probabilidade
de conflito nuclear. Recentemente, este campo da Teoria dos Jogos está tomando uma direção
completamente nova, liderada por físicos interessados na Mecânica Quântica. Esta ligação entre
a Mecânica Quântica e Teoria dos Jogos deu origem a área da Teoria dos Jogos Quânticos. Nas
versões quânticas de jogos existentes, os jogadores podem manipular suas estratégias (vetores
de estado quânticos) por meio de operadores de estratégias quânticas. Alguns pesquisadores
afirmam que esta possibilidade de manipulação faz desaparecer alguns dilemas que existem
em jogos clássicos, tal como no jogo do Dilema do Prisioneiro. Outros pesquisadores estão
usando os jogos para desenvolver novos algoritmos que poderão ser aplicados em computadores
quânticos (13). A primeira e mais simples análise de um jogo quântico foi publicada em 1999

por David Meyer (23). Meyer apresentou um jogo chamado de jogo PQ, onde dois jogadores,
Picard e Q, podem girar uma moeda ou não com igual probabilidade, permitindo que ambos
os jogadores tenham igual chance de vencer. Se o jogador Q puder escolher um operador de
estratégia quântica que superponha as estratégias cara e coroa, então ele sempre vencerá seu
adversário Picard (106). Em síntese, Meyer demonstrou a vantagem desta superposição quântica
no contexto da Teoria dos Jogos Quânticos. De acordo com a Mecânica Quântica, os objetos
podem existir em estados conhecidos como “superposições”. Desta forma, Meyer analisou uma
nova versão do jogo, onde o jogador Q pode incluir combinações quânticas de cara e coroa,
e são essas combinações que permitem que o jogador Q sempre vença. O exemplo de Meyer
pode parecer abstrato, mas jogos semelhantes podem ajudar os pesquisadores em sua busca de
encontrar usos para futuros computadores quânticos. De acordo com a literatura, a primeira
ideia de um computador quântico tomou forma quando Deutsch em 1985 (71) definiu uma
versão quântica da Máquina de Turing, demonstrando que um computador quântico realizaria
tarefas mais eficientemente do que um computador clássico. Nesse sentido, Deutsch também
demonstrou a vantagem de uma superposição de estados quânticos. Uma tentativa de analogia
com alguma operação clássica seria como saber se uma moeda possui de um lado uma cara e
do outro coroa, com apenas uma medida. Desta forma, é possível observar ambos os lados da
moeda de uma só vez (153).

Ainda dentro do âmbito desta discussão, em 1999, Eisert et al. (27) descreveram uma
versão quântica do jogo do Dilema do Prisioneiro. No esquema de Eisert et al., os jogadores
podem escolher uma superposição entre os estados quânticos Cooperar e Trair, mas além
disso os autores levaram em conta o emaranhamento. De acordo com a Mecânica Quântica,
os estados quânticos das partículas emaranhadas exercem uma influência uns sobre os outros.
Se, por exemplo no caso de dois fótons, a polarização de um dos fótons for medida, então a
polarização do outro será influenciada instantaneamente. As estratégias dos jogadores podem
ser representadas pelo estado quântico de uma partícula, tal como em fótons ou em elétrons.
Se as partículas estiverem emaranhadas, as duas estratégias podem ser modificadas quando
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medidas, mesmo que nenhum dos jogadores tenha conhecimento da decisão do outro. Desta
maneira, os jogadores não precisam ter as mesmas escolhas ou também podem tentar influenciar a
escolha do outro por meio do emaranhamento. Ao considerar um número limitado de operadores
de estratégias quânticas possíveis, Eisert et al. mostraram que em vez de uma traição direta,
uma forma de cooperação em que o emaranhamento permite que os jogadores influenciem a
decisão do outro, pode resolver o dilema (13). Dentro desse contexto, Peter Shor (154), em
1994, apresentou um algoritmo para fatoração de números primos provando que esta fatoração
em computadores quânticos é realizada com muito mais eficiência do que em um computador
clássico (155). Uma aplicação deste algoritmo de fatoração é a criptografia de senhas de cartões
de crédito. Contudo, implementar algo como o algoritmo de Shor exigiria centenas ou milhares
de partículas emaranhadas, o que é tecnicamente muito desafiador. Contudo, em jogos simples,
como o Dilema do Prisioneiro na versão quântica, é necessário apenas um qbit por jogador (13).

Desta forma, a Teoria dos Jogos Quânticos é importante porque pode ser aplicada na
Computação Quântica e Informação Quântica para estudar a Comunicação Quântica (156),
Protocolos de Computação Quântica (157), a Clonagem Ótima (104), Teleporte Quântico (158)
e na Estimativa do Estado Quântico (159).

Com base na discussão feita acima, será apresentado nas seguintes seções o jogo quântico
PQ proposto por Meyer, o formalismo dos jogos quânticos, a versão quântica do jogo do Dilema
do Prisioneiro proposta por Eisert et al. e o jogo da Batalha dos Sexos na versão quântica
proposta por Marinatto e Weber. Seguindo esta ordem, na próxima seção será discutido o jogo
PQ.

3.7.1 O JOGO PQ

Meyer (23), em seu trabalho sobre a Teoria dos Jogos Quânticos, considerou um jogo
simples de girar uma moeda, denominado de jogo PQ, o qual é uma versão modificada do jogo
tradicional de Combinar Moedas. O jogo PQ possui a seguinte configuração

1. Há dois jogadores, o jogador “Picard” e o jogador “Q”.

2. O jogador Q prepara o estado da moeda no estado cara.

3. A moeda é colocada em uma caixa com a face cara para cima.

4. Após colocarem a moeda dentro da caixa e fechá-la, o jogador Q pode escolher um
operador de estratégia quântica que gire a moeda ou escolher um operador de estratégia
quântica que deixa o estado da moeda inalterado. Picard, sem saber a ação do jogador
Q pode fazer o mesmo. Por fim, o jogador Q aplica seu operador de estratégia quântica
que gire ou não a moeda. É importante ressaltar que quando um dos jogadores aplica seu
operador de estratégia quântica, o seu adversário não sabe qual operador foi escolhido.
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5. Após a segunda aplicação do operador de estratégia quântica pelo jogador Q no estado da
moeda, os jogadores abrem a caixa. O jogador Q ganha o jogo somente se a moeda tem a
face cara para cima.

6. Cada um dos jogadores tem 4 possibilidades de vitória de acordo com a matriz de payoff

apresentada na Tabela 6.

Tabela 6 – Matriz de payoff que representa o jogo PQ, onde N (F) representa não girar (girar)
a moeda. Os números na matriz são os ganhos dos jogadores, o primeiro índice é o
ganho de Picard e o segundo é o ganho do jogador Q. Por exemplo, (−1, 1) significa
que Picard perde, enquanto o jogador Q ganha quando o estado final da moeda é cara.

Q
N N N F F N F F

Picard N (−1, 1) (1,−1) (1,−1) (−1, 1)
F (1,−1) (−1, 1) (−1, 1) (1,−1)

Para este jogo quântico, as escolhas cara e coroa são representadas como estados quânti-
cos |0〉 e |1〉 no espaço de Hilbert de um sistema de dois estados, um qbit. Como foi discutido
anteriormente, na versão clássica deste jogo, as ações de girar ou não girar a moeda têm uma
correspondência na versão quântica. Desta forma, o operador de estratégia quântica que permite
girar a moeda é representado pelo operador quântico σ̂x. Da mesma maneira, o operador de
estratégia quântica que mantém o estado da moeda é representado pelo operador quântico 1̂.
Estes operadores podem ser definidos em termos de matrizes da seguinte maneira

σ̂x =

(
0 1

1 0

)
e 1̂ =

(
1 0

0 1

)
. (3.30)

Neste jogo, além dos operadores σ̂x e 1̂, o jogador Q pode escolher o operador de
estratégia quântica Ĥ, conhecido como operador quântico Hadamard. Este operador pode ser
representado pela seguinte matriz

Ĥ =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
. (3.31)

Desta possibilidade de escolha, caso o jogador Q adote o operador de estratégia quântica Ĥ

para manipular o estado da moeda no seu primeiro movimento e adote o operador de estratégia
quântica Ĥ† no seu segundo movimento, então ele sempre vencerá o jogo, independentemente
de Picard escolher σ̂x ou 1̂. O jogador Q sempre ganha porque o estado final do jogo sempre
será |0〉 conforme mostra o esquema abaixo

|0〉 → Q aplica Ĥ → |0〉+ |1〉√
2
→ Picard aplica σ̂x →

|1〉+ |0〉√
2
→ Q aplica Ĥ† → |0〉 ,

|0〉 → Q aplica Ĥ → |0〉+ |1〉√
2
→ Picard aplica 1̂ → |0〉+ |1〉√

2
→ Q aplica Ĥ† → |0〉 .
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Do resultado do esquema acima, a atuação do operador de estratégia quântica Ĥ permite
que o jogador Q superponha os estados cara e coroa da moeda. Portanto, Meyer demonstrou que
a possibilidade de superposições de estados em jogos quânticos é uma das vantagens em relação
à um jogo clássico.

Dos argumentos apresentados, concluiu-se que existe um ganho quando propriedades
quânticas são utilizadas. Nesse sentido, na seguinte seção será apresentado o formalismo dos
jogos quânticos com base no formalismo proposto por Eisert et al. (27, 160).

3.7.2 FORMALISMO DA TEORIA DOS JOGOS QUÂNTICOS

No formalismo dos jogos quânticos, as estratégias disponíveis para cada jogador são
representadas por vetores de estado quânticos. Os jogadores podem manipular os estados quânti-
cos por meio da aplicação de operadores de estratégias quânticas. Os jogos quânticos podem ser
classificados como jogos estáticos e jogos dinâmicos. Em jogos estáticos, os jogadores aplicam
seus operadores de estratégias quânticas simultaneamente. Em jogos dinâmicos, os operadores
de estratégias quânticas são aplicados de forma sequencial (142). No início do jogo, o Juiz
pode alterar a estratégia, a qual é normalmente um vetor de estado quântico do tipo: |0, 0, . . .〉,
aplicando um operador Ĵ , com o intuito de obter um estado desejado, tal como um estado
emaranhado. Após a atuação do Juiz, os jogadores individualmente aplicam seus operadores
de estratégias quânticas. Depois da atuação dos operadores, o Juiz aplica o operador Ĵ

†
para

desfazer a sua aplicação anterior (Ĵ ). Desta maneira o estado final do jogo é obtido. Por meio do
estado final, uma medida é realizada e o payoff para cada jogador é atribuído (161).

Neste trabalho, estudou-se jogos quânticos estáticos baseados no formalismo descrito
por Eisert et al. (27). Desse formalismo, um jogo quântico é representado por

• Um conjunto finito de jogadores N = {1, . . . , g}.

• Cada jogador i ∈ N possui um conjunto finito de estratégias puras, representado por
Si= {|si,1〉 , |si,2〉 , . . . , |si,mi

〉} ∈ ao espaço de Hilbert Hi do jogador i e mi ≥ 2 é o
número total de estratégias puras do jogador i.

• Um vetor s = |s1,k1〉⊗ |s2,k2〉⊗ . . .⊗
∣∣sg,kg〉, que é denominado perfil de estratégias puras,

onde |si,ki〉 é uma estratégia pura de cada jogador i ∈ N .

O conjunto de todos os perfis de estratégias puras formam o espaço de estratégias puras do
jogo, dado pelo produto tensorial S = S1 ⊗ S2 ⊗ . . .⊗ Sg ∈ H1 ⊗H2 . . .⊗Hg.

• Um vetor payoff $ = ($1, $2, . . . , $g) que possui a função payoff de cada jogador i ∈ N .
A função payoff de cada jogador i retorna um número real de acordo com cada perfil de
estratégias puras escolhido.

Dentro deste formalismo, Eisert et al. quantizaram o jogo do Dilema do Prisioneiro,
para o caso de dois jogadores com duas estratégias cada. Além disso, as estratégias podem ser
emaranhadas pelo Juiz. Nesse sentido, este jogo será apresentado na próxima seção.
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3.7.3 VERSÃO QUÂNTICA DO JOGO DO DILEMA DO PRISIONEIRO

Na formulação quântica proposta por Eisert et al. para o jogo do Dilema do Prisioneiro,
as estratégias puras Cooperar (C) e Trair (D) devem ser representadas como estados quânticos
|C〉 e |D〉 no espaço de Hilbert de um sistema de dois estados, um qbit, onde

|C〉 ≡ |0〉 =

(
1

0

)
, |D〉 ≡ |1〉 =

(
0

1

)
. (3.32)

Em cada caso, o estado do jogo é descrito por um vetor do espaço de um produto tensorial
que é gerado pelos vetores da base clássica {|CA, CB〉 , |CA, DB〉 , |DA, CB〉 , |DA, DB〉}, onde
os subíndices definem a ordem na qual o produto tensorial dos elementos da base de estados
quânticos, que geram o espaço de Hilbert, correspondem para Alice e para Bob, respectivamente.

Figura 14 – Representação do protocolo proposto por Eisert et al.. (1) Há dois jogadores, Alice e
Bob. Cada um destes jogadores possui um qbit. Alice prepara o qbit no estado |CA〉.
Da mesma maneira, Bob prepara o qbit no estado |CB〉. Após prepararem os estados
dos qbits, Alice e Bob os enviam para um Juiz. (2) O Juiz manipula os estados
dos qbits, de modo que os emaranha. Após a atuação do Juiz, ele envia os qbits
novamente para Alice e Bob (o estado após a atuação do Juiz é representado por
|Ψ0〉). (3) Alice (Bob) pode manipular o estado de seu qbit aplicando um operador de
estratégia quântica ÛA (θA, φA)(ÛB (θB, φB)), onde 0 6 θA,B 6 π e 0 6 φA,B 6 π

2
.

Após Alice e Bob atuarem os operadores de estratégias quânticas, eles enviam seus
qbits para o Juiz. (4) O Juiz desemaranha os estados dos qbits. Por meio do estado
final obtido |Ψf〉 a medida é realizada e os payoffs dos jogadores são atribuídos.

C

C

(2)

(3)

(1)

(3)

(4)

A

B

0Ψ 
fΨ 

Fonte: A autora.

Para a implementação quântica do jogo é usado um circuito quântico representado na
Figura 14, e a sua descrição é a seguinte

(1) O circuito se inicia com cada jogador possuindo um qbit, cada um deles prepara o
qbit no estado |C〉 e enviam ao Juiz.

(2) A ação do Juiz é representada pela atuação do operador Ĵ . Este operador permite que
o Juiz emaranhe os estados dos qbits da seguinte maneira

|Ψ0〉 = Ĵ |CA, CB〉 . (3.33)
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Depois, o Juiz devolve os qbits para os jogadores.

(3) Os jogadores aplicam seus operadores de estratégias quânticas ÛA (θA, φA) e ÛB (θB, φB)

no estado |Ψ0〉 e reenviam ao Juiz na forma(
ÛA (θA, φA)⊗ ÛB (θB, φB)

)
|Ψ0〉 . (3.34)

O operador de estratégia quântica geral é representado por

ÛA,B (θA,B, φA,B) =

(
exp [iφA,B] cos( θA,B

2
) sin( θA,B

2
)

− sin( θA,B
2

) exp [−iφA,B] cos( θA,B
2

)

)
, (3.35)

onde ÛA,B (θA,B, φA,B) ∈ SU(2), tal que 0 6 θA,B 6 π e 0 6 φA,B 6 π
2
.

A atuação do operador de estratégia quântica ÛA (θA, φA) e ÛB (θB, φB) no vetor de
estado |CA〉 e |CB〉 pode ser visualizada por meio de uma esfera de Bloch8 de Alice e de Bob.
Alguns exemplos de possíveis vetores de Bloch são apresentados na Figura 15.

(4) Uma segunda ação do Juiz é executada, com o propósito de desemaranhar os estados
dos qbits através do operador Ĵ

†
. Portanto, o estado final é dado por

|Ψf〉 = Ĵ
† (ÛA (θA, φA)⊗ ÛB (θB, φB)

)
|Ψ0〉 . (3.36)

Neste formalismo, devido ao fato de que a Mecânica Quântica é fundamentalmente uma teoria
probabilística, a noção estratégica de recompensa é apenas o payoff esperado. O payoff dos
jogadores é devolvido de acordo com a entrada da matriz de payoff da Tabela 3 (Vide pg.45) e é
escrito da seguinte maneira

$Alice (θA,B, φA,B) = Tr
{
P̂ Aρ̂f

}
, (3.37)

$Bob (θA,B, φA,B) = Tr
{
P̂ Bρ̂f

}
, (3.38)

onde P̂ A(B) é o operador payoff de Alice (de Bob) e é definido por

P̂ A = 3 |CA, CB〉 〈CA, CB|+ 5 |DA, CB〉 〈DA, CB|+ 0 |CA, DB〉 〈CA, DB|+ |DA, DB〉 〈DA, DB| ,

P̂ B = 3 |CA, CB〉 〈CA, CB|+ 5 |CA, DB〉 〈CA, DB|+ 0 |DA, CB〉 〈DA, CB|+ |DA, DB〉 〈DA, DB| .

Os números reais que multiplicam os seguintes termos: |CA, CB〉 〈CA, CB|, |CA, DB〉 〈CA, DB|,
|DA, CB〉 〈DA, CB| e |DA, DB〉 〈DADB| foram atribuídos de acordo com a matriz de payoff da
Tabela 3. A matriz densidade ρ̂f é calculada a partir do estado final |Ψf〉.

O referido operador de emaranhamento Ĵ depende de um parâmetro λ ∈
[
0, π

2

]
e

estabelece a medida do grau de emaranhamento no jogo, sendo, portanto, definido por

Ĵ = exp

[
iλD̂A ⊗ D̂B

2

]
, (3.39)

8 A definição de esfera de Bloch e alguns exemplos se encontram no Apêndice B.
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Figura 15 – (A) Esta figura representa a esfera de Bloch de Alice. Nesta esfera apresentam-se
alguns exemplos de vetores de Bloch, tais como o ponto A1 que configura o vetor
de Bloch ~rA = (1, 0, 0), onde θA = π

2
e φA = 0. O ponto A2 é dado pelo vetor de

Bloch ~rA =
(

1
2
, 1

2
, 1√

2

)
, onde θA = π

4
e φA = π

4
. O ponto A3 representa o vetor de

Bloch ~rA = (0, 1, 0), onde θA = π
2

e φA = π
2
. (B) Esta figura representa a esfera de

Bloch de Bob. O ponto B1 é caracterizado pelo vetor de Bloch ~rB = (0, 0, 1), onde
θB = 0. O ponto B2 está associado ao vetor de Bloch ~rB =

(
1
2
, 1

2
, 1√

2

)
, onde θB = π

4

e φB = π
4

. O ponto B3 representa o vetor de Bloch ~rB = (0, 0,−1), onde θB = π. As
regiões mais escuras das Figuras (C) e (D) (quando se olha no sentido positivo do
eixo z) correspondem aos intervalos em que os parâmetros angulares estão definidos,
ou seja, 0 6 θA,B 6 π e 0 6 φA,B 6 π

2
. Além disso, θA,B é definido em relação ao

eixo z, enquanto que φA,B é definido em relação ao eixo x.

(A) (B)

y

z

a

x

A1

A2

A3

y

z

a

x

B1

B2

B3

(C) (D)

x

y

zx

y

z

Fonte: A autora.
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onde D̂A,B ≡ ÛA,B (π, 0) é o operador de estratégia quântica Trair. Sendo mais específico, os
operadores de estratégias quânticas Cooperar ĈA,B e Trair D̂A,B são associados aos seguintes
operadores de estratégias quânticas

ĈA,B ≡ ÛA,B (0, 0) =

(
1 0

0 1

)
, D̂A,B ≡ ÛA,B (π, 0) =

(
0 1

−1 0

)
. (3.40)

A versão clássica do jogo do Dilema do Prisioneiro é mantida pela escolha do operador de
estratégia quântica ĈA,B ≡ ÛA,B (0, 0) ou D̂A,B ≡ ÛA,B (π, 0) pelos jogadores, pois representam
a manipulação de uma estratégia clássica.

Dentro do contexto do protocolo desenvolvido por Eisert et al., será discutido como a
presença de emaranhamento permite que o dilema deste jogo seja resolvido.

3.7.3.1 PAYOFFS NA AUSÊNCIA DE EMARANHAMENTO E NA PRESENÇA DE MÁ-
XIMO EMARANHAMENTO

O parâmetro de emaranhamento λ pode ser escolhido dentro de um intervalo de
[
0, π

2

]
.

Quando atribui-se λ = 0, o jogo não possui emaranhamento, porém quando λ = π
2
, o jogo está

maximamente emaranhado. Nesse sentido, será analisado os payoffs de ambos os jogadores para
estes dois casos.

No caso em que o parâmetro λ = 0, existe ausência de emaranhamento, e o operador
Ĵ da Equação (3.39) é o operador quântico 1̂. Aplicando o protocolo de Eisert et al. para esta
situação, representa-se na Figura 16 (A)-(B) o payoff de Alice e de Bob, respectivamente.

Destas duas figuras, conclui-se que a versão clássica do jogo do Dilema do Prisioneiro é
reproduzida fielmente pelos perfis de operadores de estratégias quânticas (D̂A, D̂B), (ĈA, ĈB),
(D̂A, ĈB) e (ĈA, D̂B). De acordo com a matriz de payoff representada pela Tabela 7, as escolhas
dos operadores de estratégias quânticas ĈA,B e D̂A,B pelos jogadores, reproduz os payoffs da
matriz de payoff da Tabela 3 do jogo clássico.

Tabela 7 – Matriz de payoff para a versão quântica do jogo do Dilema do Prisioneiro. Esta matriz
reproduz os valores dos payoffs de Alice e de Bob na versão clássica do jogo, quando
os jogadores escolhem os operadores de estratégias quânticas ĈA,B e D̂A,B.

Bob

ĈB D̂B

Alice ĈA (3, 3) (0, 5)

D̂A (5, 0) (1, 1)

Ainda dentro dessa discussão, existe uma região entre os operadores de estratégias
quânticas ĈA,B e Q̂A,B ≡ ÛA,B(0, π

2
) em que os payoffs dos jogadores são iguais a 3. Porém,

nenhum ponto de equilíbrio emerge desta região, de tal forma que o jogo possui um único
equilíbrio de Nash, representado pelo perfil de operadores de estratégias quânticas (D̂A, D̂B), o
qual atribui a ambos os jogadores um payoff de 1.



64

Figura 16 – A Figura (A) representa o payoff de Alice, $Alice (θA,B, φA,B), e a Figura (B) repre-
senta o payoff de Bob, $Bob (θA,B, φA,B), ambos na ausência de emaranhamento.
Destes dois payoffs, conclui-se que a versão clássica do jogo do Dilema do Prisio-
neiro é reproduzida fielmente pelos perfis de operadores de estratégias quânticas
(D̂A, D̂B), (ĈA, ĈB), (D̂A, ĈB) e (ĈA, D̂B). Existe uma região entre os opera-
dores de estratégias quânticas ĈA,B e Q̂A,B, onde Q̂A,B ≡ ÛA,B(0, π

2
), em que os

payoffs dos jogadores são iguais a 3. Porém, nenhum ponto de equilíbrio emerge
desta região, de tal forma que, o jogo possui um único equilíbrio de Nash, repre-
sentado pelo perfil de operadores de estratégias quânticas (D̂A, D̂B), o qual atribui
a ambos os jogadores um payoff de 1. A Figura (C) representa o payoff de Alice,
$Alice (θA,B, φA,B), e a Figura (D) representa o payoff de Bob, $Bob (θA,B, φA,B), ambos
para o caso maximamente emaranhado. Destas figuras, pode-se notar que na região
entre ĈA,B e Q̂A,B existe um equilíbrio de Nash e que satisfaz a condição de ótimo
de Pareto, representado pelo perfil de operadores de estratégias quânticas (Q̂A, Q̂B).
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Para o caso em que o parâmetro de emaranhamento é máximo, λ = π
2
, o payoff de

Alice e de Bob são representados pela Figura 16 (C)-(D), respectivamente. Destas figuras,
pode-se notar que na região entre ĈA,B e Q̂A,B existe um equilíbrio, representado pelo perfil
de operadores de estratégias quânticas (Q̂A, Q̂B). Este perfil é um equilíbrio de Nash porque
o payoff de Alice satisfaz a desigualdade: $Alice

(
ÛA (θA, φA) , Q̂B

)
6 $Alice

(
Q̂A, Q̂B

)
, para

qualquer θA ∈ [0, π] e φA ∈
[
0, π

2

]
. Analogamente, o payoff de Bob satisfaz a desigualdade:

$Bob

(
Q̂A, ÛB (θB, φB)

)
6 $Bob

(
Q̂A, Q̂B

)
, para qualquer θB ∈ [0, π] e φB ∈

[
0, π

2

]
. De acordo

com a Tabela 8, este perfil de operadores de estratégias quânticas retorna o maior ganho para am-
bos jogadores, pois: $Alice

(
Q̂A, Q̂B

)
= $Bob

(
Q̂A, Q̂B

)
= 3. Além disso, o perfil de operadores

de estratégias quânticas
(
Q̂A, Q̂B

)
também satisfaz a condição de ótimo de Pareto. No jogo

clássico, o equilíbrio de Pareto é a cooperação mútua (representado pelo perfil de estratégias
puras (CA, CB)), conforme discutido na Seção 3.6.2, porém não é a solução escolhida pelos
jogadores.

Tabela 8 – Matriz de payoff do jogo do Dilema do Prisioneiro na versão quântica. Nesta matriz
o operador de estratégia quântica Q̂A,B foi incluído.

Bob

ĈB D̂B Q̂B

ĈA (3, 3) (0, 5) (1, 1)

Alice D̂A (5, 0) (1, 1) (0, 5)

Q̂A (1, 1) (5, 0) (3, 3)

Desta maneira, surge a pergunta: qual a importância do emaranhamento no jogo? A
resposta é que o emaranhamento permite otimizar os payoffs, de tal forma, que ele indica qual é
o equilíbrio do jogo na versão quântica.

Com base nesta resposta, o objetivo do trabalho de Eisert et al. foi de explorar a vantagem
do emaranhamento em um jogo quântico. Os autores demonstraram que o emaranhamento
permite otimizar o equilíbrio do jogo. Para o caso do Dilema do Prisioneiro, o equilíbrio foi o
perfil de operadores de estratégias quânticas

(
Q̂A, Q̂B

)
. Desta maneira, o dilema do jogo pode

ser resolvido se os jogadores escolhem o operador de estratégia quântica Q̂A,B para manipular
suas estratégias.

Dentro deste contexto, a prescrição fornecida por Eisert et al. pode ser aplicada a
qualquer jogo de dois jogadores (162). Após a publicação deste trabalho algumas questões foram
estudadas, as quais incluem a Decoerência (113, 163), jogadores quânticos versus clássicos
(164, 165), diferenças entre Correlações Clássicas e Quânticas (166), e muitos outros (6, 28,
108, 113, 167). Contudo, algumas controvérsias entre o meio acadêmico surgiram, dentre elas a
interpretação realizada por S. J van Enk e R. Pike (112), em qual os autores alegaram que os
jogos não são verdadeiramente quânticos. Sabe-se que com algumas restrições, todos os jogos
quânticos podem ser simulados em um computador clássico, no entanto qualquer escala de
implementação clássica aumenta exponencialmente com o tamanho do espaço de Hilbert, ao
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contrário de uma implementação quântica (102). S. J van Enk e R. Pike consideraram que o jogo
do Dilema do Prisioneiro na versão quântica, com os operadores de estratégias quânticas de dois
parâmetros, é equivalente a um novo jogo clássico com três estratégias puras C, D e Q. Portanto,
o equilíbrio (Q̂A, Q̂B) encontrado por Eisert et al. não abordou o dilema do jogo original. Além
disso, a partilha de um estado emaranhado desfigura a distinção entre jogos cooperativos e não
cooperativos (102).

Um outro comentário em relação aos resultados obtidos por Eisert et al. foi feita por S.
C. Benjamin e P. M. Hayden (109). Os autores argumentaram que nem todo operador unitário
pertencente ao grupo SU(2) é um bom candidato à um operador de estratégia quântica, porque o
operador unitário mais geral possível é dado pelo seguinte operador de três parâmetros

ÛA,B(θA,B, φA,B, νA,B) =

(
exp [iφA,B] cos( θA,B

2
) exp [iνA,B] sin( θA,B

2
)

− exp [−iνA,B] sin( θA,B
2

) exp [−iφA,B] cos( θA,B
2

)

)
, (3.41)

onde θA,B ∈ [0, π] e φA,B, νA,B ∈ [−π, π]. Portanto, se o operador de estratégia quântica
ÛA,B(θA,B, φA,B, νA,B) for aplicado, então não existe um equilíbrio de Nash no jogo do Dilema
do Prisioneiro (114). A justificativa é que se Alice escolhe um operador de estratégia quântica da
forma ÛA (θA, φA, νA) e Bob escolhe um operador de estratégia quântica ÛB

(
θA, φA,

π
2
− νA

)
, é

possível escrever (ÛA (θA, φA, νA)⊗ 1̂)(Ĵ |CA, CB〉) = (1̂⊗ ÛB
(
θA, φA,

π
2
− νA

)
)(Ĵ |CA, CB〉).

Este resultado representa que para qualquer operador de estratégia quântica escolhido por Alice,
existe um contra-operador de estratégia quântica ideal para Bob, e vice versa. Além disso, não é
só o perfil de operadores de estratégias quânticas encontrado por Eisert et al. que não consegue
formar um equilíbrio de Nash no espaço de operadores de estratégias quânticas unitários, neste
espaço não há equilíbrio de Nash (109).

Eisert et al. responderam ao comentário de Benjamin e Hayden, alegando que para
provar que o perfil de operadores de estratégias quânticas (Q̂A, Q̂B) é um equilíbrio de Nash
e que satisfaz a condição de ótimo de Pareto, é necessário explicar o conjunto de operadores
de estratégias quânticas para o qual é esse o caso. Os autores afirmaram que o conjunto de
operadores de estratégias quânticas escolhido por eles prova que há uma extensão quântica do
jogo do Dilema do Prisioneiro e que o dilema desaparece. Contudo, Eisert et al. explicaram que
não afirmaram em momento algum que o perfil de operadores de estratégias quânticas (Q̂A, Q̂B)

é um equilíbrio de Nash-Pareto9 em todas as circunstâncias, mas que a solução do jogo possui
um caráter diferente a partir de operadores do SU(2) (168).

Após a discussão do protocolo desenvolvido por Eisert et al. e algumas contra-propostas,
será discutido na seguinte seção o jogo da Batalha dos Sexos na versão quântica.

3.7.4 VERSÃO QUÂNTICA DO JOGO DA BATALHA DOS SEXOS

Um segundo esquema de quantização de um jogo foi proposto por Marinatto e Weber (32)
e aplicado ao jogo da Batalha dos Sexos. Neste trabalho, os operadores de estratégias quânticas
9 É um equilíbrio que é um equilíbrio de Nash e também satisfaz a condição de ótimo de Pareto.
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são denominados táticas e estão restritos ao operador quântico 1̂ e ao operador quântico σ̂x. Além
disso, cada jogador pode manipular o vetor de estado inicial (sua estratégia), realizando alguma
transformação local, para obter um vetor de estado final. O vetor de estado final representa a
estratégia quântica final dos dois jogadores. Além disso, o estado inicial do jogo pode variar, e
esta variação possibilita que o dilema seja resolvido.

Os autores estenderam o jogo clássico para um domínio quântico a fim de descobrir em
quais casos uma estratégia quântica poderia exibir características mais atrativas do que a teoria
clássica prediz. Quando uma estratégia quântica fatorável é escolhida pelos jogadores, esta não
pode melhorar seus payoffs esperados e reproduz o mesmo comportamento da versão clássica
do jogo, pois há três equilíbrios de Nash e os jogadores não podem decidir racionalmente qual
deles escolher. Para o caso em que os jogadores escolhem uma estratégia quântica emaranhada,
o jogo possui novamente três equilíbrios de Nash. Dentre estes, dois proporcionam o mesmo
payoff aos jogadores. Isso ocorre porque ambos os jogadores são forçados a agir de uma mesma
forma devido à forte correlação presente no estado emaranhado, possibilitando que o dilema seja
resolvido.

Após a apresentação deste esquema de quantização, vários autores o usaram para estudar
diversos jogos (35–37, 40). Contudo, um principal comentário feito por Benjamin (33) merece
destaque. Benjamin fez duas observações. A primeira delas é que o esquema proposto por
Marinatto-Weber é muito semelhante ao esquema proposto por Eisert et al.. A diferença é que
o operador de desemaranhamento Ĵ

†
não é aplicado a este esquema e que os operadores de

estratégias quânticas são restritos ao operador 1̂ e ao operador σ̂x. Em segundo lugar, Benjamin
apontou que o jogo da Batalha dos Sexos na versão quântica não possui uma solução única. Este
fato acontece porque no jogo tradicional duas possíveis soluções atribuem payoffs diferentes aos
jogadores: (5, 3) ou (3, 5). Assim, cada jogador prefere uma solução diferente, e mesmo que os
jogadores tenham a permissão para se comunicar, não existe um mecanismo formal para decidir
quem deve obter o melhor payoff. Entretanto, no jogo quântico, duas possíveis soluções atribuem
um payoff de (5+3

2
, 3+5

2
) = (4, 4) para cada jogador. Caso seja permitido que os jogadores se

comuniquem imediatamente, então eles podem concordar sobre qual solução jogar.

Além destes dois comentários, Benjamin também ressaltou que se os jogadores pudessem
aplicar qualquer operação unitária local em seu qbit, ou seja, se os operadores de estratégias
quânticas pertencessem ao grupo SU(2), então o payoff máximo possível permaneceria (4, 4)

para ambos os jogadores10. Além disso, para qualquer operador de estratégia quântica aplicado
pela Alice, ÛA, existe um operador de estratégia quântica correspondente para o Bob, ÛB. O
operador de estratégia quântica investigado é simplesmente o conjugado de ÛA, isto é, ÛB = Û∗A.

Marinatto e Weber responderam ao comentário de Benjamin (169) alegando que se os
jogadores escolhem entre manipular a estratégia inicial ou deixam-na inalterada, então ambas
as escolhas os levará à mesma estratégia final: |Ψf〉 = |OA,OB〉+|TA,TB〉√

2
. Esta estratégia final é

exatamente a mesma estratégia que os jogadores possuem desde o início do jogo. Portanto,
10 Esta discussão será refeita no Capítulo 4.
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ambos os jogadores, sabendo desse fato, estão impedidos de manipular sua própria estratégia,
uma vez que existe pelo menos uma possibilidade de obter o pior resultado. Além disso, partindo
da hipótese de que é um jogo de informação completa e que os jogadores são racionais, os
autores afirmaram que esta abordagem quântica para o jogo da Batalha dos Sexos resolveu o
dilema.

O esquema proposto por Marinatto e Weber não teve tanta popularidade quanto o de
Eisert et al.. Além disso, nos jogos quânticos, o Juiz manipula os estados quânticos iniciais dos
qbits e os envia para os jogadores. Depois de aplicar seus operadores de estratégias quânticas,
os jogadores reenviam os qbits ao Juiz. O Juiz então desemaranha os estados dos qbits. Após
a atuação do Juiz os payoffs dos jogadores são atribuídos (170). Nesse sentido, é importante
comentar que a diferença entre o esquema de Marinatto e Weber e o esquema de Eisert et al., é
que no esquema de Marinatto e Weber os payoffs são medidos em uma base de estados de Bell,
porque o Juiz não desemaranha os estados dos qbits.

Resumindo, ainda há muitas discussões sobre a validade da extensão de um jogo clássico
para o domínio quântico e seus resultados obtidos. A Teoria dos Jogos Quânticos ainda é uma
área a ser desenvolvida e estudada. Ainda assim, após a apresentação do capítulo de Ressonância
Magnética Nuclear e Teoria dos Jogos, será apresentado no próximo capítulo uma análise teórica
do jogo da Batalha dos Sexos e uma proposta de implementação via RMN.
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4 O JOGO DA BATALHA DOS SEXOS

De acordo com o que se discutiu no capítulo anterior, o jogo da Batalha dos Sexos
na versão quântica ainda não possui uma solução definida. Nesse sentido, este capítulo será
dedicado a análise deste jogo. Além disso, levando em conta o comentário feito por Benjamin
(33), alguns objetivos serão propostos, sendo estes

• Estudar o jogo da Batalha dos Sexos a partir do protocolo desenvolvido por Eisert et al. e
verificar se o dilema é resolvido.

• Analisar se a condição apresentada por Benjamin (33) é satisfeita, ou seja, se o operador
de estratégia quântica de Bob é igual ao conjugado do operador de estratégia quântica de
Alice.

• Dentro dos resultados encontrados, propor uma implementação do jogo via RMN.

Desta forma, na Seção 4.1, apresenta-se a metodologia teórica, implementando o jogo
da Batalha dos Sexos via o esquema de Eisert et al. e seus respectivos resultados. Na Seção 4.2
testa-se a condição da escolha do operador de estratégia quântica pela Alice e Bob de acordo
com Benjamin (33). Por fim, na Seção 4.3, discute-se uma proposta experimental do jogo da
Batalha dos Sexos via RMN.

4.1 O JOGO DA BATALHA DOS SEXOS VIA PROTOCOLO DE EISERT ET AL.

Dentro da formulação quântica proposta por Eisert et al. (27), o jogo da Batalha dos
Sexos pode ser descrito em uma versão quântica, de tal forma que as estratégias puras Ópera
(O) e Televisão (T ) devem ser representadas como estados quânticos |O〉 e |T 〉 de um espaço de
Hilbert, gerado por uma base composta de dois estados

|O〉 ≡ |0〉 =

(
1

0

)
, |T 〉 ≡ |1〉 =

(
0

1

)
. (4.1)

No caso de dois jogadores com duas estratégias puras, o estado do jogo é descrito por um vetor da
base computacional {|OA, OB〉 , |OA, TB〉 , |TA, OB〉 , |TA, TB〉}, onde os rótulos foram trocados
para serem compatíveis com a estrutura do jogo.

Da mesma maneira como foi apresentado na Seção 3.7.3, para este jogo o protocolo de
Eisert et al. será aplicado1, para o caso em que o parâmetro de emaranhamento λ é igual a 0

e π
2
. Portanto, na seguinte seção será discutido os payoffs de ambos os jogadores nestas duas

condições.
1 Este protocolo está representado na Figura 14. Vide pg.60.
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4.1.1 PAYOFFS NA AUSÊNCIA DE EMARANHAMENTO E NA PRESENÇA DE MÁXIMO
EMARANHAMENTO

Na situação em que não existe emaranhamento, o parâmetro λ = 0 e o operador Ĵ da
Equação (3.39) é o operador quântico 1̂. Aplicando o protocolo de Eisert et al. na ausência de
emaranhamento, representa-se na Figura 17 (A)-(B) o payoff de Alice e de Bob, respectivamente.

Destas duas figuras, conclui-se que a versão clássica do jogo da Batalha dos Sexos é
reproduzida pelos perfis de operadores de estratégias quânticas (T̂ A, T̂ B), (ÔA, ÔB), (T̂ A, ÔB)

e (ÔA, T̂ B), onde T̂ A,B ≡ ÛA,B(π, 0) e ÔA,B ≡ ÛA,B(0, 0). De acordo com a matriz de payoff

representada pela Tabela 9, as escolhas dos operadores de estratégias quânticas ÔA,B e T̂ A,B

pelos jogadores reproduz os mesmos payoffs do jogo clássico.

Tabela 9 – Matriz de payoff para a versão quântica do jogo da Batalha dos Sexos. Esta matriz
reproduz os valores dos payoffs de Alice e de Bob na versão clássica do jogo, quando
os jogadores escolhem os operadores de estratégias quânticas ÔA,B e T̂ A,B.

Bob

ÔB T̂ B

Alice ÔA (5, 3) (1, 1)

T̂ A (1, 1) (3, 5)

Dentro dessa discussão, o jogo possui dois equilíbrios de Nash, representados pelos perfis
de operadores de estratégias quânticas (ÔA, ÔB) e (T̂ A, T̂ B). Para o caso em que o parâmetro
de emaranhamento é máximo, λ = π

2
, o payoff de Alice e de Bob são representados pela

Figura 17 (C)-(D), respectivamente. Destas figuras, pode-se notar que se os jogadores escolhem
seus operadores de estratégias quânticas em um intervalo de valores atribuídos aos parâmetros
angulares que representam ÔA,B e Q̂A,B, então em determinadas regiões seus payoffs são iguais
a 4.

Para tornar as ideias mais claras, encontrou-se as curvas de nível do payoff de Alice,
$Alice (θA,B, φA,B), e de Bob, $B (θA,B, φA,B), no regime maximamente emaranhado. Estes payoffs

estão representados na Figura 18. Desta figura, percebe-se que existem duas regiões em que as
funções payoff são iguais a 4 (as duas regiões em cada curva de nível estão indicadas por setas).

Deste modo, foi possível encontrar as equações das curvas de nível para o caso maxima-
mente emaranhado, calculando a interseção entre a função payoff de Alice e de Bob. A expressão
matemática do payoff de Alice no regime maximamente emaranhado, representada pela Figura
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Figura 17 – A Figura (A) representa o payoff de Alice, $Alice (θA,B, φA,B), e a Figura (B) repre-
senta o payoff de Bob, $Bob (θA,B, φA,B), ambos na ausência de emaranhamento.
Destes dois payoffs, conclui-se que a versão clássica do jogo da Batalha dos Sexos é
reproduzida fielmente pelos perfis de operadores de estratégias quânticas (T̂ A, T̂ B),
(ÔA, ÔB), (T̂ A, ÔB) e (ÔA, T̂ B), onde T̂ A,B ≡ ÛA,B(π, 0) e ÔA,B ≡ ÛA,B(0, 0). O
operador de estratégia quântica Q̂A,B ≡ ÛA,B(0, π

2
). O jogo possui dois equilíbrios

de Nash, representados pelos perfis de operadores de estratégias quânticas (ÔA, ÔB)
e (T̂ A, T̂ B). A Figura (C) representa o payoff de Alice, $Alice (θA,B, φA,B), e a Figura
(D) representa o payoff de Bob, $Bob (θA,B, φA,B), ambos maximamente emaranha-
dos. Destas figuras, pode-se notar que se os jogadores escolhem seus operadores de
estratégias quânticas em um intervalo de valores atribuídos aos parâmetros angulares
que representam ÔA,B e Q̂A,B, então em determinadas regiões seus payoffs são iguais
a 4.
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17 (C) é escrita como

$Alice (θA,B, φA,B) = 5cos2 θA

2
cos2 θB

2
cos2 (φA + φB)

+

(
cos

θB

2
sen

θA

2
senφB − cos

θA

2
sen

θB

2
cosφA

)2

+

(
cos

θA

2
sen

θB

2
senφA − cos

θB

2
sen

θA

2
cosφB

)2

+3

(
sen

θA

2
sen

θB

2
+ cos

θA

2
cos

θB

2
sen (φA + φB)

)2

. (4.2)

De modo análogo, a expressão matemática do payoff de Bob para o caso de máximo emaranha-
mento, representada pela Figura 17 (D), é escrita como se segue

$Bob (θA,B, φA,B) = 3cos2 θA

2
cos2 θB

2
cos2 (φA + φB)

+

(
cos

θB

2
sen

θA

2
senφB − cos

θA

2
sen

θB

2
cosφA

)2

+

(
cos

θA

2
sen

θB

2
senφA − cos

θB

2
sen

θA

2
cosφB

)2

+5

(
sen

θA

2
sen

θB

2
+ cos

θA

2
cos

θB

2
sen (φA + φB)

)2

. (4.3)

Nota-se da Figura 18 que os payoffs de Alice e de Bob são iguais a 4 quando o parâmetro θA,B

do operador de estratégia quântica ÛA,B é igual a 0. Desta condição e a partir das Equações
(4.2)-(4.3) pode-se escrever as seguintes expressões

$Alice (0, φA,B) = 5cos2(φA + φB) + 3sen2(φA + φB), (4.4)

$Bob (0, φA,B) = 3cos2(φA + φB) + 5sen2(φA + φB). (4.5)

As duas equações das curvas que interseptam os payoffs das Equações (4.4)-(4.5), podem
ser calculadas igualando-as, de modo que: $Alice (0, φA,B) = $Bob (0, φA,B). Portanto, encontrou-se
as seguintes equações da reta

φB + φA −
π

4
= 0;R1, (4.6)

φB + φA −
3π

4
= 0;R2. (4.7)

As retas das equações acima estão representadas graficamente na Figura 19.

Dos resultados teóricos apresentados nesta seção, pode-se concluir que as Equações
(4.6)-(4.7) representam a condição de restrição das escolhas dos parâmetros φA e φB para que os
payoffs dos dois jogadores sejam iguais a 4. Por exemplo, se Bob escolhe o parâmetro φB = π

4
,

Alice deve escolher o parâmetro φA = 0 (de acordo com a Equação (4.6)) ou φA = π
2

(de acordo
com a Equação (4.7)). Dentro desta discussão, na seguinte seção será analisado se a condição
para a solução do jogo da Batalha dos Sexos proposta por Benjamin (33) é satisfeita.
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Figura 18 – A figura no quadro à esquerda representa as curvas de nível do payoff de Alice,
$Alice (θA,B, φA,B), e a figura no quadro à direita representa as curvas de nível do
payoff de Bob, $Bob (θA,B, φA,B), ambos para o caso maximamente emaranhado.
Destas figuras, há duas regiões em cada curva de nível indicadas por setas, em quais
as funções payoff são iguais a 4.
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Figura 19 – A curva da Equação (4.6) está representada pela cor vermelha e a curva da Equação
(4.7) pela cor azul. O parâmetro φA em ambas as retas foi escrito em função do
parâmetro φB e pertence ao intervalo de [−π

2
, π

2
]. O retângulo representa o intervalo

em que os parâmetros φA e φB da Figura 18 são definidos.
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4.2 ANÁLISE DO JOGO DA BATALHA DOS SEXOS VIA CONDIÇÃO DE BENJA-
MIN

No ano 2000, em um comentário do trabalho de Marinatto e Weber (32), Benjamin (33)
discute que se os operadores de estratégias quânticas pertencem ao grupo SU(2), então Bob pode
escolher um operador de estratégia quântica ÛB, de tal forma que obedeça a seguinte condição:
ÛB = Û∗A, onde ÛA é o operador de estratégia quântica de Alice. Desta escolha, os payoffs são
iguais a 4 para ambos os jogadores2.

Dos resultados obtidos da seção anterior, a forma geral do operador de estratégia quântica
de Alice e de Bob na região entre os operadores ÔA,B e Q̂A,B, pode ser escrita como

ÛA (0, φA) =

(
exp[iφA] 0

0 exp[−iφA]

)
, (4.8)

ÛB (0, φB) =

(
exp[iφB] 0

0 exp[−iφB]

)
. (4.9)

Calculando o conjugado do operador de estratégia quântica de Alice da Equação (4.8) e
igualando ao operador de estratégia quântica de Bob da Equação (4.9), escreve-se(

exp[iφB] 0

0 exp[−iφB]

)
=

(
exp[−iφA] 0

0 exp[iφA]

)
. (4.10)

Por meio de comparação entre os termos da Equação (4.10), encontrou-se a seguinte
equação da reta

φB + φA = 0;R3. (4.11)

A expressão da reta da Equação (4.11) está representada graficamente na Figura 20. Desta figura,
pode-se notar que as retas das Equações (4.6)-(4.7)-(4.11) são paralelas. Portanto, a condição
proposta por Benjamin não é satisfeita. Não existe nenhuma região em que o operador de
estratégia quântica de Bob é igual ao conjugado do operador de estratégia quântica de Alice, salvo
a situação trivial de parâmetros φA = φB = 0, que não traz novas interpretações ou resultados.
Embora a condição de Benjamin não seja satisfeita, Alice deve escolher o parâmetro φA que
satisfaça as expressões das retas das Equações (4.6)-(4.7). Dentro do âmbito desta discussão, para
dois casos em particular, em que Bob escolhe o parâmetro φB = π

8
ou φB = 3π

8
, Alice também

deve escolher φA = π
8

ou φA = 3π
8

, respectivamente. Este par de configurações representam que
Alice e Bob escolhem o mesmo operador de estratégia quântica para manipular sua estratégia.
Uma tentativa de analogia com uma escolha clássica seria como se Alice e Bob fossem à
Ópera para ver Televisão e pudessem tomar um café. Desta maneira, a escolha do operador
de estratégia quântica ÛA,B

(
0, π

8

)
ou ÛA,B

(
0, 3π

8

)
, que pertencem ao grupo SU(2), permitirá

que o dilema seja resolvido, pois o casal fará alguma atividade juntos sábado à noite e terão
satisfação igual, representada numericamente por 4. A matriz de payoff que inclui os operadores
ÛA,B

(
0, π

8

)
e ÛA,B

(
0, 3π

8

)
está constituída pela Tabela 10. Ainda que os operadores de estratégias

2 Este comentário foi discutido na Seção 3.7.4.
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Figura 20 – Nesta figura foi incluída a curva da Equação (4.11) e está representada pela cor
azul claro. A curva da Equação (4.6) está representada pela cor vermelha e a curva
da Equação (4.7) está representada pela cor azul. O parâmetro φA novamente foi
escrito em função do parâmetro φB e pertence ao intervalo de [−π

2
, π

2
]. O retângulo

representa o intervalo em que os parâmetros φA e φB da Figura 18 são definidos.
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Tabela 10 – Matriz de payoff do jogo da Batalha dos Sexos na versão quântica. Nesta matriz os
operadores de estratégias quânticas ÛA,B

(
0, π

8

)
e ÛA,B

(
0, 3π

8

)
foram incluídos.

Bob

ÔB T̂ B ÛB(0, π
8
) ÛB(0, 3π

8
)

ÔA (5, 3) (1, 1) (4.7, 3.3) (3.3, 4.7)

Alice T̂ A (1, 1) (3, 5) (1, 1) (1, 1)

ÛA(0, π
8
) (4.7, 3.3) (1, 1) (4, 4) (3, 5)

ÛA(0, 3π
8

) (3.3, 4.7) (1, 1) (3, 5) (4, 4)

quânticas ÛA,B
(
0, π

8

)
e ÛA,B

(
0, 3π

8

)
resolvam o dilema do jogo da Batalha dos Sexos, os perfis

de operadores de estratégias quânticas (ÛA
(
0, π

8

)
, ÛB

(
0, π

8

)
) e (ÛA

(
0, 3π

8

)
, ÛB

(
0, 3π

8

)
) não

são equilíbrios de Nash, porque o payoff de Alice não satisfaz as seguintes desigualdades

$Alice

(
ÛA (θA, φA) , ÛB

(
0,
π

8

))
6 $Alice

(
ÛA

(
0,
π

8

)
, ÛB

(
0,
π

8

))
,

$Alice

(
ÛA (θA, φA) , ÛB

(
0,

3π

8

))
6 $Alice

(
ÛA

(
0,

3π

8

)
, ÛB

(
0,

3π

8

))
,

para qualquer θA ∈ [0, π] e φA ∈
[
0, π

2

]
. Analogamente, o payoff de Bob também não obedece
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as desigualdades a seguir

$Bob

(
ÛA

(
0,
π

8

)
, ÛB (θB, φB)

)
6 $Bob

(
ÛA

(
0,
π

8

)
, ÛB

(
0,
π

8

))
,

$Bob

(
ÛA

(
0,

3π

8

)
, ÛB (θB, φB)

)
6 $Bob

(
ÛA

(
0,

3π

8

)
, ÛB

(
0,

3π

8

))
,

para qualquer θB ∈ [0, π] e φB ∈
[
0, π

2

]
. Contudo, os perfis de operadores de estratégias quânticos

(ÛA
(
0, π

8

)
, ÛB

(
0, π

8

)
) e (ÛA

(
0, 3π

8

)
, ÛB

(
0, 3π

8

)
) satisfazem a condição de ótimo de Pareto.

Aliás, é importante comentar que todos os operadores de estratégias quânticas que atribuem aos
jogadores um payoff igual a 4 satisfazem a condição de ótimo de Pareto. Nenhum destes são
equilíbrios de Nash ou equilíbrios de Nash-Pareto. No jogo clássico, os perfis de estratégias
puras (ÔA, ÔB) e (T̂ A, T̂ B) são equilíbrios de Nash-Pareto conforme discutido na Seção 3.6.2,
porém o jogo não possui uma solução.

Portanto, pode-se concluir desta seção que há uma região entre os operadores de estraté-
gias quânticas ÔA,B e Q̂A,B, que atribui aos jogadores um payoff de (4, 4), porém a restrição da
escolha dos operadores de estratégias quânticas pelos jogadores é dada pelas Equações (4.6)-(4.7).
Dentro desta restrição, a escolha do operador de estratégia quântica ÛA,B

(
0, π

8

)
ou ÛA,B

(
0, 3π

8

)
permite que o dilema seja resolvido.

4.3 UMA PROPOSTA DE IMPLEMENTAÇÃO DO JOGO DA BATALHA DOS SE-
XOS VIA RESSONÂNCIA MAGNÉTICA NUCLEAR

Da discussão e dos resultados encontrados nas seções anteriores, os operadores de
estratégias quânticas ÛA,B (θA,B, φA,B) podem ser implementados via RMN. Os operadores da
forma ÛA,B (θA,B, 0) são equivalentes à uma rotação em torno do eixo y por um ângulo de θA,B,
ou seja, Ry(θA,B). Por exemplo, o operador de estratégia quântica ÛA,B

(
π
2
, 0
)
, é caracterizado

pela seguinte rotação

Ry(
π

2
) =

1√
2

(
1 1

−1 1

)
≡ ÛA,B

(π
2
, 0
)

, (4.12)

e representado pelo pulso de radiofrequência
[
π
2

]
y
.

Por outro lado, os operadores escritos da forma ÛA,B (0, φA,B) são equivalentes à uma
rotação em torno do eixo z por um ângulo de 2φA,B, ou seja, Rz(2φA,B). Esta rotação pode ser
escrita da seguinte forma

Rz(2φA,B) = R−x

(π
2

)
Ry(2φA,B)Rx

(π
2

)
. (4.13)

Com base no que foi apresentado na Seção 2.3.1 e a partir da Equação (2.44), a rotaçãoRz(2φA,B)

pode ser implementada por meio de pulsos de radiofrequência, onde

[2φA,B]z ⇒
[π

2

]
x
→ [2φA,B]y →

[π
2

]
−x

. (4.14)
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Tomando o operador de estratégia quântica Q̂A,B ≡ ÛA,B
(
0, π

2

)
como exemplo, este é equivalente

à seguinte rotação

Rz(π) =

(
i 0

0 −i

)
≡ Q̂A,B, (4.15)

e pode ser implementado através da sequência de pulsos abaixo

[π]z ⇒
[π

2

]
x
→ [π]y →

[π
2

]
−x

. (4.16)

Com base no protocolo proposto por Du et al. (28), a sequência de pulsos para implementar o
jogo da Batalha dos Sexos, onde a amostra de clorofórmio enriquecido (13CHCl3) foi escolhida,
está apresentada e descrita na Figura 21.

Figura 21 – Sequência de pulsos para a implementação do jogo da Batalha dos Sexos na versão
quântica para o caso maximamente emaranhado (λ = π

2
). A molécula escolhida

foi a de clorofórmio enriquecido (13CHCl3). Este jogo começa com o estado puro
|OA, OB〉, porém em um experimento de RMN é impossível começar em um estado
puro. Desta forma é necessário preparar um estado pseudo puro por meio da sequên-
cia de pulsos apresentada na Seção 2.6.2. Para implementar o operador Ĵ aplica-se
um pulso de

[
π
2

]1H,13C
−x . Após a aplicação do pulso, o sistema evolui livremente por

um tempo de 1
4J

, onde J = 216 Hz é a constante de acoplamento escalar entre o 1H
e o 13C. Após a evolução, um pulso de [π]

1H,13C
−x é aplicado. Novamente o sistema

evolui por um tempo de 1
4J

e por fim um pulso de
[
π
2

]1H,13C
−x é executado. Para a

implementação dos operadores de estratégias quânticas ÛA,B(θA,B, φA,B), aplica-se
um pulso de [θA]

1H
y e [θB]

13C
y , respectivamente. Depois, um pulso de

[
π
2

]1H,13C
x

é

executado. Logo em seguida, um pulso de [2φA]
1H
y e [0]

13C
y no qbit do 1H e do 13C

é aplicado. Após a aplicação destes pulsos, aplica-se um pulso de [0]
1H
y e [2φB]

13C
y

no qbit do 1H e do 13C. Por último, um pulso de
[
π
2

]1H,13C
−x é executado. A sequência

de pulsos para implementação do operador Ĵ
†

é muito semelhante à sequência do
operador Ĵ , a diferença é que o sistema evolui por um tempo de 3

4J
. Após a aplicação

da sequência de pulsos, o sinal é detectado por meio do FID(t).
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Fonte: A autora.

Dentro dessa proposta de implementação, escolheu-se como exemplo alguns opera-
dores de estratégias quânticas, sendo estes: ÛA,B

(
π
2
, 0
)
, ÛA

(
π
2
, 0
)

e ÛB
(
0, π

4

)
, ÛA,B

(
0, π

8

)
e

ÛA,B
(
0, 3π

8

)
. Estes operadores estão representados na Figura 22 por pontos nas curvas de nível
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do payoff de Alice e Bob e a sequência de pulsos para implementá-los está ilustrada na Figura
23.

Figura 22 – A figura no quadro à esquerda (direita) representa a curva de nível do payoff de Alice
(Bob). Os pontos ♠, �,F e • representam os operadores de estratégias quânticas
ÛA,B

(
π
2
, 0
)
, ÛA

(
π
2
, 0
)

e ÛB
(
0, π

4

)
, ÛA,B

(
0, π

8

)
e ÛA,B

(
0, 3π

8

)
, respectivamente.
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Por meio do procedimento de tomografia de estado quântico discutido na Seção 2.7,
a matriz densidade após qualquer experimento pode ser obtida. Desta maneira, a Figura 24
(A1)-(A2) apresenta a simulação da matriz densidade que deverá ser encontrada quando a
sequência de pulsos da Figura 23 (A)-(B) é aplicada. De modo análogo, a Figura 25 (A3)-(A4)
apresenta a simulação da matriz densidade que deverá ser encontrada quando a sequência de
pulsos da Figura 23 (C)-(D) é executada. Contudo, experimentalmente o espectrômetro não
detecta nenhum sinal quando as matrizes densidade são caracterizadas por estados emaranhados3.
Dentro dessa discussão, aplicou-se um dos pulsos de tomografia, o pulso de radiofrequência[
π
2

]1H
−x

[
π
2

]13C
−y (que corresponde ao 6o experimento da Tabela 1) antes do FID(t) da Figura 23 ser

detectado. Portanto, a simulação das respectivas matrizes densidade são ilustradas na Figura 24
(B1)-(B2) e na Figura 25 (B3)-(B4). Os espectros do Hidrogênio e do Carbono que deverão ser
detectados experimentalmente após o pulso

[
π
2

]1H
−x

[
π
2

]13C
−y ser executado, são apresentados na

Figura 24 (C1)-(C2) e Figura 25 (C3)-(C4).

Ainda dentro dessa proposta, será possível mapear alguns pontos nas curvas de nível
do payoff de Alice e de Bob. Cada ponto corresponde a um operador de estratégia quântica
escolhido por Alice e Bob. Dados os operadores, é possível determinar o respectivo estado
quântico. A Figura 26 apresenta alguns desses pontos. Dentres estes, escolheu-se o operador
de estratégia quântica ÛA,B

(
0, π

4

)
, o qual é caracterizado pelo vetor de estado |TA, TB〉. Deste

vetor de estado, a matriz densidade e os respectivos espectros são apresentados na Figura 26
3 A implementação está sendo proposta para o caso em que o jogo está maximamente emaranhado. Além disso,

nota-se que os elementos detectáveis são x3 − ix12 e x7 − ix15 para o 1H e x2 − ix11 e x9 − ix16 para o
13C. Portanto, percebe-se da Figura 24 (A1)-(A2) que estes elementos são nulos, por isso nenhum sinal será
detectado.
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(A)-(B). Por meio do procedimento de tomografia de estado quântico apresentado na Seção 2.7
e da Tabela 1, foi possível simular a matriz densidade para cada pulso aplicado e o respectivo
espectro que deve ser obtido experimentalmente. A simulação se encontra nas Figuras 27-28.

Portanto, desta seção se conclui que o jogo da Batalha dos Sexos pode ser implementado
via a técnica de Ressônancia Magnética Nuclear. Desta maneira será possível ter um controle
quântico sobre o jogo. Nesse sentido, as potencialidades do controle quântico de sistemas de
spins nucleares poderão ser exploradas, além disso eles podem ser adaptados para aplicações e
testes dos fundamentos da Teoria dos Jogos Quânticos.
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Figura 23 – (A)-(B)-(C)-(D) Sequência de pulsos para implementar o operador de estratégia
quântica ÛA,B

(
0, π

8

)
- ÛA,B
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ração do estado pseudo puro é feita por meio da sequência de pulsos apresentada na
Seção 2.6.2. A constante J = 216 Hz. Após a aplicação da sequência de pulsos o
sinal é detectado por meio do FID(t).
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Figura 24 – (A1)-(A2) Simulação da matriz densidade que deverá ser detectada após a aplica-
ção da sequência de pulsos da Figura 23 (A)-(B). (B1)-(B2) Simulação da matriz
densidade que corresponderá com a aplicação do pulso de radiofrequência

[
π
2

]1H
−x[

π
2

]13C
−y antes do FID(t) da Figura 23 (A)-(B) ser detectado. (C1)-(C2) Simulação

dos espectros do núcleo de Hidrogênio, 1H, e do Carbono, 13C que deverão ser
obtidos experimentalmente.
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Figura 25 – (A3)-(A4) Simulação da matriz densidade que deverá ser detectada após a aplica-
ção da sequência de pulsos da Figura 23 (C)-(D). (B3)-(B4) Simulação da matriz
densidade que corresponderá com a aplicação do pulso de radiofrequência

[
π
2

]1H
−x[

π
2

]13C
−y antes do FID(t) da Figura 23 (C)-(D) ser detectado. (C3)-(C4) Simulação

dos espectros do núcleo de Hidrogênio, 1H, e do Carbono, 13C que deverão ser
obtidos experimentalmente.
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Figura 26 – A figura no quadro à esquerda (direita) representa a curva de nível do payoff
de Alice (Bob). Os pontos �, �, • e F representam os seguintes operado-
res de estratégias e estados quânticos: � ÛA,B

(
20π
35
, 0
)

e 0.3887|OA, OB〉 −
0.4875|OA, TB〉 − 0.4875|TA, OB〉 + 0.6113|TA, TB〉; � ÛA,B

(
13π
35
, 0
)

e
0.6965|OA, OB〉 − 0.4598|OA, TB〉 − 0.4598|TA, OB〉 + 0.3035|TA, TB〉; •
ÛA,B (0, 0) e |OA, OB〉; F ÛA,B

(
0, π

4

)
e |TA, TB〉. (A) Parte real e imaginária da

matriz densidade referente ao estado quântico |TA, TB〉. (B) Simulação dos espectros
do Hidrogênio e do Carbono que deverão ser detectados experimentalmente.
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Figura 27 – Esta figura apresenta a simulação da matriz densidade e dos respectivos espectros do
Hidrogênio e Carbono que devem ser obtidos após a aplicação de cada experimento
da Tabela 1, a qual foi discutida e apresentada na Seção 2.7. (A)-(B) 1o Experimento,
aplicação do pulso [0]

1H,13C
−x . (C)-(D) 2o Experimento, corresponde a execução do

pulso [0]
1H
−x e

[
π
2

]13C
−x . (E)-(F) 3o Experimento, aplicação do pulso [0]

1H
−x e

[
π
2

]13C
−y .

(G)-(H) 4o Experimento, o pulso
[
π
2

]1H
−x e [0]

13C
−x foi aplicado.
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Figura 28 – Esta figura é a continuidade da aplicação dos experimentos da Tabela 1 da Figura
27. (I)-(J) 5o Experimento, o qual corresponde com a aplicação do pulso

[
π
2

]1H
−x e[

π
2

]13C
−x . (K)-(L) 6o Experimento, o pulso

[
π
2

]1H
−x e

[
π
2

]13C
−y foi executado. (L)-(M) 7o

Experimento, aplicação do pulso
[
π
2

]1H
−y e [0]

13C
−x . (M)-(N) 8o Experimento, o pulso[

π
2

]1H
−y e

[
π
2

]13C
−x foi aplicado. (O)-(P) 9o Experimento, corresponde com a aplicação

do pulso
[
π
2

]1H
−y e

[
π
2

]13C
−y .
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5 CONCLUSÃO

Neste trabalho implementou-se o jogo da Batalha dos Sexos na versão quântica via o
protocolo de Eisert et al., onde analisou-se o jogo de modo que as superposições de estratégias
estivessem maximamente emaranhadas. Além disso, demonstrou-se que o máximo emaranha-
mento otimizou os equilíbrios do jogo da Batalha dos Sexos. Estes equilíbrios estão em uma
região entre os operadores de estratégias quânticas ÔA,B e Q̂A,B. Dentro dos resultados teóricos
encontrados, existe uma condição de restrição das escolhas dos parâmetros φA,B dos operadores
de estratégias quânticas ÛA,B (0, φA,B) para que os payoffs de ambos os jogadores sejam iguais
a 4. Desta condição, os perfis de operadores de estratégias quânticas satisfazem a condição
de ótimo de Pareto. Além disso, verificou-se que a condição proposta por Benjamin não é
satisfeita, salvo a situação trivial de φA = φB = 0, que não traz nenhuma nova interpretação,
portanto, não existe nenhuma região em que o operador de estratégia quântica de Bob é igual ao
conjugado do operador de estratégia quântica de Alice. Para dois casos em particular, em que os
jogadores escolhem o perfil de operadores de estratégias quânticas (ÛA

(
0, π

8

)
, ÛB

(
0, π

8

)
) ou

(ÛA
(
0, 3π

8

)
, ÛB

(
0, 3π

8

)
), o dilema do jogo pode ser resolvido. Estes dois perfis de operadores

representam que Alice e Bob escolhem o mesmo operador de estratégia quântica para manipular
sua estratégia. Classicamente isso representaria que Alice e Bob escolhem outra alternativa para
ficarem juntos, tal como ir à Ópera para assistir Televisão e tomarem café, pois o casal fará
alguma atividade sábado à noite e terão satisfação igual.

Para finalizar, foi possível propor uma implementação do jogo da Batalha dos Sexos via
a técnica de Ressonância Magnética Nuclear, onde é possível explorar o controle quântico do
jogo.

5.1 PERSPECTIVAS FUTURAS

Com base nas conclusões apresentadas acima, pode-se listar algumas perspectivas futuras

• Implementar experimentalmente o jogo da Batalha dos Sexos na versão quântica e compa-
rar com os resultados teóricos.

• Implementação de ferramentas básicas para estudos de processamento de Informação
Quântica via Ressonância Magnética Nuclear.

• Implementação de protocolos de Informação Quântica: Teoria dos Jogos Quânticos.

• Aprimorar metodologias computacionais para o desenvolvimento de sequências de pulsos,
na procura de um controle quântico ótimo de sistemas de dois e três qbits em amostras
líquidas via a técnica de Ressonância Magnética Nuclear.
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APÊNDICE A – PAYOFF ESPERADO PARA g JOGADORES

Considere o caso em qual há três jogadores, o conjunto de estratégias puras do jogador 1

é S1 = {s1,1, s1,2, s1,3}, o qual possui uma distribuição de probabilidades p1 = (p1,1, p1,2, p1,3).
O conjunto de estratégias puras do jogador 2 é S2 = {s2,1, s2,2}, possuindo uma distribuição
de probabilidades p2 = (p2,1, p2,2). Por fim, o conjunto de estratégias puras do jogador 3 é
S3 = {s3,1, s3,2, s3,3}, que possui uma distribuição de probabilidades p3 = (p3,1, p3,2, p3,3).
Portanto, da Equação (3.12), o payoff esperado é escrito como

$i (p) =
3∑

k1=1

2∑
k2=1

3∑
k3=1

p1,k1p2,k2p3,k3$i (s1,k1 , s2,k2 , s3,k3) ,

=
3∑

k1=1

2∑
k2=1

p1,k1p2,k2p3,1$i (s1,k1 , s2,k2 , s3,1) +
3∑

k1=1

2∑
k2=1

p1,k1p2,k2p3,2$i (s1,k1 , s2,k2 , s3,2)

+
3∑

k1=1

2∑
k2=1

p1,k1p2,k2p3,3$i (s1,k1 , s2,k2 , s3,3) ,

=
3∑

k1=1

(p1,k1p2,1p3,1$i (s1,k1 , s2,1, s3,1) + p1,k1p2,2p3,1$i (s1,k1 , s2,2, s3,1))

+
3∑

k1=1

(p1,k1p2,1p3,2$i (s1,k1 , s2,1, s3,2) + p1,k1p2,1p3,2$i (s1,k1 , s2,1, s3,2))

+
3∑

k1=1

(p1,k1p2,1p3,3$i (s1,k1 , s2,1, s3,3) + p1,k1p2,2p3,3$i (s1,k1 , s2,2, s3,3)) ,

= p1,1p2,1p3,1$i (s1,1, s2,1, s3,1) + p1,1p2,2p3,1$i (s1,1, s2,2, s3,1)

+p1,2p2,1p3,1$i (s1,2, s2,1, s3,1) + p1,2p2,2p3,1$i (s1,2, s2,2, s3,1)

+p1,3p2,1p3,1$i (s1,3, s2,1, s3,1) + p1,3p2,2p3,1$i (s1,3, s2,2, s3,1)

+p1,1p2,1p3,2$i (s1,1, s2,1, s3,2) + p1,1p2,1p3,2$i (s1,1, s2,1, s3,2)

+p1,2p2,1p3,2$i (s1,2, s2,1, s3,2) + p1,2p2,1p3,2$i (s1,2, s2,1, s3,2)

+p1,3p2,1p3,2$i (s1,3, s2,1, s3,2) + p1,3p2,1p3,2$i (s1,3, s2,1, s3,2)

+p1,1p2,1p3,3$i (s1,1, s2,1, s3,3) + p1,1p2,2p3,3$i (s1,1, s2,2, s3,3)

+p1,2p2,1p3,3$i (s1,2, s2,1, s3,3) + p1,2p2,2p3,3$i (s1,2, s2,2, s3,3)

+p1,3p2,1p3,3$i (s1,3, s2,1, s3,3) + p1,3p2,2p3,3$i (s1,3, s2,2, s3,3) . (A.1)
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Desta forma, da Equação (A.1) o payoff do jogador 1 é escrito como

$1 (p) = p1,1p2,1p3,1$1 (s1,1, s2,1, s3,1) + p1,1p2,2p3,1$1 (s1,1, s2,2, s3,1)

+p1,2p2,1p3,1$1 (s1,2, s2,1, s3,1) + p1,2p2,2p3,1$1 (s1,2, s2,2, s3,1)

+p1,3p2,1p3,1$1 (s1,3, s2,1, s3,1) + p1,3p2,2p3,1$1 (s1,3, s2,2, s3,1)

+p1,1p2,1p3,2$1 (s1,1, s2,1, s3,2) + p1,1p2,1p3,2$1 (s1,1, s2,1, s3,2)

+p1,2p2,1p3,2$1 (s1,2, s2,1, s3,2) + p1,2p2,1p3,2$1 (s1,2, s2,1, s3,2)

+p1,3p2,1p3,2$1 (s1,3, s2,1, s3,2) + p1,3p2,1p3,2$1 (s1,3, s2,1, s3,2)

+p1,1p2,1p3,3$1 (s1,1, s2,1, s3,3) + p1,1p2,2p3,3$1 (s1,1, s2,2, s3,3)

+p1,2p2,1p3,3$1 (s1,2, s2,1, s3,3) + p1,2p2,2p3,3$1 (s1,2, s2,2, s3,3)

+p1,3p2,1p3,3$1 (s1,3, s2,1, s3,3) + p1,3p2,2p3,3$1 (s1,3, s2,2, s3,3) . (A.2)

O payoff do jogador 2 é dado por

$2 (p) = p1,1p2,1p3,1$2 (s1,1, s2,1, s3,1) + p1,1p2,2p3,1$2 (s1,1, s2,2, s3,1)

+p1,2p2,1p3,1$2 (s1,2, s2,1, s3,1) + p1,2p2,2p3,1$2 (s1,2, s2,2, s3,1)

+p1,3p2,1p3,1$2 (s1,3, s2,1, s3,1) + p1,3p2,2p3,1$2 (s1,3, s2,2, s3,1)

+p1,1p2,1p3,2$2 (s1,1, s2,1, s3,2) + p1,1p2,1p3,2$2 (s1,1, s2,1, s3,2)

+p1,2p2,1p3,2$2 (s1,2, s2,1, s3,2) + p1,2p2,1p3,2$2 (s1,2, s2,1, s3,2)

+p1,3p2,1p3,2$2 (s1,3, s2,1, s3,2) + p1,3p2,1p3,2$2 (s1,3, s2,1, s3,2)

+p1,1p2,1p3,3$2 (s1,1, s2,1, s3,3) + p1,1p2,2p3,3$2 (s1,1, s2,2, s3,3)

+p1,2p2,1p3,3$2 (s1,2, s2,1, s3,3) + p1,2p2,2p3,3$2 (s1,2, s2,2, s3,3)

+p1,3p2,1p3,3$2 (s1,3, s2,1, s3,3) + p1,3p2,2p3,3$2 (s1,3, s2,2, s3,3) , (A.3)

e por fim, o payoff do jogador 3 é

$3 (p) = p1,1p2,1p3,1$3 (s1,1, s2,1, s3,1) + p1,1p2,2p3,1$3 (s1,1, s2,2, s3,1)

+p1,2p2,1p3,1$3 (s1,2, s2,1, s3,1) + p1,2p2,2p3,1$3 (s1,2, s2,2, s3,1)

+p1,3p2,1p3,1$3 (s1,3, s2,1, s3,1) + p1,3p2,2p3,1$3 (s1,3, s2,2, s3,1)

+p1,1p2,1p3,2$3 (s1,1, s2,1, s3,2) + p1,1p2,1p3,2$3 (s1,1, s2,1, s3,2)

+p1,2p2,1p3,2$3 (s1,2, s2,1, s3,2) + p1,2p2,1p3,2$3 (s1,2, s2,1, s3,2)

+p1,3p2,1p3,2$3 (s1,3, s2,1, s3,2) + p1,3p2,1p3,2$3 (s1,3, s2,1, s3,2)

+p1,1p2,1p3,3$3 (s1,1, s2,1, s3,3) + p1,1p2,2p3,3$3 (s1,1, s2,2, s3,3)

+p1,2p2,1p3,3$3 (s1,2, s2,1, s3,3) + p1,2p2,2p3,3$3 (s1,2, s2,2, s3,3)

+p1,3p2,1p3,3$3 (s1,3, s2,1, s3,3) + p1,3p2,2p3,3$3 (s1,3, s2,2, s3,3) . (A.4)

Portanto, embora somente jogos de dois jogadores com duas estratégias cada foram analisados
neste trabalho, a Equação (3.12) é válida para g jogadores com mi estratégias cada um.
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APÊNDICE B – ESFERA DE BLOCH

Qualquer sistema quântico de dois níveis pode caracterizar um qbit, tal como um sistema
de fótons polarizados, partículas de spin 1/2 e átomos excitados e átomos no estado fundamental.

Como discutido na Seção 2.6.1 uma base conveniente para representar um sistema
quântico de dois níveis é: {|0〉 , |1〉}, a qual é chamada de base computacional. Um estado puro
geral de um qbit nesta base é escrito de acordo com a Equação (2.67), e por meio da Equação
(2.68), pode-se escrever

|κ〉 = cos
θ

2
|0〉+ exp [iφ] sen

θ

2
|1〉 , (B.1)

onde 0 6 θ 6 π, 0 6 φ 6 2π. Os parâmetros angulares θ e φ definem um ponto na superfície de
uma esfera unitária tridimensional. Esta esfera é denominada esfera de Bloch (63, 171).

Dentro deste contexto, a representação da matriz densidade para estados puros é dada
conforme

ρ̂ = |κ〉 〈κ| =

(
cos2 θ

2
exp [−iφ] cos θ

2
sen θ

2

exp [iφ] cos θ
2
sen θ

2
sen2 θ

2

)
. (B.2)

Substituíndo as seguintes relações trigonométricas

cos2 θ

2
=

1 + cosθ

2
, cos

θ

2
sen

θ

2
=
senθ

2
, sen2 θ

2
=

1− cosθ
2

,

na Equação (B.2), escreve-se

ρ̂ =
1

2

(
1̂ + senθcosφσ̂x + senθsenφσ̂y + cosθσ̂z

)
=

1

2

(
1̂ + ~r · ~̂σ

)
, (B.3)

onde ~r = (senθcosφ, senθsenφ, cosθ) é um vetor unitário e é denominado vetor de Bloch.
Abaixo tem-se alguns exemplos

• θ = 0,

|κ〉 = |0〉 ⇐⇒ ~r = (0, 0, 1) , (B.4)

• θ = π,

|κ〉 = |1〉 ⇐⇒ ~r = (0, 0,−1) , (B.5)

• θ = π
2

e φ = π
2

|κ〉 =
1√
2

(|0〉+ i |1〉)⇐⇒ ~r = (0, 1, 0) , (B.6)
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• θ = π
2

e φ = 3π
2

|κ〉 =
1√
2

(|0〉 − i |1〉)⇐⇒ ~r = (0,−1, 0) , (B.7)

• θ = π
2

e φ = 0

|κ〉 =
1√
2

(|0〉+ |1〉)⇐⇒ ~r = (1, 0, 0) , (B.8)

• θ = π
2

e φ = π

|κ〉 =
1√
2

(|0〉 − |1〉)⇐⇒ ~r = (−1, 0, 0) , (B.9)

• θ = π
4

e φ = π
4

|κ〉 =
1

2

(√
2 +
√

2

)
|0〉+

1

2
√

2
(1 + i)

(√
2−
√

2

)
|1〉 ⇐⇒ ~r =

(
1

2
,
1

2
,

1√
2

)
.

(B.10)
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