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RESUMO

O modelo Jaynes-Cummings é considerado paradigmatico na Optica Quantica. Introduzido em
1963, ele descreve a dinamica resultante do acoplamento entre um atomo de dois niveis e um
modo quantizado do campo eletromagnético. A partir dele, emergem aspectos ndo cldssicos da
interacdo entre radiagdo e matéria, como os colapsos e renascimentos das oscilacdes de Rabi.
Extensoes do modelo que consideram, por exemplo, 0 movimento atdmico, tornam o parametro
de acoplamento dependente do tempo e, por consequéncia, a evolu¢ao temporal do sistema é
alterada. Neste trabalho, exploramos os efeitos de acoplamentos com dependéncias temporais
na inversao de populac@o e no emaranhamento entre 4&tomo e campo. Em particular, estudamos
o cendrio de um dtomo se movendo em uma cavidade que nao foi completamente resfriada.
Andlises como a que apresentaremos sdao importantes no contexto do Controle Quantico, onde
requere-se o gerenciamento do estado atdbmico. Outrossim, realizamos um estudo heuristico
acerca do método que denominamos abordagem do problema inverso, onde o acoplamento é
modulado a partir da inversdao de populacdo requerida. Empregamos essa técnica para simular

efeitos da x-deformag@o em um modelo Jaynes-Cummings nio deformado.

Palavras-chave: Optica Quantica. Modelo Jaynes-Cummings. Acoplamento com dependéncia

temporal. Deformacdes quanticas.



ABSTRACT

The Jaynes-Cummings model is considered paradigmatic in Quantum Optics. Introduced in
1963, it describes the dynamics resulting from the coupling between a two-level atom and a
quantized mode of the electromagnetic field. From it, non-classical aspects of the interaction
between radiation and matter emerge, such as the collapses and revivals of the Rabi oscillations.
Extensions of the model, which consider, for example, atomic motion, make the coupling
parameter time-dependent, and as a consequence, the time evolution of the system changes.
In this work, we explore the effects of time-dependent coupling parameters on the population
inversion and the entanglement between atom and field. In particular, we study the scenario of
an atom moving in a not completely cooled cavity. Analyses such as the one we present are
important in the context of Quantum Control, where managing the atomic state is a key objective.
Additionally, we conduct a heuristic study of a method we call the inverse problem approach,
in which the coupling is modulated based on the desired population inversion. We apply this

technique to simulate the effects of x-deformation in an undeformed Jaynes-Cummings model.

Keywords: Quantum Optics. Jaynes-Cummings. Time-dependent coupling. Quantum deforma-

tions.
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1 INTRODUCAO

A Optica Quantica estuda a interacdo entre radiacio e matéria, representada esquematica-
mente na Fig. 1 por meio de uma cavidade 6ptica. O modelo Jaynes-Cummings (JC), introduzido
em 1963 (1), ¢ um marco nesse contexto, pois descreve, em nivel microscopico, a intera¢do entre
matéria, na forma de um dtomo de dois niveis, e radiacdo, caracterizada por um modo quantizado
do campo eletromagnético (EM). A partir dele, emergem aspectos nao cldssicos da intera¢ao
entre radiacdo e matéria, como os colapsos e renascimentos das Rabi oscillations (RO). Esse
aspecto do modelo foi verificado experimentalmente, no contexto de eletrodinamica quéntica de
cavidades (2—4). Desde entdo, o interesse por esse sistema cresceu exponencialmente (5).

Aplicando-se a rotating-wave approximation (RWA) no modelo de Rabi, deriva-se o hamilto-
niano do modelo JC, onde se observa a dinamica de “flip-flop” (6), com a troca de quanta entre
os graus de liberdade do sistema. Mesmo sob as aproximagdes que o delimitam, o modelo é
frutifero, descrevendo uma variedade de fendmenos fisicos. Dentre eles, estdo as RO (7, 8), os
colapsos e renascimentos (3,4, 9, 10), squeezing (11,12), emaranhamento entre 4&tomo e campo
(13-15), estados gato de Schrodinger (16—19) e sub-Poissonian statistics (20-22). Ademais, o
cerne do modelo JC reside na descricao de um sistema de dois niveis acoplado a um oscilador
harmoénico, sendo possivel mapea-lo em sistemas de ions aprisionados (23-25) e no Oscilador
de Dirac (26-29). Na drea de Informacao e Computagdo Quéntica, o modelo tem aplica¢des no
processamento de informagdes (30-32) e na criacdo de portas ldgicas (33, 34).

Ha também extensdes do modelo para meios nao-lineares (35,36), interagcdes com multiplos
fotons (37), e com N dtomos de dois niveis (N > 1) (modelo de Dicke ou Tavis-Cummings)
(38,39). Além disso, existem generaliza¢des envolvendo mais modos do campo EM e niveis

atomicos (40,41), assim como o efeito da dissipacdo na cavidade (42-44). Um desenvolvi-

Figura 1 — Representagcdo esquemadtica de uma cavidade Optica, destacando a interagdo entre
matéria e radiacdo. A matéria € ilustrada por um atomo de dois niveis, enquanto a
radiacdo € descrita por um modo do campo eletromagnético.

Fonte: Adaptada de (6).
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mento particularmente intrigante € a aplicacdo da dlgebra deformada para a criacdo de versoes
alternativas do modelo (45—47). Recentemente, Uhdre et al. (48) apresentaram o modelo -
Jaynes-Cummings (x-JC), no cendrio da dlgebra x-deformada de Poincaré-Hopf (49-52).

No ambito das generalizacdes, uma que se destaca para este trabalho € o modelo time-
dependent JC (TDJC). Nele, dependéncias temporais sdo construidas no acoplamento, na des-
sintonia, ou em ambos (30). Fisicamente, essa extensdo pode representar, por exemplo, um
campo que depende do tempo ou o movimento do 4tomo. Naturalmente, esse panorama altera a
dindmica do sistema, e o principal objetivo deste trabalho € investigar os efeitos de acoplamentos
com dependéncia temporal na dindimica do modelo JC, com €nfase nas suas implicacdes para
a inversdo de populagdo e no emaranhamento entre 4&tomo e campo, quantificado através da
entropia de von Neumann (VNE!). Essa dimensdo do trabalho pode ser enriquecedora, pois
ilustra as consequéncias dos efeitos transientes na pureza dos subsistemas. Ademais, exploramos
a evolugao temporal da inversdo de popula¢do de um adtomo em movimento, dentro de uma
cavidade inicialmente no estado térmico. Até onde sabemos, a evolu¢do temporal da inversao de
populacdo desse cendrio ndo foi abordada na literatura.

Nesse ambito, também nos debrugcamos sobre o que apelidamos de “abordagem do pro-
blema inverso” (IPA?), elaborada por Yang et al. (53), e sintetizada através da pergunta: “qual
acoplamento com dependéncia temporal causa o comportamento requerido para as RO?” Essa
técnica tem aplica¢des no contexto do Controle Quantico® (55), onde se busca a manipulagio
do comportamento do sistema de dois niveis. Entretanto, devido a sua formulacao original, o
IPA € vélido para a dindmica de uma cavidade inicialmente no estado de vacuo. Devido a isso,
aqui generalizamos a IPA (generalized IPA ou, simplesmente, GIPA) para abranger o modo do
campo quando ele € descrito por uma distribuicao de probabilidades.

Outrossim, empregamos a IPA e sua generalizacdo no contexto das deformag¢des quanticas.
Como citado acima, utilizando a algebra x-deformada de Poincaré-Hopf, deriva-se o modelo
k-JC. Neste trabalho, apresentamos explicitamente a inversao de populacdo do modelo x-JC e,
por meio da IPA e sua generalizagcdo, determinamos o acoplamento com dependéncia temporal
que reproduz os efeitos da x-deformagao no modelo JC ndo deformado. Isso € particularmente
relevante, pois pode permitir uma interpretagdo da deformagdo quéntica no modelo x-JC e,
possivelmente, viabilizar uma verificacdo experimental em um cendrio onde o acoplamento pode
ser ajustado com precisdo. Uma vez que a xr-deformacdo € comumente associada a gravidade
quantica, a realiza¢do de um teste experimental nesse modelo deformado poderia abrir portas
para investigacdes experimentais inéditas no campo da gravidade quantica (52, 56). Nossos
resultados sobre a IPA foram reunidos em um artigo recentemente aceito para publicagdo (57),
cujo manuscrito estd disponivel no arXiv (58).

Para cumprir esses objetivos da maneira mais clara possivel, nos dois primeiros capitulos

Abreviada a partir de sua traducdo para o inglés, von Neumann entropy.

Abreviada a partir de sua traducdo para o inglés, inverse problem approach.

A drea do Controle Quantico busca estabelecer protocolos para manipular sistemas quanticos (54). Um exemplo
que envolve o modelo JC é o problema 7.3 da referéncia (34).
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apresentamos conceitos fundamentais da Optica Quantica e do modelo JC. Nosso intuito é tracar
uma linha desde trabalhos fundamentais do inicio da Mecanica Quantica, com destaque para a
teoria da radiacdo de Einstein e a segunda quantizac¢do da luz de Dirac, até as extensdes propostas
neste trabalho. Essa escolha decorre tanto de uma motivagao estética quanto de um desejo de
preservar o cardter pedagdgico da dissertagao.

E importante ressaltar que utilizaremos luz para nos referirmos ao campo eletromagnético
como um todo, ndo nos restringindo ao espectro visivel de frequéncias. Essa pratica é comum
em livros de Optica Quantica (59). Nesse contexto, omitiremos o sufixo “EM” nos momentos
em que o contexto deixar claro que nos referimos ao campo eletromagnético. Adicionalmente,
cabe dizer que denominaremos o campo também como radiag¢do, buscando a fluidez do texto.
Com o mesmo fim, utilizaremos “modo da cavidade” e “modo do campo” intercambiavelmente.

Além disso, optamos por nao traduzir os termos em inglés que ndo possuem uma tradugao
amplamente estabelecida na literatura, como squeezing, ou aqueles vinculados a abreviaturas
amplamente utilizadas no idioma original, como RWA para rotating-wave approximation. No
caso dos termos “‘entropia de von Neumann” e da “abordagem do problema inverso”, mantivemos
a versao em portugués no texto e a sigla em inglés, dado que se referem a uma sec¢io e a um
capitulo, respectivamente, e preferimos evitar titulos em lingua estrangeira.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira. No capitulo 2, apresentaremos a quantiza-
¢do do campo e discutiremos algumas consequéncias dessa abordagem. Descrevemos, também,
os estados coerentes e térmicos da radiacdo EM, e o termo que expressa a interagao entre 4tomo
e campo. Sequencialmente, no capitulo 3 introduziremos o modelo JC, o contexto histérico do
qual € oriundo e aspectos emblematicos de sua dindmica. Evidenciaremos dois métodos para
“resolvé-l1o”: a equacdo de Schrodinger e o operador de evolugao temporal.

Com a fundamentacdo tedrica dos capitulos supracitados, investigaremos a insercdo de
dependéncias temporais no parametro de acoplamento, a partir de exemplos da literatura, no
capitulo 4. Até onde sabemos, o estudo do emaranhamento para dependéncias temporais do tipo
secante hiperbdlica (60) e linear (61), considerando o estado inicial coerente da cavidade, ainda
ndo foi explorado na literatura. Nesse contexto, também analisaremos a inversdao de populagdo
de um dtomo em movimento dentro de uma cavidade que nao foi completamente resfriada. A
IPA serd estudada no capitulo 5, onde a utilizaremos para reproduzir os efeitos da x-deformacdo
em um sistema JC ndo deformado. Com exce¢do da revisdo feita no inicio desse capitulo,
apresentamos contribui¢des originais a respeito de simulacdes da deformagdo quantica (57).

No Apéndice A, apresentaremos de forma introdutoria os conceitos de matriz densidade e
emaranhamento, incluindo a quantificacdo dessa quantidade por meio da VNE. Adicionalmente,
no Apéndice B, apresentaremos célculos que conduzem a alguns resultados discutidos nesta
dissertacao.

Com fins ilustrativos, expomos uma linha do tempo fora de escala na Fig. 2, com os trabalhos
mais relevantes para esta dissertagdo. Os trabalhos indicados serdo citados ao longo do texto.

Quanto aos conceitos basilares para a compreensao desta dissertacdo, recomendamos o

capitulo 1 de (62), que faz uma revisao sistematica da matematica por trds da Mecanica Quantica,
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Figura 2 — Linha do tempo fora de escala, representando eventos relevantes para esta dissertagao.
Os trabalhos indicados serdo citados ao longo desta dissertagao.

)
I
Emissdo espontianea Segunda quantizacao Modelo de Rabi Maser :
1
Einstein Dirac Rabi Townes, Gordon, Zeiger :
Coeficientes A e B Quantizagdo do campo Equagdio de Schrédinger para Produg&o de radiag&o :
eletromagnético um sistema de dois niveis eletromagnética por emiss&o :
estimulada :
J
,----- --------------- 1980 Jmmmmmmmmmmmmmm 09/1963) = ———m - m e 01/1963 ) - ———— -
4
I
| Verificagio em um maser Renascimentos Estados coerentes da luz Modelo JC
1
1
: Rempe, Walther, Klein Eberly Glauber Jaynes, Cummings
1 Primeira observagédio Renascimentos nas oscilagdes Formalizag&o de estados Modelo quantizado da
: experimental do modelo JC de Rabi préximos do limite classico interagdo entre luz e matéria
1
1
\

Movimento atdmico Observacdo dos Renascimentos Problema inverso Modelo JC deformado
Schilicher Brune ef al. Yang, Ya-Ping, Hong Uhdre, Cius, Andrade
Movimento atémico através de um Verificag&o experimental dos Qual acoplamento causa a Modelo JC com a dlgebra de
acoplamento que depende do tempo  renascimentos das oscilagdes de Rabi  inversdo de populagéo desejada? Poincaré-Hopf deformada

Fonte: O autor.

ou (63), que apresenta os métodos da Optica Quantica. Ademais, utilizamos a notagio de Dirac,
resumida na Tabela 1. A obra (64) é amplamente reconhecida por fornecer uma fundamentacdo

tedrica robusta.

Tabela 1 — Resumo da notagdo de Dirac.

Notacao Descricao
|1) Vetor ou ket de estado.
(| Vetor dual a |1)), também denominado bra.
(1| ) Produto interno entre os vetores [1)) € | ).
[ )| Produto externo entre os vetores |) e |¢).
[V) @ |p) = |¥, P) Produto tensorial entre [1)) e |¢).
O Operador.
Of Transposta conjugada de 0.
(1h|O]e) Valor esperado do operador O em relagio ao estado [1).

Fonte: Adaptada de (34, p. 62).
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2 SEGUNDA QUANTIZACAO DA LUZ

Neste capitulo, apresentamos a quantizacao do campo EM, procedimento conhecido como a
“segunda quantizacdo da luz”! (59, 66).

Iniciamos com o modelo fenomenolégico de radiacao proposto por Einstein, devido a sua
relevancia histérica. Em seguida, descrevemos o processo de quantizagcdo da luz, no qual a
analogia com o simple harmonic oscillator (SHO) se torna evidente. Utilizando a representacdo
dos estados numero, os operadores de criacdo e aniquilagdo emergem naturalmente. Discutiremos
suas caracteristicas e a interpretacdo fisica associada a eles. Nesse contexto, expomos algumas
consequéncias nao cldssicas do campo quantizado, ressaltando as flutuagdes do vacuo. Ademais,
introduzimos os estados coerentes e térmicos do campo, cujas caracteristicas se manifestarao de

diferentes maneiras na dinamica do modelo JC, explorada no préximo capitulo.

2.1 COEFICIENTES DE EINSTEIN

A teoria da radiag@o proposta por Einstein (67) desempenha um papel importante no estudo
da interacdo entre radiacio e matéria, especialmente no que diz respeito aos conceitos de emissao
e absorcdo, tanto estimulada quanto espontanea. Outrossim, sob uma perspectiva didatica,
a exposicao dessa teoria auxilia na compreensao das abstragcdes do modelo JC. Dedicamos,
portanto, esta secdo a uma breve explicacdo dessa abordagem. Cabe dizer que, devido ao periodo
em que foi formulada, integrando a “Velha Teoria Quantica” (68), a teoria possui um acentuado
carater fenomenoldgico (69).

Supomos que existem /N d&tomos no interior de uma cavidade Optica, cada um com um par de
estados estaciondrios, 1 e 2, de energias E; e F5, respectivamente. A diferenca entre as energias

segue a Hipdtese de Bohr, tal que
hw = FEy — Fq > 0. 2.1

Os estados estaciondrios sd@o ocupados de acordo com a distribui¢ao de Boltzmann e os
atomos interagem com um feixe de luz que atravessa a cavidade (69,70). Com base nesse cendrio,
Einstein definiu as trés formas pelas quais as populacdes dos niveis atdmicos podem variar.
Um dtomo pode absorver um f6ton e transitar do nivel 1 para o nivel 2 — processo associado
ao coeficiente Bio. Ademais, 0 dtomo pode emitir um féton e migrar do nivel 2 para o nivel
1. Se esse processo acontece devido a presenga de radiagdo, ele estd associado ao coeficiente
B5, e é denominado emissdo estimulada. Caso contrario, a emissao é denominada espontdnea
e estd associada ao coeficiente As;. Resultante dos coeficientes A e B, surgem mudangas na

populagdo dos niveis atdmicos. A partir desse cendrio, ilustrado na Fig 3, e de alguns postulados

' Como aponta Kojevnikov (65), esse termo, em alguns contextos, é utilizado para se referir somente & quantizacio

da func¢do de onda. Adotaremos o uso mais convencional, abrangendo a quantizacdo da radiagdo (59).
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Figura 3 — Representacdo esquemadtica da teoria fenomenoldgica de Einstein acerca da radiagao.
Os estados estaciondrios do dtomo, 1 e 2, possuem energias I, e I, respectivamente.
A populagdo dos niveis atdmicos pode ser alterada pelos processos de emissdo
espontinea e estimulada, descritos pelas taxas A, e Bsy, respectivamente, além da
absorc¢ao, representada pelo coeficiente Bis.

Emissao espontanea Absor¢do Emissdo estimulada E

fiw An B1o B

Fonte: Adaptada de (70, p. 17).

fisicos razoaveis, o modelo de Einstein fornece a base para o funcionamento do /aser, como
argumentado em (70).

Como argumento para destacar a importancia desse modelo, vale mencionar que um dos gran-
des méritos da segunda quantizagdo da luz, apresentada a seguir, foi a obten¢@o dos coeficientes
A e B de Einstein.

2.2 QUANTIZACAO DO CAMPO ELETROMAGNETICO

De acordo com rememoragdes de Dirac (66), a ideia para sua teoria da radiacdo surgiu

acidentalmente, enquanto manipulava as equacdes de onda (71), sob a diretriz de tratd-las como

um conjunto de varidveis que ndo comutam. Nas palavras do fisico britanico:

“Basicamente, considera-se a func¢@o de onda da teoria de Schrodinger, a funcdo
de onda (g) (onde g é uma variavel que especifica um ponto no dominio da
fun¢do de onda), e supde-se que todas as ¥ (q) para diferentes valores de ¢ sdo
transformadas em operadores (operadores de Heisenberg) em vez de serem
apenas niimeros. Em seguida, considera-se as quantidades conjugadas 1(q) e
também as transforma em operadores. Supde-se que as 1(q) comutem entre si,
assim como as 7(g), mas que as 1/(¢) ndo comutem com as 1(q) (Dirac (72),
p. 48, traducdo nossa).”

Esse processo ficou conhecido como segunda quantiza¢do, pois consiste em tomar uma
funcado de onda (q), que ja é presumivelmente qudntica, e submeté-la a uma nova quantizagéo
(65). Os operadores 1(¢) e 1(¢), no contexto da estatistica de Bose-Einstein, sdo interpretados

fisicamente como aqueles que aumentam ou reduzem a excitacdo em um quanta. Logo, a utilidade

2 Nio utilizamos a notacdo de operadores no trecho uma vez que é uma citacio direta.
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dos operadores @Z;(q) e J}(g) para descrever um sistema de bdsons torna-se clara. Com isso em
mente, Dirac decidiu explorar o problema de um conjunto de f6tons interagindo com um sistema
atdmico. Esse estudo culminaria na quantizacdo do campo EM, ou segunda quantizacdo da luz.

No ano de 1927, Dirac publicou seu trabalho fundamental (73), estabelecendo assim os
alicerces da Quantum Electrodynamics (QED). A metodologia utilizada envolvia a energia e a
fase da radiacio EM como g-numbers® (75), isto é, operadores. Além disso, Dirac empregou
a representacdo dos estados nimero e os operadores de criacao e aniquilacdo., Nesse sentido,
Dirac abordou a interacao entre 4&tomo e campo EM* e, como mencionamos anteriormente, o
principal resultado obtido foi a derivagdo do fendmeno das emissdes estimulada e espontanea.

Ao longo do capitulo, explanaremos o processo de quantizacdo do campo de uma forma dife-
rente daquela adotada por Dirac, embora as caracteristicas citadas acima estejam presentes. No
contexto da interagc@o entre radiacdo e matéria, denominaremos o método da QED, interpretando
o campo EM como um operador, como abordagem qudntica, em contraste com a abordagem
semicldssica, que trata o campo como uma “fun¢do continua” (1). Ademais, limitaremos nossa
andlise a um tnico modo, isto €, somente um nimero de onda para a radiacao EM (59). Nesse
sentido, seguiremos o0 método descrito por Scully e Zubairy (77), Gerry e Knight (78) e Loudon
(70). Como estamos lidando com apenas um modo, em algumas ocasides, optamos por nos
referir ao campo em vez de ao modo do campo.

Consideremos uma cavidade unidimensional, ao longo da direcdo z, com paredes condutoras
em z = 0 ez = L. O campo elétrico deve ser nulo nos limites da cavidade, possuindo a forma
de uma onda estaciondria (70). Ademais, assumimos que nao hd fontes de campo na cavidade e

que o campo € polarizado ao longo do eixo z,
E(r,t) = e, F.(2,1), (2.2)

com e, sendo o versor associado ao eixo x. A cavidade e o modo do campo elétrico estiao
representados na Fig. 4. As equacdes de Maxwell para o vacuo, na auséncia de fontes (79-81) e

nas unidades do SI, sdo

V- E(r,t) =0, 2.3)
V. B(r,t) =0, 2.4)
V x E(r,1) = —%, (2.5)
V x B(r,t) = poeo OE(r,?) (2.6)

ot 7
com E(r,?) e B(r, t) denotando, respectivamente, os campos elétrico e magnético, ¢, sendo

a permissividade elétrica do vacuo e py a permeabilidade magnética do vacuo. O simbolo V

3 Dirac utilizava o termo c-numbers para se referir a nimeros cldssicos, reais ou complexos, e g-numbers para

nimeros quanticos (74).
Embora a QED seja a teoria amplamente reconhecida pela quantizacdo do campo EM, j4 havia esforcos prévios
nesse sentido, notavelmente por Born, Heisenberg e Jordan (76).



24

Figura 4 — Representagdo da cavidade unidimensional, ao longo do eixo z, com paredes condu-
torasem 2z = 0 e z = L, e do modo do campo elétrico, polarizado em =.

\f
ANIVY]

Fonte: Adaptada de (78, p. 11).

X

E.(z, 1)

representa o operador diferencial

o 0 0

a partir do qual sdo definidos o divergente, V - v(r,t), e o rotacional, V x v(r,t), sendo v(r, )
um campo vetorial (82).

Nesse caso, a equagdo de onda do campo elétrico é dada por (Apéndice B)

1 0%E(r, 1)

2 o =8

V2E(r,t)

que € identificada como uma equacdo diferencial que possui solugdes do tipo onda plana (81).
Para as condi¢des de contorno da cavidade unidimensional o modo do campo € descrito pela
equacgdo
212
E.(z,t) = | =—q(t) sen(kz), (2.9)
V€0
na qual v representa a frequéncia do modo, V' = LA denota o volume efetivo da cavidade,
A simboliza a drea transversal da cavidade e ¢(t) é uma fun¢do do tempo com dimenséo de

comprimento (70,78). Representando o nimero de onda, k estd associado a frequéncia através de
1%

k=—. (2.10)
c

Com a frequéncia do modo nesse caso obedecendo

Vm:c%, m=1,2.. @.11)

Por ora, tomamos v como uma das frequéncias possiveis, sem nos preocuparmos com a

dependéncia em m. Através da Eq. (2.6), podemos formular uma expressdo para o campo
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magnético na cavidade, polarizado em y. Derivando a Eq. (2.9) em relacdo ao tempo, obtemos

OFE,(z,t 217
8(; >: Vygoq(t)sen(kz), (2.12)

que reinserimos na Eq. (2.6), de tal forma que

[ 9,2
V x B(r,t) = poeo %cj(t) sen(kz)e,. (2.13)
0

Como B(r, t) é polarizado em y, o rotacional é V x B(r,t) = —0,.B,(z,t)e,. Sendo assim, a

expressao para o campo magnético €

B, (1) = —uo\/Z”VT%(t) / sen(kz)dz

P
ok %

p(t) cos(kz), (2.14)

com p(t) simbolizando a derivada de ¢(t) em relagéo ao tempo (78).

O hamiltoniano cldssico H, associado a um tinico modo do campo EM, é dado por

H= % / [eoE2(r,t) + py "B (r, )]dV (2.15)
14

= %/[50E§(z,t) + 1o ' B2 (2, 1)]dV. (2.16)
\%4

Realizando a integracdo (Apéndice B), obtemos
1
H =S¢ (0) +p* (1)), 2.17)

que é, precisamente, o hamiltoniano associado ao SHO (64), para uma particula de massa
igual a unidade. No contexto dessa equivaléncia, os campos elétrico e magnético desempenham
os papéis de posicdo e momentum conjugados quando desconsideramos fatores de escala. O
processo de quantizacdo do campo, entdo, € o mesmo que o de um SHO (83), i.e. substituimos
as quantidades cldssicas ¢(t) e p(t) pelos operadores § e p, respectivamente. Esses operadores

obedecem a relagdo de comutacdo candnica
[4,p] = ihd, (2.18)

na qual 1 representa o operador identidade, o qual serd deixado implicito a partir deste ponto,
salvo quando sua presenca auxiliar na compreensio de uma equacao. Adicionalmente, temos
4, 4] = [p.p] = 0.

Devido a quantizacdo, o hamiltoniano cldssico H assume o papel de um operador no espaco

de Hilbert, cuja forma é dada por

~

I 5.9 .
H = 5(z/2q2 +p%). (2.19)
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Da mesma maneira, os campos elétrico e magnético também se tornam operadores, em funcao

A 202

E.(z,t) = ved sen(kz), (2.20)
0

o 202

By(z,t) = %\/ vaopcos(kz). (2.21)

Os operadores ¢ e p representam observdveis e sdo, portanto, hermitianos. E conveniente, no

degep,

entanto, introduzir o operador adimensional nio hermitiano de aniquila¢io a e seu hermitiano af,

o operador de criacdo. Eles sido definidos por

R N
a= %(VQ—FZP), (2.22)

1
/\T — A g
a T (vq — ip). (2.23)

Naturalmente, os operadores ¢ e p podem ser expressos em fungio dos operadores a e af,

j= \/5(af+a), (2.24)

conforme

h
p=i 7”(&* —a), (2.25)
assim como os campos elétrico e magnético,
E,(z,t) = &(al + a) sen(kz), (2.26)
By(z,t) = iBy(a" — @) cos(kz), (2.27)

sendo 80 = \/hl//&“oveBQ = (,Uo/k’)\/ffohl/g/v.

Considerando que os produtos entre os operadores de aniquilacio e criagdo sdo dados por

1

Aot 2,2 s A ) %)

aa —%V(V q —iv([q,p] +p°), (2.28)
1

ata = %—V(y%f +iv[g, p| + p*). (2.29)

A partir da Eq. (2.18), conclui-se que a relacdo de comutagio entre G e a' é
[a,a] = 1. (2.30)

Notavelmente, a partir da Eq. (2.29), podemos expressar o hamiltoniano, Eq. (2.19), através

dos operadores cria¢do e aniquilagao,
. U
H = hv aa—|—§ : (2.31)

No decorrer da dissertagdo, optamos por utilizar os operadores de criacdo e aniquilagdo ao

invés dos operadores momentum e posicdo, devido a maneira como o modelo JC é formulado.
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Nesse sentido, para discutir a natureza dos operadores de criacao e aniquilagcdo, nos baseamos
em livros-texto candnicos de Mecanica Quantica (64, 83). Come¢amos definindo o operador
numero

h=a'a, (2.32)

que possui autovalores n e autovetores |n), denominados estados niimero. Logo,
n|n) = nin). (2.33)

Desta forma, podemos escrever o hamiltoniano do campo, Eq. (2.31), utilizando o operador

namero

. 1
0= hw (n + 5) . (2.34)

E evidente que H é uma func¢do linear de 7, o que permite a diagonalizag@o simultanea de ambos
os operadores (64). Em outras palavras, a representacao matricial do hamiltoniano, Eq. (2.34), é

diagonal quando escrita na base |n). Utilizando as Egs. (2.33) e (2.34), temos

Hln) = hw (n + %) |n). (2.35)

Logo, concluimos que os autovalores de energia sdo dados por

¢, =hv (n + %) . (2.36)

A equacgdo (2.36) ilustra a discretizacdo da energia do campo. Esse € um aspecto que
evidencia a hipdtese da quantizacdo, formalmente introduzida por Planck (84, 85) para explicar o
comportamento da radiagdo do corpo negro® — mesmo que o termo 1/2 ndo estivesse presente
no trabalho original. A luz dessa interpretagio, podemos associar os autovalores de energia 2
presenca de n fétons com energia /i (77). E importante ressaltar, contudo, que o valor esperado
da energia ndo € discreto, uma vez que um estado arbitrario do campo € descrito por uma

superposicdo de estados nimero, i.e.

(1) =Y Culn). (2.37)

sendo C,, um coeficiente, a priori complexo, cujo médulo quadrado ]C’n|2 representa a probabi-
lidade de encontrar o sistema no estado |n) ao se realizar uma medigio da energia em [i)(t)).
Para n = 0, o oscilador se encontra em seu estado fundamental, e o campo, no estado de vicuo
|0). No entanto, ainda persiste uma energia &, = hr/2, conhecida como energia do ponto zero,
conceito originalmente proposto por Planck (89), em uma reformulacdo do seu trabalho original
(90).

5

E importante destacar que Ehrenfest (86) e Einstein (87) foram os primeiros a enfatizar as implicacdes fisicas
desse aspecto da teoria (88).
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Para abstrair o significado fisico de a e a', calculamos o comutador, empregando a Eq. (2.30),

[, 4] = a'aa — aa'a
= [a',d]a
= —q. (2.38)
De maneira andloga, temos
[h,al] = al. (2.39)

Empregando as Egs. (2.38) e (2.39), comegamos a investigar a acdo de a e a' sobre os estados

nimero. Constatamos que

na|n) = (n —1)aln), (2.40)

nal n) = (n+ 1)a'|n). (2.41)

Essas relagdes implicam que @|n) e a'|n) sio também autovetores de 72, com autovalores (n—1) e
(n+ 1), respectivamente. A diminui¢éo (aumento) do quanta n, associada ao autovalor de energia

na Eq. (2.36), € o que d4 origem ao termo “operador de aniquilagdo (criacdo)”. A comparacao

das Egs. (2.41) e (2.33) leva a conclusdo que a|n) e |n — 1) possuem uma relagdo direta,
aln) =C|ln—1), (2.42)

na qual C representa uma constante numérica, a ser determinada. Fazendo o produto entre os

dois lados da Eq. (2.42) por seus conjugados, obtemos

(n| de Iny = (n—1|C*C|n—1)

n=IcP. (2.43)

Se tomarmos C como positivo e real por convengao, a Eq. (2.42) se torna

aln) =+vnln—1). (2.44)
De modo similar, verifica-se que
atln) =vn+1|n+1). (2.45)

As acdes dos operadores @ e af em estados niimero estdo representadas na Fig. 5, com a ressalva
de que ndo expomos a constante numérica C (1/n ou v/n + 1).

Se aplicarmos sucessivamente o operador de aniquilagdo ¢ em um estado niimero |n), sendo
n inicialmente positivo, o processo eventualmente terminara quando n atingir a nulidade. Poder-
se-ia argumentar que, se n for inicialmente nao inteiro, a sequéncia continuaria indefinidamente,
com n atingindo valores negativos. No entanto, devido a positividade requerida da norma de

a |n), isso ndo € possivel; logo, os valores de n sdo sempre inteiros e positivos (64).
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Figura 5 — Representacdo esquematica da a¢ao dos operadores de criagdo e aniquilagao agindo
nos estados nimero, com a ressalva de que ndo apresentamos a constante numérica C
(v/nou+/n + 1). As expressoes de energia obedecem os autovalores do hamiltoniano,

Eq. (2.36).
3 Energia
hv [n + —] |[n+1)
2
~F
a (criagao de fotons)
1
hvln+ = |1y
"3
a (aniquilacao de fotons)
1
hvin— = -1
[-3] -1

Fonte: Adaptado de (77, p. 11).

A aplicacio repetida do operador de cria¢do a' é sintetizada através da relagio
(ah"
vn!

Devido 2 hermiticidade de 7 e H, os estados |n) formam um conjunto completo, i.e.

10) . (2.46)

n) =

> In)n| =1, (2.47)
n=0
e sdo ortonormais. Com base nisso, os elementos das representa¢des matriciais de a e a'
obedecem
(n'laln) = v/ndwn-1, (2.48)
(n'|af|n) = vV'n + 16, pi1, (2.49)

com ¢; ; simbolizando o delta de Kronecker. Fica claro, através das equagdes acima, que os
operadores de aniquilacdo e criagdo nao sao diagonais na base dos autovetores de n. Isso é
esperado, dado que a e a' nio comutam com 7, como explicito nas Egs. (2.38) e (2.39).

A seguir, apresentamos a evolucdo temporal dos operadores de aniquilacao e criacdo, tendo
em mente a sua importancia na elaboracao do modelo JC. Partimos da equacao de Heisenberg
para um operador O sem dependéncias temporais explicitas® (64),

do i

S = 11.0] (2.50)

Para evitar uma notagdo excessivamente carregada, ndo distinguiremos explicitamente os operadores nas
representacdes de Schrodinger, Heisenberg ou interag@o. A disting@o serd inferida do contexto.

6
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Utilizando o operador hamiltoniano, Eq. (2.31), e a relacdo de comutacdo, Eq. (2.30), obtemos

a equagdo
da ) 1
d—j - % [hu(d*d +3): a}
=iv (a'aa — aa'a)
= —iva, (2.51)
cuja solugdo é
a(t) = a(0)e ™. (2.52)

Considerando o conjugado da equagdo acima, derivamos

a'(t) = a'(0)e™. (2.53)

2.2.1 Flutuacdes do viacuo

Conforme discutido na sec¢do anterior, especialmente no que diz respeito a Eq. (2.35), o
estado nimero |n) possui uma energia bem definida. No entanto, é vdlido questionar se ele
possui, também, um valor esperado de campo elétrico bem definido. A resposta dessa pergunta
comeca com o calculo do valor esperado do observédvel campo elétrico, Eq. (2.26),

(n|Ey(z,t)|n) = (n|&(al + a) sen(kz)|n)
= & sen(kz)( (n|al|n) + (n|aln))
—0. (2.54)
Ou seja, o valor esperado para o campo € (. Contudo, o valor esperado do quadrado do campo,
que contribui para o célculo da energia do campo, Eq. (2.16), é
(n|E%(z,t)|n) = (n|E2(a' + a)? sen®(kz)|n)
= E2sen?(k2)((n|a®n) + (n|ataln) + (n|aat|n) + (n]a®n))

1
= 2% sen?(k2) (n - 5) : (2.55)
O desvio médio AEx(z, t) é, entdo,

M) = (B2 ) — (Eule))

1\ /2
— V/2&y sen (k=) (n + 5) . (2.56)
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O motivo desse desvio no campo para um nimero de fétons bem definido € explicado através da

comutag¢do entre o operador nimero € 0 campo,
[, By (2,1)] = & sen(kz)[ata(a + o) — (a + aha'al,
= &y sen(kz)([al,
= Eysen(kz)(a — a). (2.57)

ala — a'la,a'l),

A partir dessa relagdo de comutagio, pode-se expressar a relagdo de incerteza (64),
~ 1
AnAE,(z,t) = 550] sen(kz)|[(a" — a)], (2.58)

a partir da qual se torna evidente que, para um estado nimero, quanto maior a precisao no
numero de fétons, maior a divida no que diz respeito ao campo elétrico. Existem evidéncias de
que essa incerteza estd associada a fase do campo elétrico (78).

E relevante ressaltar que, mesmo para o estado de vacuo, o desvio médio, Eq. (2.56), é
nao nulo. Isso caracteriza as flutuagcoes do vdcuo, um corolério nao cldssico da quantizagdo do
campo. Essa assinatura quantica é necessaria na elucidac¢do de alguns fendmenos que envolvem
a interacdo entre radiacdo e matéria (77). Por exemplo, a teoria relativistica de Dirac (91,92)
prevé uma degenerescéncia nos niveis de energia 2.5} 3 € 2 /5. No entanto, devido as flutuagdes
do vacuo, isso nao ocorre, ocasionando no Desvio de Lamb (93). Outro cenéario, abordado
anteriormente neste trabalho, € o da emissdo espontanea. A explicac@o se baseia nas flutuagdes
do vacuo influenciando o 4tomo, mesmo na auséncia de radiacao incidente (77).

Vale destacar o esforco de Jaynes e Cummings (1), que se propuseram a estudar “aspectos
classicos da emiss@o espontanea” (94). Os autores demonstraram que € possivel obter a emissao
espontanea sem um campo quantizado. Contudo, a abordagem utilizada por eles ndo corresponde
ao que se entende como semicldssica na literatura. Essa abordagem foi denominada neocldssica,
e, mesmo com essa modificacao, as condi¢des e a forma em que a emissao espontanea ocorre
diferem daquelas previstas pela QED (95). Destaca-se que, quando hd véacuo na cavidade, elas

ndo ocorrem. Retomaremos essa discussdo ao examinarmos as RO do modelo JC.

2.3 ESTADOS COERENTES

E tentador pensar que o limite cldssico do campo EM ocorre quando o nimero de fétons se
torna consideravelmente elevado (n — o0), de maneira que o operador nimero se torna uma
varidvel continua. No entanto, para um determinado estado nimero, qualquer que seja o valor de
n, o valor esperado do campo € 0, Eq. (2.54). Isso contradiz a expectativa clédssica, segundo a
qual, para um determinado ponto em uma cavidade, o valor da intensidade do campo elétrico
varia sinusoidalmente no tempo (78). De forma anéloga, seria natural supor que o valor esperado
do campo reproduzisse esse comportamento. Nesta se¢do, apresentamos os estados coerentes,

que, neste contexto, evidenciam um limite cldssico mais nitido para o campo EM.
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Esses estados foram concebidos por Schrodinger, em 1926 (96), pensando no principio da
correspondéncia aplicado ao oscilador harmonico quantico (97). Entretanto, a partir da década
de 1960, esses estados receberam uma atengdo significativa, impulsionada pelos estudos de
Sudarshan (98), Klauder (99, 100), e, de forma destacada, por Glauber (101-103). Glauber, ao
estudar a coeréncia do campo EM sob a perspectiva desses estados, cunhou o termo “estados
coerentes”’, embora também sejam frequentemente denominados “‘estados semi-classicos”. O
nome “‘coerente” pode ser entendido como uma consequéncia do comportamento do pacote de
ondas nesse caso, que mantém sua forma enquanto oscila ao longo do potencial harmdnico, ou
seja, ele se mantém coeso’ (77).

Ha varias abordagens possiveis para a construg¢do dos estados coerentes (97, 103). A revisao
a seguir € baseada no livro de Gerry e Knight (78) e parte do principio do requerimento de um
valor esperado ndo nulo para o campo elétrico. Para que obtenhamos esse resultado, devemos
inicialmente considerar a acdo dos operadores de criacdo e aniquilagdo, Eqs. (2.45) e (2.44), e
na expressao do operador campo elétrico, Eq. (2.26). Com isso em mente, é possivel inferir que
0 requisito minimo para um estado possuir valor esperado nao nulo de Ex(z, t) é que ele seja
uma sobreposicdo de estados nimero, diferindo no nimero n somente por 1. Outro aspecto
importante é que a substitui¢io dos operadores @ e a' por varidveis continuas na Eq. (2.26),
retorna ao caso do campo classico. Nesse sentido, uma maneira de analisar a expressao através
dessa “lente” cldssica € utilizando os autovetores de @ e a', que possuem um espectro continuo.

Esses autoestados sdo denotados |«) e satisfazem as relagdes

ala) = ala), (2.59)
(ala’ = a* (a]. (2.60)
Os estados coerentes sdo descritos por (Apéndice B)
POV
a)=¢ 2 — |n). (2.61)
) > i)

Com uma expressdo para o estado coerente em maos, calculemos o valor esperado para o campo
elétrico, Eq. (2.26):
(a|Ey(2,1)|a) = & sen(kz)(a + a¥), (2.62)
que podemos reescrever utilizando a forma polar do estado coerente, o = |ale®?,
(a Ey(z,t)]a) = & sen(kz)(|ale® + |ale ),
= 2&|a| sen(kz) cos(h). (2.63)

Verificamos, na Eq. (2.63), justamente o comportamento senoidal desejado. Ademais, determina-

mos o valor esperado de E2(z, 1), tal que
(a|E%(z,1)|a) = E2sen®(kz)( (aaf?|a) 4+ 2 (alatdla) + (a]a?|a) + 1)
= E2sen®(kz)(Ja’e 20 + |al?e®® + 2|a)” + 1)
= & sen?(kz) [4|al? cos?(0) + 1] . (2.64)

7 Traduzimos coheres, do inglés, por “se mantém coeso”, na falta de um termo mais apropriado.
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Com o desvio nesse caso sendo, portanto,
AE,(z,t) = & sen(kz), (2.65)

que sdo, justamente, as flutuagdes do vacuo, obtidas ao empregarmos n = 0 na Eq. (2.56).
Quanto ao significado fisico de ||, podemos investigd-lo através do valor esperado de 7.
Utilizando as Egs. (2.32), (2.59) e (2.60), obtemos a expressio®

(al|a) = (n) = |a?, (2.66)

na qual observa-se que ]a|2 ¢ o nimero médio de fétons no campo. Logo, percebemos que o
desvio, Eq, (2.65), é independente da amplitude do campo |«/|. Por conseguinte, o valor esperado
para o campo elétrico, para um estado coerente, obedece as expectativas classicas e o Unico
desvio € o ruido do vacuo — o que acarreta na minima incerteza possivel (70).

Ademais, € interessante estudar o desvio do operador nimero, considerando um estado

coerente,

N

AR = (n) (2.67)

A incerteza nao nula observada na equac@o acima é oriunda da natureza corpuscular da luz,
que acarreta nos processos de absor¢ao e emissao dos fétons (70). A incerteza relativa, por sua
vez, é A

& = L - (2.68)
(n)  (n)2
Constatamos que, quando o nimero médio de f6tons aumenta (n) — oo, a relevancia do desvio,
Eq. (2.67), diminui (30).

A probabilidade de medir n fétons, realizando a medi¢c@o da energia, em um estado coerente

(€N

P, = |(n|a)]* = e_<”>M, (2.69)

n!
classificada como distribui¢do de Poisson (78). O comportamento dessa distribuicao estd ilustrado
na Fig. 6, para diferentes nimeros médios de fotons na cavidade. Percebe-se que o pico de P,
ocorre para valores de n préximos a (n) (77), sendo essa proximidade mais evidente 2 medida
que o valor esperado de n aumenta.

Por fim, cabe ressaltar que os estados coerentes sdo acessiveis experimentalmente. Eles
podem ser gerados através de uma corrente elétrica oscilante (78) e a distribuicao de f6tons no
laser se aproxima de uma distribui¢do de Poisson, Eq. (2.69), para excitagdes grandes o suficiente
(77).

8 Omitimos o simbolo de operador ao nos referirmos ao valor médio (n) para simplificar a notagdo e evitar

possiveis ambiguidades, especialmente quando esse valor depende do tempo.
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Figura 6 — Distribui¢do de probabilidade para o estado coerente do campo, Eq, (2.69), empre-
gando (n) = 2 (pontos verdes), (n) = 6 (pontos roxos) e (n) = 10 (pontos laranjas).

0,3

ot |\ (n) =

0,1F

0,0 : . .
10 15 20

n

Fonte: Adaptada de (70, p. 194).

2.4 ESTADOS TERMICOS

Outro estado da luz relevante para os objetivos deste trabalho € o estado térmico, associado a
uma fonte de luz térmica (9), como uma lampada de descarga ou um corpo negro. No contexto
da Optica Quantica, ele foi introduzido por Glauber (103), como um estado de entropia maxima
para um dado (n) — embora a matriz densidade para uma distribui¢cdo de Bose-Einstein ja tivesse
sido formulada por von Neumann (104). Fisicamente, esses estados correspondem aos fétons de
cavidades que ndo foram completamente resfriadas (22). Ademais, as propriedades estatisticas
desses estados foram analisadas por Hillery (21).

Na Fisica Estatistica, aplicamos a distribuicao de Boltzmann para modelar distribui¢des de
particulas em equilibrio térmico. Por outro lado, na Mecanica Quantica, utilizamos a matriz
densidade (Apéndice A) para, sob uma perspectiva quantica, representar o estado da cavidade.

Partimos da expressao (78)
exp (—ﬁ /k BT)

Tr [exp (—f]/k‘BTﬂ 7

na qual H corresponde a Eq. (2.34), kp representa a constante de Boltzmann e 7' € a temperatura

p= (2.70)

das paredes da cavidade. Calculando o trago na base {|n)}, obtemos

exp (~ k)] = 3 (nfeso (=1 /) )
B n_exp (—hv/2kgT)
1 —exp(—hv/kgT)

=7, 2.71)
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que denominamos fungdo de particdo Z. Para derivar a expressao acima utilizamos a soma

infinita de uma série geométrica com quociente menor que um [exp (—hAv/kgT) < 1]:

1
1 —exp (—hv/kgT)

Z exp (—hvn/kpT) = (2.72)
n=0

Podemos expressar a distribui¢io de probabilidades relacionando-a com a funcao de particao,
ao escrever

1
P, = (n|p|n) = - €XP (—¢,/kgT), (2.73)

com &, representando os autovalores do SHO, Eq. (2.36). O operador densidade do estado

térmico, utilizando a Eq. (2.73), pode ser reinterpretado como

p=>_ P.ln)n|. (2.74)
n=0

De acordo com o formalismo proposto por von Neumann (105), o valor esperado para um

observavel O em relacdo ao estado p, é
<O> —Tr (ﬁO). (2.75)
Com base nessa relacdo, o nimero médio de fétons na cavidade é

1

() = Trlpn) = () = Tk T) =1

(2.76)

Empregando as Egs. (2.71), (2.73) e (2.76), podemos reescrever a distribuicdo de probabilidades

Fn=1 +1(n> (1 in<>n>)n 2.77)

de maneira que o estado térmico, Eq. (2.74), pode ser escrito da seguinte maneira

N R SYIECIRY
p=r +<n>2(1 +<n>) [n)n| . (2.78)

n=0

como

A Eq. (2.76) é classificada como uma distribui¢do de Bose-Einstein (106) e estd representada
na Fig. 7, para trés casos distintos. Nesse caso, a maior chance é de medir zero fétons no campo,
com a probabilidade decrescendo monotonicamente a medida que n aumenta. Cabe ressaltar que
P, ndo apresenta caracteristicas distintas para n préximo de (n). Em outras palavras, nio existe
um destaque da probabilidade P, quando n = (n).

Com fins de comparagao com um estado coerente, apresentamos o desvio médio do operador
ndmero,

1/2

A= ((n) + (n)*)"", (2.79)

no qual fica claro que as flutuacdes de n sdo maiores que o nimero médio de fétons. A incerteza
relativa nesse caso assume o valor de 1 para (n) > 1. Para (n) < 1, no entanto, obtemos

1/4/(n), similar ao caso de um estado coerente.
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Figura 7 — Distribui¢do de probabilidade para o estado térmico, Eq, (2.77), empregando (n) = 2
(pontos verdes), (n) = 6 (pontos roxos) e (n) = 10 (pontos laranjas).

0,3 « {n) =

30 35

n

Fonte: Adaptada de (78, p. 28).

2.5 TERMO DE INTERACAO ENTRE ATOMO E CAMPO

Ao aplicar sua teoria da radiag¢do, Dirac abordou o problema da interacdo entre dtomo e
radiacdo. Em vez de tratd-los como sistemas separados, o fisico britanico sugeriu que ambos
formam um udnico sistema, cuja energia € composta por trés termos: um correspondente a energia
atOmica, outro a energia EM, e um terceiro, chamado termo de interacdo, que representa o
acoplamento entre os dois. Se esse ultimo termo for desprezado, ndo haverd interacao entre
0 campo e a matéria, impossibilitando a absor¢cdo ou emissdo de radiacdo pelo atomo (107).
Dotado de um didatismo invejdvel, Fermi explica esse raciocinio através de uma analogia. O
fisico italiano compara o 4tomo a um péndulo e o campo EM a uma corda oscilante. Se o péndulo
e a corda ndo estiverem conectados, vibram de maneira independente. No entanto, quando
acoplados por um fio eldstico, as vibracdes da corda perturbam o péndulo. Se as frequéncias de
vibracdo forem diferentes, o efeito € minimo. No entanto, se elas coincidirem, ocorre ressonancia,
e a amplitude de vibragdo do péndulo aumenta significativamente, representando a absorcao de
radiacao pelo dtomo.

Nesta secdo, derivaremos justamente o termo do hamiltoniano do sistema dtomo-campo que
descreve a interacdo entre ambos. Nao assumimos o campo EM como quantizado, uma vez que
essa deducdo € suficientemente abrangente para ser aplicada na abordagem semicléssica.

Se um elétron, ligado a um dtomo, é submetido a um potencial escalar V' (r), seu hamiltoniano

Hy, na representacdo de posicao, é
Hy=—p“+V(r), (2.80)

com p sendo o operador associado ao momentum linear do elétron e m a sua massa. Na presenca
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de um campo EM, o hamiltoniano € modificado para incluir o acoplamento minimo, tal que

Hy = %[p —eA(r, 1) + ed(r, 1) + V(r), (2.81)

sendo A(r,t) e ®(r,t) os potenciais vetor e escalar, respectivamente, e e a carga do elétron.

Aqui, utilizamos o fato de que o campo EM € invariante sob transformacao de calibre (81), o que

implica em
O'(r,t) = B(r,t) — w, (2.82)
Al(r,t) = A(r,t) + Vx(r, 1), (2.83)

sendo x(r,t) a funcdo de calibre neste contexto.
Aqui, assumimos o calibre de Coulomb, com ®(r,¢) = 0 e a condigdo de transversalidade
V - A(r,t) = 0 sendo satisfeita. A vantagem dessa escolha é que a radiag¢do é representada

somente pelo potencial vetor, e portanto, o operador hamiltoniano, Eq. (2.81), assume a forma

. 1 Ox(r,t
= (- A+ Vaia)y — 28Dy 284

Na auséncia de fontes, o potencial vetor possui a forma de uma onda plana, sendo descrito
por
A(r,t) = A(t) exp(ik - 1), (2.85)

com k representando o vetor de onda do campo EM. Para |r| de dimensdes atdmicas e compri-
mentos de onda da ordem de nandmetros, obtemos k - r < 1, de maneira que o vetor potencial é
espacialmente homogéneo. Essa consideracdo é denominada aproximagdo do dipolo, e é valida
para um atomo cujo tamanho é muito menor que o comprimento de onda ¢ = 27 /k (5).
Escolhendo a fungéo de calibre x(r,t) = —A(t)-r e empregando a relagdo 0; A (t) = —E(t),

vdlida para o calibre de Coulomb, podemos reescrever o hamiltoniano, Eq, (2.84), como

. 1
H'(r,t) = —p* + V(r) —er - E(2). (2.86)
2m
Adicionalmente, podemos escrever novamente o hamiltoniano, em fun¢ao do dipolo elétrico

d = er, e do hamiltoniano f[o, Eq. (2.80), tal que
H' = Hy—d-E(2). (2.87)

Sendo assim, concluimos que a interacdo entre radiacao e matéria, dentro do escopo que delimi-

tamos através das aproximacgdes, € sintetizada através do termo —d - E(¢).

Com o termo de interacdo em maos, encerramos este capitulo. Nele, devido ao cardter revisi-
onal, tivemos a oportunidade de explorar, mesmo que indiretamente, uma questao fundamental:
a natureza da luz. Assim, permitimo-nos concluir com uma citacdo de Dirac, que aborda essa
tematica:

“Em vez de trabalhar com a interpretagdo dos fétons como particulas, pode-se
utilizar as componentes do campo eletromagnético. Dessa forma, obtém-se
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uma harmonia completa das teorias ondulatdria e corpuscular da luz. Pode-se
tratar a luz como composta por ondas eletromagnéticas, cada onda sendo tratada
como um oscilador; alternativamente, pode-se tratar a luz como composta por
fétons, os fétons sendo bésons e cada estado de féton correspondendo a um dos
osciladores do campo eletromagnético. Assim, temos a reconciliacio das teorias
ondulatdria e corpuscular da luz. Elas sdo apenas duas descricdes matemadticas
da mesma realidade fisica” (Dirac (72), p. 49, traducao nossa).
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3 MODELO JAYNES-CUMMINGS

O modelo JC (1) descreve a interagdo de um atomo de dois niveis acoplado a um modo
quantizado de uma cavidade Optica ideal, conforme ilustrado na Fig. 8. Considerando sua
relevancia, existe uma vasta literatura dedicada ao seu estudo. Para uma perspectiva compreensiva
e atual acerca do tema, sugerimos o livro de Larson e Mavrogordatos (5).

Neste capitulo, ndo desejamos exaurir o0 modelo, e sim apresentar aspectos emblematicos
oriundos da interagdo entre radiacdo e matéria em nivel microscopico. Na se¢do 3.1, apresentamos
o contexto histérico do modelo JC. Sequencialmente, na se¢do 3.2, deduzimos o hamiltoniano
que caracteriza a interacao entre o sistema de dois niveis e o modo quantizado da cavidade. A
dinamica, de acordo com a Equacdo de Schrodinger e com o operador de evolugdo temporal, é
ilustrada na secdo 3.3. O emaranhamento entre dtomo e campo é abordado na secdo 3.4. Na se¢do
3.5, descrevemos qualitativa e brevemente o aparato experimental que permitiu a verificacao dos
colapsos e renascimentos das RO.

E importante esclarecer o protocolo adotado para as unidades ao longo desta dissertagio.
As grandezas fisicas a que atribuiremos valores sao adimensionais ou possuem dimensao de
tempo ou frequéncia, e fixar uma escala de tempo arbitraria permite que utilizemos unidades

adimensionais nos célculos (5, 108, 109).

3.1 CONTEXTO HISTORICO DO MODELO JAYNES-CUMMINGS

No ano de 1957, Frederick Cummings foi ao escritorio de Edwin Jaynes buscando um
problema para sua tese (30, 110). O tépico sugerido foi uma comparagdo entre as abordagens
semicldssica e quantica no contexto do maser! — uma pesquisa oriunda da hesitaciio que Jaynes
possuia em adotar o campo quantizado (112, 113). Anteriormente, Rabi foi o pioneiro em
estabelecer a abordagem semicldssica em um sistema de dois niveis® (7,8, 115), enquanto Jaynes
posteriormente a estendeu as interacdes no maser (116). O trabalho de Cummings, sob a tutoria
de Jaynes, culminou em um artigo publicado em 1963 (1). A principal constatacao foi que a
perspectiva deles da abordagem semicldssica reproduz propriedades similares as da abordagem
quantica, mesmo no limite de poucos quanta no modo do campo (30).

Em 1965 (9), Cummings mostrou, utilizando a abordagem quantica, que a distribui¢ao de
fétons do modo da cavidade poderia levar a um “espalhamento” de frequéncias de Rabi, causando
uma defasagem do que outrora seria uma evoluc¢do periddica simples. Devido a essa desfasagem,
ocorre o colapso das RO (113). No entanto, para intervalos de tempo superiores ao estudado por

Cummings, o fendmeno oposto ocorre: as oscilacdes retornam, caracterizando o que € conhecido

' O maser é um dispositivo que produz radiacio eletromagnética coerente através da amplificaciio por emissio

estimulada (111).
O problema original estudado por Rabi (77) foi o de um dipolo magnético de spin-1/2 submetido a um aparato
de Stern-Gerlach (114).
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Figura 8 — Esquema ilustrando os sistemas do modelo JC, onde representamos o acoplamento
através de \. O dtomo € representado por um sistema de dois niveis, excitado (|e))) e
fundamental (|g)), enquanto o modo da cavidade ¢ modelado como um SHO, com o
nimero de fétons associado ao estado nimero |n). A frequéncia do modo da cavidade
¢é v, enquanto a frequéncia associada a transic@o atdmica é w.

Fonte: O autor.

como renascimento das RO (10). Esse resultado, obtido por Eberly em 1980 (10), demonstra a
sensibilidade do campo em relagdo a discretizagcdo dos fétons, e, consequentemente, aponta a
assinatura quantica da radiagdo. Em 1987, em um experimento conduzido pelo grupo de Herbert
Walther (3), obteve-se a primeira verificagao experimental das predicdoes do modelo, verificando
a natureza quantica do campo. Nove anos depois, ao analisar tempos de interacdo mais longos, o
grupo de Haroche (4) observou os colapsos e renascimentos das RO. A partir de entdo, o interesse
pelo modelo JC aumentou drasticamente. Atualmente, ele e suas generalizagdes sdo amplamente
adotados em uma variedade de sistemas diferentes, sendo fundamental no que diz respeito a
interagdes dtomo-campo. Como apontam Knight ef al. (113), € irdnico que Jaynes, defensor
da abordagem semiclassica, o tenha criado. Por outro lado, em um relato pessoal, Cummings

oferece uma perspectiva positiva sobre as repercussoes do modelo que leva seu nome:

“Um dia, por volta de 1989, um colega da UCR me deu um tapinha no ombro:
"Vi seu nome no titulo de um artigo”. ("H&a?"). Um nimero surpreendente de
novos tépicos empolgantes e importantes surgiu desde o experimento WRK
de 1987, proporcionando uma arvore sempre ramificada de novas teorias e
experimentos.

E tentador intitular este relato como "Tenha seu nome publicado: diagonalize
uma matriz 2 x 27 (Cummings (110), p. 2, traducdo nossa).

3.2 HAMILTONIANO DO MODELO JAYNES-CUMMINGS

O hamiltoniano do modelo JC € constituido por trés termos, correspondentes ao &tomo H,,

ao campo Hp, e a interacdo entre eles H:

H=Hs+ Hp + H. (3.1)



41

No subcapitulo 2.5, deduzimos o termo de interacdo entre campo e atomo, Eq. (2.87).
Reformulamos a forma do termo de interacdo, assumindo tanto o campo quanto o dipolo elétrico

como operadores, escrevendo-o na forma

H;=-d-E. (3.2)
Cabe ressaltar que assumimos que ndo hd uma dependéncia temporal em E. Utilizando as Egs.

(2.2) e (2.26), podemos reescrever H; como
Hy=dY(a+ah), (3.3)

sendod = d - ey, e introduzindo
T = —&sen(kz). (3.4)

Considerando a representa¢do matricial de d, tém-se os kets |e) e |g), representando os niveis
excitado e fundamental do d4tomo, respectivamente. Embora o 4tomo possa apresentar multiplos
niveis em um cendrio experimental, assumimos que apenas dois deles estdo significativamente

acoplados ao modo da cavidade? (6,30). A notagio que utilizaremos é

le) = , o) = : (3.5

A partir daqui, nos referiremos ao dtomo também como two-level system (TLS). Podemos

escrever um operador genérico O, em uma base {|i),i = 1,2,3...}, como (64)

0= ZZI (ilO13) (4] (3.6)

De tal forma que, a partir da Eq. (3.6), inferimos que a expressdo para o operador dipolo assume
a forma (78)

d = |e)el d|e)e| +gXglde)e| + leXel dg)gl + lg)gl d]g)gl - 3.7)

Para avaliar essa equacdo, empregamos um argumento de paridade; como d é impar*, ele conecta

elementos de paridades opostas. Sendo assim, temos

(e|dle) = (gld|g) = 0. (3.8)

Considerando que d é hermitiano e as Egs. (3.8) e (3.7), verificamos que d pode ser descrito

como
d=d|g)e| +d"|e)g], (3.9)

Consequentemente, o sistema atdmico estd associado a um espaco de Hilbert de duas dimensdes. Nesse contexto,
como mostraremos adiante, usando as matrizes de Pauli podemos escrever qualquer operador em um subespago
de dois niveis (6).

Tomamos como fmpar um operador que anti-comuta com o operador paridade (64). Uma vez que o operador
posi¢do, do qual o dipolo depende, é impar, o operador dipolo também € impar.

3

4
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na qual introduzimos os elementos do operador dipolo: (g| d |e) = d e (e| d |g) = d*. Os produtos

externos podem ser interpretados matricialmente,

01 00
|6><g|=<0 o)’ |g)e| = (1 0)' (3.10)

Nesse contexto, analisamos os produtos externos através da acdo deles sobre os kets |e),

le) (gle) =0, (3.11)
g) (ele) =1g) ,

elg),
le) {glg) = le), (3.12)
|g) {elg) = 0.

Percebe-se que eles realizam a transicdo de nivel no TLS, assemelhando-se aos operadores Sy,
que atuam sobre os autovetores do operador spin em z, S, (64). Isso se deve ao fato de que
dindmica de ambos sistemas, o dtomo de dois niveis e o spin-1/2, quando submetidos a um
campo EM, sdo formalmente similares (117). A conexdo entre os dois se dd através da dlgebra

su(2) (60,118), também conhecida como dlgebra de Pauli:
65, k] = 2i€j01, (3.13)

na qual €;;; € o simbolo de Levi-Civita e ¢; representam as matrizes de Pauli (119),

01 0 —i 10
5y = Gy = b= . 3.14

Podemos expressar a matriz ., também denominado operador de inversdo (5), através de

seus autovetores, Eq. (3.5), tal que

o= = le)el —g)gl- (3.15)

A partir da Eq. (3.15), apresentamos a a¢do de 7, sobre os kets |e) e |g):

o:1e) = e). oo
d-19) = —19)-
Os produtos externos entre os estados atdmicos, Eq. (3.10), sdo definidos como os operadores
escada 64,
o+ = leXgl, 3.17)
o- = |g)el, (3.18)

que, por sua vez, possuem as seguintes relacdes de comutacio

64,6.] = 6., (3.19)
[6,,64] = +26. (3.20)
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Figura 9 — Esquema ilustrando os niveis de energia do d4tomo e os operadores escada 1. E
instrutivo compara-la com a Fig. 3.

" Energia
E,=— le)
2
G
+
E,=0 B P U URIN SUPP
how
Eg = - 7 |g>

Fonte: Adaptado de (78, p. 92).

A agdo dos operadores 04 nos kets associados aos niveis atdmicos esta ilustrada na Fig. 9. A
partir das Eqgs. (3.9), (3.17) e (3.18), podemos expressar o operador dipolo como

~

d=do_+do,, (3.21)
que empregamos para reescrever o hamiltoniano de interagdo, Eq. (3.3),
Hy = Y(do_ +d*6,)(a+ah). (3.22)

A partir deste ponto, assumimos que d é real. Introduzimos o pardmetro de acoplamento

A = Yd/h, tal que o hamiltoniano é dado por
Hy = h\6_ + 6, )(a+ah). (3.23)

Para derivar o termo atomico, H A, primeiro analisemos as energias do TLS. Tomamos como
nula a energia no ponto médio entre os estados excitado e fundamental do 4tomo, com a energia
de transigdo entre eles sendo hw = E, — E,. Consequentemente, E, = —FE, = 1/2hw. Os niveis
de energia atdmicos, seguindo a convencao proposta, estdo ilustrados na Fig. 9.

Espera-se que o hamiltoniano tenha a seguinte agéo sobre os estados |e) e |g):
Hyle) = E.le),

) (3.24)
Halg) = Eylg) -

E evidente que os kets |e) e |¢) sdo autovetores de H 4, de autovalor, respectivamente, F, e F,.
Utilizando o teorema espectral (64) e a Eq. (3.15), podemos escrever o hamiltoniano atdmico

Hy = E. |e)e| + E, |g)g]
= E.(le)e| — |g)Xg])

1
= 5%&2. (3.25)
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O hamiltoniano do campo foi amplamente discutido no capitulo 2, e o reescrevemos aqui

sem a energia do ponto zero,
Hp = hva'a. (3.26)

Embora a omissao da energia do ponto zero possa parecer inusitada, considerando o enfoque
anteriormente dado a ela, essa simplificacao nao afeta a dinamica do sistema. As caracteristicas
quanticas do modelo ainda emergirdo, mesmo com a exclusio desse termo.

Munidos dos trés termos que constituem a Eq. (3.1), podemos construi-la explicitamente.
Empregamos as Egs. (3.1), (3.23), (3.25) e (3.26), de tal forma que o hamiltoniano do sistema é
dado por

.1
H = Shwo. + hva'a +hAN6_ + 64 )(a+al),

1
= Shwo. + hvata +hN(Gra+ 64" +6_a+6_al), (3.27)

conhecido como hamiltoniano de Rabi quantico. Para avaliarmos as interacdes da Eq. (3.27), é
interessante analisarmos a evolug@o temporal de .. — a evolugdo temporal de suas contrapartes,
associadas ao campo, ja foi apresentada na subsecao 2.2. Utilizando a equacdo de Heisenberg,

Eq. (2.50), obtemos a equacao diferencial

W e
W .
= 5 [ 2z Ui]
= +iwoy, (3.28)
cuja solugdo é
64(t) = 61 (0)e*™", (3.29)

Utilizando as Egs. (2.52), (2.53) e (3.29), podemos aproximar a dependéncia da evolugao

dos produtos dos operadores, presentes na Eq. (3.27), em relacio as frequéncias’® w e v:

&+& ~ ez(w—I/)t7

&7&’[ ~ efz(wfy)t’

‘ (3.30)
a_erT ~ ez(eru)t?

& b ~ efi(w%»u)t.

No caso de quase ressonincia, com w ~ v, os dois ultimos termos oscilam rapidamente,
quando comparados aos dois primeiros. Esses termos sdo denominados contra-girantes, e estao
associados a interacdes que, quando analisados individualmente, desafiam a intui¢ao. Eles
representam a criacao (aniquilagdo) simultanea de um féton e uma excitagdo atdmica (6); em

6.a', o dtomo é excitado e o campo absorve um féton, enquanto em 6_a o 4tomo migra para

> Utilizamos a Representacdo de Interacdo para analisar a evolugdio temporal dos produtos e empregar uma

aproximacao.
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Figura 10 — Esquema ilustrando as interacdes no hamiltoniano de Rabi. Contra-girantes: Em (a),
o campo tem n + 1 fétons e o atomo, excitado, emite um féton. Em (b), o atomo
migra para o nivel fundamental, e o campo possui n fétons. Girantes: Em (c), o
campo tem n fétons e o d&tomo, excitado, emite um féton. Em (d), o 4tomo migra
para o nivel fundamental, e o campo possui n + 1 fétons.

e

e

Emissao

9) ) O

ln+1) |n)
(a) ()

Emissao

) 2 O

|n) |n+1)
(0) (d)

Fonte: O autor.

o nivel fundamental e o campo emite um féton. Empregamos a aproximacdo da onda girante
(RWA), na qual os termos contra-girantes sdo desprezados®.

O hamiltoniano decorrente da RWA é dominado pelos produtos &,a e 6_a', chamados de
girantes. Eles caracterizam uma “dinamica de flip-flop” (6), com uma troca de quanta entre
os graus de liberdade do TLS e do campo. Em ¢ a, o dtomo € excitado € o campo emite um
féton, enquanto em 6_a' o d4tomo transita para o nivel fundamental e o campo absorve um
féton. Outrossim, no caso ressonante w = v, o hamiltoniano, na representacdo de interacao, é
independente do tempo. A dindmica dos termos contra-girantes e girantes estd representada na
Fig. 10.

O hamiltoniano de Rabi, Eq. (3.27), sob a RWA, € expresso por

o1
H= §hw&z + hva'a + hA(6a + 6_al), (3.31)

que € o hamiltoniano do modelo JC. Parafraseando Salasnich, “o hamiltoniano deste modelo

®  Essa aproximacio é vilida enquanto o acoplamento nio é comparavel a frequéncia do modo da cavidade, i.e.

A < v (30).
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pode ser considerado a droséfila da Optica Quéntica: ele contém fisica o bastante para contemplar

muitos fendmenos na optica atbmica e em cavidades da QED” (59, p. 7, tradug@o nossa).

3.2.1 Numero de excitagOes

O espaco de Hilbert que representa o sistema JC, H, € um produto tensorial entre os espacos
de Hilbert do TLS, H 4, de dimensao 2, e do campo, H r, de dimensao infinita (117) (Apéndice
A). Sendo assim, H ¢é definido por

H=Hs@HF. (3.32)

Consequentemente, o hamiltoniano, Eq. (3.31), age sobre um vetor de estado definido pelo

Yr),
(U) = |a) @ [thp) . (3.33)

produto tensorial entre os estados do dtomo, |1)4), e do modo da cavidade,

Nesse sentido, um par de estados importantes para o modelo JC sdo os bare states (BS) (5) ,
estados produto definidos por
le) @ |n) = le,n),
l9) ®[n) =g, n).

Ao longo da préxima subsecdo, veremos como a dinamica do sistema JC centraliza os BS,

(3.34)

mesmo que eles ndo sejam autovetores do hamiltoniano’, Eq (3.31). Nesse sentido, um vetor de
estado, para um instante ¢ arbitrdrio, ¢ uma combinac@o linear de |e, n) e |g,n),

[e.9]

[T()) =D [Cenlt) le,n) + Cyn(t) lg,m)], (3.35)

n=0
na qual C, ,,(t) e C,,,(t) sdo amplitudes de probabilidade, que dependem das condi¢des iniciais
do sistema. A partir da Eq. (3.35), temos a probabilidade P, ,(t) = |C.,,(t)|* de encontrar o
dtomo no estado excitado e o campo com n fétons. Em contraste, a probabilidade P, ,,+1(t) =
|C,.ns1(t)|” expressa a probabilidade de encontrar o dtomo no estado fundamental e a cavidade
com n + 1 fétons. As probabilidades atdmicas, considerando todos os possiveis estados da

cavidade, sdo, respectivamente,

P.(t) = |Cen(D],

o0 (3.36)
Pyt) =Y 1Conur ()]
n=0
Outrossim, os BS, Eq. (3.34), sao autovetores do operador
- 1
Ng=a'a+ 562” (3.37)

7 Qs autovetores do hamiltoniano, por sua vez, sdo denominados dressed states, e ndo serdo abordados nesta

dissertacao.
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denominado niimero de excitagdes. Os autovalores dos estados |e, n) e |g, n) sdo, respectivamente,
n+ 1/2 en — 1/2. Analisemos a relacdo de comutagio desse operador com o hamiltoniano,
Eq. (3.31). E facil ver que os hamiltonianos do TLS, H 4, € da cavidade, H £, cOmutam com N .

Apresentamos o calculo para o termo de interagao, Hy,
7N 5. ata s Ls its ata o Ls
[H[, NE] = h( |40y dla+ So.| + |ale_.dla+ So. | ). (3.38)

no qual os comutadores dos termos individuais sdo

ao .y, %&Z = —a0.,
- 5 (3.39)
la'o_,a'a] = —a's_,
1] .
46—, 50| =a'6-
Sendo assim, fica evidente que
[ﬁ, NE} —0, (3.40)

significando que He Ng podem ser diagonalizados simultaneamente. Ou seja, o nimero de
excitacOes do sistema € uma quantidade conservada. A escolha de uma base que diagonaliza Ng
leva a uma estrutura diagonal em blocos no hamiltoniano (120), onde cada bloco constitui um
subespaco invariante de dimensao finita. Cada bloco B, corresponde a um nimero n e possui
dimensao 2 x 2, devido a degenerescéncia dos autovetores do operador nimero de excitagdes,
le,n) e lg,n+ 1). A excegdo € o estado fundamental ndo degenerado |g, 0), que forma um bloco
1 x 1 e € autovetor do hamiltoniano (6). Essa estrutura é fundamental para o modelo JC, uma vez
que, sob certas condi¢des iniciais, isso leva a solucdes analiticas sem a necessidade de métodos
aproximativos (117).

Adicionalmente, podemos reescrever o hamiltoniano, Eq. (3.31), utilizando o operador N IoR
H =hwNg + 5A6. + h) (6ra+0c_a'), (3.41)

sendo A a dessintonia entre o TLS e o campo,
A=w—vr. (3.42)

Como hvNg ndo contribui efetivamente para a dindmica, podemos utilizar apenas os dois
ultimos termos, que denominamos ), para analisar a evolugdo temporal do sistema® (5, 78).

Definimos esse hamiltoniano como

V= g‘Aa—z + R\ (Gia+6-at). (3.43)

8 Empregamos a Representacio de Interagio.
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Essa representacdo € util para tornarmos explicitos os subespagos mencionados anteriormente.

Na base dos BS, Eq. (3.5), podemos expressar VY como (30)

0 0 0

. 0 hg 0 --- R AL AW+ 1

Do o ! = 2 ) (3.44)
0 0 hy - EWn+1 Al

Na matriz, é possivel ver como o hamiltoniano 1% acopla os estados que pertencem a um
Unico subespaco 2 X 2, com os processos de emissdo e absor¢do sendo descritos pelos elemen-
tos fora da diagonal: (e, n|V|g,n + 1) corresponde  transicdo |g, n + 1) — |e, n), enquanto
(g,n + 1|V]e,n) descreve |e,n) — |g,n + 1) (121).

Podemos reescrever o Hamiltoniano da Eq. (3.31) de outra forma, distinta da apresentada na
Eq. (3.43). Separamos a Eq. (3.31): H, contendo as parcelas do TLS e do campo, e H contendo

a parcela de interacdo sob a RWA, tal que

1
m:-m¢+mﬁm (3.45)
Hr=h\(6a+6_a"). (3.46)

Na Representacio de interagéo9, o vetor de estado evolui temporalmente de acordo com V
que € definido por'® (64)
V = et/ it/ (3.47)

enquanto os observaveis evoluem de acordo com I:IO. A partir das Egs. (3.45), (3.46) e (3.47),

apresentamos o cdlculo de V:

V:hmmWW&a+&jwamWﬁ

~ o~ —i(Lus Al T ~ T
_ h)\[ waz—i-l/a a)t 6. ae i(zwéz+vata)t + 6( wé+va a)to__ T z( wé+vata)t ]

— h)\(@l éwaz O'+€ 1§wazt6wafatd€fwafat + eigf#&zta—ie*ighwa'ztei'/dtflt&'fe*iV&Tdt) ) (348)
Para avaliarmos a Eq. (3.48), utilizamos a férmula de Baker-Hausdorff (64),

S o2
e Be ™ = B+ af[A, B] + —

2M¢A3H+“” (3.49)

Utilizamos as Egs. (2.38) e (3.19), de maneira que obtemos

. /\'i’/\ ~ s /\T/\ ~ s
ez(ua a)tae i(vala)t _ ae wt’
. A-‘-A ~ s /\T/\
ez(zxa a)ta’[e i(vata)t _ aewt (350)
1 1,4 .
ez( wb )t A Gie —i(zwdz)t _ :Izo_:tezwt

A utilizacdo do hamiltoniano V, na secdo anterior, também € uma escolha possivel somente na Representagdo de
intera¢do, mas ndo nos aprofundamos, justamente porque abordariamos esse aspecto aqui.
Optamos por deixar implicita a dependéncia temporal de V no caso de acoplamento constante, a fim de tornar
mais clara a distin¢do entre os cendrios de acoplamento constante e dependente do tempo.
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Figura 11 — Representacao esquematica dos procedimentos que utilizaremos ao estudar a di-
namica. Iniciamos com o estado inicial puro (|¥(0))) ou misto (p(0)), e, no final,
obtemos a inversdo de populag@o atémica (¥ (¢)) e a VNE para o subsistema atdmico
(S(p™*)). Para obter a evolugio temporal, empregamos a equacio de Schrodinger,
Eq. (3.52), ou o operador de evolugio temporal U (t).

Calculo das probabilidades

— W)

[P (D)

ihm = /\7| ‘I’(t))
dt ~
Ut)

Elementos da diagonal

Diagonalizagao

|¥(0)) 50) —  s(3")

Fonte: O autor.

Empregando a Eq. (3.50), reescrevemos o hamiltoniano V como'!

V = hA(64ae™™ + _afe™AY), (3.51)

Fora da condicao de ressonancia, Vé por vezes mais vantajoso que % por ter um traco nulo
na representacdo matricial, mesmo que as solug¢des sejam efetivamente as mesmas. Ainda, na
literatura, existe certa preferéncia pelas equagdes diferenciais resultantes de V, ao aplicarmos a
Eq. de Schrodinger. Cabe ressaltar, quando A = 0, as Eqs.(3.43) e (3.51) sdo iguais.

3.3 DINAMICA DO MODELO JAYNES-CUMMINGS

Nesta secdo, mostraremos duas maneiras de obter a evolucdo temporal do sistema. A primeira
enfoca as amplitudes de probabilidade, Eq. (3.35), utilizando a Equacdo de Schrodinger. A
segunda define um operador de evolucao temporal a partir do hamiltoniano na Representagao
de Interacdo. No segundo caso, partimos da condi¢do de ressonancia. Na Fig. 11, apresentamos

uma sintese dos procedimentos que utilizaremos ao estudar a dindmica.

1" Poderfamos partir da Eq. (3.43) e obter o hamiltoniano V, através de uma transformacg@o unitdria que rotaciona
o hamiltoniano V em relagio ao termo (AA/2)6, (30).
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3.3.1 Equacdo de Schrodinger

Na Representacdo de Interacdo, a equacao de Schrodinger é dada por

dfe@)
5 = V@) (3.52)

ih
Como mostramos na subsecao 3.2.1, o hamiltoniano do modelo JC viabiliza transicdes do tipo
le,n) <> |g,n + 1). Sendo assim, podemos aplicar a Eq. (3.52), para encontrar a evolucdo
temporal das amplitudes C, ,,(t) e C,; ,,+1(%), Eq. (3.35). Com isso em mente, utilizamos as Egs.

(3.51) e (3.35) para calcular o lado direito da Eq. (3.52),

V() = BA(G+06'S + 5-ae™) 3 [Cn(®) ) + Cya®) 9 )]
n=0
= mz gn(D)vVne® le,n — 1) + Copn(t)Vn+1e " [g,n+1)].  (3.53)

Em contrapartida, o lado esquerdo da Eq. (3.52) é

CdU() o ~
ih——r —;[Ce,n@)Ie,n)wg,n(t) 9, m)]- (3.54)

Projetamos as Eqgs. (3.53) e (3.54) sobre os bras (e, n| e (g, n + 1|, de maneira que obtemos

o sistema de equacdes diferenciais,

Ce,n(t) - _ng,n+1 (t))\\/ n —+ 1€iAt,

. ' (3.55)
Cymi1(t) = —iCepn(t)A/n + Le A
O coeficiente C. ,,(t) (Apéndice B) é descrito pela expressao
nt A nt
Cen(t) = {Ce,n(o) {Cos (@2 ) — Z@—n sen (@2 )1 s
2iAv/n + 1 nl : '
—$Cg ne1(0) sen (@_) } A2,
O, ’ 2

na qual @,, é a frequéncia de Rabi generalizada, definida por

O, = VA2 +4X2(n + 1). (3.57)
Analogamente, C, ,, 11 () é
Ot 1A Ot
Cg,n—i—l(t) = {Og,n+1 (0) |:COS ( 9 ) + @_n sen (T)]

(3.58)

_2Zidvntl V@n—HCM(O) sen (%) } o—iAt/2.
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Com os coeficientes e uma mudanca de indice em C, ,, 11 (t), podemos reescrever o estado

geral, Eq. (3.35), como

-5 (feno o () (%)

n=0

2iAv/n +1 Ont ;
T (%)}

O, 1t iA Op_1t
+ {Cg,n(O) {cos( ) ) + o sen( 5 )]

CBWRG ) een <%> } oit2 |g>) n) .

(3.59)

On1
De maneira geral, neste trabalho nao estamos interessados em estudar os efeitos do estado
inicial atdmico sobre a dindmica do sistema (122). Devido a isso, adotamos C,,,(0) = 0 e
Con(0) = Cp, 3°°° |Cn|? = 1, com o TLS inicialmente excitado e o modo da cavidade com

uma distribui¢@o definida por C,,. Sob essas restrigdes, o vetor de estado é dado por

=3 {cn {Cos (@;t) _ gsen (@2"75)1 I

n=0 (3.60)

Lo {_ 2i\/n son (@n—1t>:| o2 |g>} In).
6,1 2

O estudo da dinamica proposto aqui enfoca a inversdo de populagdo ou inversdo atomica
W (t), definida como

W(t) = (02) = Pe(t) — Fy(t), (3.61)

com P,(t) e P,(t) representando as probabilidades associadas ao TLS, Eq. (3.36). Essa funcao é
experimentalmente mensurdvel (30, 123) e € frequentemente calculada no modelo JC e em suas
extensoes (124).

Como vimos no capitulo anterior, existe uma variedade de estados para o modo da cavidade.
A seguir, evidenciamos o comportamento da inversdo de populacdo para os estados nimero e
coerente.

Caso inicialmente a cavidade possua n fétons e o TLS esteja excitado, o estado do sistema,
parat =0, é

|W(0)) = le,n) . (3.62)

Nesse contexto, de acordo com a Eq. (3.60), o vetor de estado em um instante ¢ € expresso por

() = [cos (92’”) - %sen (%)} (B2 o )

3.63
2i\/n + 1 ((—),J) it/ (3.63)
———  sen | — | e lg,n+1).
O, 2
As probabilidades P.(t) e P,(t), nesse caso, sdo determinadas por
A% 4 2)\2 1 t
Py = A2 DL cos (O8]

" 3.64
P () — 2X%(n + 1) [1 — cos (O,1)] (3.64)

10 -~
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Segue que a inversdo de populacdo é descrita pela equacao

A? N 4X%(n + 1) cos (O,t)

Walt) = 52 o2 ’

(3.65)

na qual inserimos o indice n para tornar explicita a dependéncia no nimero de fétons da cavidade

quando ¢ = 0. Para o caso ressonante, a Eq. (3.65) se reduz a
W, (t) = cos (), (3.66)
sendo €2, a frequéncia de Rabi ressonante,

n=2\Vn+ 1. (3.67)

Tanto na Eq. (3.65), quanto na Eq. (3.66), € possivel constatar o caréter oscilatdrio e periddico da
inversao de populacdo, oriundo dos processos de absorcao e emissdo de fétons que, nesse regime,
acontecem com uma frequéncia constante. O comportamento que caracteriza essa mudanca na
ocupacao dos niveis atdmicos € conhecido como RO e nao é exclusivo a abordagem quéntica
(1,78) da interagao luz-matéria.

Contudo, € interessante pontuar que, mesmo quando o estado inicial do modelo € |e, 0),
com o modo da cavidade inicialmente no vacuo, a populacdo do TLS ainda apresenta variagoes.
Esse efeito advém da emissao espontanea de um féton pelo dtomo excitado, que, em seguida,
o absorve e o reemite, de acordo com a frequéncia de Rabi (se¢do 2.1). Essa consequéncia
da abordagem quantizada, denominada RO do vécuo, ndo se evidencia quando a abordagem
semicléssica € empregada.

Os efeitos da dessintonia podem ser vistos na Fig. 12(a), com uma diminui¢do na amplitude
maxima das RO e uma pequena mudanga na frequéncia de Rabi. Por outro lado, um aumento
no numero de fétons inicialmente presentes na cavidade resulta em uma maior frequéncia das
oscilagdes, como pode ser constatado na Fig. 12(b), onde considerarmos o cendrio ressonante.

O fato de as RO reproduzirem um comportamento parecido ao obtido quando utilizamos a
abordagem semiclassica € intrigante, uma vez que os estados nimero sdo distintivamente nao
classicos (78). Isso nos leva a seguinte pergunta: qual o comportamento das RO quando o modo
da cavidade se aproxima de um cendrio mais cldssico, isto é, quando estd em um estado coerente?
Para analisar essa perspectiva, consideremos o estado inicial

o0

1W(0)) = |e,a) = Z(J len)=> e 'a‘\/_|en> (3.68)

n=0
Na condic¢do de ressonancia, o vetor de estado, Eq. (3.60), para um instante ¢ é
> 12 Q Q
U(t)) = —alal” —— .y — . 1] . :
| (t)) ;e m[“’s(z )|e,n> zsen(2 )lg,n+ >} (3.69)

Empregando a Eq. (2.69), a invers@o de populacio nesse caso é expressa pela equacao

[e.o]

W(t) = Ze"o“ ’n|' cos (Q,t) (3.70)

n=0
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Figura 12 — Em (a), apresentamos o comportamento da inversdo de populacio, Eq. (3.65), para
diferentes valores de dessintonia: A = 0 (linha sélida azul), A = 0,25 (linha
tracejada laranja), A = 0,50 (linha pontilhada verde), adotando n = 0. Em (b),
apresentamos a inversao de populaciao na condi¢do de ressonancia, Eq. (3.66), para
diferentes nimeros de fotons inicialmente na cavidade: n = 0 (linha sélida azul),
n = 1 (linha tracejada laranja), n = 2 (linha pontilhada verde). Em ambos os
gréficos, utilizamos A = 1.

— A=0,00---A=0,25 .. A=0,50 (a)
1,0F-
0,5
= 0,0
-0,5} ‘
~1,0}, ,
0 2 4 6
t

’ /

Fonte: O autor.

na qual se observa uma semelhanga entre a parte dependente do tempo e a Eq. (3.66). Essa
similaridade é uma consequéncia de um aspecto importante do modelo JC, no qual os vetores de
estado para cada um dos estados nimero evoluem independentemente (94). Concluimos que,
com ressonancia e estado inicial dado pela Eq. (3.68), a inversdo de populacdo pode ser escrita
como (94)

W(t)=>_ P,Wy(t), (3.71)
n=0
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W, (t) coincidindo com a inversdo de populagdo da Eq. (3.66). Nesta se¢do, tratamos do caso
em que P, corresponde a distribui¢do de Poisson, Eq. (2.69), associada aos estados coerentes.
No entanto, a relacdo da Eq. (3.71) ndo se limita exclusivamente a tais estados (60, 94,125, 126).

Explicitando a dependéncia do nimero médio de f6tons e do acoplamento na Eq. (3.70),

podemos escrever a inversdao de populagdao como

W(t) = Z e_<"><:;—>'n cos (2)\\/71 + 1t> : (3.72)
n=0 ’

que nao possui uma expressao analitica fechada (10). Para analisar a sua evolugao temporal,
do ponto de vista numérico, truncamos os estados nimero que formam a distribuicdo em um
numero n ¢, com a condigdo S Pn ~ 1 sendo respeitada. A precisio desse método pode ser
testada adicionando mais termos ao somatorio e verificando se o resultado se altera (127).

Na Fig. 13 apresentamos o comportamento das RO nesse cendrio. Observa-se um padrao
de colapsos e renascimentos. Inicialmente, as oscilacdes ocorrem e, rapidamente, desaparecem
(9). No entanto, depois de um certo periodo de repouso, as RO revivem — embora ndo com a
mesma amplitude. Para tempos maiores, colapsos e renascimentos ocorrem sequencialmente,
com 0s renascimentos tornando-se menos nitidos. Esse comportamento no modelo quantizado é
distinto do caso semi-classico, onde as oscilagdes mantém uma amplitude constante € um cardter
periddico (78).

Primeiro, analisemos o colapso das RO. Uma vez que temos uma incerteza no estado da
luz An > 0, Eq. (2.67), podemos inferir que existe uma interferéncia negativa nos termos da
expansao da Eq. (3.72) (5). Devido aos aspectos da distribui¢ao de Poisson, Eq. (2.69), com um
pico para n préximos de (n), podemos definir uma frequéncia de Rabi dominante

Quy = 20/ (n) + 1~ 20/ (n),  (n) > 1, (3.73)

com a incerteza em n para o estado coerente sendo An = <n)l/ 2, Eq. (2.67). Logo, podemos

definir uma variag@o €2,,)+ A5 a0 redor da frequéncia dominante, Eq. (3.73),

Qyran = 220/ (n) £ An, (3.74)

que podemos calcular utilizando o fato de que (n) > (n)"/? no limite (n) > 1:

1
1/2
Q<n>iAﬁ = 2/\ <n> / ]_ :t W,

~ 1/2 1
=2x(n)"2 £\ (3.75)

Inicialmente, esses termos da soma oscilam em fase, resultando nas oscilagdes iniciais
com a frequéncia dominante €),,, para { < 1. No entanto, essas contribui¢des sofrem um

defasamento e, quando somados de acordo com a distribuicao de Poisson, se anulam. Nesse
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Figura 13 — Inversdo de populacdo para o estado inicial excitado da TLS e coerente da cavidade,
Eq. (3.68), considerando um nimero médio de fétons de (n) = 25e A = 1. Em
(a) temos um intervalo de tempo menor, enquanto em (b) podemos ver um recorte
maior do comportamento de W (t), Eq. (3.72).

1,0-l l-
(a)
0,5}
= A AAA"
E 0,0 vnv vaVUVU
_075-
-1,0f, \
0 10 20 30 40
t
1,0F

—1,0'|

0 20 40 60 80 100 120 140
t
Fonte: Adaptada de (78).

contexto, introduzimos uma taxa de defasagem , que mensura o espalhamento das fases €,,¢
no intervalo [(n) — \/(n), (n) + +/(n)], definida como a diferenca méxima das frequéncias de
Rabi (128),

Y = Qmyran — Qmy—an- (3.76)

Sendo assim, o tempo de colapso . € o periodo associado a essa taxa. Podemos descrevé-lo
como

R (3.77)
v
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que, para (n) > 1, se reduz a
1

Cabe dizer que os colapsos ndo sao uma evidéncia da quantizagdo da luz (5, 121), uma vez que

te (3.78)

uma distribui¢do continua de fétons poderia levar aos colapsos (129).

Para examinar o fendmeno dos renascimentos, retornamos a Eq. (3.72); a inversdo atdmica é
formada por uma soma de termos oscilantes, cada um com a sua respectiva frequéncia de Rabi
.. Quando termos vizinhos oscilam fora de fase por 7, eles se cancelam. Contudo, se eles
oscilam em fase, ocorre uma interferéncia construtiva. Como, novamente, somente as frequéncias
préximas de €2,y contribuem efetivamente, os renascimentos ocorrem em tempos ¢,., quando os
termos vizinhos possuem uma diferenca de fase multipla de 27. Sendo assim, a relacao entre a

diferenca de frequéncias de Rabi dominantes e o tempo de renascimento é
(Qpy — Uy 1)ty = 2rm, m=0,1,2,.... (3.79)

O lado esquerdo da equagdo acima € dado por, utilizando a Eq. (3.73),

Uy = Q1 =22 (V) 1= V(). (3.80)

Considerando (n) > 1, obtemos

1 1
VOT TV = V) (1 5 ) -V = e s

Portanto, o tempo de renascimento, Eq. (3.79), é

ty ~ %Tm (n). (3.82)

Essa equagao nos mostra que os renascimentos ocorrem em intervalos de tempo regulares,
com uma dependéncia proporcional a \/W . Além disso, o fato de os fétons possuirem uma
energia quantizada, por defini¢do, permite que diferentes frequéncias entrem periodicamente em
fase (121). E instrutivo pensar que, enquanto para calcular o tempo de colapso utilizamos um

intervalo de fases, Eq. (3.76), aqui utilizamos a diferenca entre fases vizinhas.

3.3.2  Operador de evolucdo temporal

Quando um dos dois subsistemas do modelo JC esta inicialmente em um estado misto, a
dinamica € abordada sob a perspectiva do operador densidade. Quando lidamos com essa repre-
sentacdo do estado, € conveniente utilizar o operador de evolucdo temporal, que apresentamos

nesta secao. No cendrio do modelo JC, o operador de evolugdo temporal € expresso por (64)

Ut) =e ", (3.83)
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com V sendo o hamiltoniano na Representacdo de interacdo, Eq. (3.51), considerando a condi¢@o

de ressondncia. Avaliamos o exponencial utilizando a expansao em série, de maneira que
[ee]
A —1Vt)
O(t) =Y AV (3.84)

Para desenvolver essa série, podemos utilizar o método da indug¢do infinita. Analisemos a

acdo sucessiva do hamiltoniano sobre o estado |e, n):

(V)°le,n) = le,n)

(V) le,n) = (RA)(n + 1)/ |g,n + 1),

(V)2 Je,n) = (AA)*(n + 1) |e, n) |

(V)2 le,n) = (AP (n+ 1)*? g, n+ 1), (3.85)

(V)*[e,n) = (RA)*(n +1)" [e,n)
(‘7)2€+1 |€’ n) _ (h)\)%-&-l(n + 1)£+1/2 ’g’ n + 1> )

E evidente que a agdo de (\7)25 ndo provoca uma mudanga no estado, além de uma constante
multiplicativa. Por outro lado, a atuacio de (V)%“, além da constante, realiza a inversdo do BS.
Estendendo essa andlise para a a¢do sobre o estado |g, 7 + 1), podemos separar os termos pares

e impares da expansdo de V (14):

@&&&) = (aa')" leXe| + (a'a)" g}l
a')

s . , (3.86)
= (aa’) ale)g| +a' (aa’) |g)el.

~ ~

([7@ o_

Utilizando essas duas expressdes e manipulacdes algébricas, podemos expressar U (1), Eq.

(3.84), de uma maneira mais conveniente,
R 00 (-Z)\t)2ﬁ — — 20
U@zg{jwrﬂmwrawwm@|ﬂﬂ

<m> 20+1 (3.87)

. N 20+1
iy | (Vo) Lol

(20+1)! Vaat

ale)g| +af

Ao utilizarmos a definicdo em série das fungdes seno e cosseno (130), escrevemos o operador de

maneira mais contundente'? (14, 30),

= cos ()\t\/ ata + > (e| + cos (At\/ﬂ) lgXgl

sen(Mtvata+1) Xl . sen(Atvafa +1) e (3.88)
—i aleXg| — ia e|.
vaar1l Y Vaat1l

12" 0 operador de evolucio temporal considerando a dessintonia ndo nula pode ser encontrado na referéncia (126).
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Para facilitar a apresentacdo dos calculos, adotamos a convengao:

flee = COS (At\/de + 1) , (3.89)
lgg = COS (At\/%) , (3.90)

sen ()\t\/ ata + 1) A
sen ()\t\/ ata + 1)
lige = —ia! NS (3.92)

Dessa maneira, reescrevemos o operador de evolucao temporal como

(3.91)

Ueg = —1

13

U(t) = tce [e)e] 4 tgq [9)Xg| + Ticg [€)(g] + tige lg)e] - (3.93)

A correspondéncia entre as amplitudes de probabilidade e o operador U (t) torna-se evidente
ao se aplicar o operador de evolu¢do temporal ao estado inicial, Eq.(3.62), o que nos conduz
diretamente a Eq.(3.63), no regime ressonante (121, 129).

Utilizando o formalismo da matriz densidade, a evolucdo temporal do sistema € dada por

A~

pt) = U)p(0)U (1), (3.94)
sendo p(0) o estado do sistema em ¢ = 0. Se o estado inicial for separdvel,
p(0) = p"(0) @ p(0), (3.95)

e 0 4tomo estiver inicialmente excitado p*(0) = |e)(e|, a matriz densidade do sistema para t = 0
€ expressa por
p(0) = p"(0) @ [e)e] . (3.96)
Logo, empregando as Eqgs. (3.88), (3.93), (3.94) e (3.96), obtemos

P(t) =ticepr(0)iice [e)e] = tigepr(0)ieg [9)9]
— lieepr(0)tieg [€)g] + tigepr(0) e |g)e]

(3.97)

Em seguida, podemos utilizar a matriz de densidade reduzida p*'(¢) para analisar a dindmica do

TLS ao realizar o trago sobre o grau de liberdade da cavidade,

o0

pAt) = Trp [p()] = Y (nlp(t) (3.98)

n=0

z

Consideramos que o estado inicial da cavidade |¢r(0)) é

¥R (0 ZC ), (3.99)

13" Convém observar que os operadores Ueg € Uge N0 s30 hermitianos.



59

de maneira que a respectiva matriz densidade do subsistema é

= |Cul? In)n]. (3.100)
n=0
Nesse contexto, empregando a Eq. (3.97), a matriz de densidade reduzida para o 4tomo €
= [ICen(®)? leXel + [Con (D) 19Xgl + Cen(t)Cy,(8) leXgl + C () Cyn(t) 1g)el] ,
n=0
(3.101)

na qual utilizamos os coeficientes C.,(t) e Cy,(t), Eq. (3.56) e (3.58), sob a condigdo de
ressonancia, para descrever os elementos de 5 (¢). A inversdo de populagio, nessa nova notacio,

pode ser escrita como
=Y lc.” COS<2)\\/n n 1t) =3 Pucos(Qut), (3.102)
n=0 n=0

que concorda com a equagdo previamente deduzida, Eq. (3.70), na qual P, representa a distribui-
¢do de Poisson. Ademais, se assumirmos A = ( e expressarmos a Eq. (3.60) sob o formalismo
da matriz densidade e, sequencialmente, tracarmos o grau de liberdade da cavidade, obtemos,
justamente, a Eq. (3.101).

Um dos casos onde o modo do campo, para ¢t = 0, pode ser representado diagonalmente,
andlogo a Eq. (3.100), é o estado térmico, Eq. (2.78). No contexto do modelo JC, ele foi
primeiramente estudado por Cummings (9), e mais detalhadamente por Knight e Radmore (131).

A inversdo de populacio nesse caso, considerando o 4tomo inicialmente no estado excitado, é

L Y
W(t) = T ) 2 (1+ (n)) cos(Q2,t) ZP cos(Q,1), (3.103)

com P, descrevendo a distribui¢do de Bose-Einstein, Eq. (2.77). Percebe-se que a Eq. (3.71)

permanece valida quando a matriz de densidade reduzida do campo admite uma representagcao
diagonal, mesmo no caso de estados mistos.

Na Fig. 14, apresentamos a inversao de populacao, quando o nimero médio de fétons na
cavidade é (n) = 25. Nota-se a auséncia da estrutura de colapsos e renascimentos bem definidos
observada na Fig. 13 (131). Em seu lugar, observa-se um comportamento erritico: a inversao
de populagdo decresce até se aproximar de zero e, em seguida, evolui de forma irregular e sem
periodicidade, mesmo em tempos longos (126). Esse comportamento se deve a maior incerteza

associada a luz térmica, Eq.(2.79) (30).

3.4 EMARANHAMENTO ENTRE ATOMO E CAMPO

Um estado como o que € representado pela Eq. (3.35) € classificado como um estado

emaranhado em determinados instantes, possuindo correlacdes quanticas entre o 4&tomo e o
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Figura 14 — Inversao de populacado, quando a cavidade estd inicialmente no estado térmico e o
dtomo estd excitado. Utilizamos um nimero médio de fétons de (n) = 25e A = 1.
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Fonte: Adaptada de (78).
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campo (131) (Apéndice A). Essa caracteristica do modelo JC € importante no que diz respeito a
interfaces na Informagdo Quantica (132, 133).

Nesta secdo, enfocaremos o emaranhamento entre dtomo e campo, quantificando-a a partir da
VNE (105) (Apéndice A). No caso do modelo JC, a pureza do estado foi inicialmente estudada
por Aravind e Hirschfelder (13). Um estudo mais rigoroso foi realizado por Phoenix e Knight em
1988 (14), com o termo “emaranhamento’ sendo empregado pela primeira vez em 1990 (134),
pelos mesmos autores. Desde entdo, devido a sua importancia em aplicagdes na Computacao
Quantica, esse aspecto foi amplamente estudado (127,133, 135-138).

Sob a condigdo ressonante, considerando o estado inicial ¥ (0)) = |e, n), o vetor de estado,

para um instante ¢ €, a partir da Eq. (3.63),

|W(t)) = cos (%t) le,n) — isen <%t> lg,n+1). (3.104)

Ao construirmos a matriz densidade nesse caso e, em seguida, realizarmos o traco sobre o grau

de liberdade da cavidade, obtemos a matriz de densidade reduzida,

PAt) = (COSQ (()%t) 2 OQ ) , (3.105)
sen (T"t)
a partir da qual o cdlculo da VNE ¢ direto. O comportamento do emaranhamento nesse caso esta
representado na Fig. 15, onde observamos que os valores minimos da entropia acontecem quando
a inversao de populagdo possui os valores 1 e, por consequéncia, o estado € separavel. Por
outro lado, quando W (t) = 0, a VNE possui um valor méximo e, ao realizarmos uma medida

sobre o estado, obtemos 0 maximo de informacgdo possivel.
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Figura 15 — Apresentamos a VNE da matriz de densidade reduzida do dtomo (linha sélida
vermelha), quando o estado inicial do sistema é |¥(0)) = |e,0) e A = 1. Para
auxiliar na interpretagdo, incluimos a inversdo de populagdo (linha pontilhada azul)
sob a mesma perspectiva.
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Fonte: O autor.

Naturalmente, agora prosseguimos para o calculo do emaranhamento quando o estado inicial
da cavidade € coerente. Na se¢do anterior, obtivemos a matriz densidade reduzida para o 4tomo,
Eq. (3.101) — considerando a ressonancia e o 4tomo excitado em ¢ = (. Abaixo, a reescrevemos

matricialmente, na base dos BS,
M) = Yool Cen® 3020 O () Cynlt)
>onto CenCon(t) 30 |Con(®)?
Podemos diagonalizar p*(t) e escrevé-la como

(3.106)

com 7 (t) representando os autovalores de p*, Eq. (3.106). Empregando a relagio
det [p4(t) — 7 (t)1] = 0, (3.108)

obtemos

2

Wi(t):% 14 {Z[|Oe,n(t)|2—|cg,n(t)|2]} +4 ., (3.109)

n=0

D Con(t)Cs (1)

na qual a condi¢do de normalizagdo ) - (\Ce,n(t)\2 + |C’g,n(t)|2) = 1 foi utilizada. A VNE,
para o subsistema atdmico €, entdo,

S(p) = —m.(t) logy[ms (t)] — 7 (t) logy[m— (1)), (3.110)
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na qual a dependéncia temporal na VNE é implicita. Apresentamos o comportamento da VNE
na Fig. 16(a), considerando um estado inicial coerente da cavidade, com (n) = 25e A = 1.
Percebemos que a VNE € nula em ¢ = 0, uma vez que, inicialmente, o estado do sistema €
separdvel. Consequentemente, a matriz densidade reduzida do 4tomo representa um estado
puro, sem emaranhamento entre o TLS e a cavidade. O comportamento para ¢ > 0 pode ser
compreendido a partir do comportamento dos autovalores 7 (), apresentado na Fig. 16(b).

E possivel observar que a VNE atinge um minimo na regiio de colapso da inversio de
populagdo (14). Analisando as probabilidades, vemos que 7, () se aproxima de 1, enquanto
m_(t) se aproxima de zero, o que faz com que estejamos cada vez mais perto de escrever a Eq.
(3.107) como um estado puro (139) (€ instrutivo conferir os comentérios sobre Decomposicao
de Schmidt no Apéndice A). Quanto maior o nimero médio de fétons, maior a probabilidade de

o estado se aproximar de um estado puro na metade do tempo de renascimento (15).

3.5 VERIFICACAO EXPERIMENTAL

Nesta secdo, apresentamos qualitativa e brevemente a configuracao experimental que permitiu
a verificacdo do modelo JC, descrevendo o célebre experimento do grupo de Haroche (4).
Mais detalhes sobre os procedimentos experimentais podem ser encontrados nas referéncias
(30,78, 140).

Iniciamos com uma apresentacdo qualitativa do funcionamento de um maser de um atomo,
responsavel pelas primeiras observacdes das predicdoes do modelo (2—4). Maser é um acronimo
para “microwave amplification by stimulated emission of radiation”. Essencialmente, o dispo-
sitivo consiste em um feixe molecular ou atbmico, na qual as particulas no estado excitado de
uma transi¢do especifica, na faixa de frequéncia de micro-ondas, sdo selecionadas. A intera¢do
desse feixe com um campo eletromagnético, também no espectro de micro-ondas, resulta na
emissdo adicional de radiacdo, promovendo, assim, a amplificagdo por emissdo estimulada (111).
O maser de um 4dtomo estende essa ideia, mas para o estudo da interacdo de um tinico &tomo com
um modo da cavidade (2). Essa realizacdo foi possivel gracas ao advento dos lasers de frequéncia
ajustavel, que viabilizou uma preparacdo mais precisa do estado atdmico, selecionando o estado
eletronico e o intervalo de velocidades requerido. Nesse sentido, um primeiro experimento a
respeito do modelo JC foi realizado por Rempe, Walther e Klein (3), utilizando uma cavidade no
estado inicial térmico.

Para o subsistema atdomico, cabe mencionar, sdo utilizados dtomos de Rydberg, onde o elétron
de valéncia possui um nimero quantico principal n elevado. Nesse sentido, o estado eletronico
requerido € o estado circular de Rydberg (141), onde o nimero quantico de momento angular | é
o maior possivel para dado n,1 =n — 1, e |m| = I, sendo m o nimero quantico magnético. Esses
estados podem se acoplar fortemente a um inico modo da cavidade, por possuirem um momento

de dipolo elétrico intenso. As transi¢cdes para os niveis vizinhos ocorrem na regido de ondas
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Figura 16 — Em (a), iniciamos com a cavidade no estado coerente, adotando (n) = 25e A = 1.
Para auxiliar na interpretacao, incluimos a inversao de populacdo (linha pontilhada
azul) sob a mesma perspectiva. Em (b), exibimos os comportamentos dos autovalores
74+ (t) (linha s6lida marrom) e 7_(¢) (linha pontilhada preta), utilizando os mesmos
pardmetros que em (a).
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Fonte: A Fig. (a) foi adaptada de(78), enquanto a Fig. (b) foi produzida pelo autor.

milimétricas, resultando em longos tempos de decaimento'* (141). Além disso, eles podem ser
detectados seletivamente por meio da ionizag@o induzida por um campo externo. A aproximagao
das particulas como um sistema de dois niveis € garantida, uma vez que as transi¢cdes sao restritas
a outros estados circulares (2, 78).

No ano de 1996, o grupo de Haroche (4) foi o responsavel por analisar a dinamica do modelo

JC, com o tempo de interacdo requerido para um vislumbre maior da evolug¢do temporal das

140 tempo de decaimento do d4tomo estd associado & emissdo espontinea, sendo inversamente proporcional ao
nimero quantico principal n.
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Figura 17 — Representacdo esquemadtica do aparato experimental que permitiu a observagao dos
colapsos e renascimentos das RO. Atomos de Rydberg sdo emitidos por uma fonte
(F). Posteriormente, os 4tomos s@o preparados em estados circulares de Rydberg (A),
em uma caixa (B). Em seguida, esses 4tomos interagem com a cavidade resfriada (C),
alimentada por uma fonte (S) que fornece um estado coerente de baixa amplitude.
Por fim, o estado atdmico € medido pelos detectores (D).

Fonte: Adaptada de (4).

populacdes atdmicas. Nesse contexto, representamos esquematicamente o aparato experimental
na Fig. 17. Os dtomos de Rydberg sdo emitidos de uma fonte (F) e sdo preparados no estado
circular de Rydberg |e) (A), em uma caixa (B) (141), através da aplicagdo de um campo externo'”.
Adicionalmente, suas velocidades também sdo selecionadas'®. A seguir, os 4tomos atravessam a
cavidade resfriada (C), na qual um campo eletromagnético é confinado. O estado do campo é
preparado por uma fonte (S), que pode fornecer um estado coerente de amplitude baixa. Apds
a passagem pela cavidade, os estados sdao detectados por ionizacdo de campo, pelo detector D,
e a taxa de transferéncia |e) — |g) é medida para diversos instantes, dependendo do tempo de
interacdo — o que possibilita a andlise da taxa de transferéncia ao longo do tempo. O dtomo
subsequente experiencia o modo da cavidade restaurado ao seu estado inicial pela fonte S. Os
resultados de (4) apresentam, através dessas medidas, o fendmeno dos colapsos e renascimentos

das RO.

15 Utilizamos “externo” no sentido de que esse campo possui um decaimento muito répido, e nio é emaranhado
com o atomo (78).
16" Neste caso, a velocidade determina o tempo de interagio dtomo-cavidade.
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4 ACOPLAMENTOS COM DEPENDENCIA TEMPORAL

Como mencionamos na introducao, o modelo TDJC possui uma dependéncia temporal no
acoplamento (60,61, 125, 142—-146) ou na dessintonia (147, 148). Essa inclusdo pode surgir natu-
ralmente de uma situagdo fisica, como o movimento atdbmico ou o acionamento e desligamento
do maser.

E natural se perguntar se, nesse caso, o hamiltoniano ainda retém a estrutura diagonal de
blocos. Com o fim de investigar esse aspecto, utilizemos novamente o hamiltoniano V, obtido
utilizando o numero de excitagcdes, Eq. (3.43). Empregando a mesma logica adotada na secao
3.2.1, e incorporando as dependéncias temporais no acoplamento e na dessintonia, podemos

expressar V(t) na base dos BS como

0
. 0 ho(t) 0 - .o ADE ROV
0 ] hn(t)_(h)\(t)\/n——i—l AW > D

Percebemos que a estrutura de blocos 2 x 2, agora equipada com uma dependéncia temporal nos
elementos, € mantida. Essa circunstincia permite que a generalizacdo TDJC seja enquadrada
na classe de problemas abordados com a Equac¢ao de Schrodinger de dois niveis dependente do
tempo (147), na qual a solug@o analitica € obtida para alguns casos (30,60,144). A implementacio
de um acoplamento dependente do tempo no ambito da QED de cavidades ja foi sugerida na
literatura (149).

O ajuste da evolugdo temporal do acoplamento pode levar a manipulacdo do estado do TLS, o
que € desejavel, uma vez que o controle das transi¢des em um sistema de dois niveis desempenha
um papel importante em aplicagdes no contexto de Controle e Computacao Quantica (34,55).
Especificamente, lidamos com o dtomo inicialmente excitado e dessintonia nula. Primeiro,
apresentamos a equacao diferencial obtida ao incluirmos a dependéncia temporal no acoplamento
e o operador de evolucao temporal sob a mesma perspectiva. Depois, apresentamos os efeitos
desses acoplamentos com dependéncia temporal na inversao de populacdo e na VNE, partindo
de exemplos da literatura.

Em relacdo a notagdo, utilizaremos a sigla TDJC, a partir deste ponto, para nos referirmos
exclusivamente ao modelo JC com dependéncia temporal no acoplamento. Além disso, daqui

em diante, tomamos i = 1.

4.1 DINAMICA DO MODELO JAYNES-CUMMINGS COM ACOPLAMENTO DEPEN-
DENTE DO TEMPO

Nesta secdo, paralelamente ao que realizamos na se¢do 3.3, apresentamos dois métodos

possiveis para a abordagem do modelo TDJC.
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Partimos da introducao de uma dependéncia temporal explicita no acoplamento do hamilto-
niano V/, Eq. (3.51), tal que

~

V(t) = Mt)(6Lae™ 4 6_ale ™A, (4.2)

Tendo em vista que podemos concentrar nossa andlise nas transi¢des entre os BS |e, n) <
|g,n + 1) (subse¢@o 3.3.1), aplicamos a Equacdo de Schrédinger no vetor de estado, Eq. (3.35),
e obtemos o sistema de equacdes diferenciais,

Ce,n <t> = _Z.CQJH-I (t))\(t)\/n——f—lelAt’

: } 4.3)
Cg,n+1 (t) = _ZCe,n<t))\(t) V1 + 16_1At7
que desacoplamos em
Conlt) = (34 +i8) Cenlt) + X2(O)(n + 1)Cen(t) =0, s

Comn(t) = (38 —iA) Cpnin () + X (1 + 1)Cynn(t) = 0.

A inser¢do da dependéncia temporal na dindmica do modelo faz com que as ODEs resultantes
ndo sejam trivialmente soluciondveis no caso nao ressonante (144). Neste trabalho, a partir deste

ponto, trabalharemos sob a restrigdo A = 0. Com isso, o hamiltoniano simplifica para,
V(t) = \t)(6.a+a_al). (4.5)
Logo, o sistema, Eq. (4.4), pode ser escrito como

Con(t) — 206, (8) + N2(t)(n + 1), n(t) = 0,

D)

. S (4.6)
Comia(t) = 3B Cynia (B) + X2(8) (0 + 1)y (t) = 0.

que, naturalmente, apresenta uma complexidade maior do que no caso do acoplamento constante
(Apéndice B), mas uma dificuldade menor em relacdo ao sistema oriundo do regime com
dessintonia ndo nula. Para uma dependéncia temporal arbitraria, as ODEs, Eq. (4.6), admitem
solucdes analiticas (60).

Uma vez que o hamiltoniano V(t), na condi¢do de ressonancia, Eq. (4.5), depende do tempo,
nao podemos mais utilizar o mesmo operador de evolugao temporal, Eq. (3.83). Alternativamente,
uma vez que os hamiltonianos em diferentes instantes comutam entre si, escrevemos o operador

de evolugado temporal como (64)

U(t) = exp {—z’/o f/(t’)dt’} = exp [—iA(t)(6ra+6_a")] . 4.7

Neste contexto, definimos a “superficie” ou “drea” de acoplamento (30),

Alt) = /0 A @.8)
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Seguindo os mesmos procedimentos descritos na subsecao 3.3.2, obtemos a seguinte expres-

sdo para o operador de evolugdo temporal,
U(t) =cos | A(®)V/ala+ 1] e)e] + cos |A(t)VaTa| g)g
sen [A(t) ata + 1} sen [A(t) ata + 1} (4.9)
—1 aleXg| —ia el .
Vaar1 Il NorEs I

Percebemos na Eq. (4.9), que a extensdo do TDJC ndo apresenta grande mudanca algébrica

no operador de evolugdo temporal guando consideramos a condicdo de ressondncia. Basicamente,
temos a substitui¢do Aot — A(t).

Sendo assim, € natural pensar que talvez haja uma generalizac@o para a evolucao temporal
do sistema. Como ja mencionado, n@o nos propomos a investigar os efeitos do estado inicial
atomico na dinamica do modelo. Portanto, fixamos o estado inicial do TLS como excitado e
adotamos A = (. Sendo assim, as amplitudes de probabilidade obedecem as condigdes iniciais
Cen(0) = Cy e Cy,(0) = 0, Eq. (3.35). Sob esses pardmetros, utilizando as ODEs, Eq. (4.6),
ou o operador de evolucdo temporal, Egs. (4.9), e (4.8), podemos generalizar que as solugdes

para os coeficientes sao

Cen(t) = C), cos [A(t)\/ﬁ] )

(4.10)
Cyn+1(t) = —iC, sen [A(t)\/n + 1] :

A oartur das amplitudes, Eq. (4.10), obtemos a inversdo de populacdo (142),
W(t) =" P,cos [QA(t)\/n n 1} , @.11)
n=0

na qual P, = |C,|? é a probabilidade associada a distribui¢do de fétons. Novamente, observamos
uma relacdo similar a Eq. (3.71), mesmo com a inser¢ao da dependéncia temporal no acoplamento.
Cabe ressaltar que essa expressiao também € vélida quando consideramos um estado inicial misto

com representacao diagonal, e.g. o estado térmico.

4.2 EXEMPLOS DA LITERATURA

Nesta secdo, apresentaremos diversos modelos do TDJC, seguindo uma ordem cronolégica
para os diversos cendrios abordados. Com excecdo da subsecdo 4.2.1, onde tratamos a gene-
ralizacdo com mais detalhes, adotaremos uma abordagem fenomenoldgica para a insercdo da
dependéncia temporal no acoplamento, conforme os artigos que serviram de base para cada caso.
Além disso, ao explorarmos esses diferentes contextos, utilizamos um parametro ¢, que possui
unidades de frequéncia. Atribuimos as constantes (A, () valores que ressaltam seus efeitos na

inversao de populacdo ou que estdo de acordo com as ordens de grandeza nas referéncias citadas.
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4.2.1 Dependéncia temporal senoidal

O parametro de acoplamento senoidal reflete 0 movimento classico do 4tomo dentro da
cavidade!. Ela foi inicialmente estudada por Schlicher (142) e, no contexto dos acoplamentos
com dependéncia temporal, ¢ uma das abordagens mais empregadas (61, 136, 143,144, 150-153).

Ao derivarmos o termo de interacdo do hamiltoniano do modelo JC (se¢do 3.2), deduzimos

que o termo de acoplamento pode ser escrito como
A= —d&sen(kz). (4.12)

Nesta expressdo, € instrutivo relembrar, d é um elemento da matriz do operador dipolo, & é
uma fun¢@do de parimetros do campo elétrico e k = v/c. Para incluir o movimento do dtomo,
realizamos a mudancga z — vt na Eq. (4.12) (125, 142, 154), sendo v a velocidade do dtomo.

Ademais, podemos utilizar as Eqgs. (2.10) e (2.11) para reescrever o acoplamento como

A(t) = Ao sen (mzvt) , (4.13)

sendo m o nimero de meios comprimentos de onda do modo na cavidade e \y = —d&. No
contexto do movimento do dtomo, Schlicher apresenta uma interpretacdo fisica para a superficie

de acoplamento, Eq. (4.8), como a drea do campo pelo qual o 4tomo passa até o instante ¢. Nesse

A(t) = L {1 o (mzvt)} . (4.14)

mmv

caso, ela € descrita por

Aqui, introduzimos o pardmetro’> ( = 7v/L, tal que podemos reescrever o acoplamento

como
A = Agsen (m(t) . (4.15)

Logo, a superficie de acoplamento A(t) é dada por

At) = C)\_T(;L [1 — cos (m(t)]. (4.16)

Assim, a inversdo de populacdo, Eq. (4.11), para uma distribuicdo arbitraria de fétons P,, é

dada por
W(t) = Z P, cos {T’i—nc [1 — cos (mgt)]} : 4.17)
n=0

com a introducdo do parametro &, que utilizaremos recorrentemente ao longo deste capitulo,
definido por
En =2X vV + 1. (4.18)

Nesse caso, considera-se que a energia cinética é consideravelmente maior do que a energia de interacdo do
modelo JC (30).

Fisicamente, nessa perspectiva, ( deve ser interpretado como o resultado de uma combinagéo de valores de v e
L.
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Figura 18 — Em (a) representamos o acoplamento senoidal, Eq. (4.15), para m = 1 (linha sélida
laranja) e m = 2 (linha tracejada roxa). Sequencialmente, em (b), apresentamos a
inversdo de populagdo resultante quando o estado inicial do sistema é |¥(0)) = |e, 0),
Eq. (4.17), adotando m = 1 (linha sélida azul) e m = 2 (linha tracejada amarela).
Os parametros escolhidos foram \y = ( = 1.

—m=1 m =2 (0)
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Fonte: O autor.

Apresentamos, na Fig. 18, o comportamento dessa inversao de populacdo para os estados
nimero e coerente do campo. Na Fig. 18(a), apresentamos o comportamento do acoplamento,
param = 1 em = 2. NaFig. 18(b), constatamos que a inversdo de populacdo, quando a cavidade
inicialmente esta vazia (n = 0), retém um carater similar ao senoidal, porém com reentrancias
em multiplos impares de 7, para m = 1. Outrossim, constatamos que para m = 2, temos um
aumento na frequéncia, acompanhada de diminui¢do na amplitude das RO.

Ao analisarmos a inversao de populag@o proveniente do estado inicial da cavidade coerente,

nas Fig. 19(a) e (b), percebemos que o movimento atdmico confere a inversdo de popula¢do uma
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Figura 19 — Apresentamos a inversdao de populacdo resultante do acoplamento senoidal, Eq.
(4.17), empregando \y = ( = 1 e com a cavidade inicialmente no estado coerente,
com o nimero médio de fétons (n) = 25. Em (a), adotamos m = 1 e, em (b),
m = 2.
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Fonte: Adaptada de (154).

periodicidade bem definida, com uma estrutura significativamente distinta daquela representada
na Fig. 13 (154). Notavelmente, o periodo, neste caso, ndo depende do nimero médio de f6tons,
como seria intuitivo a luz do modelo sob acoplamento constante (10) (subsecdo 3.3.1), mas sim
de m, como podemos constatar nas Figs. 19(a) e (b).

Nas Fig. 20, apresentamos a VNE considerando o acoplamento senoidal, para um estado
inicial coerente da cavidade. Observamos que o emaranhamento do estado oscila periodicamente,
e que um aumento em m resulta no aumento da frequéncia e na diminuicao da amplitude (154).

Ainda sobre a modulacgdo senoidal, vale destacar que Bartzis a estudou sob a perspectiva das

quadraturas do campo (143), enquanto Wilkens e Meystre a estenderam para as interacdes no
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Figura 20 — Apresentamos a VNE considerando o acoplamento senoidal, empregando \g = ¢ =
1, com a cavidade inicialmente no estado coerente, com o nimero médio de fétons
(n) = 25. Em (a) adotamos m = 1, enquanto em (b), empregamos m = 2.
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Fonte: Adaptada de (154).

maser (155). Notavelmente, Fang (154), sob a perspectiva do movimento atdmico, investigou o

emaranhamento dtomo-campo e a preparagdo de estados gato de Schrodinger.

4.2.2 Dependéncia temporal linear

Joshi e Lawande (125) consideraram o acoplamento

A() = AoCt, (4.19)
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que representa a interacdo sob uma “varredura linear®. Os autores visavam investigar as implica-
coes dos efeitos transientes no acoplamento, modulados pelo parametro (. Para valores pequenos
de (, verifica-se o que denominam de mudanga adiabdtica, enquanto para valores maiores de (,
ocorre um salto siibito*. Nesse cendrio, a drea do acoplamento, Eq. (4.8), é

t2
A(t) = A€ 3 (4.20)

e a inversdo de populagdo, para uma distribui¢do arbitrdria de f6tons, é

W(t) = i P, cos <%"Ct2) : (4.21)
n=0

Na Fig. 21(a), apresentamos o comportamento do acoplamento no caso de salto stibito
(¢ = 0,16) e de mudanca adiabdtica (¢ = 0,01). Na Fig. 21(b), observamos as consequéncias
de um salto subito ao observarmos um aumento gradual na frequéncia das RO para o campo
inicialmente em um estado de vacuo. Por outro lado, ao se considerar a mudancga adiabatica,
observa-se que as oscilacdes evoluem de forma lenta ao longo do intervalo de tempo analisado.
Nas Figs. 22(a) e (b), analisamos os efeitos das modula¢des em uma cavidade inicialmente no
estado coerente. Mantivemos o mesmo nimero médio de fétons do exemplo apresentado na Fig.
13, com o intuito de facilitar a comparagdo: em (b), o tempo de renascimento é maior do que no
acoplamento constante, enquanto em (a), ele é menor. Com isso em mente, pode-se afirmar que
as RO apresentam diferengas tanto quantitativas quanto qualitativas em comparagao ao cendario
de acoplamento constante.

Na Fig. 23, apresentamos a VNE para o acoplamento com dependéncia temporal linear,
considerando o estado inicial do campo como coerente. O cendrio de um salto subito esta
representado na Fig. 23(a), onde vemos que o aumento na intensidade do acoplamento resulta
em um sistema com emaranhamento relativamente intenso. Por outro lado, quando ocorre uma

mudanca adiabdtica, como exibido na Fig. 23(b), observamos a entropia variando lentamente.

4.2.3 Dependéncia temporal secante hiperbdlica

Dasgupta (60) propds o acoplamento
A(t) = Ao sech((t), (4.22)

uma vez que ele permite uma solucdo analitica para as ODEs, Eq. (4.4), mesmo com uma
dessintonia ndo nula. Devido a natureza da fun¢do secante hiperbdlica (130), esse acoplamento
possui um maximo em ¢t = 0 e decai para tempos maiores. L.ogo, dependendo do valor do
pardmetro ( e do instante inicial, torna-se possivel estudar o efeito de um crescimento ou decres-

cimento, adiabatico ou rdpido. Sendo assim, tal funcdo permite o estudo de efeitos transientes

3
4

Do inglés, linear sweep.
Do inglés, sudden jump.



73

Figura 21 — Em (a) representamos o acoplamento linear, Eq. (4.19), para ¢ = 0, 16 (linha sélida
laranja) e ¢ = 0,01 (linha tracejada roxa). Sequencialmente, em (b), apresentamos a
inversdo de populagdo resultante quando o estado inicial do sistema é |¥(0)) = |e, 0),
Eq. (4.21), adotando ¢ = 0,16 (linha sélida azul) e ¢ = 0,01 (linha tracejada
amarela). O pardmetro escolhido foi \y = 1.
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Fonte: O autor.

no acionamento e desligamento do sistema dtomo-cavidade. A superficie de acoplamento nesse

caso €

A
A(t) = ?Otg’I [sinh(¢t)] (4.23)
e a inversao de populagdo, para uma distribui¢do arbitraria de f6tons, é

W(t)=> P, cos {% tg ™! sinh(Ct) ] . (4.24)
n=0

Na Fig. 24(a), apresentamos o acoplamento para ¢ = 0,3 e ( = 0, 1. Seguindo o procedi-

mento adotado por Dasgupta, utilizamos tempos negativos na Fig. 24, com o fim de simular o
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Figura 22 — Apresentamos a inversao de populacdo resultante do acoplamento linear, Eq. (4.21),
empregando \g = 1 e com a cavidade inicialmente no estado coerente, com o
nimero médio de fétons (n) = 25. Em (a), adotamos ¢ = 0,16 e, em (b), ¢ = 0, 01.
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Fonte: Adaptada de (125).

efeito do aumento e subsequente queda do parametro de acoplamento. No contexto do Controle
Quantico (150), observamos na Fig. 24(b) que, ajustando o parAmetro (, é possivel alcancar
um valor assintético para a inversdo de populagdo. Nas Figs. 25(a) e (b), constatamos que 0
decaimento do acoplamento resulta no desaparecimento das RO, a medida que a interacdo se
anula. Para ambos os valores de ( considerados, observa-se que as interacdes cessam antes que
ocorra o renascimento das RO. No entanto, para ( = 0, 3, esse encerramento se dd de forma
ainda mais precoce.

Na Fig. 26, apresentamos a VNE nesse cenario. Constatamos que, devido a natureza da
modulagao, também conseguimos obter valores assint6ticos para o emaranhamento. Na Fig.

26(a), observamos que, diferentemente da Fig. 16(a), o emaranhamento ndo diminui durante
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Figura 23 — Apresentamos a VNE considerando o acoplamento linear, empregando Ao = 1,
com a cavidade inicialmente no estado coerente, com o namero médio de fétons
(n) = 25. Em (a), adotamos ¢ = 0,16 e, em (b), ¢ = 0,01.
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Fonte: O autor.

o colapso, pois o acoplamento se anula antes que isso ocorra. Na Fig.26(b), observa-se que

a interacdo € interrompida nas proximidades do minimo da VNE, resultando em um grau de

emaranhamento relativamente baixo.

4.3 UM ATOMO SE MOVENDO EM UMA CAVIDADE NAO RESFRIADA

Retornemos ao caso do movimento atdmico (subsecdo 4.2.1). Nas referéncias citadas e

nos graficos apresentados, a evolugdo temporal da inversao de populacdo é formulada a partir

dos estados numero e coerente da cavidade. Joshi e Xiao (153) estudaram esse acoplamento



76

Figura 24 — Em (a) representamos o acoplamento modulado pela secante hiperbdlica, Eq. (4.22),
para ¢ = 0,3 (linha sé6lida laranja) e ¢ = 0, 1 (linha tracejada roxa). Sequencial-
mente, em (b), apresentamos a inversio de populagao resultante quando o estado
inicial do sistema é |¥(0)) = |e,0), Eq. (4.24), adotando ¢ = 0,3 (linha sélida
azul) e ¢ = 0,1 (linha pontilhada amarela). O parametro escolhido foi Ay = 1.
Tempos negativos foram utilizados para simular o aumento a queda no parametro de
acoplamento.
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Fonte: Adaptada de (60).

considerando o campo em estado térmico, mas seu foco ndo estava na evolugdo temporal inversdo
de populacdo. Adicionalmente, Fang (154) sugeriu que uma periodicidade seria encontrada,
mesmo com o campo inicialmente no estado térmico, mas ndo estudou propriamente a situacao
fisica. Yan também estudou esse contexto, mas considerando uma generalizacdo do modelo JC e
com foco na morte subita do emaranhamento (156).

Nesta secdo, nos propomos estudar especificamente esse caso: um TLS com acoplamento

modulado por uma fung¢do senoidal, em uma cavidade inicialmente no estado térmico, com o
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Figura 25 — Apresentamos a inversdo de populacao resultante do acoplamento modulado pela
secante hiperbdlica, Eq. (4.24), empregando \y = 1 e com a cavidade inicialmente
no estado coerente, com o nimero médio de fétons (n) = 25. Adotamos ¢ = 0,3
(linha sélida azul) e ¢ = 0, 1 (linha pontilhada amarela). Em (a) temos um intervalo
de tempo menor, enquanto em (b) analisamos um recorte maior do comportamento
da inversdo de populacao.
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Fonte: Adaptada de (60).

enfoque nos efeitos resultantes nas RO. Fisicamente, podemos interpretar esse cenario como o
de um 4tomo se movendo em uma cavidade ndo resfriada totalmente, possuindo fétons térmicos
(22). No ambito do modelo JC, o caso da luz térmica foi estudado na literatura sob diferentes
perspectivas (21,22,131,153). No contexto de correlacdes quanticas, Azuma (157) argumenta que
o estudo do estado térmico pode ser importante no futuro, como uma fonte de emaranhamento.

Nesse sentido, comecemos a andlise sob a perspectiva da estrutura do modo do campo,
utilizando o acoplamento modulado pela Eq. (4.15). Utilizando as Eqgs. (4.15), (4.17) e (2.77),
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Figura 26 — Apresentamos a VNE considerando o acoplamento modulado pela secante hiperbo-
lica, empregando \y = 1, com a cavidade inicialmente no estado coerente, com o
nimero médio de fétons (n) = 25. Em (a), adotamos ( = 0,3 e, em (b), ( =0, 1.
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podemos escrever a inversdao de populagc@o nesse caso como

W(t) = %W f: (%)nm {:1—’2 1 — cos (mgt)]} | 4.25)

cujo comportamento estd apresentado na Fig. 27. Comparando com a Fig. 14, torna-se evidente

n=0

que o comportamento errdtico observado anteriormente ¢ dominado pela periodicidade do
acoplamento. Isso € semelhante ao caso da cavidade inicialmente coerente, Fig. 19, onde uma
frequéncia bem definida é observada. Outro ponto de convergéncia é que o aumento do nlimero
m resulta em uma diminui¢@o no periodo das RO.

Encerramos este capitulo com a Tabela 2, que apresenta um panorama das dependéncias

temporais consideradas em nosso estudo, frisando a importancia da andlise das propriedades do
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Figura 27 — Inversao de populacdo, Eq. (4.25), para um estado inicial térmico e um dtomo que
se move. Consideramos um nimero médio de fétons de (n) = 25 e adotamos
¢ = Mo = 1. Em (a), utilizamos m = 1, enquanto em (b) empregamos m = 2.
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Fonte: O autor.

40

atomo e das medidas de emaranhamento para a compreensao da dindmica quantica no modelo

de JC.
Tabela 2 — Dependéncias temporais no acoplamento. Na dependéncia temporal senoidal, adota-
mos ¢ = mv/L.
Acoplamento Referéncia Expressao | Superficie de acoplamento
Senoidal Schlicher (142) Ao sen (m(t) [1 — cos (m(t)] /(mC)
Linear Joshi e Lawande (125) AoCt AoCt? /2
Secante hiperbdélica Dasgupta (60) Ao sech (Ct) Ao/C tg™! [sinh((t)]

Fonte: O autor.
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5 ABORDAGEM DO PROBLEMA INVERSO

Como constatamos no capitulo anterior, uma dependéncia temporal no parametro de acopla-
mento altera o comportamento das RO. E natural se perguntar se existe um meio de encontrar o
parametro de acoplamento para uma requerida inversao de populagdo arbitréria. De certa maneira,
a Eq. (4.11) desempenha esse papel: sabendo o argumento do cosseno, podemos deduzir uma
expressao para o acoplamento. No entanto, suponha que a inversiao de populacio desejada nao
possa ser expressa na forma da Eq. (4.11); como proceder para induzir tal inversdao de populacio
nesse cendrio? A resposta para esse problema € encontrada no método que denominamos de
Abordagem do Problema Inverso (IPA), introduzida por Yang et al. (53). Na secao 5.1 deste
capitulo, obtemos a férmula que sintetiza a [PA e a aplicamos em dois exemplos. No contexto
da Computacao Quantica, o estudo dessa técnica se justifica pelas mesmas razdes que motivam
a investigacao dos acoplamentos com dependéncia temporal: a busca pelo controle do estado
atdmico.

No entanto, neste trabalho apresentamos um uso diferente para a IPA, uma investigacao
fisica, de natureza heuristica. Recentemente, Uhdre et al. (48) apresentaram o modelo x-JC, no
contexto da dlgebra de Poincaré-Hopf «-deformada. Na secdo 5.2, apresentaremos a inversao
de populacdo do modelo k-JC no caso ressonante, e empregamos a IPA para deduzir qual o
parametro de acoplamento que a causa em um modelo JC ndo deformado. Esse fato € relevante,
pois pode permitir uma interpretacdo da deformacgdo quantica no modelo «-JC, viabilizando uma
possivel verificagdo experimental em um contexto onde o acoplamento pode ser ajustado com
precisdo. Como a deformacao « € frequentemente associada a gravidade quantica, a realizagdo de
um teste experimental sobre essas deformagdes pode abrir caminho para investigacdes inéditas
nesse dominio (52,56).

Contudo, devido a forma como a IPA foi originalmente formulada, obtemos a inversdo de
populacdo desejada considerando a cavidade no estado de vidcuo em ¢ = (. Sendo assim, na
secdo 5.3, generalizamos a IPA para uma distribui¢@o de estados iniciais da cavidade e derivamos
um acoplamento que induz a inversdo de populacdo do modelo x-JC em um sistema JC nao
deformado, com o campo estando inicialmente em um estado coerente. Isso favorece uma
compreensdo mais clara da conexao entre a deformacio quantica e a dependéncia temporal no
acoplamento.

E importante destacar que tanto a IPA quanto a GIPA apresentam suas particularidades. O
fato de considerarmos multiplas inversdes de populacdo e acoplamentos de diferentes naturezas
torna invidvel a utilizacao da exata mesma notacdo dos capitulos anteriores. Assim, este capi-
tulo adotard uma abordagem ligeiramente distinta, buscando introduzir as mudangas de forma

gradativa e apontando, com clareza, os trechos em que elas se mostram mais significativas.
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5.1 FORMULA DA ABORDAGEM DO PROBLEMA INVERSO

Nesta secdo, deduziremos a férmula associada a IPA (53)'. Adotemos o hamiltoniano na
representacdo de Dirac V(t), sob a condi¢do de ressonancia. Contudo, ndo assumiremos que o
parametro de acoplamento € real, por razdes que ficardo claras no decorrer da derivacdo. Sendo
assim, V() é dado por

V()= N (t)o.a+ Mt)o_al. (5.1

Ademais, partimos do estado inicial, | ¥(0)) = |e, 0), com o TLS no estado excitado e a cavidade

no estado de vacuo. Sendo assim, o estado do sistema para um instante ¢ € descrito por

(W(1)) = Ce(t) e, 0) + Cy(t) g, 1), (5.2)

a partir do qual concluimos que dindmica esta restrita aos estados |e,0) <> |g,1), com as
amplitudes de probabilidade expressando a evolugdo temporal do estado. Ao aplicarmos a
Equagdo de Schrodinger, Eq. (3.52), sobre o estado, Eq. (5.2), utilizando o hamiltoniano, Eq.

(5.1), obtemos o seguinte sistema de equagdes diferenciais

Oe{t) = _iOg(t))‘* (t)v

) (5.3)
Cy(t) = —iCe(t)A(2).
Neste caso, a inversdo de populacdo € determinada por
W(t) = |Ce() = 1Cy(1)]7, (5.4)
com as devidas probabilidades obedecendo a condi¢do de normalizagdo,
1= [Ce(®)" + [Cy(B)]". (5.5)

Utilizando as Eqgs. (5.4) e (5.5), podemos escrever os modulos das amplitudes de probabili-

1+ W(t) W
(5.6)

W(t)

dade como

As equagdes acima ndo restringem a fase dos Coeﬁmentes, entdo fazemos uma escolha

conveniente para nosso estudo, de maneira que expressamos as amplitudes como

W(t> (5.8)

Ao se considerar a condicdo de ressonancia, essa modulacdo poderia, de forma equivalente, ser tratada por
meio das equacdes 6pticas de Bloch (30, 142). Contudo, optamos por fundamentar nosso trabalho no artigo
referenciado, uma vez que ele aborda de maneira singular a questio central desta investigacdo: a obtengdo de
inversdo de populacdo por meio de um acoplamento dependente do tempo.
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Figura 28 — Esquema representando o funcionamento da IPA. Inserimos a inversao de populagdo
requerida, 1V (¢), na Eq. (5.11), obtendo A(t). Ao resolvermos o sistema de equa-
¢oes diferenciais (ODEs) com o parametro de acoplamento obtido, calculamos as
probabilidades e W (t).

W(t)

Inversdao de populagéao m m

requerida (input)
: Calculo das probabilidades U

Fonte: O autor.

Se derivarmos a Eq. (5.8) em relacdo ao tempo, obtemos
W)

22\ /1-W(t)

Ao inserirmos C, (1), Eq. (5.9), e C.(t), Eq. (5.7), na segunda equagio do sistema, Eq. (5.3),

Cy(t) = — (5.9)

obtemos uma expressao para o parametro de acoplamento em fun¢do da inversdao de populacao,

tal que '
W(t) (1)
2,/1 — W2(t) ’

a partir da qual constatamos que \(¢) depende da fase 6(t). Assumindo a fase como uma constante

A(t) = —i (5.10)

com o valor conveniente de #(t) = 7/2, sendo equivalente a preparar o estado excitado com

uma fase 7/2 e o estado fundamental com uma fase 0. Portanto, o parAmetro de acoplamento é

descrito por '

Wit

A(t) = _—()’
2¢/1 —W?2(t)

que é a férmula associada a IPA. Inserindo, como input, uma dada inversdo de populacdo na Eq.

(5.11)

(5.11), obtemos um determinado parametro de acoplamento. Resolvendo o sistema de equacdes
diferenciais, Eq. (5.3), utilizando o parametro de acoplamento obtido através da IPA, obtemos
os coeficientes que resultam na inversao de populacdo empregada como input. Frisamos que
as condicdes iniciais da IPA devem ser obedecidas ao determinarmos a solu¢do do sistema de
equacdes diferenciais —i.e. o &tomo deve estar no estado excitado e o campo no estado de vacuo
em ¢t = 0. Na Fig. 28, representamos esquematicamente o funcionamento da IPA.

Se empregarmos as inversoes de populagdo obtidas no capitulo anterior como input na Eq.
(5.11), obtemos os respectivos parametros de acoplamento. No entanto, como mencionamos,
o maior mérito da IPA diz respeito a inversdes de populacdo que ndo podem ser escritas no
mesmo molde da Eq. (4.11). Sendo assim, apliquemos o método para responder a pergunta:
“qual dependéncia temporal o parimetro de acoplamento deve possuir para que a inversao de
populacdo assuma a forma de ondas triangulares?”” Nesse caso, temos (158)

Wi(t) = % 3 %sen <g€) sen [6 (Ct + g)} , (5.12)
=1
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Figura 29 — A inversao de populagdo, Eq. (5.12), na forma de ondas triangulares (linha sélida
azul), empregando ( = 1, e o parametro de acoplamento que causa esse com-
portamento (linha tracejada laranja), com duas escalas verticais para uma melhor
visualiza¢do da relac@o entre ambas quantidades.

Fonte: Adaptada de (53).

cujo comportamento estd representado na Fig. 29, empregando ( = 1. Ao aplicarmos essa
expressao na Eq. (5.11), obtemos um acoplamento que, se utilizado para resolver as ODEs,
Eq. (5.3), resulta na inversao de populacao utilizada como input. Na Fig. 29, apresentamos o
comportamento desse acoplamento.

Como discutimos no capitulo 3, um aspecto emblemdtico do modelo JC sdo os colapsos e
renascimentos das RO, quando a cavidade esta inicialmente no estado coerente. A existéncia da
IPA leva a pergunta: “é possivel obter esse fendmeno, com a cavidade inicialmente no vdcuo?”
Embora pareca uma questdo lidica, o estudo desse caso sera ttil no decorrer deste capitulo.

Denominaremos a inversdo de populagéo, descrita pela Eq. (3.72), como W, (t). Efetuando a

substituicdo A — A\ e utilizando o parametro &, Eq. (4.18), podemos reescrevé-la como
W,(t) = ~(m {0 nt) . 5.13
(1) =D e =i cos (6at) (5.13)

E importante destacar que a soma em n, quando aplicada na IPA, tem um significado numérico,
e ndo fisico. Da mesma maneira, (n) é somente uma caracteristica do comportamento que
desejamos mimetizar.

Utilizando a IPA, obtemos o parAmetro de acoplamento? \, (). De maneira andloga a Fig.
29, apresentamos W, () e A, (¢) na Fig. 30. Para W,(t), utilizamos os pardmetros (n) = 5 e
Ao = 1. Observa-se que o acoplamento reproduz o comportamento de W, (), “herdando” o

padrdo de colapsos e renascimentos. Isto posto, chegamos a conclusdo que € possivel, sim, obter

2 A notagdo indica que esse parAmetro causa o comportamento de W, (t), em uma cavidade inicialmente no

vacuo, devido as limita¢des do IPA.
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Figura 30 — A inversdo de populagio W, (¢) (linha sélida azul) e o parAmetro de acoplamento
Ao (t) (linha tracejada laranja) que a causa, com duas escalas verticais. Para W, (¢),
utilizamos os parametros (n) = 5e Ao = 1.

1,0Fr.

Fonte: O autor.

os colapsos e renascimentos das RO, mesmo com a cavidade inicialmente no estado de vacuo.

Essa resposta, por sua vez, leva a pergunta que a proxima secao busca responder.

5.2 DEFORMACOES QUANTICAS

A transicdo da Mecanica Cldassica para a Mecanica Quantica introduz a ndo comutatividade
nas estruturas algébricas (52). O espaco de fase candnico da Mecanica Quantica padrao € descrito
pela dlgebra de Heisenberg,

(25, 05] = ihdjk, 5 = 1,2,3, (5.14)
(25, 2] = [Dj, Px] = 0. (5.15)

A Eq. (5.14) resulta no Principio de Incerteza de Heisenberg (159), que impde um limite a
precisdo das medi¢des simultaneas de posicao e momentum. Contudo, a Eq. (5.15) aponta que
¢é possivel determinar separadamente as coordenadas de posicdo e momentum, refletindo a
presenca de uma estrutura geométrica classica — onde as coordenadas espaciais e temporais
comutam — subjacente na Mecanica Quantica.

Na década de 1930, Heisenberg prop0s a ndo-comutatividade nas coordenadas da posi¢ao
(160), o que levaria a uma nova relacao de incerteza. No entanto, a aplicacdo dessa ideia
a problemas mais concretos foi realizada por Snyder (161). Nesse trabalho, o autor conclui
que a quantiza¢do das coordenadas do espaco-tempo, munidos com uma unidade minima de

comprimento, conduz a ndo-comutatividade entre os operadores associados as coordenadas.
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Em teorias relativisticas, a dlgebra de Poincaré é empregada para descrever os movimentos

no espaco-tempo plano, conhecido como espaco de Minkowski. As relacdes dessa estrutura sao

BB =0,

[MZ-, AM: =(1- 50u)i6ijk]5k,

|:£i7 A_]- = i5¢jp07

[ﬁhﬁ{ _ P, (5.16)

@@M;:kme

[Mi, j—ij— = Zfz'jkik,
L

| = —t€ije Mg,

sendo M e pp os geradores de rotacdo e quadri-momento, respectivamente. Por outro lado, L
estd associado a um boost no referencial®. Em termos mais familiares, PA’Z sdo as componentes do
operador momentum linear, ]50 ¢ o hamiltoniano, Mi sdo as componentes do momentum angular
e f)i sdo transformagdes de Lorentz (162). As relacdes de comutagdo, Eq. (5.16), decorrem dos
elementos do Grupo de Poincaré, que representa a simetria no que diz respeito a translacao,
rotacdo e mudancas de referencial. Em virtude dessa caracteristica, na QFT, particulas elementa-
res se transformam conforme representacdes unitdrias irredutiveis do Grupo de Poincaré (163).
Portanto, a dlgebra de Poincaré desempenha um papel fundamental no panorama moderno da
Fisica (164).

A dlgebra de x-Poincaré-Hopf, por sua vez, € uma deformacdo da dlgebra de Poincaré. Essa
perspectiva teve seu inicio nos anos 90 (49-51), e apresenta um cendrio alternativo para o estudo
da Mecénica Quantica, relativistica ou ndo (165-167). Como a dlgebra de Poincaré estd associada
ao espago-tempo plano, supde-se que essa deformacao estd relacionada a gravidade quantica
(52,56). Além disso, o parametro de deformacgdo « possui dimensdao de massa, o que corrobora

essa interpretacdo. Neste cendrio, as relacdes de comutagdo se modificam para

>

[p;m l/_ = Oa
[Mz | = (1= 60,.) deiji P
~ ~ ] ~ 60;1, A (1760;1,)
[Li, P, =1 [Pl] [(L-js_l sinh <5P0>] ,
N T R (5.17)
[Mi7 M;| = i€;j My,

[Mz'7 Lj = iqjkLk,

_ 2
[@¢j=—mﬂpﬂmw&%>—%&ﬂmy

3 Os indices latinos varrem os nimeros (1,2, 3), enquanto os indices gregos abrangem os nimeros (0, 1,2, 3).
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com ¢ definido por*

e=—. (5.18)
K

Recentemente, Uhdre et al. (48) utilizaram a dlgebra de Poincaré-Hopf x-deformada para
apresentar simultaneamente os modelos k-deformado JC (x-JC) e Anti-JC, empregando um
mapeamento introduzido por Bermudez et al. com o Oscilador de Dirac® (28).

No trabalho citado, os autores determinaram os valores esperados de vérios observaveis
para o modelo x-JC considerando um acoplamento constante. Curiosamente, se o estado inicial
do modo da cavidade for um estado nimero, os valores esperados no modelo deformado nao
apresentam distin¢cdo em relacao ao modelo ndo deformado. No entanto, para um estado inicial
coerente do campo, surge uma diferenca no comportamento dos observaveis. Para os propdsitos
deste trabalho, o valor esperado do spin na direcdo z do modelo x-JC é de grande interesse, uma
vez que ele estd diretamente relacionado a inversio de populacdo. Assim, assumindo um estado
inicial coerente do modo da cavidade no cenario x-JC e um estado excitado do atomo, o valor

esperado do spin na direcao z € fornecido em (48), sendo descrito por

0= 5= S s 0+ S T s - sl 69

sendo € = mc?c/2 um parametro de deformagdo adimensional® e

4N (n+1)
5 5 sen
A2+ 45 (n+1)

1
S,(t) = 2 b\/N +4X3(n+ 1)t] . (5.20)

A forma como apresentamos a Eq. (5.20) difere da Eq. (52) da referéncia (48), pois desejamos
expressa-la usando uma notacao exclusiva do modelo JC. A inversao de populacao € o dobro
do valor esperado do spin na direcdo z, de modo que, para o caso de ressondncia, a inversao de
populagdo do modelo ~-JC é dada por

o0

Z {COS(fn ) < > [Cos(fn-ﬂt) - COS(Sn )]} ) (5-21)

=0

a partir da qual percebemos que a deformacao se manifesta no dltimo par de termos. Constatamos
que, se € = 0, recuperamos o caso ndo deformado, Eq. (5.4).

Por outro lado, utilizando a IPA, podemos reproduzir W (¢), em um modelo JC néo defor-
mado, empregando o pardmetro de acoplamento A (t), obtido a partir da substitui¢do da Eq.
(5.21) na Eq. (5.11), assumindo o modo da cavidade no estado de vicuo e o TLS no estado
excitado em ¢t = 0. Este € um resultado interessante, pois o fator € se torna um nimero no

acoplamento, e os efeitos da deformacao ~ na inversao de populacdo podem ser reproduzidos

4 Mais precisamente, € = limg_~[RIn(q)], sendo R a curvatura de de Sitter e ¢ um pardmetro de deformagio

real (48).

O Oscilador de Dirac (27) é um sistema relativistico que pode ser mapeado de maneira exata no modelo JC
quando consideramos (2 + 1) (28), ou (1 + 1) (168), dimensdes.

Em notaco relativistica, é comum adotar ¢ = 1, de modo que a unidade de mc? torna-se equivalente 4 de m no
sistema utilizado.
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Figura 31 — Apresentamos a diferenca entre a inversdo de populagdo AW (¢) (linha sélida azul),
entre os modelos x-JC e JC, utilizando ¢ = 5 x 1074, (ny =5e X = 1. Simul-
taneamente, destacamos a diferenga nos pardmetros de acoplamento AX(¢) (linha
tracejada laranja), que causam as respectivas inversdes de populacdo em uma cavi-
dade inicialmente no estado de vacuo.

103 AW (1)

|
T
wwrrr

Fonte: O autor.

com um ajuste cuidadoso desse parametro. Além disso, as correcdes provenientes da deformacao
estdo além da observabilidade nos experimentos atuais (52). A possibilidade de emular os efeitos
da deformacdo e, em principio, da gravidade quantica, por meio de um acoplamento dependente
do tempo, pode abrir caminho para tais observacoes.

Podemos observar os efeitos da deformag¢do no comportamento da inversao de populagao

comparando os resultados para os modelos JC e k-JC. Com esse objetivo, definimos
AW(t) Woez (t) - Wa (t)a (522)

ANE) = X5(8) — Ma(b), (5.23)

que medem as diferencas entre a inversao de populacao x-deformada e ndo deformada, e entre
os parametros de acoplamento obtidos através da IPA, respectivamente. Na Fig. 31, utilizando
€ =5 x 1074, que € o limite superior para o parametro de deformacio’ (166, 167), apresentamos
essas diferengas. Observamos que, nos intervalos onde ha uma diferenca no pardmetro de

acoplamento, também existe uma diferenga na inversio de populagdo.

5.3 GENERALIZACAO DA ABORDAGEM DO PROBLEMA INVERSO

Na secao anterior, mostramos que os efeitos da deformacdo quantica podem ser simulados

no modelo JC ndo deformado, ao empregarmos o acoplamento dependente do tempo S, (),
-

Esse limite superior € derivado a partir do momento magnético andmalo do elétron para sistemas correlatos ao
oscilador de Dirac. Para mais detalhes, consultar (166, 167).
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assumindo que o modo da cavidade estd inicialmente no estado de vdcuo. No entanto, € relevante
investigar um acoplamento capaz de gerar a mesma inversao de populacdo no modelo JC, mas
com o modo da cavidade inicialmente em um estado coerente. Com isso em mente, estabelecemos
uma conexao entre o modelo TDJC ndo deformado e o modelo x-JC por meio de um acoplamento,
utilizando o mesmo estado inicial em ambos 0os modelos. Para abordar isso, introduzimos uma
generalizacdo da IPA (GIPA), que abrange inversdes de populacio oriundas de distribui¢des
de estados nimero na cavidade (57). Até onde sabemos, ndo ha, na literatura, um método
equivalente. Neste contexto, nds designaremos o parametro de acoplamento neste caso como
A, (t) para diferencid-lo dos cenérios anteriores.

Quando o estado inicial do sistema é |¥U(0)) = |e,n), sob a condi¢do de ressonincia, as

equagoes diferenciais que resultam da Equacdo de Schrodinger sdao

Con(t) = — iv/A T IAL(1)Cpmin (8),
Comp1(t) = — iv/n+ 1A, (£)Con(t),

introduzindo a dependéncia em relacdo ao modo da cavidade por meio do indice n. Dessa forma,
assumindo a fase como 6(t) = 7/2, a equagdo que governa o pardmetro de acoplamento é dada
por '
An(t> = ! _Wn(t) )
2vn +1/1—W2(1)
que se reduz a Eq. (5.11) para n = 0 com a identificagdo Ay(t) — A(t) e Wy(t) — W (t). De
fato, a mudanca do caso anterior para este é o fator de escala (n 4+ 1)7'/2, devido 2 estrutura

(5.24)

algébrica do modelo JC. Portanto, utilizando o parametro de acoplamento na Eq. (5.24), podemos
reproduzir a inversdo de populagdo desejada com o campo inicialmente contendo n fétons. E
importante mencionar que precisamos assumir que o modo da cavidade foi preparado com n
fétons para reproduzir W, (t) e aplicar o acoplamento A, ().

Consideremos um cendrio arbitrario em que hd uma cavidade contendo n fétons inicialmente.
Para fins didéticos, suponha que nosso objetivo € que o 4tomo tenha, ao longo do intervalo de
tempo considerado, uma probabilidade de estar no estado fundamental que nunca seja maior do
que a de estar no estado excitado. Nesse contexto, a inversao de populacdo pode ser expressa

como

W, (t) = cos (%"t) ) (5.25)

Utilizando essa expressdo como input na Eq. (5.24), obtemos o parametro de acoplamento

descrito por:

A(t) = —2osen(&nt) (5.26)

24/1 — cos? (%”t)

cujo comportamento, juntamente com a inversao de populacio que provoca, estd representado na
Fig. 32.
Para um acoplamento prescrito entre o campo e o d&tomo, vimos que a inversiao de populagcdo

para uma distribui¢do de estados de niimero assume a forma da Eq. (3.71) (60,125). Reescrevemo-
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Figura 32 — A inversdo de populagido W,,(¢) (linha sélida azul) e o pardmetro de acoplamento
A, (t) (linha tracejada laranja) que a causa em um estado inicial de nimero do modo
da cavidade, adotando A\ = 1 e n = 5.

Fonte: O autor.

na considerando a nova notac¢do conforme
W,(t) = PIW(t). (5.27)
n=0

O estado inicial do modo da cavidade define P e y representa a distribui¢io especifica de estados
utilizada. Por exemplo, para um estado inicial coerente, P7 — P% = exp(—|a|?)|a|**/n!, com
a inversdo de populagdo, nesse caso, sendo W, (t), Eq. (5.4). A abordagem proposta aqui foca
em W, (t), em vez de W, (t), ou seja, precisamos considerar qual inversdo de populagdo, quando
somada em n e multiplicada por P, resulta na inversdo de populagdo relacionada a distribui¢cdo
especifica do estado inicial da cavidade. Logo, se a inversdo de populagdo desejada é W, (t),
Eq. (5.4), consideramos como input W, (t) = cos(,t) e obtemos A, (t) = X¢. Na Fig. 33,
representamos esquematicamente a GIPA, ilustrando sua estrutura e os principais elementos
envolvidos em sua definicdo e funcionamento.

Para exemplificar esse método, consideremos um caso em que a inversao de populagao

desejada seja, convenientemente,
N 2 ((&n
W, (t) = nEO PX cos (;t) : (5.28)

com PX representando a distribui¢do de probabilidades do estado térmico, Eq. (2.77). E impor-
tante enfatizar que, mesmo que o estado inicial da cavidade seja misto, a Eq. (5.27) ainda é
vélida (78,131).

Aplicando a GIPA, com a Eq. (5.25) como input, obtemos A,,(t), Eq. (5.26). Ao resolvermos
a equacdo diferencial munidos de A, (), obtemos as amplitudes de probabilidade que, ao serem

ponderadas por PY, resultam em W, (¢), Eq. (5.28). O comportamento da inversdo de populagdo
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neste caso € ilustrado na Fig. 34, onde observamos que o acoplamento dependente do tempo
resulta em um valor positivo para a inversio de populacdo. Além disso, a0 compararmos com o
caso de acoplamento constante, observamos que a amplitude das RO também diminui.

Contudo, diferente do caso mais direto, onde ndo lidamos com uma distribui¢io de proba-
bilidades no modo da cavidade, deve ficar claro que n ndo € apenas um nimero prescrito, mas
devemos considerar seu papel na somatodria sobre n na inversdo de populacao, conforme a Eq.
(5.27). Esse aspecto do acoplamento A, () cria uma dificuldade adicional, pois ndo podemos
fixar um dado n e descrever sua contribui¢do no comportamento de W, ().

Agora, consideremos o sistema x-deformado apresentado na se¢do anterior. Nesse caso, se
procurarmos o pardmetro de acoplamento que gera a inversdo de populagdo W¢(t), Eq. (5.21), é
imperativo inserir na GIPA a parte dependente do tempo no argumento da soma — neste caso,
especificamente a parte entre colchetes. Nessa perspectiva, quando o modo da cavidade esta
inicialmente no estado coerente, o acoplamento dependente do tempo que simula W (¢) é dado
por

sen (§,t) — € (n) [sen (&nt) — \/Z:ii’sen (§n+2t)}

AS(t) = X . 5.29
A V1= cos? (§,t) — 2€ (n) [cos (&,t) cos (§niat) — cos? (E,1)] 629

Assim, quando o parametro de acoplamento acima € aplicado a uma cavidade inicialmente

coerente, com o dtomo excitado, obtemos os mesmos efeitos que aqueles causados pela x-
deformacdo na inversdo de populacdo.

Apesar da complicacao envolvendo a dependéncia em n na expressdao do acoplamento,
podemos considerar um contexto onde essa abordagem € valiosa. Consideremos um cendrio onde
um sistema JC é inserido em um espago-tempo ndo plano, com o estado inicial |¥(t)) = e, a).
Se os efeitos da curvatura na inversao de populacdo puderem ser traduzidos em um acoplamento

dependente do tempo similar a A (), da mesma forma que o movimento do dtomo dentro da

Figura 33 — Representacdo esquematica da GIPA. Iniciamos extraindo W, (¢) do somatdrio
de W, (t). Sequencialmente, inserimos W, () na Eq. (5.24), obtendo A, (t). Ao
resolvermos as equacgdes diferenciais com o parametro de acoplamento obtido,
calculamos as probabilidades e W, (¢). Somando W, (t), empregando a distribui¢do
P7, obtemos W.,(t).

W, (t)

Inversao de populagéao

requerida Soma levando em conta a distribuicao P}

' - ' de populagdo requerida (input)
Célculo das probabilidades ﬁ

Fonte: O autor.

Wa(t)

Argumento da inversao
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Figura 34 — A inversdo de populagdo W, (¢) nos cendrios de acoplamento constante (linha trace-
jada verde) e dependente do tempo (linha sélida azul), utilizando \g = 1 e (n) = 5.

S a0 ‘
const.

. 0,5F .
=
=

0,0F .

_074 -l il il il il l-l

0 5 10 15 20 25

t
Fonte: O autor.

cavidade € modelado através de um acoplamento senoidal (61), a relacdo entre a deformacio « e
a gravidade quantica se tornaria mais clara.

Em sintese, a reproducao dos efeitos de deformacao quantica por meio de um parametro de
acoplamento dependente do tempo no modelo JC ndo deformado sugere que, eventualmente, serd
possivel realizar simulacdes investigando outros aspectos do modelo k-JC. A observacao das
oscilacdes macroscépicas de Rabi em juncoes de Josephson (169,170) indica que, eventualmente,
pode ser possivel alcangar um controle desse fator em sistemas correlacionados ao modelo JC.
Nesse sentido, o GIPA apresentado aqui € notdvel, pois o gerenciamento das transi¢cdes do
TLS desempenha um papel significativo no Controle Quantico e nas aplicagdes de Computagao
Quantica (34,55). Além disso, considerando a relagdo entre o modelo JC e sistemas relativisticos
(28,29,171), € razoavel sugerir que o procedimento apresentado aqui poderia levar a simulagdes

frutiferas dos efeitos de deformagao quantica também nesses sistemas relativisticos.
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6 CONCLUSOES

O modelo JC foi introduzido em 1963, como uma descri¢do para a intera¢ao entre radiacio e
matéria no maser. Neste trabalho, investigamos esse sistema e analisamos as consequéncias de
um parametro de acoplamento entre luz e matéria com dependéncia temporal. Exploramos as
implicac¢des dessa dependéncia temporal na inversao de popula¢ido e no emaranhamento.

Iniciamos com dois capitulos introdutérios, buscando tornar esta dissertacao didaticamente
acessivel. No capitulo 2, realizamos uma retomada de conceitos basicos da Optica Quantica.
Sequencialmente, no capitulo 3, revisamos as caracteristicas fundamentais do modelo JC, focando
em aspectos de sua dinamica.

A insercdo de dependéncias temporais no parametro de acoplamento ocorreu no capitulo 4.
Essa generalizagdo simula mudancas fisicas do maser, como efeitos transientes no acionamento
e desligamento do sistema, ou 0 movimento atdmico. Partindo de casos presentes na bibliografia
concernente ao tema, analisamos a sensibilidade da inversao de populagcdo e da VNE em relagdo
a diversas op¢oes de modulacdo. Por exemplo, observamos que, ao se empregar uma modulagdo
linear do acoplamento, tanto a inversao de populacdo quanto a VNE exibem comportamentos
distintos em comparacao ao caso do acoplamento constante, potencialmente com o atraso ou
aceleracdo das RO. Por outro lado, ao utilizarmos uma dependéncia temporal do tipo secante
hiperbdlica, verificamos que o sistema pode evoluir para valores assintdticos. No caso especifico
da modulagao senoidal, percebemos um dominio da periodicidade, mesmo considerando um
estado inicial coerente da cavidade. Ampliamos nossa andlise para incluir o cenério de um dtomo
em movimento dentro de uma cavidade que nao foi completamente resfriada. Matematicamente,
essa situacao se traduz em uma dependéncia temporal senoidal e um estado inicial térmico da
cavidade. Apesar das maiores flutuagdes quanticas associadas ao estado térmico, a inversao de
populacdo ainda apresentou comportamento periddico.

No capitulo 5, realizamos um estudo acerca da IPA. Apresentamos sua férmula, Eq. (5.11),
e a aplicamos em alguns exemplos. Particularmente, a empregamos para emular os efeitos da
r-deformacdo em um modelo JC ndo deformado. Nesse sentido, generalizamos a IPA para incluir
estados da cavidade que apresentam uma distribui¢cdo de probabilidades em ¢ = 0. Esse estudo
heuristico pode levar a simulacdes de deformacdes quanticas em cendrios onde o acoplamento
pode ser ajustado com precisao.

Finalizamos enfatizando que o estudo desses acoplamentos é importante no intuito de geren-
ciar o estado atomico, um aspecto especialmente relevante no Controle Quantico (34,55). Nesse
sentido, a observagdo das RO macroscépicas em circuitos (169, 170) indica que, eventualmente,

pode ser possivel alcangar um controle desse parametro em sistemas correlacionados.
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APENDICE A - EMARANHAMENTO, MATRIZ DENSIDADE E ENTROPIA DE
VON NEUMANN

Neste apéndice, introduzimos os conceitos de emaranhamento e matriz densidade, com o
intuito de depreender a VNE. A apresentacdo baseia-se no Apéndice A de (18), no Capitulo 2 de
(34) e no Capitulo 1 de (64).

EMARANHAMENTO

Na Mecanica Quantica, o estado fisico € descrito por um vetor em um espago vetorial
complexo. Utilizando a notagdo de Dirac, denotamos esse vetor como ket, € postulamos que
ele contém toda a informagdo disponivel sobre o estado fisico. Além disso, se |¢;) forem os
possiveis estados quanticos de um determinado sistema, a superposicdo desses estados também

constitui um estado, tal que

V) = C1 Y1) + Ca o) + ...+ Cp [thy) . (A.1)

Se os estados |¢;) forem ortonormais ((¢;|¢;) = ¢;;), também possuimos a condic¢do de
normalizagdo
1= |0 +|Co)* + ...+ |C)% (A2)

onde |C; ]2, de acordo com a interpretacio de Born, corresponde a probabilidade de obter o estado
|1;) perante uma medicdo. No entanto, existem cendrios em que o vetor de estado do sistema
ndo € conhecido com exatidado, devido a interagcdo com outro sistema. Neste caso, tratamos de
um sistema composto, cujo espago vetorial corresponde ao produto tensorial dos espagos dos
sistemas componentes. Embora seja possivel descrever o estado do sistema total por um vetor de
estado, ndo podemos fazer o mesmo para os subsistemas interagentes.

Por exemplo, consideremos dois sistemas fisicos de interesse, A e B, com espagos associados

‘H 4 e Hp, respectivamente. O espaco do sistema composto € dado por
Hap = Ha @ Hp. (A.3)

Para ilustrar o vetor de estado, consideremos que os sistemas A e B possuem estados quanticos

[1%) e [l) (i = 1,2), respectivamente. Um possivel vetor de estado para o sistema é

[Yap) = Cu |04, ¥%) + Co |3, VB) | (A.4)

com a notagdo [¢Yy, k) = |¢%) @ |1%). As amplitudes de probabilidades sdo representadas por
C, e C,, de tal forma que |C,|* + |C,|* = 1. O estado expresso pela Eq. (A.4) é denominado

emaranhado, uma vez que nao pode ser escrito como um estado produto dos dois subsistemas,

[VaB) # |[Ya, ¥B) - (A.S)
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Em outras palavras, ndo é possivel associar ao subsistema A um vetor de estado que o descreva
de forma independente do subsistema 5. De forma andloga, também ndo se pode definir um vetor
de estado para B que o represente independentemente de A. Palpavelmente, o emaranhamento
pode ser compreendido como uma limitag¢do na descri¢ao independente dos graus de liberdade
do sistema como um todo (34). Na se¢do 3.4, quantificamos o emaranhamento no modelo JC,
através da VNE.

Quando lidamos com dois subsistemas, o sistema é denominado bipartite. Util quando um
dos subsistemas possui dimensdo n (n # 2), a decomposi¢do de Schmidt (172, 173) garante que,
para um sistema bipartite e um estado global puro, existe uma base ortonormal {|a;(t)) ,i =
1,2,3...} paraosubsistema A e {|b;(t)),j = 1,2,3...}, para o subsistema B, tal que o estado

do sistema, [t)ap) € H g, pode ser escrito como
[Van(t) Z pa(t) las(t), bi(t)) - (A.6)

Na expressdo acima, o limite superior do indice 7 € a menor das dimensdes dos espacos de
Hilbert envolvidos. No caso do modelo JC, por exemplo, a decomposi¢do de Schmidt permite
que possamos escrever o vetor de estado em funcdo de dois termos, mesmo que o espaco da

cavidade tenha dimensdo infinita.

MATRIZ DENSIDADE

Alternativo a representagdo de vetor de estado, o formalismo do operador densidade, repre-
sentado por p, oferece uma abordagem mais apropriada para lidarmos com ensembles. Essa
perspectiva foi introduzida por von Neumann em 1927 (174), estabelecendo os fundamentos para
as predicdes estatisticas derivadas da Mecénica Quantica. E pertinente citar que utilizaremos os
termos “matriz densidade” e “operador densidade” de maneira intercambidvel ao longo do texto.

Para um ensemble de estados |1);), definimos p como
p=> pili)eil. (A7)

Na Eq. (A.7), p descreve um estado misto, que corresponde a uma mistura probabilistica p; dos
estados [1);) do sistema. Se todas as probabilidades, com excec¢do da j-ésima, forem anuladas,

obtemos
p= | Xsl, (A.8)

que € o operador densidade associado a um estado puro. De fato, podemos classificar um estado
como puro ou misto com base no trago do operador densidade; se o trago Tr(p?) for igual a 1, 0
estado é puro. Caso seja menor que 1, o estado € misto. Como veremos, esses conceitos estao

diretamente relacionados ao emaranhamento entre os subsistemas.
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Nesse sentido, se o estado de um sistema bipartite for separdvel, o operador densidade p4Z é
descrito por
~AB _ 7A o ~B
P =pm @ P, (A.9)

onde denotamos A e B como os subsistemas interagentes.

No caso da Eq. (A.4), o operador densidade € descrito como
PP =IO [, v Xk UB] + CuC [0k, B X0k, ]
+ CuC |94, v Xk W] + [Cul” [5, v Xvh, v

A partir da Eq. (A.9), definimos o operador de densidade reduzido, que representa um dos

(A.10)

subsistemas interagentes. Podemos obter esses operadores ao tragarmos o grau de liberdade
associado ao outro subsistema
ﬁA = TrB(ﬁAB)a
pP = Tea(p"?).
A partir da Eq. (A.10), podemos calcular o operador de densidade reduzido para o subsistema
A:

(A.11)

pt = (vp|p*Plug) + (V|7 |vE)
= |Cul* |[waXWh] + 1Cul* |92 WA -

No nosso exemplo, percebemos que, de maneira geral, j* é misto, mesmo que o estado

(A.12)

|V ag), Eq. (A.4), seja puro. Isso indica que podemos relacionar o emaranhamento do sistema
com a mistura estatistica da matriz de densidade reduzida do subsistema. De acordo com o

s . . . A\ 2 ‘
critério que mencionamos anteriormente, concluimos que se Tr [(p“‘) ] = 1,0 estado [4p) é

separa’well. Caso contrario, ele € emaranhado.

ENTROPIA DE VON NEUMANN

A VNE (104) é uma generalizacdo quantica da entropia de Shannon (175), a qual, por sua
vez, estd associada a informacao contida em uma distribui¢ao de probabilidade cléssica (176).
Denotando por S(p) a VNE, temos que S(p) = 0 quando o estado p é puro. Por outro lado, se o
estado for misto, entdo S(p) > 0 (78).

Naturalmente, de acordo com a relagdo entre emaranhamento e pureza, isso indica que a
VNE ¢é um instrumento valioso para a quantifica¢cdo do emaranhamento entre os subsistemas. Em
outras palavras, ao calcular a VNE da matriz densidade reduzida de um dos subsistemas, obtemos
uma medida da mistura do subsistema, que, por sua vez, é proporcional ao emaranhamento
de um subsistema em relacdo ao outro. Nesse sentido, Araki e Lieb (177) provaram que, para
um sistema bipartite genérico, S(p) = S(p?), isto €, B estd emaranhado com A da mesma
maneira que A estd emaranhado com B. Em sintese, conclui-se que a VNE é uma boa medida
do emaranhamento para estados iniciais puros e um sistema bipartite (34). Uma discussao mais

aprofundada sobre a teoria do emaranhamento pode ser encontrada em (178).
1

De forma paralela a VNE, existe a entropia linear, que se relaciona de maneira mais direta com a pureza.
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Figura 35 — Representacdo esquematica da relagdo entre emaranhamento e VNE.

[Yas) = [Pa) @[ s)

AeB
separaveis

[a) # [Pa) ®|¥5)

Fonte: O autor.

A VNE, para um operador densidade p, é definida como
S(p) = — Tr(plog, p), (A.13)

onde fizemos a escolha da base 2 no logaritmo, mais conveniente para este trabalho.

Em uma base onde p é diagonal com autovalores 1;(t), a VNE pode ser compreendida como
S(p) == pa(t) log, pi(t). (A.14)

Por exemplo, podemos considerar o caso da Eq. (A.12). Os seus autovalores sdo ]Cu\2 e

|C,|*, e a sua VNE é descrita por
S(p)* = —|Cu|* log, |Cu]* — |Cu[* log, |G, |*. (A.15)

Se |C,|* = 0 ou |C,|> = 0, temos que S(5)* = 0. Consequentemente, o subsistema é puro e
o estado global é separavel, conforme esperado. Por outro lado, se |C,|* = |C,,|* = 1/2, entdo
S(p)?4 = log, 2 = 1, indicando que o subsistema apresenta a maxima mistura estatistica, € o
emaranhamento do sistema também atinge seu valor maximo.

Representamos esquematicamente o mecanismo que relaciona emaranhamento e a VNE na

Fig. 35, para um sistema bipartite genérico.
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APENDICE B - CALCULOS

Neste apéndice, apresentamos alguns calculos que optamos por omitir ao longo do texto.

SOLUCAO DE ONDA PLANA PARA O CAMPO ELETROMAGNETICO

As equacdes de Maxwell formam um conjunto de equacdes diferenciais parciais acopladas
(81). Utilizando a identidade (179)

V x [V xv(r,t)] = VIV - v(r,t)] — Vv(r, 1), (B.1)
podemos desacoplé-las. Utilizando as Egs. (2.3), (2.5), (2.6) e (B.1), obtemos

V x [V x E(r,t)] = V[V - E(r,t)] — V?E(r, )

0
—%[V x B(r,t)] = —V?E(r, 1)
O*E
Mm# — V2E(r, 1). (B.2)

Empregando a relagdo

S (B.3)
Eofo

onde c representa a velocidade da luz no vacuo, podemos reescrever a Eq. (B.2) como

_ 1PE(r,t)

VR - 5y

= 0. (B.4)

HAMILTONIANO DO CAMPO ELETROMAGNETICO CLASSICO

No subcapitulo 2.2, apresentamos o Hamiltoniano cldssico H, associado a um tinico modo

do campo EM. O reescrevemos abaixo, por conveniéncia,

H = % / [eoE?(r,t) + pgy 'B?(r, )]dV (B.5)
\%4
_ ! / [0 B2 (2, t) + pg ' By (2, t)]dV. (B.6)
2 Vv SN—— ~——

(a) (b)

Para facilitar o processo de integracdo, calculamos separadamente as partes elétrica (a) e

magnética (b).
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(a) Parte elétrica:

/VaoEg(z,t) :/ / /50E (2,t)dzdydz
- / / /mw

— A _—
£0 i Veoq (t) sen’(kz)dz

_ 2%3;2(]2 0 /OL (1 — c02s(2k;z)) "

sen(2kz)|"

= 2% (1). (B.7)

(b) Parte magnética:

Y2
/ le (z,8)dV = / / / 132 (z,t)dxdydz

2 A
= %p (t)/o cos?(kz)dz

_ 2‘”/4]9 (t )/OL B cos(2kz) + %} dz

_ 2A , |sen(2kz)
A TR
=p(t). (B.8)

Expusemos a conta (b) de maneira menos explicita, devido a semelhanga com o desenvolvi-

mento anterior. Utilizamos as Egs. (B.3) e (2.10).

EXPRESSAO PARA O ESTADO COERENTE

Como os estados nimero formam um conjunto completo, podemos expressar |a)) como

=> Culn), (B.9)
n=0
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com os coeficientes obedecendo a condic¢ao
doIC =1. (B.10)
n=0

Através da relacdo de autovetor, Eq. (2.59), e da acdo do operador aniquilagdo, Eq. (2.44),

obtemos

@) Culn) =) Cu/nln—1), (B.11)
n=0 n=1

onde podemos comparar os coeficientes a0 manipularmos n, tal que
aCy_1 = O/, (B.12)

que podemos apresentar explicitamente como

o a? a

—C1=———0C,, o=...= —C(,. B.13
01 = O 70 (B.13)

O coeficiente Cy pode ser determinado através do fato que |«) é normalizado, tal que

C, =

1= {ala)
=|C IQi lof™ (B.14)
0 par n! . .
Utilizando a defini¢ao da fun¢do e” de acordo com a série de Taylor (130), obtemos
Cy = ezl (B.15)

Sendo assim, os estados coerentes normalizados sdo

la) = e~ slol® Z o In) . (B.16)

EQUACOES DIFERENCIAIS DO MODELO JAYNES-CUMMINGS

No subcapitulo 3.3 extraimos o sistema de ODEs, Eq. (3.55), a partir da aplicagcdo da equacao

de Schrodinger, Eq. (3.52), no estado do modelo JC. Para maior clareza, reescrevemos o sistema

a seguir:
Con(t) = —iCy i1 (A0 + 1e™ BT
Cymi1(t) = —iCopn(t)AV/n + Le 48, '
Desacoplamos a Eq. (B.17) em
Con(®) —iAC.,(8) + N2(n+ 1)C.pn(t) = 0,
Cen(t) = 8Cen(t) + X2(n-+ 1)Cn(t) -

Coni1(t) FiAC, i1 (t) + X (n+1)C,y i1 (t) = 0.
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Resolvamos a equagio para C, ,(t), Eq. (B.18). Iniciamos com a hipdtese de uma soluco

do tipo
Con(t) = €™

Ao inserirmos a Eq. (B.19) na ODE para C. ,(t), obtemos
9? — A - N2 (n+1) =0.
Resolvemos a Eq. (B.20), de maneira que evidenciamos as seguintes raizes

1
19:{::§<A:i:@n),

onde O,, = \/A? + 4)2(n + 1). Sendo assim, obtemos solu¢des genéricas do tipo
Con(t) = AL+t + A -1,
A partir da equacgdo acima, possuimos as seguintes expressoes para t = 0,

Ce,n(o) = A+ + A,,
Con(0) = iA 0, +iA_VI_.

Além disso, utilizando a Eq. (B.17), obtemos
Con(0) = —iCy i1 (0)AVn + 1.
A partir das Egs. (B.23) e (B.24), obtemos os coeficientes A :
Cen(0)0,, — Cen(0)A +2C, 11 (0)AVn + 1

A= 20,
A _ Ce:”(o) (A + 8”) - 2Cg7n+1(O>AV n -+ 1
_ = 2@n )

Reescrevendo a Eq. (B.22) da seguinte maneira,
Con(t) = 28 ( A, e300 4 A_e730t),
utilizando a relacao de Euler e os coeficientes, Eq. (B.25), obtemos

Cen(t) = {Om(()) {Cos (@2@) _ % <on (@;t)}

2iM/n 1 o,t\ .
—Me—n_kcg,n_kl(()) sen (T) } 61At/2.

Repetindo o mesmo processo para C,,,+1(t), Eq. (B.18),

Ot iA Ot
Cynt1(t) = {C’g,nﬂ(O) [cos (7) + 0. sen (T)}
_21)\\@/71 + 1Ce,n(0) <en (%) } oiBt/2

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)
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