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“E se um dia ou uma noite um demdnio se esgueirasse em tua mais solitaria soliddo e te dissesse: Esta vida, assim
como tu vives agora e como a viveste, terds de vivé-la ainda uma vez e ainda iniimeras vezes: e ndo haverd nela
nada de novo, cada dor e cada prazer e cada pensamento e suspiro e tudo o que hd de indivisivelmente pequeno e
de grande em tua vida hd de te retornar, e tudo na mesma ordem e sequéncia — e do mesmo modo esta aranha e
este luar entre as drvores, e do mesmo modo este instante e eu préprio. A eterna ampulheta da existéncia serd
sempre virada outra vez — e tu com ela, poeirinha da poeira!”.

Nietzsche, A Gaia Ciéncia (341 - O peso mais pesado)



RESUMO

Neste trabalho investigamos a dinamica de redes neuronais por meio da modelagem via Autd-
matos Celulares. Consideramos um modelo contendo somente conexdes excitdveis e outro
com conexdes excitatorias e inibitérias. No primeiro modelo consideramos sinapses elétricas,
quimicas excitatdrias, com e sem atraso, e induzidas por perturbacdo externa. Resultados
provenientes desse modelo mostram que as sinapses quimicas com baixo tempo de atraso
contribuem para uma atividade autossustentavel de disparos da rede. Um alto tempo de atraso,
ou alto valor para a taxa média de perturbacdo externa, implica a suplantacdo das atividades
quimicas pelas induzidas eletricamente e por perturbagdo externa, fazendo com que os disparos
se tornem irregulares. Em um segundo momento, consideramos um modelo com sinapses
quimicas excitatdrias e inibitérias. Considerando uma aproximagao de campo médio, foi obtido
uma expressao analitica para a densidade média de disparos mostrando a existéncia de um ponto
critico dependente do grau médio de sinapses excitatorias e inibitdrias. Valores acima e abaixo
do ponto critico do grau médio das inibitérias fazem com que a rede transite de uma atividade
cessante (regime subcritico) para uma atividade autossustentdvel (regime supracritico). No
regime critico a atividade pode ou ndo ser cessante. Além disso, determinamos uma expres-
sdo para estudar o comportamento da faixa dindmica frente as sinapses inibitérias. Nossos
resultados, provenientes da simulacdo e também da aproximagdo de campo médio, mostram
que existe uma amplifica¢do da faixa dindmica no ponto critico da rede.

Palavras-chave: Autdomato Celular, Rede Neuronal, Sinapses inibitdrias, Faixa dinamica.



ABSTRACT

In this work, we investigate the dynamical behavior of the neural networks utilizing a Cellular
Automata approach. We consider a model with only excitatory connections and other with
excitatory and inhibitory connections. In the first model, we consider chemical excitatory
(with and without delay), electrical, and synapses induced by external stimulus. This model
shows us that the chemical synapses are crucial to the maintenance of self-sustaining dynamics.
When incorporating a high delay value or high mean perturbation rate value, the behavior of
the network becomes irregular. In the second model, we consider chemical excitatory and
inhibitory synapses. We consider a mean field map approximation for this model, which gives
us an analytical expression for the average firing rate. This expression have a critical point,
which divides the network into ceasing or ceaseless dynamics. Values lower and higher than
critical point makes the network goes from ceasing activity (subcritical) to ceaseless activity
(supercritical). In the critical point, the dynamical can cease or be ceaseless. For this expression,
we obtain a function for the dynamical range. Results from the simulation and the analytical
expression for the dynamical range are in perfect agreement and show that the amplification of
the dynamical range occurs in the critical point.

Keywords: Cellular Automata, Neural networks, Inhibitory synapses, Dynamic range.
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1 INTRODUCAO

Diversos modelos matemadticos sdo utilizados para a modelagem de redes neuronais; esses
modelos podem ser continuos (1) ou discretos (2). A abordagem padrio € feita com mo-
delos continuos baseados em equagdes diferenciais, principalmente no modelo de Hodgkin-
Huxley (3). Todavia, existem outros modelos estruturados em equagdes diferenciais, como o
Hindmarsh-Rose (4), por exemplo. Por outro lado, os modelos discretos podem ser resumidos
no mapa bidimensional de Rulkov (5) e em modelos de Automatos Celulares (AC) (6). A grande
vantagem de se utilizar modelos do tipo AC, é o baixo custo computacional.

Se usarmos um modelo de AC, podemos obter a relagdo entre estimulo-resposta e, com isso,
buscar maneiras de amplificacdo da faixa dinamica, que € um problema altamente relevante em
Psicofisica (7). Kinouchi e Copelli mostraram que, para uma rede de elementos acoplados
eletricamente, a faixa dinamica é amplificada no ponto critico da transi¢cdo de fase da rede
(6). Essa transicao de fase estd associada a mudanga de um comportamento autossustentavel
de disparos para uma atividade cessante. larosz e colaboradores (8) modificaram esse modelo
introduzindo conexdes ndo locais, dadas por topologias de redes complexas, as quais modelam
as sinapses quimicas. Ademais, com uma modificagao do modelo de Kinouchi e Copelli, Zhang
e Pei (9) estudaram a amplificagdo da faixa dinamica em redes excitaveis com topologia de redes
livre de escala e de Erdos-Rényi.

Entretanto, em uma rede neural hé coexisténcia de sinapses quimicas excitatdrias e inibitd-
rias. Nesse contexto, Pei e colaboradores (10) estudaram a amplificacdo da faixa dindmica em
uma rede com elementos excitdveis e inibitérios. Recentemente, estudamos a amplificagdo
da faixa dindmica em uma rede com elementos excitaveis e inibitérios, considerando uma
topologia de Erdos-Rényi, que hd amplificacio no ponto critico de transi¢do da rede. Obtivemos
esse resultado mediante simulagdo com um modelo de AC, similar ao de Iarosz e colaboradores
(8), e também por um modelo tedrico obtido por aproximagdo de campo médio (2).

O objetivo deste trabalho € discutir o comportamento dindmico de uma rede neuronal por
meio da modelagem via Autdmatos Celulares (ACs) (11). Para isso, consideramos dois modelos

de AC para estudar a dindmica de uma rede neuronal. Primeiramente, consideramos um modelo
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apenas com elementos excitdaveis, considerando uma topologia de rede de pequeno mundo (12,
13). Em um segundo momento discutimos a inser¢do de elementos inibitdrios na rede, com a
topologia de redes aleatorias de Erdos-Rényi (2).

Esta dissertacdo € estruturada da seguinte maneira: Capitulo 2 é destinado a uma introducao
aos Autdmatos Celulares. Além disso, sdo apresentados uma breve introdugdo a histéria dos
ACs, o AC Jogo da Vida, como exemplo de AC bidimensional, a classificagcdo dada aos ACs
por S. Wolfram, e algumas aplica¢des de ACs. O Capitulo 3 € destinado ao estudo da dindmica
neuronal. S@o apresentados alguns conceitos como neurdnio, sinapses € potencial de membrana
neuronal. Em seguida, um modelo considerando apenas elementos excitdveis € introduzido
gradativamente, comegando pela inser¢do das sinapses elétricas, em seguida pelas quimicas,
e, também, com a introdu¢do de uma perturbacdo externa dada por um processo de Poisson.
Finalizamos o capitulo com o estudo da influéncia dos atalhos na rede, do tempo de atraso
e da perturbacdo externa. No Capitulo 4 estudamos outro modelo com sinapses inibitorias e
excitatdrias, também consideramos outra topologia, a de redes aleatorias do tipo Erdos-Rényi.
Sao discutidas as influéncias das sinapses quimicas inibitdrias e excitatérias para a dinamica
neuronal. Por fim, € feito uma discussdo da amplificacdo da faixa dindmica nesse tipo de
rede, em que consideramos o modelo de AC e também um modelo obtido a partir de uma

aproximacdo de campo médio.
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2 AUTOMATOS CELULARES

Automatos Celulares (ACs) sdo sistemas dindmicos discretos no tempo, espagco € nas
varidveis que os mesmos representam (11). Um AC € formado por um nimero finito de objetos
idénticos denominados células, as quais sdo arranjadas uniformemente em um espacgo celular
n-dimensional (14). A cada célula é denotado um estado (13), o qual evoluird a passos de tempo
discreto de acordo com regras locais de transi¢do (15).

Os ACs sdo usados para descrever fendmenos naturais, sendo considerados por Stephen
Wolfram (1959 — atual) como idealizacOes discretas das equacdes diferenciais parciais. Porém,
apesar de serem matematicamente simples, os mesmos podem produzir padrdes complexos,

cadticos e fractais (11).

2.1 UMA BREVE HISTORIA DOS ACS: DE VON NEUMANN A WOLFRAM

2.1.1 Origem histérica

A origem dos ACs € atribuida a John von Neumann (1903 - 1957), cuja proposta foi
apresentada no Hixon Symposion, em 20 de setembro de 1948 (16). O objetivo era propor um
mecanismo auto-replicante (17), isto é, um mecanismo que fosse capaz de reproduzir a si pro-
prio em cOpias idénticas, as quais preservam a propriedade de auto-reproduciao. O matemaético
Stanislaw Ulam (1909 - 1984) sugeriu a von Neumann a estruturagdo desse mecanismo auto-
replicante no quadro conceitual daquilo que hoje chamamos de Automatos Celulares (16). Essa
teoria s6 foi detalhada por von Neumann em seu livro Theory of Self-Reproducing Automata,
que foi concluida postumamente, por Arthur Burks (16, 18).

O autdmato construido por von Neumann é bidimensional, pois os vizinhos estao dispostos
em um plano, conforme a Figura 1, com regras de transi¢do e configuracdo de estados iniciais
bem definidas. Nesse AC, existem 29 estados para cada célula, incluindo o estado de repouso.
Conforme exemplificado na Figura 1, a vizinhanca € formada por 5 células, a prépria célula mais
as quatro primeiras vizinhas (19). Essa vizinhan¢a € denominada vizinhanca de von Neumann.
A configuragdo de estados é agrupada em duas unidades, uma responsavel pela construcao do

novo autdmato e outra que € uma unidade de fita, que 1€ e armazena a informacao necessdria
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para a constru¢ao de um novo autdémato (20).

Figura 1 — Vizinhan¢a de von Neumann formada pela célula central (azul claro) e pelas células em azul
escuro.

Fonte: O autor.

2.1.2 O Jogo da Vida

Outro importante trabalho foi o Jogo da Vida, que é um AC bidimensional desenvolvido
em 1970, por John Horton Conway (1937 - 2020) (20). Esse AC € baseado na alteracdo de
populacdes, estruturado em regras locais simples de nascimento, vida e morte. A configuragdo
de vizinhanga desse AC é a de Moore, que acrescenta as vizinhas diagonais a vizinhanca
de von Neumann (19), conforme a Figura 2. A evolugdo desses estados, em cada instante
discreto de tempo, depende da configuragdo inicial e das regras de transicdo. De acordo com a
configuracdo, podemos obter trés tipos distintos de evolug¢do: morte total, formagao de padrdes

estdveis de vida ou padrdes complexos (13,20).

Figura 2 — Vizinhanca de Moore formada pela célula central (azul claro) e pelas células circundantes
(células azuis).

Fonte: O autor.
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As regras de transicdo sao simples e bem definidas (13):

¢ Nascimento: uma nao viva com exatamente trés vizinhas vivas se tornara viva.
* Vida: uma célula viva com duas ou trés vizinhas vivas permanecera viva.

* Morte: uma célula viva com menos de duas vizinhas vivas morrerd por soliddo. Uma

célula viva com mais de trés vizinhas vivas morrerd por superpopulacao.

Conhecida as regras, podemos simular um exemplo desse AC. Inicialmente fornecemos
uma configuracao inicial!, em 7 = 0, de células vivas (em azul) e mortas (em branco), conforme
mostrada na Figura 3(a). Essa configuracdo nada mais € que a disposi¢do de elementos em uma
matriz, na qual os elementos iguais a 1 representam as vivas, e 0 as mortas; no nosso caso, esses
elementos sdo entradas de uma matriz 6 X 6. O préximo passo é implementar as regras. Para
fins didaticos, implementaremos uma regra, em seguida retiramos e implementamos outra, por
fim executamos o programa com as trés regras simultaneamente, como deve ser.

Comecgamos com a regra Nascimento, a qual estabelece que uma célula ndo viva que possui
exatamente trés vizinhas vivas se tornard viva no passo seguinte. Olhando para a Figura 3(a),
notamos que somente duas células satisfazem essa condi¢do, a 7, que possui as vizinhas 1,2 e 5;
e a célula 6, que tem como vizinhas 1, 2 e 3. Portanto, em ¢ = 1, obtemos o resultado apresentado
na Figura 3(b). Em seguida, retiramos a regra Nascimento da rotina, € implementamos a regra
Vida. Dessa maneira, notamos que a célula 2 tem como vizinhas, vivas, as células 1, 3 e 4; a
célula 3 possui as vizinhas 2 e 4; e, por fim, a célula 4 possui a 5, 3, e 2, como vizinhas. Dessa
forma, o passo seguinte, t = 1, é a obtencdo da Figura 3(c). Exemplificado as regras, fazemos a
aplicacao das trés regras simultaneamente, obtendo, em ¢ = 1, a Figura 4, que € a evolugdo para

essa configuracdo inicial.

2.1.3 Classificagdo dos AC: Stephen Wolfram

Stephen Wolfram iniciou as suas pesquisas sobre ACs no final de 1981, publicando uma

série de artigos detalhando e discutindo vérios ACs (22), sendo que em 1994 esses artigos

!Com unidades arbitrarias de tempo.
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Figura 3 — (a) condicdo inicial. Em (b) evolucdo temporal com a aplicacdo da regra Nascimento. Em
(c) evolucdo temporal apenas com a regra Vida. As células azuis representam as vivas e as brancas as
mortas.

b (c)

Fonte: O autor.

Figura 4 — Evolugdo temporal para t = 1 das condic¢des iniciais exibidas na Figura 3a.

Fonte: O autor.

foram reunidos em um livro Cellular Automata and Complexity: Collected Papers by Stephen
Wolfram (23).

A evolugdo dos ACs unidimensionais, tratados por Wolfram, é dada por uma regra matema-
tica simples que estabelece a evolu¢cdo de um estado a; em fun¢do das suas primeiras células
vizinhas, conforme

dtl'=d_+d,,  mod2, .1)

1

em que a notagdo mod 2 indica que € tomado o valor 0 ou 1, apéds a divisao por 2 (11). E a
disposicao das células ocorre de acordo com a Figura 5. De acordo com essa regra, o estado de
uma célula é atualizado em funcao dos estados anteriores das suas vizinhas, médulo 2 (11, 18).

Para obtermos a evolucdo basta aplicar a regra em cada célula.



22

Figura 5 — Vizinhanca unidimensional.

a, a a

i i+1

Fonte: O autor.

Essa regra pode ser generalizada. Para isso assumimos que o valor de uma célula passa a ser
uma funcgio arbitraria de valores da prépria célula mais os valores das suas vizinhas, no passo

anterior, com iSso escrevemos
t+1 t t t
a;” =F(a;_y, a;, aiy). (2.2)

Como essa notacdo abrange muitas regras é conveniente nomear as regras. Wolfram fez isso
atribuindo um niimero a cada regra obtendo 256 regras possiveis (22). O nimero atribuido a
cada regra estd associado a regras bindrias e decimais (24).

A vizinhang¢a de um AC pode ser arranjada de maneiras distintas, conforme exposto na
Figura 6. A cada célula € possivel atribuir dois estados possiveis; podemos nomear esses estados
de vivo ou morto, representada em (a) pelas cores azul e branca, com os seus estados respectivos.
E em (b) pelos nimeros 1 e 0. Para um AC com N células, o ndmero total de estados possiveis
é dado por 2"V. Note que, para o AC unidimensional na Figura 6 temos 3 células, ou seja, 23 =38
combinacdes possiveis (13). Uma regra de evolugdo nada mais € que uma resposta para cada
uma das 8 situagdes apresentadas. Dessa forma temos 28 =256 evolucdes distintas, ou seja,

256 regras (11).

Figura 6 — Possiveis combina¢des para a vizinhanga de um AC unidimensional. Em (a), as células vivas
estdo representadas em azul e as mortas em branco. Em (b), as células vivas sdo representadas por 1 e as
mortas por 0.

(a)-l-]I]I]]EIIEI]D]lD]]

O Gl 0GR G0h] [0 0] [P 06

Fonte: Adaptado de (13).

A nomeacdo das regras ndo € feita a esmo, elas sdo rotuladas em ordem decrescente e com
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exponenciais que vao de 7 até 0, que surgem da transformacao das 8 combina¢des mostradas
anteriormente (11). Para entendermos vamos considerar a regra 90, Figura 7, que tem a sua
forma matemética como (a_1d; )+ (a_ja;). Essa é a expressdo booleana da regra, os indices —1
e 1 indicam vizinhos imediatamente a esquerda e imediatamente a direita, respectivamente (13).
A barra sobre a varidvel simboliza que o estado oposto deve ser considerado. O simbolo “+”
representa a operagdo “OU”, que € aquela cujo resultado € um se, a0 menos, uma das entradas
vale 1; e a operacdo “AB”, equivalente a A X B, representa a operacdo “E”, simbolizando que o
resultado € zero se pelo menos uma das varidveis de entrada € nula (25).

Figura 7 — Evolugao da regra 90 para 50 passos.
t=0

Fonte: O autor.

Para obter a rotulagdo da regra consideramos a Figura 8. Nessa figura dispomos as oito
possiveis combinagdes de vizinhanca, como na Figura 6, entdo aplicamos a regra 90 na sua
forma matemadtica, (a_1a;) + (@_1a;), em cada conjunto da vizinhanga. O resultado obtido
sdo os numeros: 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1 e 0. Agrupando esses nimeros obtemos 01011010, cuja
conversao de bindrio para decimal é 90. Outra forma de obter esse nimero € considerando com
exponenciais, dada por (27 x 0) + (2° x 1)+ (2° x 0) + (2* x )+ (23 x 1) + (22 x 0) + (2! x
1)+ (2% x 0) =90 (13).

Como ultimo exemplo de AC, mostramos a evolugdo da regra 222, na Figura 9. Esse AC
possui uma evolugao simples. Informado a condi¢do inicial, o préximo passo serd a manutengao
das células vivas acrescentado as suas vizinhas (22). Esse AC apresenta um crescimento
exponencial de células assumindo o valor 1.

Wolfram também classificou os automatos em 4 classes (11):
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Figura 8 — Regra 90 com a sua expressdo booleana e justificacdo para o nome “regra 90”.

blifu) faifo) [tfofu] [tfofo] foft]1} [o]t]o] [ofoft] [ofofo],

(a_1§1)+(5_1 al)
Para111: (1x0)+(0x1)=0 Para 110: (1x 1)+ (0x0)=1 Para 101: (1x0)+(0x1)=0
Para 100: (1x 1)+ (0x 0) = 1 Para 011: (0 x 0) + (1 x 1) = 1 Para 010: (0x 1)+ (1x0) =0
Para 001: Ox0)+(Ix1)=1 Para 000: Ox 1)+ (1x0)=0

Fonte: Adaptado de (13).

Figura 9 — Evoluc¢do da regra 222.
t=0

Fonte: O autor.

Classe 1 — a evolugao leva a estados homogéneos.

Classe 2 — a evolucdo leva a um conjunto de estruturas estaveis ou periddicas separadas e

simples.

Classe 3 — a evolugdo leva a padrdes caodticos.

Classe 4 — a evolugdo leva a estruturas complexas.

A partir dessas classes notamos que a evolucao dos ACs é semelhante ao comportamento de

solucdes de equacdes diferenciais (19).

2.2 APLICACOES

Quase todos os fenomenos dindmicos podem ser modelados via ACs, uma vez que sio

utilizados como métodos alternativos as equagdes diferenciais. Os ACs sdo utilizados para
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modelar evacuagdo de pedestres em situacdes de emergéncia (26), fendmenos termodinamicos,
como dinamica de nuvens (27), aplicacdes em Mecanica Quantica (28), modelagem de risco e
perigo de incéndios florestais (29), o AC Jogo da Vida pode ser usado para explorar vantagens
de dispositivos tipo memristor (30), propagacdo de epidemias (31) e modelagem de tumores

(32).
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3 DINAMICA NEURONAL

O sistema nervoso humano é um sistema altamente complexo, formado por cerca de 85
bilhdes de neurdnios (33). As funcdes exclusivas desse sistema, como 0s nossos sentidos,
sdo governadas pelos neurdnios (34). A operacdo em conjunto dos neurdnios define o que

chamamos de rede neuronal (36).

3.1 NEURONIO

Existem diversos tipos de neurdnios, com diferencas anatomicas e funcionais (34). No
entanto, a maioria deles compartilham uma mesma estrutura em comum, que é formada por
uma regido central com ramifica¢des, conforme a Figura 10 (33). A regido central recebe os
seguintes nomes: corpo celular, soma ou pericdrio. Os tubos finos que irradiam da soma sao
denominados neuritos e sao divididos em dois: os dendritos e axonios (35).

Figura 10 — Representacdo esquemadtica de um neurénio com as suas componentes.
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Fonte: Retirado de (33).

A regidao denominada soma tem um formato esférico com aproximadamente 20 yum de
didmetro; € a parte central do neurdnio e comporta o nucleo da célula (33). Dela se ramificam
um axonio e dendritos. Os axonios tém funcdo andloga a de um fio condutor, sendo responsaveis

pela transmissdo do sinal as demais células (36). Os axOnios podem se estender por menos
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de um milimetro ou por distancias muito grandes, como um metro ou mais. J& os dendritos
funcionam como antenas, recebendo os sinais dos axonios através de uma regido denominada
sinapse. Ao contrdrio dos axdnios, os dendritos raramente se estendem por mais de 2 mm
(33). O contetdo interno do neurdnio é separado do externo por uma membrana neuronal,
que funciona de maneira seletiva, permitindo a entrada ou retirando substancias do interior do

neurdnio para o seu exterior (35).

3.1.1 Sinapses

O axoOnio € uma estrutura que possui o inicio no corpo celular, uma parte intermedidria, e
uma terminacdo (33). Essa estrutura € responsdvel pela transmissao do sinal, normalmente em
sua parte intermedidria hd uma estrutura denominada bainha de mielina, que € encarregada de
aumentar a velocidade de propagacdo do sinal (34). O ponto intermedidrio entre duas bainhas
de mielina é chamado nddulo de Ranvier (35). A terminacdo axonal faz o ponto de contato com
outra célula, transmitindo informacgdo. Esse ponto de contato recebe o nome de sinapse (12).
Cada ramificag@o axonal pode fazer uma sinapse com dendritos ou com o corpo celular de outras
células (33). Nesse sentido, € natural dividirmos as células entre pré e pds-sindptica, conforme
a Figura 11. O espacgo que as divide, no ponto da sinapse, € chamado de fenda sindptica (12).

As sinapses sao divididas em elétricas e quimicas (13). As sinapses elétricas, representadas
na Figura 12(a), s3o mais simples e menos abundantes que as quimicas, representadas na
Figura 12(b) (33). Essas conexdes acontecem pela transmissado direta da corrente idnica de uma
célula para outra, através de uma regido especializada denominada juncdo comunicante (12). A
maioria das jun¢des comunicantes permite a passagem da corrente idnica em ambos os sentidos,
caracterizando as sinapses elétricas como bidirecionais (33). Essas sinapses acontecem entre
primeiros vizinhos e de maneira quase instantanea (12).

Por outro lado, as sinapses quimicas s@o mais complexas; e acontecem através da transmis-
sdo de neurotransmissores da célula pré para a célula pds-sindptica. Essa transmissdo se da pela
fenda sindptica (35). As sinapses quimicas dependem de canais i6nicos que permitem ou nao
a passagem de certos ions. Conforme essa seletividade, podem ser classificadas como sinapses

quimicas excitatorias ou inibitdrias (33). Com efeitos inversos, as excitatorias contribuem
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Figura 11 — Representacdo esquemadtica do neur6nio pré e pds-sindptico, com as suas respectivas
componentes.
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Fonte: Adaptado de (35).

para o aumento do potencial de membrana, enquanto que as inibitérias inibem esse potencial
(35). Devido aos processos fisioldgicos envolvidos nas sinapses quimicas, esse tipo de conexao
leva um certo tempo para acontecer, tal que é necessdrio incorporar um tempo de atraso na
modelagem (12).

Figura 12 — Representacio esquemdtica da sinapse elétrica (a) e quimica (b).

(a) Sinapse elétrica (b) Sinapse quimica
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Fonte: Adaptado de (37).
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3.1.2 Potencial da membrana neuronal

Os sinais de uma célula a outra sdo transmitidos através dos axonios pelo fluxo de fons. No
entanto, o mesmo € banhado por um meio externo salino condutor de ions, fazendo com que
funcione como uma mangueira cheia de furos (33). Porém, a membrana que envolve o axénio
possui a propriedade de conduzir um sinal denominado potencial de a¢ao (35), que ndo diminui
com a distancia (33). Esse termo potencial se refere a separacdo da carga elétrica através da
membrana.

O potencial de membrana nada mais € que a diferenca de potencial entre o meio intra
e extracelular, representado por V,,. O potencial de repouso tipico de um neurdnio é V,, =
—65 mV (33). A entrada de ions acontece pela seletividade da membrana, permitindo a sua
despolarizagdo. Uma vez que essa despolarizacdo atinge um limite critico (potencial limiar)
um potencial de acdo serd gerado. Essa despolarizacdo também pode ser ocasionada pela
injecdo de uma corrente elétrica. Podemos induzir vérios potenciais de acdo na membrana,
que geram potenciais de acdo a uma taxa de 1 ms. Contudo, existe um limite para a geragcdo
desses potenciais, a frequéncia maxima € de 1000 Hz (33). Nesse caso, uma vez iniciado o
potencial de acdo € impossivel iniciar outro por cerca de 1 ms, esse periodo € denominado de
tempo refratdrio, ou periodo de hiperpolarizacdo. Reunimos essas informagdes em uma curva

de potencial da membrana, na Figura 13.

Figura 13 — Representacdo esquematica do potencial da membrana com seus respectivos estados.
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Fonte: Adaptado de (37).
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3.2 MODELAGEM MATEMATICA

Para modelar a dindmica neuronal, usaremos um modelo de AC com conexdes locais, re-
presentando as sinapses elétricas (38), conexdes ndo locais representando as sinapses quimicas
(39), e também incluiremos perturbacdo externa (1), modelada por um processo de Poisson
(12,13).

Esse modelo possui p estados excitdveis, descritos pela varidvel x;, com i = 1,2,3,....N
(38), em que N € o numero de elementos na rede. Os estados sdo divididos em: repouso x; = 0,
excitado x; = 1 e refratdrio x; = 2,...,u — 1 (12).

A dindmica do sistema € obtida com aplica¢do de um estimulo externo 4; em um determi-
nado neurdnio (39). Estando em repouso esse neurdnio, o estimulo € suficiente para romper o
potencial limiar, fazendo com que o estado evolua para excitado no tempo seguinte (12). Em
seguida, ocorrerd o periodo de repolarizacdo da membrana, seguido por um periodo refratério,
isso € modelado pela evolugao do estado excitado para o estado refratdrio por  — 2 passos de
tempo, nesse estagio a célula se torna insensitiva (13). Portanto, aplicado um estimulo /4;, 0 AC

evoluird com as seguintes regras (38):

* Se x;(t) = 0, entdo x;(t + 1) = h;(t), com h;(t) = 1 se hé estimulo e h;(t) = 0 caso

contrdrio.
* Se x;(t) # 0, entdo x;(r + 1) = [x;(t) + 1] mod pu.

Essas regras nos dizem que se existe estimulo externo entdo hd disparo no tempo seguinte. A
notacdo mod u representa que a célula sofre uma condicao de reinicio quando x; = .

Para compreendermos a evolugdo do AC, discretizamos o tempo em Af = 1 ms, considera-
mos U =5 estados, e montamos uma representacao esquematica do potencial de membrana com
os estados respectivos da célula, na Figura 14. Inicialmente, a célula se encontra em repouso,
entdo um estimulo /;(0) = 1 é aplicado, fazendo com que o potencial cruze a barreira limiar
e haja um disparo, representado por x;(1) = 1. Em seguida, a membrana é repolarizada, até
atingir o seu estado refratdrio por 4 — 2 = 3 passos de tempo, apds, uma condicao de reinicio €

tomada.
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Figura 14 — Representacdo discreta do potencial da membrana com seus respectivos estados.
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Fonte: Retirado de (37).

Esse potencial representa o estado de um neurdnio, todavia, como trabalharemos com varios
neurOnios essa representacdo se torna invidvel. Sabendo que cada estado excitado reflete um

disparo, podemos considerar para uma relagao da densidade dos disparos neuronais, dada por

1 N
p() =+ ) 8(xi(0),1). 3.1)

E também para a sua média temporal

T

F=(p@0) =7 ¥ pl0), 62)

t=1

na qual 7 € a janela de tempo usada para calcular essa quantidade (6, 12).

Como as sinapses elétricas acontecem de maneira local, é possivel utilizar somente a
estrutura do proprio AC para modelar essas sinapses. Todavia, as sinapses quimicas também
acontecem de maneira nao local, e para isso, consideramos um acoplamento dado por redes
de pequeno mundo com atalhos (8, 42). Essas redes possuem esse nome porque a distancia

média entre nds € pequena se comparada com o nimero de nds (43,44). Esses atalhos serdo
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distribuidos de maneira aleatéria com a probabilidade

m

— 33
N2 —-3N+2’ (3-3)

p:

em que m € o nimero de atalhos (12).

3.2.1 Sinapses elétricas

As sinapses elétricas acontecem entre primeiros vizinhos e de maneira quase instantanea
(40). Sendo assim, a modelagem das sinapses elétricas serd feita considerando conexdes
bidirecionais e instantaneas no AC (12), com conexdes locais na rede. O estimulo serd i; = 1

sempre que x;_1 = 1 ou x;| = 1; escrevendo uma equacao para o estimulo, obtemos

hi(t) =1—[1=68(xi—1 (1), D][1 = 8(xi1(1),1)], 3.4)

onde 6(a,b) é o delta de Kronecker, definido por: §(a,b) =1sea=>b,e 6(a,b) =0sea#b
(45).

A evolucdo temporal para uma rede neuronal com N = 9 elementos € mostrada na Figura 15.
Nessa simulagdo, consideramos uma célula inicial no estado excitada, x5(0) = 1, e as demais no
estado de repouso. Para obtermos a evolugdo, aplicamos as regras apresentadas anteriormente
com o estimulo dado pela Equacao 3.4.

Embora a rede seja pequena, € possivel observar que um udnico estimulo alimentado por
conexodes elétricas ocasiona um padrao de disparos na rede. No entanto, apés essa célula
retornar para o estado de repouso a mesma nao ird disparar novamente a menos que um novo

estimulo externo seja aplicado, dessa forma, os disparos ndo sao auto sustentaveis.

3.2.2 Sinapses quimicas

Outra forma de induzirmos um estimulo na dindmica € por meio de conexdes quimicas.
Essas, diferentemente das elétricas, acontecem ndo somente entre primeiros vizinhos, mas de
maneira nao local. Como levam um tempo para acontecer, inserimos um tempo de atraso 7 (12).

Considerando as contribuicdes elétricas e quimicas, um neur6nio i disparard em ¢ + 1 se um
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Figura 15 — Evolucdo do AC considerando apenas sinapses elétricas. A cor verde representa uma célula
excitada, as cores azuis representam os estados refratérios e a cor branca o estado de repouso. Parametros
utilizados: u =5,N=9ex5(0) = 1.
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Fonte: O autor.

dos seus primeiros vizinhos dispara em ¢, ou se um dos vizinhos nao locais de i disparaem ¢ — 7,

sendo assim podemos escrever uma equagdo para o estimulo que engloba essas informacgdes

hi(l) =1- [1 — 5(x,~_1(t), 1)][1 — 5(x,-+1(t), 1)] l]_vl[l —aij3(xj(t — T), 1)], 3.5

jer
em que J € o conjunto de vizinhos ndo locais escolhidos de maneira aleatoria com probabilidade
p (3.3) (12). A topologia da rede € definida pela matriz de adjacéncia A, com elementos a;; = 1
se i e j estdo conectados e a;; = 0 caso contrario (44).

Para entendermos as contribuicdes das sinapses quimicas na rede, vamos considerar uma
rede de 9 elementos com 3 conexdes ndo locais (p = 0,053, calculado pela Equacdo 3.3)
representada graficamente e matricialmente na Figura 16. Simulando essa rede com conexdes
quimicas e elétricas obtemos o resultado mostrado na Figura 17. Com esse resultado notamos
que o efeito inicial € similar & simulagdo com sinapses elétricas; a diferenca € que apds um certo
tempo a atividade da rede ndo cessa; os disparos sdo restaurados devido as conexdes ndo locais.
Dessa forma, as sinapses quimicas contribuem para autossustentacdo de atividade no sistema.

Considerando uma rede com N = 100, calculamos a densidade dos disparos por meio da

Equacdo 3.1, exibido na Figura 18. A linha vermelha mostra o comportamento da densidade
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Figura 16 — Representacdo grafica e matricial de uma rede com 9 elementos e 3 atalhos.

01 000O0T1O0O

Fonte: O autor.

Figura 17 — Simulacdo de uma rede considerando contribui¢cdes das sinapses elétricas e quimicas.
Pardmetros de rede: 4 =5,N=9,x3(0) =1, p=0,053,m=3e1t=0.
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Fonte: O autor.

de disparos na presenca apenas das sinapses elétricas. Esse resultado mostra que as sinapses
elétricas ndo sdo capazes de manter uma atividade autossustentdvel, uma vez que a linha
vermelha para zero ap6s um certo tempo. Por outro lado, na presenca das sinapses quimicas o

comportamento dindmico € sustentado de maneira periédica, ap6s um tempo transiente.
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Figura 18 — Densidade dos disparos neuronais em uma rede com sinapses elétricas e quimicas.
Pardmetros de rede: u =5, N =100, x50(0) = 1,m=20e 7 =0.
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Fonte: O autor.

3.2.3 Perturbagdo externa

Os receptores sensoriais respondem a um determinado tipo de estimulo que podem ser
interpretados como perturbagdes externas (6). Sendo assim, € relevante introduzirmos um termo
de perturbacdo externa para avaliar os efeitos na dindmica do sistema.

A perturbacdo externa em um neurdnio pode ser modelada por um processo de Poisson,

dada por
L(t) =Y 8(t,1,), (3.6)

em que os estimulos unitdrios sdo aplicados em f,, com n = 1,2,3,.... Esses estimulos sdo

distribuidos com a seguinte probabilidade
Ar)=1—e", (3.7)

onde r € a taxa média de perturbagdo externa e Ar é o passo de tempo considerado (6). Nas

simulacdes serd utilizado o valor Ar = 1 ms.
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Dessa maneira, a equacao para o estimulo assume a forma

N
hi(t) =1 —[1 —L;(1)] '111[1 — & (xij(1),1] HJ[l —a;;8(x;(t—1),1)]. (3.8)

Com essa relagdo podemos estudar os efeitos de cada varidvel na dinAmica neuronal (12).

3.3 DINAMICA NEURONAL

3.3.1 Atalhos na rede

Acrescentando perturbagdo externa e fixando os parametros em N = 500, T = 10 ms, r =
0,1 ms™!, com uma variacdo de m; = 10 (p; = 4,02 x 107°), mp =50 (p, = 2,01 x 1074 e
m3 =250 (p3 = 1,00 x 1073 ) no nimero de atalhos obtivemos os resultados expostos na Figura
19. As Figuras (a), (c) e (e) exibem os i-neurdnios ativados em funcio do tempo para diferentes
valores de m. As respectivas densidades de disparos neuronais sdo exibidas nas Figuras (b), (d)
e (f).

Quando temos baixa conectividade quimica na rede (m; = 10), os neur6nios se ativam de
forma irregular, com a densidade média refletindo esse padrao, como exibido na Figura 19 (a,
b). Essa irregularidade pode ser entendida como uma suplantacdo das atividades induzidas por
perturbacao externa, que € distribuida aleatoriamente, sobre as quimicas e elétricas.

Para m, = 50 o comportamento comeca a adquirir sincronicidade, como exposto na Figura
19(c). Essa dinimica é refletida na Figura 19(d). Em que a p(¢) comega a ter um comportamento
mais regular, em relacdo a Figura 19(b).

Para muitas conexdes quimicas, p3 = 1,00 x 10_3, a ativagdo dos neurOnios se torna
sincrona, como mostrado na Figura 19(e). Essa dinamica reflete a periodicidade na densidade
de disparos, como observado na Figura 19(f).

Dessa forma, concluimos que as atividades quimicas sdo relevantes para uma manutengao
regular da rede, uma vez que quando temos uma baixa conectividade desse género, as sinapses
elétricas junto com as induzidas por perturbacio nao sdo suficientes para manter a atividade de

disparos regulares.
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Figura 19 — Influéncia do acréscimo de atalhos na dindmica da rede neuronal, para m; = 10 (a, b),
my = 50 (c, d) e m3 = 250 (e, f). As Figuras (a), (c) e (e) apresentam os neurdnios ativados em fungdo
do tempo, com as respectivas densidades de disparos em (b), (d) e (f). Pardmetros de rede: N = 500,
T=10ms,r=0,1ms™ !, p; =4,02x 1073, p, =2,01 x 10* e p3 = 1,00 x 107>.
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Fonte: O autor.

3.3.2 Tempo de atraso

O efeito do tempo de atraso € exibido na Figura 20, com N = 500, m = 250 (p3 = 1,00 x
10*3), r=0,1 ms~! fixos e variagdes em 71 = 10 ms (a, b), 70 = 50 ms (c, d) e 73 = 100 ms (e,
f).

O efeito de aumentar T é acrescer os intervalos temporais de ocorréncia das sinapses

quimicas. Sendo assim, quanto menor for esse pardmetro mais proeminentes as contribuicoes
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das sinapses quimicas. Caso contrdrio, as sinapses quimicas se tornam menos proeminentes,
dando espaco para as induzidas por perturbacio externa e por conexdes elétricas.

Dessa maneira, diminuir 7 implica em tornar os disparos mais regulares, como visto na
Figura 20(b). Por outro lado, a medida que acrescemos esse parametro, os disparos se tornam

menos regulares com uma menor amplitude, como € observado na Figura 20(f).

Figura 20 — Influéncia do tempo de atraso 7 na dinamica da rede, para 7, = 0 ms (a, b), 7, = 50 ms
(c, d), 73 = 100 ms. As Figuras (a), (c) e (e) apresentam os neur6nios ativados em fun¢do do tempo,
com as respectivas densidades de disparos em (b), (d) e (f). Pardmetros de rede: N = 500, m = 250
(p3=1,00x10"%er=0,1ms '

= b) Ty =0
500 T T T 0,225 T
i i i
- 250 f Q 0,202
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T, =100
500 [ 022 (0%
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Fonte: O autor.
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3.3.3 Taxa média da perturbacio externa

Similarmente, a influéncia da taxa média de perturbacdo externa r no sistema, € exposta na
Figura 21. Em (a) e (b) o valor de r € r; = 0,0001. Em (c) e (d) o valor de r € r, = 0,01. Os
demais parametros sdo fixos em N = 500, m = 250 (p3 = 1,00 x 10_3), 71 = 50 ms.

A probabilidade de distribuicdo de disparos induzidos aleatoriamente é dada por A = 1 —
e ". Calculando esse valor para r; = 0,0001 (Figura 20(a, b)) obtemos um valor aproximado de
10_3, e para r, = 0,01 (Figura 20(c, d)) um valor aproximado de 1072. Dessa maneira, quanto
maior for A, maior serd a contribui¢do dos disparos induzidos aleatoriamente, implicando uma
densidade de disparos irregular, como observado nas figuras 21. Pois a quantidade desses

disparos suplantard os induzidos eletricamente e, principalmente, quimicamente.

Figura 21 — Efeito da perturbagdo externa no sistema, para r; = 0,0001 e r, = 0,01. As Figuras (a)
e (c) mostram os neurdnios ativados em funcdo do tempo, enquanto que as Figuras (b) e (d) exibem
as respectivas densidades de disparo. Pardmetros de rede: N = 500, m = 250 (p3 = 1,00 x 1073),
71 = 50ms.
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Fonte: O autor.
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4 INFLUENCIA DE SINAPSES EXCITATORIAS E INIBITORIAS NA

DINAMICA NEURONAL

Psicofisica € uma drea da ciéncia que estuda a relacdo entre estimulo e resposta (7). Um
dos principais tépicos em pesquisa nessa area € entender a relacdo entre estimulo e sensacdo
(46). Como a intensidade dos estimulos fisicos variam em vdrias ordens de magnitude, as leis
Psicofisicas devem incluir uma ampla faixa dindmica (6).

O fisiologista Ernst Heinrich Weber (1795 — 1878) e o fisico Gustav Fechner (1801 — 1887)
propuseram a primeira lei da Psicofisica (7). Essa lei estabelece uma relacdo logaritmica entre

estimulo e resposta. A intensidade F da sensagdo € relacionada a um dado estimulo r por

F(r) = Clogr, 4.1)

em que C € uma constante (6, 12).
Em 1957, Stanley Smith Stevens (1906—1973), propds a denominada lei de Stevens. Essa
lei parte do pressuposto que proporc¢des de estimulos iguais produzem propor¢des de sensagao

iguais (7), e portanto € uma lei de poténcia definida como

F(r)=Cr", (4.2)

em que r € o nivel do estimulo, C € uma constante e m € o expoente de Stevens.

4.1 O MODELO

No capitulo anterior foram considerados apenas neurdnios excitatorios representados por
noés excitatorios. Neste capitulo, além da fracdo de nds excitatérios, f,, incluiremos também os
inibitorios, fi,, tal que a condi¢do f,.. + fi, = 1 seja sempre satisfeita. Os nds excitatérios sao
distribuidos conforme 1 < i < f, N, e os inibitérios com f, N+ 1 <i < N. Iremos considerar
W = 3 e outra topologia de rede.

Neste modelo usamos redes complexas baseadas no modelo de Erdds-Rényi (43, 44).
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Esse modelo € baseado em grafos completamente aleatdrios, onde N nds sdo conectados por
M arestas escolhidas aleatoriamente dentre as N(N — 1)/2 possibilidades (43). Cada par é
conectado com probabilidade p. Dessa forma, cada uma das N(N — 1)/2 arestas existe com
probabilidade p, ou seja, o niimero esperado de arestas vale M = pN(N — 1)/2. Com essas
informagdes podemos calcular a probabilidade de conexdes através do grau médio de conexdes,

que € dado por (43)

W =
2pN(N —1)

(k) = p(N=1), (4.3)

e pode ser escrito como p = (k)/(N —1).
A ativacdo de um neurdnio no estado de repouso serd dada por uma funcdo probabilistica
G(s;) (47), definida por
G(si))=G (iaiﬁ(xj(t), 1)) , (4.4)
j=

onde G(s;) =0 para 5; <0, G(s;) =s; para 0 < s; < 1 e G(s;) = 1 para s; > 1, conforme a
representacdo esquematica na Figura 22. Essa fungdo € linear por partes e € conhecida como

Figura 22 — Representacio esquemdtica da Equacio 4.4.

]

G(5i)
0

o L

j=1
Fonte: Adaptado de (2).

fungdo transferéncia com trés partes. O peso dos elementos da matriz A sdo a;; = Sex para

conexdes excitatorias e a;; = —S;, para conexdes inibitorias. A dindmica do estado excitado e
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refratario é deterministica (2). A probabilidade de um neurdnio ser ativado no tempo ¢ é dada
pela Equacdo 3.1, com média definida por 3.2.

Assumindo homogeneidade na rede (48) e que os eventos vizinhos de um né excitatorio sao
estatisticamente independentes para longos tempos, € possivel escrever a seguinte aproximacgao

de campo médio para os disparos neuronais (2)

plt+1)=[1—(u—1)p(0)](A+G(s) = AG(s)), (4.5)

com A =1—¢™ (Eq. 3.7).

No regime estaciondrio da rede o valor médio de s; é dado por

(s) =

Si,

2| =
=

N
Il
—_

N
Z (4.6)

I
Z| =
an

Dividindo-se o somatorio nos elementos excitatorios e inibitorios, obtemos

fEXN fEXN N N

Z Zau (xj,1) Y Y aiid(x;1)]. 4.7)

i=1 i= f;’xN‘i’l.j:.fexN‘f’l

Sabendo que p(¢r) =1/N Z 0(x;, 1) e reescrevendo as somas das partes inibitérias e excitatérias
COmO a;j = Sex € ajj = —Sm, para uma rede com grau médio (k), a média de s; se torna
(8) = fex(k)Sexp (t) — fin(k)Sinp (1); (4.8)

definindo G,y = (k)Sex € Cj = (k)Siy, obtemos

(8) = (fexOex — finOin) P (1). (4.9)

No estado estaciondrio p(r+ 1) = p(¢t) = p* e F ~ p*, substituindo na Equacdo 4.5 e

tomando A = 0 obtemos

Fy=[1—(u—1D)FR)(G(s)), (4.10)
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em 0 < s < 1 a funcdo G(s) assume a forma G(s) = s = (s), em que (s) é dado na Equagdo 4.9.

Substituindo na Equagdo 4.10,

FO: [1_(.u_1)F0](fexGex_ﬁnGin)F0- (4-11)

Resolvendo para Fp, obtemos

1 1
PN U S 4.12)
H— 1 fexGex - finGin

No ponto critico Fy — 0, a seguinte relacdo é encontrada

_ fexGex —1

in — 4.13
o 3 (4.13)

Essa relacao mostra que o ponto critico é dado por f,, 0., > 1, exigindo uma quantidade minima

de neur6nios excitatérios (2).

4.2 INFLUENCIA DAS SINAPSES INIBITORIAS E EXCITATORIAS

Nesta secdo exploraremos a influéncia das sinapses quimicas inibitérias ao redor do ponto
critico (Fp = 0), isto €, nos regimes subcritico (Fp = —0,05) e supracritico (Fy = 0,05).

A Figura 23 mostra resultados de simula¢des para os diferentes regimes, com G, = 2,5. O
regime supercritico é dado pelas curvas verdes, o critico pelas vermelhas e o subcritico pelas
azuis. Na Figura 23(a) consideramos uma fracdo de nds excitatorios muito proxima do minimo,
dada por f,, = 0,45. Na Figura 23(b) consideramos f,, = 0,60, e em (c) f.x = 0,80. Essas
simulacdes nos mostram que o ponto critico estd associado a uma transi¢ao de fase na rede, de
um regime sem autossustentacdo, como mostrado nas curvas azuis das Figuras (a) e (b), para um
regime autossustentdvel, como observado nas curvas verdes das Figuras (a) e (b). Resultados
similares a esses foram obtidos nas referéncias (6,47). No entanto, a medida que acrescemos a
quantidade de neurdnios excitatérios na rede a atividade subcritica e critica demora mais para
cessar. Na Figura (c) nenhuma curva tende a zero no tempo observado (t = 10* ms). Mostrando

que quanto mais neurdnios excitatdrios existem na rede mais sustentdvel € a atividade.
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Figura 23 — Simulagdes para diferentes valores de o;, em seus respectivos regimes supercriticos (curvas
verdes), criticos (curvas vermelhas), subcriticos (curvas azuis), com f,, = 0,45 em (a), f,x = 0,60 em
(b) e f.. = 0,80 em (c). ParAmetros de rede: N = 10°, (ky = 10, u=3,r=0, 6, =2,5.
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1 500 1000
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| (c
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0,01 k c..=5,50
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Fonte: O autor.

Na Figura 24 mostramos a dependéncia de F(r = 0) com 0;, para alguns valores de G,,.
A Figura 24(a) € para f,, = 0,80 e (b) para f., = 0,45. Os pontos na figura sdo oriundos da
simulacdo e as linhas do modelo tedérico 4.12. Observamos que a mudanga em O, faz com que
a amplitude de F' seja maior para os valores iguais de 0;, € esse valor decai com o aumento de
o;n. Os resultados analiticos e aqueles obtidos via simulagdo estdo em perfeita concordancia. A

alteracdo de f,, s6 afeta na amplitude de F' conforme observado em (a) e (b).
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Figura 24 — Dependéncia do pardmetro F(r = 0) com 0;, para diferentes valores de 0,,. Em () fo, =
0,80 e em (b) f.r = 0,45. Circulos, tridngulos e quadrados sdo obtidos mediante simulagdo e as linhas
através do modelo teérico. Pardmetros da rede: N = 10°, (k) = 10*, u =3, r = 0.

0 02 04 06 08 1,0 1,2

Gin

Fonte: O autor.

4.3 FAIXA DINAMICA

Devido as limitacdes fisiologicas e anatdmicas € esperado que a relagcdo estimulo e sensacao
tenham limites inferiores e superiores. Dessa maneira, a faixa dindmica € definida entre a razao

do maior (r;,) e menor (r;) estimulo externo, dada por

A = 10log,y 2, (4.14)
r

em que A é o intervalo de estimulo medido em dB (decibel) (6).
Uma mudanga em r deve causar uma mudanga perceptivel em F e essa resposta deve ser

distinguivel de Fy, que é uma resposta quando nao hd estimulo externo, e de F,,x, que € o limite
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de saturacdo. Sendo assim, o intervalo [r;,r;] é encontrado a partir da correspondéncia com

[F}, Fp], onde Fj, = Fo+0,95(Fax — Fy) € F; = Fo+0,05(Fax — F) (2). A escolha do intervalo

0,95 e 0,05 € arbitrdria e ndo afeta os resultados (6). Na Figura 25 € exemplificado a faixa

dinamica.

Figura 25 — Dependéncia de F com r.

e -
7/
LS
I
I o A
F(‘)___ ........ -y ____ e—eeeeeeeeeeeeeeeeeee ]
0 3 2 = ! 0
10 10 10 10 I 10
r

Fonte: Adaptado de (2).

Como no estado estaciondrio p ~ F, podemos aproximar a Equagado 4.5 por

F=[1—(u—1)F][A+ (fexOex — finOin)F — (fexOex — finOin) AF],

com A =1 —¢ ™. Primeiramente igualamos a equacao a zero, obtendo

O: l + [_1+(fex0ex_fincin)_(fexaex_ﬁnain)a’_(nu’_I)A’]F

- [(M - 1)(1 - A’)(fexcex _finGin)]an

rearranjando os termos encontramos

F2 [(.u - 1)(1 - A)(fexcyex _finGin)]

+ F [1+(,u_1>A_(fexaex_fin6in>(1_)‘)]

- A =0.

(4.15)

(4.16)

(4.17)

A solucdo numérica dessa equagdo nos da a dependéncia de F com r, mostrado na Figura 26
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pelas linhas continuas, enquanto que os pontos sdo oriundos da simulac@o. Os resultados da
simulacdo e da teoria estdo em perfeita concordancia. A mudanca significativa em F ocorre na

faixa de 1072 até 10° parar.

Figura 26 — Variacdo de F em fungdo de r. Os pontos s@o oriundos das simula¢des enquanto que as
linhas da solucio teérica. Pardmetros de rede: N = 10°, (k) = 10*, u =3 e 6, = 2,5.

Fonte: O autor.

Para calcularmos a faixa dindmica resolvemos a Equacdo 4.15 para A nos limites Fj, e F;.

Primeiramente, a reescrevemos como

F

1—(u—1)F — (fexOex = finOin)F = A[1 = (fexOex — finOin) 1, (4.18)

definindo uma variével auxiliar f = f,,O.x — finOin € resolvendo para A, encontramos

BFn, 1
A= . —11. 4.19
"= T B | B— (- 1B, (+19)

Escrevendo rj,; em termos de A, ; encontramos

rh,l = —11’1|1 — /FLh’l|. (420)

Sabendo que Fy é dado pela Equacdo 4.12 e que para um modelo de AC com u estados por
Fuax = 1/, é possivel escrever a Equagdo 4.14 em termos de varidveis conhecidas. A solugéo

analitica € apresentada na Figura 27 pelas linhas, os circulos sdo oriundos da simulacdo. Em
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(a) consideramos o, = 1,5 e em (b) o, = 2,5, com as linhas verticais tracejadas indicando o
ponto critico para cada o,,. Esses resultados mostram que a faixa dinamica é amplificada no

ponto critico.
Figura 27 — A em func¢ado de o;,. As linhas provém da solugdo tedrica enquanto que os circulos das

simulacdes. A linha vertical tracejada indica os pontos criticos para (a) O, = 1,5 e (b) O = 2,5.
Pardmetros de rede: N = 10°, (k) = 10*, u = 3.
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28 |

Fonte: O autor.
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A Figura 28 mostra os valores de A na escala de cores para os respectivos pares (Gj,, Oey)-
Para os parametros considerados, a expressiao do ponto critico dada pela Equagdo 4.13 assume
a forma 0;, = 40, — 5, que € a reta na qual a faixa dinamica é amplificada, na Figura 28.
Uma vez que a razdo entre excitatdrio e inibitérios € 4, a entrada média se aproxima de zero

. 04 0
conforme o valor de o,, aumenta. Por exemplo, se considerarmos 0, = 10™ o ponto critico se

_ O,
torna 6;, =4 x 10* — 5, e arazio ——

assume um valor proximo de 1. Nessa situacdo, a faixa
Oin
dindmica € maxima e se aproxima de um estado equilibrado.

Figura 28 — Espago de parametros para Oy, Oj, € A na escala de cores. Parametros de rede: N = 10,
(k) =10", u =3,r=0, f.. = 0,80.
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Fonte: O autor.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacdo foi estudado o comportamento dindmico de redes neuronais mediante a
modelagem via Autdomatos Celulares. Consideramos dois modelos, no primeiro consideramos
sinapses elétricas, quimicas excitatdrias, com e sem atraso, e induzidas por uma perturbacao
externa. No segundo, foi incorporado as sinapses quimicas inibitérias. Além das conexdes ini-
bitdrias, a diferenca nos dois modelos estd na topologia considerada: no primeiro consideramos
redes de pequeno mundo e no segundo redes aleatérias. Para o segundo modelo, a partir de
uma aproximag¢do de campo médio foi obtida uma expressao analitica para a densidade média
de disparos (F), e, também, outra para a faixa dindmica. Essas expressdes foram encontradas
por meio de uma aproximacao de campo médio. Os resultados provenientes da simulagdo se
mostram-se em perfeito acordo com os obtidos por meio das expressdes analiticas.

Quando consideramos apenas elementos excitdveis na rede, mostramos a necessidade de
se incorporar conexdes quimicas junto com as elétricas para que a atividade neuronal seja
autossustentavel, ou seja, apés um estimulo inicial a rede cessa a atividade de disparo caso
nao haja sinapses quimicas, ou esse ndmero seja irrisério. Constatamos também que aumentar
a probabilidade de perturbacdo externa ou aumentar o tempo de atraso (7), faz com que os
disparos tenham uma convergéncia para um comportamento irregular.

A presenca das sinapses inibitérias no modelo faz com que o modelo tenha diferentes
regimes em relacdo a densidade média de disparos (F). Esses regimes sdo divididos em:
subcriticos, criticos e supracriticos. Mostramos que para diferentes valores de f,, o regime
supracritico € sempre autossustentavel. Esse regime € marcado por um baixo valor de o;,. Por
outro lado, o regime subcritico s6 € sustentado para altos valores de f,, (> 0,80), no tempo
observado, e o regime critico algumas vezes € sustentado e outras ndo. A combinacao de baixos
valores de 0;, com altos valores de o, fazem com que a média dos disparos assuma valores
mais altos.

Calculando a faixa dindmica observamos que hd uma amplificagdo no ponto critico da
transicao da rede. Para as regides sub e supracriticas os valores de A s@o os mesmos, mostrando

a ndo dependéncia com a atividade cessante ou continua da rede. Mostramos que a dependéncia



da amplificagdo de A com o par O,y € T;, segue uma relacdo linear.
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