
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE PONTA GROSSA
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Resumo

Uma posśıvel forma de parar o crescimento de um tumor é a quimioterapia que consiste em

um tratamento que utiliza algum tipo de droga ou combinações de drogas por meio de algum

protocolo. Há muitos estudos teóricos e experimentais sobre os efeitos da quimioterapia nas

células. Além disso, modelos matemáticos são usados para simular a proliferação de células

canceŕıgenas, interações do tumor com o sistema imunológico e também a quimioterapia.

Neste trabalho propomos um modelo matemático que considera as inte- rações do sistema

imunológico com o câncer e os efeitos da quimioterapia. Estendemos o modelo de Baner-

jee e Sarkar adicionando a quimioterapia e considerando alguns protocolos clinicamente

plausiveis. Primeiramente, analisamos uma quimioterapia cont́ınua. Poste- riormente, o

protocolo tradicional, em que a droga é aplicada periodicamente. De acordo com protoco-

los experimentais, usamos quimioterapia em doses constantes e em doses com amplitudes

alternadas. Conseguimos obter a supressão de câncer sem a eliminação dos linfócitos para

quimioterapia constante e para os protocolos de quimioterapia pulsados.

Palavras-chave: Câncer, equações diferenciais, quimioterapia.



Abstract

A possible way to stop the growing of cancer cells is the chemotherapy. That is, the

treatment with a drug or combination of drugs through some protocol. There are many

experimental and theoretical studies about the effects of the chemotherapy on the cells.

Moreover, mathematical models have been considered to simulate the growth of cancer cells,

as well as, tumor-immune interactions with chemotherapy. In this thesis we investigate a

mathematical model that not only take into considerations the attention of lymphocytes,

but also the effect of the chemotherapy. We extend the model of Banerjee and Sarkar by

adding the chemotherapy, and by considering some clinically plausible protocols. Firstly,

a continuous chemotherapy is analyzed. Secondly, the traditional or pulsed chemotherapy

protocol, in which the drug is administered periodically. According to experimental proto-

cols we have used a constant amplitude for the control inputs and an oscillatory amplitude.

Our main results are the cancer suppression applying continuous chemotherapy without

the vanishing of the lymphocites, and pulsed chemotherapy protocols to maximize the kill

of cancerous cells while minimizing the negative effects on normal cells.

Keywords: Cancer, differential equations, chemotherapy.
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utilizados estão na tabela 4.3. A linha vermelha representa as células
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1 Introdução

Nosso organismo é constitúıdo por uma população de células 1. As células

estão organizadas em tecidos, os quais formam os órgãos. O crescimento celular responde

às necessidades espećıficas do corpo e, em geral, é um processo cuidadosamente regulado.

Porém, em algumas ocasiões ocorre um rompimento dos mecanismos reguladores da multi-

plicação celular e uma célula começa a dividir e crescer desordenadamente. Pode resultar

então um clone de células descendentes, herdeiras dessa propensão ao crescimento e di-

visão anômalos, insenśıveis aos mecanismos reguladores normais, que resulta na formação

do que se chama tumor ou neoplasia, que pode ser benigna ou maligna. Quando um

tumor apresenta crescimento rápido, desordenado, infiltrativo e destrutivo é chamado de

tumor maligno ou câncer [1–3]. O câncer é uma doença que atinge uma grande parte da

polulação. Somente no Brasil as estimativas para o ano de 2012 apontam a ocorrência de

aproximadamente 518.510 novos casos de câncer [4].

Uma das principais defesas do organismo contra v́ırus, bactérias intracelulares

e tumores é a destruição de células infectadas ou tumorais por linfócitos T citotóxicos

(LTC). Os LTC são capazes de aniquilar células, induzindo a morte celular programada,

processo celular conhecido como apoptose [1, 2].

Existem vários modelos matemáticos que buscam descrever a dinâmica do

câncer [5–11]. Sarkar e Banerjee desenvolveram um modelo para a interação do tumor

com o sistema imunológico (linfócitos T) usando equações diferenciais com atraso [11].

Eles consideraram dois estados de linfócitos T: em caça (linfócitos T citotóxicos (LTC)) e

em repouso (linfócitos T auxiliares (LTA)). Eles verificaram a existência de oscilações no

número de células de tumor, quando um peŕıodo de atraso é considerado na conversão de

1Célula é a unidade básica estrutural e funcional em todos os seres vivos.
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linfócitos em repouso para linfócitos em caça.

Umas das formas mais comum de tratamento do câncer é a quimioterapia.

Ela consiste em aplicações de compostos qúımicos, chamados quimioterápicos, no trata-

mento do tumor [3]. Vários modelos presentes na literatura estudam a evolução do câncer

incluindo a quimioterapia [12–17]. Um modelo simples e interessante, para taxa de vari-

ação da quantidade de quimioterapia, foi proposto por Pinho e colaboradores (2002) [18].

Nesse trabalho eles consideraram um sistema de equações que simulam as interações entre

células normais, células canceŕıgenas e um agente quimioterápico (AQ). Foi considerada

uma infusão de quimioterapia constante neste trabalho. Na prática, a quimioterapia é

aplicada em doses. Para cada caso espećıfico de câncer designa-se um protocolo para a

quimioterapia. Este indica quais são os quimioterápicos que devem ser usados, em quais

doses e durante quanto tempo.

Neste trabalho estudamos um modelo matemático que considera a interação

do câncer com o sistema imunológico e também a aplicação de quimioterapia. Modificamos

o modelo de Sarkar e Banerjee [11] inserindo quimioterapia, e também consideramos alguns

protocolos utilizados clinicamente. Adimensionalisamos nosso modelo para deixá-lo mais

geral. Analisamos primeiramente o caso da quimioterapia cont́ınua, onde o AQ é aplicado

durante todo o tempo. Depois, estudamos duas formas de protocolos: um protocolo tradi-

cional onde a quimioterapia é aplicada em doses com mesma quantidade de AQ [3] e outro

com aplicação de quimioterapia em doses com duas quantidades diferentes de AQ [3].

Este trabalho está organizado da seguinte forma: no Caṕıtulo 2 apresentamos

conceitos básicos sobre equações diferenciais; no Caṕıtulo 3 apresentamos alguns modelos

para dinâmica do câncer que serviram com base para este trabalho; no Caṕıtulo 4 apre-

sentamos nosso modelo para crescimento de câncer e analisamos o comportamento desse

modelo para vários tipos de quimioterapia e, por último, no Caṕıtulo 5 encontra-se as

conclusões.
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2 Equações diferenciais

As equações diferenciais desempenham um papel muito importante nas áreas

de engenharia e ciências exatas. Muitos problemas conduzem a uma ou várias equações

diferenciais onde o tempo é a variável independente, essas equações descrevem a dinâmica

de muitos fenômenos. Basicamente as equações diferenciais dividem-se em lineares e não-

lineares. Para resolver as equações diferenciais lineares existem técnicas anaĺıticas cujas

soluções gerais permitem determinar o comportamento futuro (ou passado) do sistema des-

crito de forma exata, em função do estado atual do sistema. Já as equações diferenciais não

lineares são mais dif́ıceis de analisar, pois essas soluções exatas, de modo geral, não existem

numa forma fechada. O estudo de problemas não-lineares possui duas abordagens distintas.

Uma abordagem é qualitativa e tem como principal objetivo entender o comportamento

global de um dado sistema dinâmico, e a outra abordagem é quantitativa e procura analisar

a evolução do sistema ao longo do tempo [19].

Com o desenvolvimento dos computadores, a partir da segunda parte do século

XX, tem sido posśıvel resolver sistemas não-lineares usando métodos numéricos. Estes

sistemas permitem estudar muitos fenômenos dinâmicos interessantes e complicados que

não aparecem em sistemas lineares. Os sistemas dinâmicos descrevem o comportamento

de um sistema, determinando ou não explicitamente as equações de suas trajetórias.

Sistemas dinâmicos, dividem-se em duas grandes categorias, de acordo com o

tipo de variável que designa o tempo. Na primeira categoria temos os “mapas” ou equações

a diferenças, onde o tempo é uma variável discreta, ou seja, só assume valores inteiros

t = 0,1,2, .... A segunda categoria de sistemas dinâmicos, que nos interessa neste trabalho,

são os chamados “fluxos” ou equações diferenciais, onde o tempo é uma variável cont́ınua

[20]. Costuma-se escrever os fluxos como sistemas de equações diferenciais de primeira
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ordem em relação ao tempo. Um fluxo N-dimensional é dado por

ẋ1 = f1(x1, ...,xN),
...

ẋN = fN(x1, ...,xN),

(2.1)

onde ẋi ≡ dxi/dt, x1, ...,xN são as variáveis dependentes do tempo e f1, ..., fN são funções

destas variáveis. Como exemplo, podemos citar as equações de movimento para uma

part́ıcula deslocando-se ao longo do eixo x (fluxo unidimensional), o sistema de Lorenz

(fluxo tridimensional) e o problema geral de n corpos (fluxo 6n-dimensional) [21].

Quando as equações diferenciais apresentam derivadas ordinárias em relação

a uma variável independente, geralmente denotada por t, que muitas vezes representam o

tempo, são chamadas de equações diferenciais ordinárias (EDO). Uma solução de uma EDO

é uma função da forma x(t), que em geral representa alguma quantidade f́ısica que muda

com o tempo. Deste modo, a variável x pode ser considerada uma variável dependente [21].

As equações diferenciais ordinárias apresentam-se em dois tipos:

• Autônomas, onde a variável temporal t não aparece explicitamente nas funções de

entrada da equação diferencial, por exemplo

ẋ= rx, (2.2)

onde r é uma constante;

• Não-autônomas, a variável temporal t aparece explicitamente em algum coeficiente

ou em alguma função de entrada na equação diferencial, por exemplo a equação do

pêndulo amortecido forçado

ẍ=−cẋ−ρsenx+ sen t, (2.3)

onde c e ρ são constantes.

Em sistemas dinâmicos determińısticos, as equações diferenciais autônomas,

são equações que basicamente definem a evolução da variável de estado x, a partir de um

estado inicial x0, denotada por equação de evolução. Já as equações não-autônomas podem
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ser escritas como um sistema autônomo, definindo uma nova variável y dependente e igual

a t.

Ainda cabe ressaltar a ordem de uma equação diferencial, é dada pela derivada

mais alta que ocorre na equação [21]. Vamos discutir equações diferenciais de primeira

ordem em sistemas lineares e não-lineares, em que apenas derivadas da primeira variável

dependente ocorrem. Na sequência abordaremos as equações diferenciais em mais de uma

dimensão através de sistemas de equações diferenciais não-lineares e equações diferenciais

com retardo as quais serão de extrema importância para este trabalho.

2.1 Equações diferenciais lineares e não-lineares

Dizemos que uma equação diferencial expressa por ẋ, taxa de variação instan-

tânea de x em relação a t, é linear quando a expressão para ẋ é linear em termos do estado

atual x do sistema [21]. Como exemplo, temos a equação

ẋ≡
dx

dt
= rx, (2.4)

onde x é uma função escalar de t, r uma constante real e ẋ indica a taxa de variação

instantânea em relação ao tempo t. Quando r> 0 temos um simples modelo de crescimento

populacional para uma pequena população. A taxa dx/dt em que a população cresce é

proporcional ao tamanho x da população.

A equação diferencial (2.4) tem uma infinidade de soluções particulares, dadas

por x(t) = ce
r
t, onde c é uma constante real. Substituindo t = 0, temos x(0) = c. O número

x0 = x(0) é o valor inicial da função x. Então a solução do problema de valor inicial x0 = x(0)

é dada por

x(t) = x0e
rt . (2.5)

Na figura 2.1 temos as famı́lias de todas as soluções da equação diferencial (2.4),

para várias condições iniciais x0. Cada escolha de valor inicial x0, nos fornece uma solução.

Este é um retrato de soluções da equação diferencial chamado de fluxo F . O fluxo F

representa o conjunto de soluções e deste modo, F(t,x0) é o valor no tempo t da solução

de valor inicial x0. Certas soluções de (2.4) se destacam, por exemplo, quando x0 = 0 a sua
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solução é uma função constante x(t) = 0, denotada por x≡ 0, que é chamada de equiĺıbrio

da equação. Uma solução de equiĺıbrio x necessariamente satisfaz f (x) = 0. Ainda na figura

2.1 representamos o retrato de fase, quando o eixo-t é suprimido, mostrando que os valores

de x divergem para r > 0 e convergem quando r < 0.

Figura 2.1: Famı́lia de soluções para ẋ= rx. (a) r > 0: crescimento exponencial; (b) r < 0

decaimento exponencial; (c) retrato de fase.

Fonte: adaptada de [21], páginas 276 e 278.

No entanto, para grandes populações, a equação (2.4) deixa de ser um modelo

adequado pois ignora os efeitos da superlotação, que são modelados por termos não-lineares.

Estudos de Thomas Malthus em seu livro “Ensaio sobre o Prinćıpio da População” [22],

publicado em 1798, relacionava a população de uma geração com a população de uma nova

geração [23], com base na suposição de que a população aumentava progressivamente na

dependência de um fator de crescimento que seguia uma progressão geométrica, enquanto

que os meios de subsistência aumentavam em uma progressão aritmética de forma bem

mais lenta, concluindo que em breve não haveria alimento para todos.

Vizando o controle da procriação, Pierre-François Verhulst em 1838 inseriu

o conceito de fatores inibidores, sugerindo que a taxa de crescimento de uma população,

não seria constante mas aumentaria de uma maneira exponencial com o passar do tempo.

Deste modo, o crescimento da população, pode ser modelado por uma equação diferencial

não-linear chamada de equação loǵıstica. Ela descreve a evolução temporal da densidade

x (ou número de indiv́ıduos) de uma população, sendo dada por:

ẋ= rx
�

1−
x

K

�
, (2.6)
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onde r > 0 é a taxa de crescimento intŕınseco ou parâmetro malthusiano, que reflete a

taxa de crescimento da população sob condições ideais, ou seja, condições em que não haja

qualquer limitante para o crescimento da população e K > 0 é a chamada capacidade de

suporte da população, relacionada a efeitos como competição entre indiv́ıduos da mesma

espécie por espaço e recursos que levam à saturação do crescimento.

Fazendo ẋ igual a 0 em (2.6) teremos duas soluções de equiĺıbrio x= 0 e x=K.

Na figura 2.2(a) é mostrado o fluxo de soluções de (2.6). Para cada condição inicial x0 há

uma única curva de solução que denotamos por F(t,x0) que satisfaz primeiro a equação

diferencial, e depois a condição inicial x0. A curva de solução F(t,x0) pode ou não ser

definida para tempos futuro [21]. Quando x = K as soluções de equiĺıbrio são assintóticas

para todo intervalo de tempo t. Quando x0 < 0 as soluções têm uma asśıntota vertical.

Como o número de pessoas é sempre maior ou igual a zero, populações negativas não têm

sentido, portanto, soluções com x0 < 0 não são relevantes para a utilização da equação

loǵıstica como um modelo de população.

O retrato de fase da equação diferencial loǵıstica (2.6) é mostrado na figura

2.2(b). As setas no retrato de fase mostram o sinal da derivada (positiva ou negativa) para

os pontos que são, maiores ou menores que os valores de equiĺıbrio. Em equações diferenciais

autônomas unidimensionais, o retrato de fase fornece toda a informação importante sobre

as soluções. Quando as condições iniciais propostas são positivas as curvas das solução

convergem para x=K à medida que o tempo aumenta t → ∞ e quando as condições iniciais

são negativas as curvas divergem (t →−∞). Uma solução para estes equiĺıbrios é chamado

de atrator se as trajetórias de condições iniciais próximas convergem para ele. E será

chamado de repulsor se as soluções através das condições iniciais próximas divergem a

partir dele. Deste modo, na equação (2.4), x = 0 é um atrator para r < 0 e um repulsor

para r > 0. Na equação (2.6), x= 0 é repulsor e para x= K é um atrator.

Nesta seção foi estudada as equações diferenciais no qual a quantidade au-

menta ou diminui em uma maneira monotônica, alcançando um ponto fixo quando o tempo

é aumentado. No mundo real estas quantidades podem oscilar de maneira regular ou irreg-

ular. As equações diferenciais ordinárias unidimensionais não podem produzir este tipo de

oscilação. Encontramos uma maior variedade no tipo de soluções de equações diferenciais

em mais de uma dimensão e em equações diferenciais com retardo.
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Figura 2.2: Soluções para a equação diferencial loǵıstica (2.6). (a) Quando a condição
inicial for positiva as curvas de solução tendem para x = K à medida que t aumenta e
quando a condição inicial é negativa as curvas divergem; (b) retrato de fase.

Fonte: adaptada de [21], página 279.

2.2 Sistemas não-lineares

Consideremos o sistema de primeira ordem

ẋ1 = f1(x1, ...,xn),
...

ẋn = fn(x1, ...,xn).

(2.7)

Denotamos este n-dimensional sistema de equações diferenciais ordinárias de primeira or-

dem por

v̇ = f(v), (2.8)

onde v= (x1, ...,xn) é um vetor.

Muitos sistemas não-lineares não podem ser resolvidos de forma expĺıcita,

isto é, as soluções não podem ser encontradas por meio de um cálculo anaĺıtico. Nesses

sistemas podemos fazer um estudo qualitativo estudando os seus equiĺıbrios e fazendo

uma análise da estabilidade. O ponto equiĺıbrio de (2.8) é um vetor v̄ no R
n tal que

fi(v̄) = 0 para i= 1, ...,n. Um sistema não-linear pode ter muitos equiĺıbrios isolados. Para

a determinação da estabilidade de um equiĺıbrio v̄ de (2.8) usamos a matriz de derivadas
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parciais de primeira ordem chamada matriz Jacobiana J, dada por

J =










∂ f1
∂x1

∂ f1
∂x2

... ∂ f1
∂xn

∂ f2
∂x1

∂ f2
∂x2

... ∂ f2
∂xn

...
...

...
...

∂ fn
∂x1

∂ fn
∂x2

... ∂ fn
∂xn










.

Os autovalores da matriz Jacobiana J(v̄) para o equiĺıbrio v̄ nos fornecerão informações

sobre este equiĺıbrio.

Se nenhum dos autovalores de J(v̄) têm parte real igual a zero, então o equi-

ĺıbrio v̄ de v̇ = f (v) é chamado hiperbólico. Se a parte real dos auto-valores de J(v̄) é

negativa, então v̄ é assintoticamente estável. Se a parte real dos auto-valores de J(v̄) é

positiva, então v̄ é instável [21].

2.3 Modelo de Lotka-Volterra

Uma famı́lia de modelos chamada de equações de Lotka-Volterra são fre-

quentemente usadas para simular interações entre duas ou mais populações [24,25]. Essas

inte- rações podem ser prejudiciais ou não a cada uma das populações. Dizemos que as

espécies então em competição quando o aumento de uma população é prejudicial a outras

po- pulações, por exemplo competição por comida e moradia. Por outro lado, algumas

vezes o aumento de uma população é bom para as outras populações, por exemplo corujas

se beneficiam com o aumento da população de ratos. Consideramos um caso de equações

de Lotka-Volterra, que é o modelo de competição entre duas espécies. Denotando uma

população por x e outra por y, a taxa de reprodução por indiv́ıduo para a população x é

ẋ

x
= r1

�

1−
x

K1

�

−α1y, (2.9)

onde r1 > 0 é a taxa de crescimento intŕınseco da população x, K1 > 0 é capacidade de

suporte da população x e α1 > 0 é o coeficiente de predação de y em x. A equação para

a população y é similar a (2.9). Então, o modelo de competição entre duas espécies [21] é
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dado por

ẋ= r1x

�

1−
x

K1

�

−α1xy,

ẏ= r2y

�

1−
y

K2

�

−α2xy, (2.10)

onde r2 > 0 é a taxa de crescimento intŕınseco da população y, K2 > 0 é capacidade de

suporte da população y e α2 > 0 é o coeficiente de predação de x em y.

Considerando ẋ = ẏ= 0 em (2.10) obtemos as soluções de equiĺıbrio E0(0,0),

E1(K1,0) e E2(0,K2). O equiĺıbrio E0 representa o caso onde as duas populações são extintas,

E1 e E2 representam as situações onde uma das espécies sobrevive e a outra é extinta.

O equiĺıbrio genérico E(x̄, ȳ) (0 < x̄ < K1,0 < ȳ < K2) é uma solução de coexistência das

espécies, ou seja, nenhuma das espécies é extinta, é dado pelo sistema

r1

�

1−
x̄

K1

�

−α1ȳ= 0,

r2

�

1−
ȳ

K2

�

−α2x̄= 0, (2.11)

que tem solução

x̄=

r1

K2α1
−1

r1

K1K2α1
−

α2

r2

e ȳ=

r2

K1α2
−1

r2

K1K2α2
−

α1

r1

. (2.12)

A matriz Jacobiana para o sistema (2.10) é dada por

J =




r1

�
1−

2x
K1

�
−α1y −α1x

−α2y r2

�
1−

2y
K2

�
−α2x



 .

onde os autovalores de J nos fornecerão informações sobre os equiĺıbrios. Analisaremos

aqui apenas matriz Jacobiana para os equiĺıbrios E0, E1 e E2.

A matriz Jacobiana para E0(0,0) é dada por

J0 =

�
r1 0

0 r2

�

,
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que tem auto-valores

λ1 = r1 > 0 e λ2 = r2 > 0, (2.13)

logo, E0 é um equiĺıbrio assintoticamente instável.

A matriz Jacobiana para E1(K1,0) é dada por

J0 =

�
−r1 −α1K1

0 r2 −α2K1

�

,

que tem auto-valores

λ1 =−r1 < 0 e λ2 = r2 −α2K1. (2.14)

Se r2 < α2K1 o equiĺıbrio E1 é assintoticamente estável.

A matriz Jacobiana para E2(0,K2) tem a seguinte forma

J0 =

�
r1 −α1K2 0

−α2K2 −r2

�

,

que tem auto-valores

λ1 = r1 −α1K2 e λ2 =−r2 < 0. (2.15)

Se r1 < α1K2 o equiĺıbrio E1 é assintoticamente estável.

Na figura 2.3 podemos ver a evolução temporal do sistema (2.10) para quatro

casos. Na figura 2.3(a) temos a situação onde ocorre o equiĺıbrio E1, a população x tende

a um valor K1 e a população y é extinta. Na figura 2.3(b) temos o equiĺıbrio E2 onde a

população y tende a um valor K2 e a população x é extinta. A situação de coexistência das

espécies E(x̄, ȳ) é representada nas figuras 2.3(c) e 2.3(d), os valores de x̄ e ȳ desse equiĺıbrio

são dados pela equação (2.12). Na figura 2.3(c) temos o equiĺıbrio E(x̄= 2/3, ȳ= 1/2) e na

figura 2.3(d) temos o equiĺıbrio E(x̄= 1/2, ȳ= 5/8).
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Figura 2.3: Evolução temporal do sistema 2.10 com condições iniciais x(0) = 0,5 e y(0) =
0,5. Para K1 = K2 = 1. (a) r1 = 1, α1 = 1, r2 = 1, e α2 = 2; (b) r1 = 1, α1 = 3, r2 = 2, e
α2 = 2; (c) r1 = 3, α1 = 2, r2 = 4, e α2 = 3; (d) r1 = 5, α1 = 4, r2 = 4, e α2 = 3. As linhas
azuis representam x e as vermelhas y.

Fonte: O autor.

2.4 Equações diferenciais com retardo

Uma equação diferencial com retardo é aquela que contêm argumentos em

instantes passados apenas na variável dinâmica. É necessário, para um problema de valor

inicial, que seja dada uma história inicial, num intervalo de tamanho de no mı́nimo τ , onde

τ é o tempo de atraso presente na equação [26,27]. De forma geral, temos

dx

dt
= f (t,x(t),x(t− τ)), (2.16)

sujeita à condição inicial

x(t) = φ(t), t ∈ [−τ,0], (2.17)

que tem solução única, com primeira derivada cont́ınua para t > 0, quando f é suficiente-

mente bem comportada.
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Um exemplo de equação diferencial com retardo é a equação de Hutchin-

son, equação de Hutchinson-Wright [28, 29] ou ainda equação loǵıstica com retardo. Esta

equação é uma modificação da equação loǵıstica (2.6) considerando que a taxa de variação

da população depende da quantidade da polulação em um instante anterior. Na prática, o

processo de reprodução não é instantâneo. Hutchinson(1948) [28] assumiu que este processo

demorasse um tempo τ ,
dx(t)

dt
= rx(t)

�

1−
x(t− τ)

K

�

, (2.18)

Na figura 2.4 podemos ver a evolução temporal da equação (2.18) para três

valores distintos de τ . Para τ = 0 (linha preta) temos a equação loǵıstica sem atraso, com o

valor de x tendendo a K = 1. Quando τ = 0,8 (linha azul), x(t) tem uma pequena oscilação

nos primeiro instates de tempo, depois tende a K = 1 também. Já para τ = 1,6 (linha

vermelha), x(t) apresenta um comportamento oscilatório em torno do ponto de equiĺıbrio

K = 1. O atraso τ na equação (2.18) pode proporcionar oscilações estáveis em torno do

ponto de equiĺıbrio.

Figura 2.4: Evolução temporal da equação (2.18) com r = 1, K = 1 e condição inicial
x(0) = 0,5. Para τ = 0 (linha preta), τ = 0,8 (linha azul) e τ = 1,6 (linha vermelha).

Fonte: O autor.
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3 Modelos para tumores

3.1 Tumores

Tumor é um aumento anormal de uma parte ou da totalidade de um tecido [1].

Sua origem tem ińıcio numa célula defeituosa que reproduz outras com a mesma deformi-

dade e estas células defeituosas originadas geram outras defeituosas, e assim por diante,

fazendo o tumor crescer. É classificado como benigno ou maligno. Os tumores benignos se

diferenciam dos malignos pela incapacidade de se espalharem pelo corpo. A maioria dos

tumores benignos crescem como massas coesivas em expansão, permanecendo situadas em

seu local de origem [1–3]. Tumor maligno ou câncer é o nome dado a um conjunto de mais

de 100 doenças que apresentam um ponto comum, o crescimento desordenado de células

que invadem os tecidos e órgãos, estas células podem espalhar-se para outras regiões do

corpo e se dividir rapidamente formando tumores [2, 3].

Relatos históricos mostram o quão antigo é esse conjunto de doenças. Foram

encontradas múmias eǵıpcias de mais de 3 mil anos antes de Cristo com essas doenças e

há relatos sobre essa infermidade desde quatro séculos antes de Cristo [1].

A Organização Mundial de Saúde estimou que, no ano 2030, podem-se esperar

27 milhões de casos incidenes de câncer, 17 milhões de mortes por câncer e 75 milhões de

pessoas vivas, anualmente, com câncer [4].
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3.2 Modelo para as interações do tumor com os lin-

fócitos

Uma das principais defesas do organismo contra v́ırus, bactérias intracelulares

e tumores é a destruição de células infectadas ou tumorais por linfócitos T citotóxicos

(LTC). Os LTC são capazes de aniquilar células, induzindo a morte celular programada,

processo celular conhecido como apoptose [1,2]. Para que o processo biológico de ativação

ocorra com eficiência, os LTC precisam receber est́ımulos gerados por linfócitos T auxiliares

(LTA), tais est́ımulos ocorrem por meio da liberação de citocinas. Esse processo não é

instantâneo, há vários processos citológicos envolvidos que necessitam de um tempo para

ocorrer [30,31].

Sarkar e Banerjee [10,11] desenvolveram um modelo para descrever a dinâmica

de tumor considerando a interação das células do sistema imunológico (linfócitos T), que

destroem as células do tumor maligno, como um relacionamento de predador-presa (que

é um fenômeno muito conhecido em sistemas ecológicos). Consideraram dois estados de

linfócitos T: em caça (LTC) e em repouso (LTA). Estudaram o sistema sob flutuações

externas, propuseram certos limites que são úteis para controlar o crescimento do tumor

maligno, analisaram o efeito do tempo de atraso e compararam os resultados com situações

reais. Assumiram no seu modelo um crescimento loǵıstico para o tumor e os linfócitos em

caça [32]. Consideraram que as células canceŕıgenas são destruidas a uma taxa proporcional

a densidade de células canceŕıgenas e de células em caça. Também ocorre uma perda no

número de células em caça devido ao encontro com as células canceŕıgenas. As células

em repouso são convertidas para as células em caça, por contato direto com elas ou por

contato com citocinas produzidas pelas células em repouso. Assumiram um tempo de

atraso (τ em unidades de tempo) no termo de conversão (de repouso para caça) e no termo

de crescimento do linfócitos em caça (figura 3.1). Entre outras considerações [11] o modelo
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é dado por

dC(t)

dt
= r1C(t)

�

1−
C(t)

K1

�

−α1C(t)H(t),

dH(t)

dt
= βH(t)R(t− τ)−d1H(t)−α2C(t)H(t),

dR(t)

dt
= r2R(t)

�

1−
R(t)

K2

�

−βH(t)R(t− τ), (3.1)

onde C é o número de células canceŕıgenas, H é o de células em caça e R é o de células

em repouso respectivamente 1 r1 e r2 > 0 são as as taxas de crescimento, K1 e K2 > 0 são

as capacidades de suporte das células tumorais e das células em repouso, respectivamente.

O termo −d1H representa a morte natural da célula em caça, −α1CH a perda de células

tumorais devido ao encontro com as células em caça e −α2CH a perda de células de caça

devido ao encontro com as células do tumor. Novamente, há um atraso na conversão da

fase de repouso para a fase de caça, que explica o termo −βHR(t−τ) na terceira equação.

Este atraso na transformação também induz um atraso no crescimento das células de caça,

e isso justifica o termo βHR(t− τ) na segunda equação. O sistema (3.1) foi analisado com

as condições iniciais C(t) =C0 > 0, H(t) = H0 > 0 e R(t) = R0 > 0 em t ∈ [−τ,0].

O sistema (3.1) possui os equiĺıbrios E0(0,0,0), E1(K1,0,0), E2(0,0,K2), E3(K1,0,K2)

e E4(0,r2(βK2−d1)/β 2K2,d1/β ) que são equiĺıbrios instáveis [11]. O equiĺıbrio E∗(C
∗,H∗,R∗),

onde

C∗ =
K1K2r1β 2 −K1α1r2(βK2 −d1)

β 2K2r1 −α1α2K1r2

,

H∗ = r1α1

�

1−
C∗

K1

�

e

R∗ =
α2C

∗+d1

β
,

existe se

β >
α2K1 +d1

K2

e α1 <
β 2K2r1

r2(βK2 −d1)
. (3.2)

Usando os valores da tabela 3.1, verificamos que E∗ existe (β > 4,2911× 10
−9 e α1 <

1As letras que representam o número de tumores, células em caça e células em repouso vem das palavras
do idioma inglês cancer cells (C), resting cells (R) e hunting cells (H) respectivamente.
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Figura 3.1: Diagrama esquemático representando a formulação do modelo 3.1.

Fonte: Adaptado de [11].

1,35777×10
−7) e também pode-se verificar que esse equiĺıbrio pode ser assintoticamente

estável [11].

Os valores para os parâmetros (tabela 3.1) foram obtidos alguns por meio de

resultados experimentais sobre a dinâmica de crescimento de linfoma no baço de camundon-

gos quiméricos [33] e os outros estimados a partir de análises matemáticas [10, 11,34,35].

Usando os valores dos parâmetros dados na tabela 3.1 e as condições iniciais

C0 = 2,7×10
6 células, H0 = 2,04×10

5 células e R0 = 7,18×10
6 células [11] simulamos a

evolução temporal do sistema 3.1 para quatro valores de atraso τ (figura 3.2). Na figura

3.2(a) temos a evolução temporal do sistema 3.1 para a caso sem atraso (τ = 0), os valores

do número de C, H e R convergem para o equiĺıbrio E∗ após alguns instantes de tempo.

Para τ = 44 dias (figura 3.2(b)) o sistema inicialmente apresenta uma oscilação e depois

também convergem para E∗. Quando τ = 45,6 dias o sistema começa apresentar oscilações

periódicas estáveis do número de C, H e R em torno do equiĺıbrio E∗ (figura 3.2(c)). Essa

oscilações persistem até aproximadamente τ = 54 dias. Para τ = 46 dias (figura 3.2(d))

temos também oscilações estáveis, mas agora com uma maior amplitude de oscilação.

A existência de soluções periódicas é muito relevante em modelos de câncer. O
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Tabela 3.1: Valores de parâmetros usados na análise numérica.
Parâmetro Significado Valor Ref.

q1 Taxa de proliferação das 0,18 dia−1 [33]

células tumorais

K1 Capacidade de suporte 5 x 10
6 células [33]

das células tumorais

α1 Taxa de decaimento das células tumorais 1,101 x 10
−7 [34]

causada pelos linfócitos em caça células−1 dias−1

α2 Taxa de decaimento dos linfócitos em 3,422 x 10
−10 [34]

caça causada pelas células tumorais células−1 dias−1

d1 Taxa de morte natural dos 0,0412 dias−1 [34]

linfócitos em caça

q2 Taxa de proliferação dos 0,0245 dias−1 [10,11]

linfócitos em repouso

τ atraso de tempo na conversão 45,6 dias [11]

dos LR para os LC

K2 Capacidade de suporte dos 1 x 10
7 células [10,11]

linfócitos em repouso

β1 Taxa deconversão de linfócitos em 6,2 x 10
−9 [34]

repouso para linfócitos em caça células−1 dias−1

Fonte: O autor.

tamanho de um tumor podem oscilar em torno de uma quantidade fixa, mesmo na ausência

de qualquer tratamento. Tal fenômeno conhecido como fenômeno de Jeff [36], é observado

clinicamente [37–39].

3.3 Modelo de quimioterapia

Uma das formas mais comum e eficaz do tratamento do câncer é a quimiote-

rapia, que consiste na utilização de compostos qúımicos, chamados quimioterápicos, no

tratamento do tumor [3].

Os agentes quimioterápicos, utilizados no tratamento do câncer, afetam tanto

as células canceŕıgenas como as normais, podendo provocar vários efeitos colaterais, tais

como perda de cabelo, náuseas, vômitos, diarréia, problemas instestinais e anemia. Outro

efeito colateral comum, é o surgimento de infecções devido a diminuição do número de

leucócitos, que são responsáveis pela defesa contra microrganismos [3].
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Figura 3.2: Evolução temporal das células do sistema (3.1) para (a) τ = 0, (b) τ = 44

dias, (c) τ = 45,6 dias e (d) τ = 46 dias. Com condições iniciais: C0 = 2,7× 10
6 células,

H0 = 2,04×10
5 células e R0 = 7,18×10

6 células. Os parâmetros utilizados estão na tabela
3.1. A linha vermelha representa as células canceŕıgenas, a linha preta os linfócitos em
caça e a linha azul os linfócitos em repouso.

Fonte: O autor.
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Vários modelos presentes na literatura estudam a evolução do câncer incluindo

a quimioterapia [7, 12–17]. Um modelo simples e interessante, para taxa de variação da

quantidade de quimioterapia, foi proposto por Pinho e colaboradores (2002) [18]. Nesse

trabalho consideraram um sistema de equações que simulam as interações entre células nor-

mais, células canceŕıgenas e um agente quimioterápico. A concentração de células normais

e com câncer é representada por x1(t) e x2(t) respectivamente, e y(t) é a concentração do

agente quimioterápico. O modelo para um śıtio é dado por

ẋ1(t) = α1x1(t)

�

1−
x1(t)

K1

�

−q1x1(t)x2(t)−
p1x1(t)y(t)

a1 + x1(t)
,

ẋ2(t) = α2x2(t)

�

1−
x2(t)

K2

�

−q2x1(t)x2(t)−
p2x2(t)y(t)

a2 + x2(t)
,

ẏ(t) = Δ−

�

ξ +
c1x1(t)

a1 + x1(t)
+

c2x2(t)

a2 + x2(t)

�

y(t), (3.3)

onde

• α1 , i= 1,2, são as taxas de nascimento das células normais e canceŕıgenas;

• Ki , i= 1,2, são as respectivas capacidades de suporte;

• qi , i= 1,2, são os coeficientes de competição entre x1 e x2;

• pi , i= 1,2, são os coeficientes de predação de y em xi;

• ai , i = 1,2, determinam as velocidades com que xi, na ausência de competição e

predação, atinge a capacidade de suporte;

• Δ é a taxa de infusão do agente quimioterápico (AQ);

• ξ é taxa de eliminação do agente quimioterápico;

• ci , i= 1,2, são as taxas de combinação do agente quimioterápico com as células.

A quimioterapia é aplicada em doses. Para cada caso espećıfico de câncer

designa-se um protocolo para a quimioterapia [3]. A taxa de infusão do AQ (Δ) está

relacionada com a aplicação da quimioterapia no paciente. Nesse trabalho, Pinho e colab-

oradores [18], consideram Δ constante, o que representa uma infusão cont́ınua de quimiote-

rapia.



33

Alguns trabalhos já simularam em seus modelos para câncer a quimioterapia

em doses [16, 40–42] onde a taxa de infusão do AQ não é nula apenas no momento da

aplicação.
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4 Aplicação de quimioterapia para

o tratamento do câncer

4.1 Modelo

Neste trabalho unimos as ideias de Sarkar (2008) [11] e Pinho (2002) [18]

para criar um modelo mais completo que considera a interação do câncer com o sistema

imunológico [11] e também a quimioterapia [18]. Outros modelos da literatura também

consideram no modelo para câncer os linfócitos e a quimioterapia [7, 13, 43], porém esses

modelos não consideram os linfócitos em duas formas (caça e repouso). Os linfócitos em

repouso são fundamentais na ativação dos linfócitos em caça e como a quimioterapia atua

como predador tanto no câncer como nos linfócitos é muito importante considerar num

modelo pra câncer com quimioterapia os linfócitos em repouso.

O modelo com quimioterapia consiste em quatro equações diferenciais que

simulam a interação entre tumores, linfócitos em caça (LC), linfócitos em repouso (LR) e

o agente quimioterápico (AQ).

Na figura 4.1 descrevemos como ocorre, no nosso modelo, a taxa de variação do

número de células canceŕıgenas, de linfócitos em caça, de linfócitos em repouso e a taxa de

variação da quantidade de AQ. A taxa de variação do número de células canceŕıgenas é dada

por um crescimento loǵıstico, por um termo que representa a morte das células canceŕıgenas

pelos linfócitos em caça e um termo que representa a morte das células canceŕıgenas pelo

AQ. Termos que representantam o número de linfócitos em repouso que são convertidos

em linfócitos em caça, a morte natural dos linfócitos em caça, a morte dos linfócitos em

caça que encontram o câncer e a morte dos linfócitos em caça pelo agente quimioterápico
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Figura 4.1: Diagrama esquemático representando a formulação do modelo 4.1.

Fonte: O autor.

representam a taxa de variação do número de linfócitos em caça. A taxa de variação

do número de linfócitos em repouso é dada por termos que representam um crescimento

loǵıstico, a sáıda dos linfócitos do estado de repouso para o estado de caça e a morte dos

linfócitos em caça pelo agente quimioterápico. A taxa de variação da quantidade de agente

quimiotarápico é dada por termos que representam uma infusão do AQ, uma eliminação

do AQ pelo organismo e também uma eliminação do AQ dada pelas células canceŕıgenas e

pelos linfócito em caça e pelos linfócitos em repouso.

Denominamos de C o número de células canceŕıgenas, H o número de LC, R
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o número de LR e Z a quantidade de AQ. O modelo é descrito pelas seguintes equações

dC(t)

dt
= q1C(t)

�

1−
C(t)

K1

�

−α1C(t)H(t)−
p1C(t)

a1 +C(t)
Z(t),

dH(t)

dt
= β1H(t)R(t− τ)−d1H(t)−α2C(t)H(t)−

p2H(t)

a2 +H(t)
Z(t),

dR(t)

dt
= q2R(t)

�

1−
R(t)

K2

�

−β1H(t)R(t− τ)−
p3R(t)

a3 +R(t)
Z(t),

dZ(t)

dt
= Δ−

�

ξ +
g1C(t)

a1 +C(t)
+

g2H(t)

a2 +H(t)
+

g3R(t)

a3 +R(t)

�

Z(t), (4.1)

onde C(0) = C0 > 0, H(0) = H0 ≥ 0, R(0) = R0 > 0, Z(0) = Z0 ≥ 0. O termo −d1H(t)

representa a morte natural dos LC, o termo −α1C(t)H(t) representa a perda de células

tumorais devido ao encontro com os LC e −α2C(t)H(t) a perda dos LC devido ao encontro

com as células do tumor. Há um atraso na conversão dos LR para os LC, que explica o

termo −β1H(t)R(t−τ) na terceira equação. Este atraso na transformação induz um atraso

no crescimento das LC, o que justifica o termo β1H(t)R(t − τ) na segunda equação. O

último termo das três primeiras equações representam a eliminação das células pelo AQ.

O significado dos parâmetros do sistema de equações (4.1) estão nas tabelas

4.1 e 4.2. Na tabela 4.1 apresentamos os valores dos parâmetros que estão dispońıveis

na literatura. Os valores dos parâmetros referentes a quimioterapia (tabela 4.2) serão

considerados de acordo com conclusões sobre o equiĺıbrio, estabilidade do sistema e análises

numéricas.

4.1.1 Adimensionalização do modelo

Os parâmetros do modelo (4.1) foram obtidos por meio de experimentos com

camundongos e por considerações matemáticas. Para deixar o modelo mais geral e estudar

apenas o comportamento das soluções fazemos uma adimensionalização do modelo 4.1.

Com isso, não precisamos preocupar-nos com a unidade de medida das células e do AQ.

Adimensionalizamos o sistema 4.1 definindo:

t̄ =
t

dia
, C̄ =

C

KT
, H̄ =

H

KT
, R̄=

R

KT
, Z̄ =

Z

ΔM ξ−1
, (4.2)
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Tabela 4.1: Parâmetros com valores dispońıveis na literatura.
Parâmetro Significado Valor Ref.

q1 Taxa de proliferação das 0,18 dia−1 [33]

células tumorais

K1 Capacidade de suporte 5 x 10
6 células [33]

das células tumorais

α1 Taxa de decaimento das células tumorais 1,101 x 10
−7 [34]

causada pelos linfócitos em caça células−1 dias−1

α2 Taxa de decaimento dos linfócitos em 3,422 x 10
−10 [34]

caça causada pelas células tumorais células−1 dias−1

d1 Taxa de morte natural dos 0,0412 dias−1 [34]

linfócitos em caça

q2 Taxa de proliferação dos 0,0245 dias−1 [11]

linfócitos em repouso

τ atraso de tempo na conversão 45,6 dias [11]

dos LR para os LC

K2 Capacidade de suporte dos 1 x 10
7 células [11]

linfócitos em repouso

β1 Taxa de conversão de linfócitos em 6,2 x 10
−9 [34]

repouso para linfócitos em caça células−1 dias−1

Fonte: O autor.

onde

KT = K1 +K2, (4.3)

é a capacidade de suporte total e ΔM = 1 mg m−2
dia

−1.

Tabela 4.2: Parâmetros referentes a quimioterapia.
Parâmetro Significado Ref.

pi(1 = 1, 2, 3) coeficientes de predação do AQ nas células

ai(1 = 1, 2, 3) determinam a velocidade com que as células, na ausência

de competição e predação, atingem a capacidade de suporte [18]

gi(1 = 1, 2, 3) taxa de combinação do AQ com as células

Δ taxa de infusão do AQ

ξ taxa de eliminação do AQ

Fonte: O autor.
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Substituindo (4.2) no sistema (4.1) obtemos:

dC̄(t̄)

dt̄
= q̄1C̄(t̄)

�

1−
C̄(t̄)

K̄1

�

− ᾱ1C̄(t̄)H̄(t̄)−
p̄1C̄(t̄)

ā1 +C̄(t̄)
Z̄(t̄),

dH̄(t̄)

dt̄
= β̄1H̄(t̄)R̄(t̄− τ̄)− d̄1H̄(t̄)− ᾱ2C̄(t̄)H̄(t̄)−

p̄2H̄(t̄)

ā2 + H̄(t̄)
Z̄(t̄),

dR̄(t̄)

dt̄
= q̄2R̄(t̄)

�

1−
R̄(t̄)

K̄2

�

− β̄1H̄(t̄)R̄(t̄− τ̄)−
p̄3R̄(t̄)

ā3 + R̄(t̄)
Z̄(t̄),

dZ̄(t̄)

dt̄
= (Δ̄− Z̄(t̄))ξ̄ −

�
ḡ1C̄(t̄)

ā1 +C̄(t̄)
+

ḡ2H̄(t̄)

ā2 + H̄(t̄)
+

ḡ3R̄(t̄)

ā3 + R̄(t̄)

�

Z̄(t̄), (4.4)

onde

q̄1 = q1 dia, ᾱ1 = α1KT dia, K̄1 =
K1

KT
, p̄1 =

p1 ΔM dia

KT ξ
,

ā1 =
a1

KT
, β̄1 = β1KT dia, d̄1 = d1 dia, ᾱ2 = α2KT dia,

ḡ1 = g1 dia, ḡ2 = g2 dia, ḡ3 = g3 dia, p̄2 =
p2 ΔM dia

KT ξ
,

ā2 =
a2

KT

, K̄2 =
K2

KT

, p̄3 =
p3 ΔM dia

KT ξ
, ā3 =

a3

KT

,

Δ̄ =
Δ

ΔM
, q̄2 = q2 dia, ξ̄ = ξ dia. (4.5)

Renomeando as variáveis t̄, C̄, H̄, R̄, Z̄ como t, C, H, R, Z, respectivamente, e

também renomeando os parâmetros q̄1, K̄1, ᾱ1, p̄1, ḡ1, ā1, β̄1, d̄1, ᾱ2, p̄2, ḡ2, ā2, q̄2, K̄2, p̄3,

ḡ3, ā3, Δ̄, ξ̄ como q1, K1, α1, p1, g1, a1, β1, d1, α2, p2, g2, a2, q2, K2, p3, g3, a3, Δ, ξ res-

pectivamente. Desta forma, nenhuma das novas variáveis e nenhum dos novos parâmetros

têm dimensão. Deste ponto em diante vamos trabalhar com o modelo adimensionalizado.

dC(t)

dt
= q1C(t)

�

1−
C(t)

K1

�

−α1C(t)H(t)−
p1C(t)

a1 +C(t)
Z(t),

dH(t)

dt
= β1H(t)R(t− τ)−d1H(t)−α2C(t)H(t)−

p2H(t)

a2 +H(t)
Z(t),

dR(t)

dt
= q2R(t)

�

1−
R(t)

K2

�

−β1H(t)R(t− τ)−
p3R(t)

a3 +R(t)
Z(t),

dZ(t)

dt
= (Δ−Z(t))ξ −

�
g1C(t)

a1 +C(t)
+

g2H(t)

a2 +H(t)
+

g3R(t)

a3 +R(t)

�

Z(t). (4.6)

Usando as relações (4.5) obtemos os valores para os parâmetros adimensio-
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nalizados que estão mostrados na tabela 4.3. Para um primeiro estudo, consideramos que

a predação da quimioterapia no câncer e nos linfócitos tem a mesma intensidade [7]. Os

parâmetros Δ (taxa de infusão do AQ) e pi (coeficiente de predação do AQ) dependem da

quantidade e do tipo de quimioterapia que é aplicada ao paciente, estudamos o comporta-

mento do modelo para uma determinada faixa desses parâmetros (Δ de 0 até 10
4 e pi de

10
−8 até 1). O parâmetro gi (taxa de combinação do AQ com as células) é proporcional à

pi [18].

Tabela 4.3: Valores dos parâmetros adimensionalizados.
Parâmetro Valor Parâmetro Valor

q1 0,18 K1 1/3

α1 1,6515 α2 5,133×10
−3

d1 4,12×10
−2 q2 2,45×10

−2

τ 45,6 K2 2/3

β1 9,3×10
−2 ai 10

−4

ξ 0,2 pi 10
−3

Δ 0 - 10
4 gi 10

−1

Fonte: O autor.

4.2 Resultados anaĺıticos

Apresentaremos alguns resultados anaĺıticos sobre alguns posśıveis equiĺıbrios

e algumas estabilidades para estes equiĺıbrios para o caso sem atraso. Utilizando os valores

da tabela 4.3, podemos estudar estes equiĺıbrios e estabilidades.

4.2.1 Pontos de Equiĺıbrios

Denotamos o equiĺıbrio por variações em E. Alguns desses equiĺıbrios não

são fisiologicamente interessantes, pois podem representar a morte do indiv́ıduo, mas

listamos eles por motivos interpretativos e matemáticos. Baseando-se em (4.6), o equi-

ĺıbrio E0(0,0,0,Δ) existe. Os equiĺıbrios E1(0,0, R̃, Z̃), E2(C
#,0,0,Z#) e E3(0,H

∗,R∗,Z∗)

podem existir se algumas condições forem satisfeitas. O equiĺıbrio genérico é denotado por

E(C̄, H̄, R̄, Z̄).
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Equiĺıbrio E0(0,0,0,Δ)

O equiĺıbrio E0(0,0,0,Δ) representa uma situação onde há supressão de todas

as células do śıtio, ou seja, os números de células canceŕıgenas, linfócitos em caça e linfócitos

em repouso são zero. Demonstraremos na seção 4.2.2 que E0 é localmente assintoticamente

estável quando Δ > a1q1

p1
e Δ > a3q2

p3
.

Equiĺıbrio E1(0,0, R̃, Z̃)

O equiĺıbrio E1(0,0, R̃, Z̃) representa a situação onde há eliminação todas as

células canceŕıgenas, todos os linfócitos em caça, tem-se uma quantidade R̃ de linfócitos

em repouso e Z̃ de agente quimioterápico no śıtio. O equiĺıbrio E1 existe e é provado pelo

sistema algébrico

q2

�

1−
R̃

K2

�

−
p3Z̃

a3 + R̃
= 0,

Δξ −

�

ξ +
g3R̃

a3 + R̃

�

Z̃ = 0. (4.7)

O sistema (4.7) tem soluções dadas pela equação quadrática

R̃2 +
ξa3 −K2(ξ +g3)

ξ +g3

R̃+
K2ξ (p3Δq−1

2
−a3)

ξ +g3

= 0, (4.8)

se

p3Δ < a3q2, (4.9)

então a equação (4.8) tem uma única solução positiva. São condições necessárias e sufi-

cientes para que (4.8) tenha duas soluções positivas

ξa3 < K2(ξ +g3), (4.10)

ξa3 <
p3ξ Δ

q2

<
[ξa3 +K2(ξ +g3)]

2

4K2(ξ +g3)
. (4.11)

Baseando-se nas condições (4.9), (4.10) e (4.11) conclúımos que o equiĺıbrio E1 existe e é

único se (4.9) é satisfeita e que existem dois equiĺıbrios distintos de E1 se (4.10) e (4.11)

são satisfeitas.
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Equiĺıbrio E2(C
#,0,0,Z#)

O equiĺıbrio E2(C
#,0,0,Z#) representa a situação onde há eliminação de todos

os linfócitos em repouso, todos os linfócitos em caça, tem-se uma quantidade C# de células

canceŕıgenas e Z# de agente quimioterápico no śıtio. Analogamente ao E1, o equiĺıbrio

E2(C
#,0,0,Z#) existe e é provado pelo sistema algébrico

q1

�

1−
C#

K1

�

−
p1Z

#

a1 +C#
= 0,

Δξ −

�

ξ +
g1C

#

a1 +C#

�

Z# = 0. (4.12)

Com uma análise similar a feita com E1, conclúımos que o sistema (4.12) tem uma única

solução positiva se

p1Δ < a1q1, (4.13)

e exatamente duas soluções positivas se

ξa1 < K1(ξ +g1), (4.14)

ξa1 <
p1ξ Δ

q1

<
[ξa1 +K1(ξ +g1)]

2

4K1(ξ +g1)
. (4.15)

Baseando-se nas condições (4.13), (4.14) e (4.15) conclúımos que o equiĺıbrio E2 existe e é

único se (4.13) é satisfeita e que existe dois equiĺıbrios distintos de E2 se (4.14) e (4.15) são

satisfeitas.

Equiĺıbrio E3(0,H
∗,R∗,Z∗)

O equiĺıbrio E3(0,H
∗,R∗,Z∗) representa a situação onde há supressão das

células canceŕıgenas e tem-se uma quantidade H∗ de linfócitos em caça, R∗ de linfócitos

em repouso e Z de agente quimioterápico no śıtio. Este equiĺıbrio é o mais interessante,

pois representa a eliminação do câncer sem acabar com todos os linfócitos do corpo, e nele

que concentraremos a maioria das simulações e analisaremos as condições para obtê-lo. O
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equiĺıbrio E3 existe e pode ser provado pelo sistema algébrico

β1H
∗R∗

−d1H
∗
−

p2H
∗

a2 +H∗
Z∗ = 0,

q2

�

1−
R∗

K2

�

−β1H
∗R∗

−
p3R

∗

a3 +R∗
Z∗ = 0,

Δξ −

�

ξ +
g2H

∗

a2 +H∗
+

g3R
∗

a3 +R∗

�

Z∗ = 0. (4.16)

Para fazer uma análise do sistema (4.16), que é mais complexo do que os sistemas

anteriores, fazemos uma aproximação de

H∗

a2 +H∗
≈ 1 (4.17)

e
R∗

a3 +R∗
≈ 1. (4.18)

O equiĺıbrio E3 representa a situação onde há supressão do câncer e a quan-

tidade de linfócitos não é muito afetada mantendo-se com valores maiores que zero. Con-

siderando que a quantidade de linfócitos mantém-se sempre com valores na mesma ordem

da capacidade de suporte K2 e que os valores de a2 e a3 são da ordem de 10
−4 (tabela 4.3)

podemos usar as aproximações (4.18) e (4.17) para simplifcar o sistema (4.16), que se torna

β1H
∗R∗

−d1H
∗
− p2Z

∗ = 0,

q2

�

1−
R∗

K2

�

−β1H
∗R∗

− p3Z
∗ = 0,

Δξ − (ξ +g2 +g3)Z
∗ = 0. (4.19)

Do sistema (4.19) tiramos que

Z∗ =
Δ ξ

ξ +g2 +g3

. (4.20)

Substituindo (4.20) nas duas primeiras equações do sistema (4.19) obtemos

β1H
∗R∗

−d1H
∗
−

p2 Δ ξ

ξ +g2 +g3

= 0,

q2

�

1−
R∗

K2

�

−β1H
∗R∗

−
p3 Δ ξ

ξ +g2 +g3

= 0. (4.21)
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Do sistema (4.21) obtemos a equação

R∗2 +R∗

�
K2 Δ ξ (p2 + p3)

q2(ξ +g2 +g3)
−K2 −

d1

β1

�

+
K2d1

β1

�

1−
p3 Δ ξ

(ξ +g2 +g3)

�

= 0, (4.22)

que tem uma solução positiva se

p3 Δ ξ > (ξ +g2 +g3), (4.23)

e exatamente duas soluções positivas se

(ξ +g2 +g3) > p3 Δ ξ , (4.24)
�
K2 Δ ξ (p2 + p3)

q2(ξ +g2 +g3)
−K2 −

d1

β1

�2

>
4K2d1

β1

�

1−
p3 Δ ξ

(ξ +g2 +g3)

�

, (4.25)

K2 +
d1

β1

>
K2 Δ ξ (p2 + p3)

q2(ξ +g2 +g3)
. (4.26)

Baseando-se nas condições (4.23), (4.24), (4.25) e (4.26) conclúımos que o equiĺıbrio E3

existe e é único se (4.23) é satisfeita e que existe dois equiĺıbrios distintos de E3 se (4.24),

(4.25) e (4.26) são satisfeitas.

4.2.2 Estabilidade local

Verificamos que os equiĺıbrios E0, E1, E2 e E3 para o nosso modelo dado pelo

sistema de equações (4.6) podem existir se algumas condições entre seus parâmetros forem

satisfeitas. Agora, analisamos para quais condições os equiĺıbrios E0, E1 e E2 são estáveis.

Consideramos neste trabalho apenas o caso sem atraso (τ = 0) e verificaremos apenas por

simulações numéricas algumas situações em que o equiĺıbrio E3 é estável.

A matriz Jacobiana para o equiĺıbrio genérico E(C̄, H̄, R̄, Z̄) é dada por

J =










J11 −α1C̄ 0 −
p1C̄

a1+C̄

−α2H̄ J22 β1H̄ −
p2H̄

a2+H̄

0 −β1R̄ J33 −
p3R̄

a3+R̄

−
a1g1Z̄

(a1+C̄)
2 −

a2g2Z̄

(a2+H̄)
2 −

a3g3Z̄

(a3+R̄)
2 J44










,
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onde

J11 = q1

�

1−
2C̄

K1

�

−α1H̄−
a1p1Z̄

(a1 +C̄)
2
,

J22 = β1R̄ −d1 −α2C̄−
a2p2Z̄

(a2 + H̄)
2
,

J33 = q2

�

1−
2R̄

K2

�

−β1H̄−
a3p3Z̄

(a3 + R̄)
2
,

J44 = −ξ −
g1C̄

a1 +C̄
−

g2H̄

a2 + H̄
−

g3R̄

a3 + R̄
.

Análise da estabilidade de E0(0,0,0,Δ)

A matriz Jacobiana para E0(0,0,0,Δ) é

J0 =










q1 −
p1Δ
a1

0 0 0

0 −d1 −
p2Δ
a2

0 0

0 0 q2 −
p3Δ
a3

0

−
g1Δ
a1

−
g2Δ
a2

−
g3Δ
a3

−ξ










,

que tem auto-valores

λ
(0)
1

= q1 −
p1Δ

a1

, (4.27)

λ
(0)
2

= −d1 −
p2Δ

a2

, (4.28)

λ
(0)
3

= q2 −
p3Δ

a3

, (4.29)

λ
(0)
4

= −ξ . (4.30)

Se Δ > a1q1

p1
e Δ > a3q2

p3
então E0 é localmente assintoticamente estável. Isso implica que

se a taxa de infusão de quimioterapia Δ for maior que um certo E3 valor a quimioterapia

poderá matar todas as células do śıtio.
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Análise da estabilidade de E1(0,0, R̃, Z̃)

A matriz Jacobiana para E1(0,0, R̃, Z̃) é

J1 =










q1 −
p1Z̃
a1

0 0 0

0 β1R̃−d1 −
p2Z̃
a2

0 0

0 −β1R̃ q2

�
1−

2R̃
K2

�
−

p3Z̃
a3

−
p3R̃

a3+R̃

−
g1Z̃
a1

−
g2Z̃
a2

−
a3g3Z̃

(a3+R̃)2
−ξ −

g3R̃

a3+R̃










,

que tem auto-valores

λ
(1)
1

= q1 −
p1Z̃

a1

, (4.31)

λ
(1)
2

= β1R̃−d1 −
p2Z̃

a2

, (4.32)

(λ
(1)
i )2

− Tr(B) λ
(1)
i +Det(B) = 0 (i= 3,4), (4.33)

onde

B=




q2

�
1−

2R̃
K2

�
−

p3Z̃
a3

−
p3R̃

a3+R̃

−
a3g3Z̃

(a3+R̃)2
−ξ −

g3R̃

a3+R̃



 .

Se Tr(B) < 0 and Det(B) > 0, então os auto-valores de B (λ
(1)
i ) têm parte real negativa.

Se R̃> K2

2
isto é satisfeito.

Análise da estabilidade de E2(C
#,0,0,Z#)

A matriz Jacobiana para E2(C
#,0,0,Z#) é

J2 =










q1

�
1−

2C#

K1

�
−

a1p1Z
#

(a1+C#)
2 −α1C

#
0 0 −

p1C
#

a1+C#

0 −d1 −α2C
# −

p2Z
#

a2
0 0

0 0 q2 −
p3Z

#

a3
0

−
a1g1Z

#

(a1+C#)2 −
g2Z

#

a2
−

g3Z
#

a3
−ξ −

g1C
#

a1+C#










.
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que tem auto-valores

λ
(2)
2

= −d1 −α2C
#
−

p2Z
#

a2

, (4.34)

λ
(2)
3

= q2 −
p3Z

#

a3

, (4.35)

(λ
(2)
i )2

− Tr(A) λ
(2)
i +Det(A) = 0 (i= 1,4), (4.36)

onde

A=




q1

�
1−

2C#

K1

�
−

a1p1Z
#

(a1+C#)
2 −

p1C
#

a1+C#

−
a1g1Z

#

(a1+C#)2 −ξ −
g1C

#

a3+C#



 .

Se o Tr(A) < 0 e Det(A) > 0, então os auto-valores de A (λ
(2)
i ) têm parte real negativa.

Se C# > K1

2
isto é satisfeito.

4.3 Soluções numéricas

Fazemos um estudo numérico do modelo (4.6) para verificar o comportamento

das soluções e analisar a quimioterapia necessária para suprimir o câncer sem acabar com

os linfócitos. Utilizamos para integrar nossas equações diferenciais com retardo o MATLAB

e rotinas em FORTRAN (Apêndice A). Consideramos três formas de quimioterapia: con-

stante, em doses com as mesmas quantidades e em doses alternadas com duas quantidades

diferentes. Utilizamos as condições iniciais adimensionalizadas: C0 = 0,18, H0 = 0,0136,

R0 = 0.4786 e Z0 = 0 [11].

Uma célula de câncer no modelo (4.1) equivale a 6,6× 10
−8 no modelo adi-

mensionalizado. Consideramos como supressão do câncer, o caso onde haja menos do que

uma célula no modelo (4.1), o que equivale à 6,6×10
−8 no modelo adimensionalizado (4.6).

4.3.1 Quimioterapia Constante

Analisamos primeiro o caso onde consideramos a taxa de infusão de quimio-

terapia (Δ) como sendo uma constante. Apesar de não ser muito condizente com a realidade
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Figura 4.2: Evolução temporal das células do sistema (4.6) para (a) τ = 0, (b) τ = 44, (c)
τ = 45,6 e (d) τ = 46. Para Δ = 0,001, p1 = 10

−3 os demais parâmetros utilizados estão na
tabela 4.3. A linha vermelha representa as células canceŕıgenas, a linha preta os linfócitos
de caça e a linha azul os linfócitos em repouso.

Fonte: O autor.

de como é o tratamento quimioterápico, com esta análise, podemos estudar quais são os

comportamentos apresentados para uma faixa de valores de Δ e p1.

Para uma quantidade pequena de quimioterapia a quantidade de células can-

ceŕıgenas, de linfócitos em caça e de linfócitos em repouso não é afetada significativamente.

Na figura 4.2 temos a evolução temporal das células do sistema (4.6) para quatro valores

diferentes de atraso τ , as soluções são muito próximas ao modelo sem quimioterapia (3.1)

(figura 3.2).

A medida que se aumenta a taxa de infusão do AQ (Δ), a quimioterapia

causa um maior dano nas células, matando uma grande quantidade de células. Para Δ =

0,025 (figura 4.3) a quimioterapia elimina todas as células canceŕıgenas sem causar um

considerável dano aos linfócitos. Esta situação representa o equiĺıbrio E3, que é o mais

interessante clinicamente, pois a quimioterapia elimina o câncer sem destruir o sistema

imunológico. Para todos os valores de τ da figura 4.3 há a supressão do cancer. Verificamos
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que a quantidade de linfócitos apresenta o mesmo comportamento com relação ao atraso

τ . Para τ = 0 (figura 4.3(a)) e τ = 44 (figura 4.3(b)) as soluções convergem para um ponto

de equiĺıbrio e para τ = 45,6 (figura 4.3(c)) e τ = 46 (figura 4.3(d)) as soluções oscilam em

torno desse equiĺıbrio.

Figura 4.3: Evolução temporal das células do sistema (4.6) para (a) τ = 0, (b) τ = 44, (c)
τ = 45,6 e (d) τ = 46. Para Δ = 0,025, p1 = 10

−3 os demais parâmetros utilizados estão na
tabela 4.3. A linha vermelha representa as células canceŕıgenas, a linha preta os linfócitos
de caça e a linha azul os linfócitos em repouso.

Fonte: O autor.

Na figura 4.4 mostramos a evolução temporal da quantidade de AQ do sistema

(4.6) para Δ = 0,025. Neste caso temos o equiĺıbrio E3 onde a quantidade de AQ tende ao

valor dado na equação (4.20) (Z∗ = 1,25×10
−2). Comparando os resultados da simulação

com o obtido com a aproximação (4.18), confirmamos que esta aproximação é plauśıvel. A

quantidade de agente quimioterápico que inicialmente é nula cresce rapidamente, quando

t = 15 o valor de Z é maior que 1×10
−2 para τ = 0, τ = 44, τ = 45,6 e τ = 46. Para τ = 0 a

quimioterapia chega ao valor máximo em aproximadamente t = 150 e para τ = 44, τ = 45,6

e τ = 46, Z satura em aproximadamente t = 360, esses valores correspondem ao tempo que

demora para a supressão do câncer ocorrer.
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Figura 4.4: Evolução temporal da quantidade de agente quimioterápico do sistema (4.6).
Para Δ = 0,025, p1 = 10

−3 os demais parâmetros utilizados estão na tabela 4.3.
11

Fonte: O autor.

Quando Δ é maior que um determinado valor, a quimioterapia pode matar

todas as células. Para Δ = 25 (figura 4.5) temos o equiĺıbrio E0, onde as todas células

canceŕıgenas e os todos os linfócitos são eliminados. Para τ = 0 (figura 4.5(a)), τ = 44

(figura 4.5(b)), τ = 45,6 (figura 4.5(c)) e τ = 46 (figura 4.5(d)) a dinâmica do modelo

apresenta praticamente o mesmo comportamento. Quando t = 3 ocorre a supressão dos

linfócitos em caça, em t = 55 ocorre a supressão dos linfócitos em repouso e a supressão

das células canceŕıgenas ocorre somente em t = 130.

Na figura 4.6 mostramos a evolução temporal da quantidade de AQ do sistema

(4.6) para Δ = 25. Neste caso temos o equiĺıbrio E0 onde a quantidade de AQ tende a Δ.

Para τ = 0, τ = 44, τ = 45,6 e τ = 46, Z apresenta praticamente o mesmo comportamento.

A quantidade de agente quimioterápico que inicialmente é nula cresce rapidamente, de

t = 15 a t = 55 o valor de Z permanece igual a aproximadamente 12,5. Em t = 55 ocorre a

supressão dos linfócitos em repouso (figura 4.5), então o valor de Z volta a crescer, de t = 70

a t = 130 o valor de Z é a aproximadamente 16,66. A supressão das células canceŕıgenas

ocorre em t = 130 onde Z cresce novamente até aproximadamente t = 130 e satura em

Z = Δ = 25.
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Figura 4.5: Evolução temporal das células do sistema (4.6) para (a) τ = 0, (b) τ = 44, (c)
τ = 45,6 e (d) τ = 46. Para Δ = 25, p1 = 10

−3 os demais parâmetros utilizados estão na
tabela 4.3. A linha vermelha representa as células canceŕıgenas, a linha preta os linfócitos
de caça e a linha azul os linfócitos em repouso.

Fonte: O autor.

Verificamos que a supressão do câncer depende de Δ. Logo, podemos encontrar

um valor mı́nimo para Δ que suprime o câncer. Usando os valores da tabela 4.3, τ = 45,6 e

p1 = 10
−3, verificamos que esse valor é Δ aproximadamente igual a 2,2×10

−2. Para valores

menores que esse valor mı́nimo, a quimioterapia não é suficiente para suprimir o câncer.

Na figura 4.7 mostramos a evolução temporal do sistema (4.6), para Δ = 2×10
−2 não há

supressão do câncer (figura 4.7(a)) aumentando o valor de Δ para 2,2×10
−2 observamos

que o câncer é eliminado em aproximadamente t = 636,6 (figura 4.7(b)).

A supressão ou não do câncer depende do coeficiente de predação do AQ (p1)

e da taxa de infusão do AQ (Δ). A figura 4.8 mostra essa dependência, onde podemos

verificar a existência de três regiões. Na região branca, não há supressão do câncer, os

valores de p1 e Δ não são suficientes para que ocorra a eliminação de todas as células
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Figura 4.6: Evolução temporal da quantidade de agente quimioterápico do sistema (4.6).
Para Δ = 25, p1 = 10

−3 os demais parâmetros utilizados estão na tabela 4.3.

Fonte: O autor.

canceŕıgenas. Na região cinza temos a situação em que a quimioterapia elimina todos

os linfócitos, o que não é interessante clinicamente. Focaremos nossos estudos na região

preta, onde há supressão do câncer sem eliminação de todos os linfócitos. Para analisar o

comportamento do nosso modelo em função de Δ, fixaremos o valor de p1 = 10
−3.

Além de eliminar o câncer, deseja-se que isso ocorra em um menor tempo

posśıvel. Vimos que temos um valor mı́nimo para a taxa de infusão de AQ (Δ) em que

o câncer é suprimido. Analisamos o quanto Δ, acima deste mı́nimo, pode diminuir o

tempo de supressão. Quando Δ é igual a 2,2× 10
−2 a supressão ocorre em t = 636,6. O

tempo de supressão do câncer (T ) diminui até Δ = 0,07, onde T assume um valor mı́nimo

Tmin = 338 (figura 4.9). Para valores de Δ superiores a 0,07 até 0,266 o aumento de Δ

causa em T um acréscimo. Esse aumento no tempo de supressão do câncer com uma

maior taxa de infusão de AQ pode ser efeito da grande destruição dos linfócitos, que é

causada para grandes valores de Δ. Os linfócitos agem como predadores do câncer e uma

diminuição no seu número implica em uma menor mortalidade das células canceŕıgenas
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Figura 4.7: Evolução temporal das células do sistema (4.6) com τ = 45,6 e p1 = 10
−3. (a)

Δ = 2× 10
−2, (b) Δ = 2,2× 10

−2. A linha vermelha representa as células canceŕıgenas, a
linha preta os linfócitos de caça e a linha azul os linfócitos em repouso.

Fonte: O autor.

pelo sistema imunológico. Quando Δ é aproximadamente 0,266 há uma supressão dos

linfócitos, deixando a quimioterapia como o único predador do câncer, o que faz o tempo

de supressão aumentar.

4.3.2 Quimioterapia em doses constantes

Para padronizar o uso da quimioterapia foram realizadas muitas pesquisas. A

partir delas foram elaborados protocolos cĺınicos internacionais que ditam quais as drogas,

dosagens, via de administração, tempo de infusão e intervalos a serem empregados por

patologia, faixa etária, fases do tratamento e status da doença de base. Muitos deste

protocolos consistem em aplicações de doses constantes em intervalos regulares, por exem-

plo, o esquema CMF (ciclofosfamida 600 mg/m2, metotrexato 40 mg/m2, fluorouracila 600

mg/m2) é aplicado em ciclos de 3/3 semanas [3]. Tendo em vista este aspecto, colocamos no

nosso modelo (4.6), Δ sendo diferente de zero apenas no dia da aplicação da quimioterapia.

Consideramos, neste trabalho, o peŕıodo entre as doses (P) constante.
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Figura 4.8: Coeficiente de predação do AQ nas células canceŕıgenas em função da taxa de
infusão do AQ. Região em preto ocorre a supressão do câncer, região em branco não ocorre
a supressão do câncer e região em cinza ocorre a supressão de linfócitos. Os parâmetros
utilizados estão na tabela 4.3.

Fonte: O autor.

Na figura 4.10 mostramos um exemplo de Δ em função do tempo. No dia da

aplicação da quimioterapia a taxa de infusão de AQ (Δ) é igual a Δ1 = 1. O valor de Δ

é nulo nos demais dias. As aplicações são dadas com um peŕıodo entre as doses P = 20.

Conseguimos obter, com a quimioterapia em doses, resultados semelhantes aos obtidos

anteriormente com a taxa de infusão de AQ constante para a supressão do câncer. Para

determinados valores de Δ1 e P observamos a supressão do câncer sem a eliminação dos

linfócitos.

Na figura 4.11 temos a evolução temporal das células do sistema (4.6) com

aplicações de quimioterapia em 10/10 unidades de tempo (P= 10). Quando Δ1 = 0,20 não

há supressão do câncer (figura 4.11(a)). É necessário que Δ1 seja aproximadamente 0,22

para eliminar as células canceŕıgenas (figura 4.11(b)).

Considerando agora um peŕıodo entre as doses de quimioterapia P= 20 (figura
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Figura 4.9: Tempo de supressão do cãncer em função da taxa de infusão do AQ. Os
parâmetros utilizados estão na tabela 4.3.

Fonte: O autor.

Figura 4.10: Taxa de infusão do AQ em função do tempo. Para Δ1 = 1 e P= 20.

Fonte: O autor.

4.12), observamos que para Δ1 = 0,4 não há supressão do câncer (figura 4.12(a)) e para

Δ1 = 0,5 há supressão das células canceŕıgenas (figura 4.12(b)).



55

Figura 4.11: Evolução temporal das células do sistema (4.6) com P= 10. (a) Δ1 = 0,2, (b)
Δ1 = 0,22. A linha vermelha representa as células canceŕıgenas, a linha preta os linfócitos
de caça e a linha azul os linfócitos em repouso.

Fonte: O autor.

Verificamos que para as duas maneiras distintas de aplicação de quimioter-

apia podemos obter a supressão do câncer. Quando P = 10 e Δ1 = 0,22 a quantidade de

quimioterapia Z tem valores máximos próximos de 0,035 (figura 4.13(a)). Para P = 20 e

Δ1 = 0,5 a quantidade de quimioterapia Z tem valores máximos próximos de 0,08 (figura

4.13(b)) que são maiores que o caso anterior, porém, por volta da metade do peŕıodo, o

valor de Z é praticamente nulo. É prejudicial ao organismo ter uma quantidade grande

de quimioterapia no corpo, o que deixaria um tratamento com menor Δ1 e P mais inte-

ressante. Porém, o corpo necessita de um tempo para se recuperar do dano causado pela

quimioterapia, no tratamento com maior Δ1 e P esse tempo é maior.

Observamos que existe um valor mı́nimo para a quimioterapia que suprime o

câncer. Para quimioterapia em doses esse valor mı́nimo depende também do peŕıodo entre

as doses (P). Para P= 5 temos um Δ1 mı́nimo de aproximadamente 0,11 (figura 4.14(a)).

Se P = 10 temos um Δ1 mı́nimo de aproximadamente 0,22 (figura 4.14(b)). Quando P =

15 temos um Δ1 mı́nimo aproximadamente igual a 0,33 (figura 4.14(c)). Notamos um

comportamento linear de Δ1 mı́nimo e P para a supressão do câncer (figura 4.15). Dobrando
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Figura 4.12: Evolução temporal das células do sistema (4.6) com P= 20. (a) Δ1 = 0,4, (b)
Δ1 = 0,5. A linha vermelha representa as células canceŕıgenas, a linha preta os linfócitos
de caça e a linha azul os linfócitos em repouso.

Fonte: O autor.

o intervalo de tempo entre as doses de quimioterapia precisamos também dobrar o valor de

Δ1 para obter o mesmo efeito. Se definirmos uma quantidade média de taxa de infusão do

AQ por unidade de tempo como Δm = Δ1/P obtemos que Δm = 0,022 para todos os casos.

Verificamos que os tempo mı́nimos de supressão do câncer para P= 5, P= 10 e P= 15 são

de aproximadamente 340. Para P= 5, P= 10 e P= 15 esse tempo mı́nimo é obtido quando

Δ1 = 0,32, Δ1 = 0,76 e Δ1 = 1,16, respectivamente.

4.3.3 Quimioterapia em doses alternadas

Em muitos protocolos de quimioterapia há aplicações de doses periódicas

com quantidades diferentes, por exemplo, o CMF (Bonnadona), que consiste em uma

aplicação de 100 mg/m2 de ciclofosfamida, 40 mg/m2 de metotrexato e mais 600 mg/m2

de fluorouracila no primeiro dia. No oitavo dia do ciclo é aplicado apenas 40 mg/m2 de

metotrexato e 600 mg/m2 de fluorouracila [3]. Consideramos no nosso modelo (4.6), Δ

sendo diferente de zero apenas no dia da aplicação da quimioterapia com duas diferentes
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Figura 4.13: Evolução temporal da quantidade de agente quimioterápico. (a)Com aplicação
de quimioterapia em 10/10 e Δ1 = 0,22. (b)Com aplicação de quimioterapia em 20/20 e
Δ1 = 0,5.

Fonte: O autor.

amplitudes.

Na figura 4.16 mostramos um exemplo de Δ em função do tempo. Somente

no dia da aplicação da quimioterapia a taxa de infusão de quimioterapia (Δ) é diferente

de zero. As aplicações são dadas com um peŕıodo entre as doses P= 10 e com amplitudes

alternadas Δ1 e Δ2.

Com a quimioterapia em doses alternadas, obtivemos resultados semelhantes

aos vistos para taxa de infusão de AQ constante (seção 4.3.1) e para doses contantes de

quimioterapia (seção 4.3.2) em relação a supressão do câncer. Para determinados valores

de Δ1, Δ2 e P observamos a supressão do câncer sem a eliminação dos linfócitos.

Na figura 4.17 temos a evolução temporal das células do sistema (4.6) com

aplicações de quimioterapia em 10/10 unidades de tempo (P = 10) e Δ1 = 0,3. Quando

Δ2 = 0,1 não há supressão do câncer (figura 4.17(a)). É necessário que Δ2 seja apro-

ximadamente 0,12 para eliminar as células canceŕıgenas (figura 4.17(b)). Notamos que

quando P= 10, Δ1 = 0,3 e Δ2 = 0,1, Z atinge valores máximos em aproximadamente 0,47

e tem picos com aplitudes menores que 0,16 (figura 4.18(a)). Os valores de Z continuam
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Figura 4.14: Tempo de supressão do cãncer em função da taxa de infusão do AQ. (a)P= 5,
(b)P= 10 e (c)P= 15.

Fonte: O autor.

tendo os mesmos máximos para P= 10, Δ1 = 0,3 e Δ2 = 0,12, sendo que para esses valores

os picos com amplitudes menores tem valores próximos de 0,19.

Fixamos dois valores para a primeira dose de quimioterapia (Δ1 = 0,212 e

Δ1 = 0,3) e analisamos qual é a amplitude mı́nima da segunda dose (Δ2) que suprime o

câncer em função do peŕıodo entre as doses (P). Notamos um comportamento linear de Δ2

mı́nimo e P para a supressão do câncer (figura 4.19) para os dois valores de Δ1. As retas

que representam esse comportamento apresentam aproximadamente a mesma inclinação.

Quando P = 10 o Δ2 mı́nimo que suprime o câncer é 0,210 para Δ1 = 0,212 e 0,122 para

Δ1 = 0,3, essas doses produzem os mesmos efeitos relacionados a supressão do câncer. A

soma de Δ1 com Δ2 é igual a 0,422 para os dois casos. Para outros valores de P observamos

essas mesmas relações. A quantidade média de taxa de infusão do AQ por unidade de tempo

agora é dada por Δm = (Δ1 +Δ2)/(2P) obtemos que Δm = 0,0211 para todos os casos. Se

fizermos para outros valores de P teremos aproximadamente os mesmos Δm. Utilizamos

aqui uma precisão maior do que a utilizada para doses constantes de quimioterapia (seção
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Figura 4.15: Quantidade mı́nima necessária de Δ1 para suprimir o câncer em função do
peŕıodo entre as doses P.

Fonte: O autor.

Figura 4.16: Taxa de infusão do AQ em função do tempo. Para P= 10, Δ1 = 1 e Δ2 = 0,5

Fonte: O autor.

4.3.2). Se utilizarmos a mesma precisão obteŕıamos que Δm = 0,0211 também para este

caso. Verificamos que, para o nosso modelo, o que importa para a supressão do câncer é a

quantidade média de taxa de infusão do AQ por unidade de tempo.
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Figura 4.17: Evolução temporal das células do sistema (4.6) com P = 10. (a) Δ1 = 0,3,
Δ2 = 0,1, (b) Δ1 = 0,3, Δ2 = 0,12. A linha vermelha representa as células canceŕıgenas, a
linha preta os linfócitos de caça e a linha azul os linfócitos em repouso.

Fonte: O autor.

Figura 4.18: Evolução temporal da quantidade de agente quimioterápico do sistema (4.6)
com P= 10 (a) Δ1 = 0,3, Δ2 = 0,1, (b)Δ1 = 0,3, Δ2 = 1,2.

Fonte: O autor.
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Figura 4.19: Quantidade mı́nima necessária de Δ2 para suprimir o câncer em função do
peŕıodo entre as doses P. Para Δ1 = 0,212 (linha preta) e Δ1 = 0,3 (linha vermelha).

Fonte: O autor.
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5 Conclusões

Nesta dissertação, foram estudadas as interações entre células canceŕıgenas

e o sistema imunológico quando submetidos a quimioterapia por meio de um sistema de

equações diferenciais não-lineares com atraso. O modelo proposto é simples e geral. Para

deixar o modelo mais abrangente foi feita uma adimensionalização, que possibilitou estudá-

lo sem se preocupar com as unidades de medida das grandezas. Com a análise anaĺıtica

verificou-se a existência de alguns equiĺıbrios que podem existir clinicamente.

Verificou-se que para uma quantidade pequena da taxa de infusão do agente

quimioterápico (Δ) a quantidade de células canceŕıgenas, de linfócitos em caça e de linfó-

citos em repouso não são afetadas significativamente. A partir de um determinado valor de

Δ há uma eliminação de todas as células. Observou-se que para uma determinda faixa de

valores da quimioterapia o modelo apresenta um comportamento que é mais interresante

clinicamente, que é a supressão do câncer sem a destruição do sistema imunológico. Foi es-

tudada essa supressão do câncer para três tipos de taxa de infusão do agente quimioterápico

(Δ): constante, doses constantes e doses alternadas.

Para Δ constante foi delimitada a região onde há supressão do câncer em

função dos parâmetros da quimioterapia p1 (coeficiente de predação do agente quimioterápi-

co (AQ)) e Δ. Isto possibilitou fixar o valor de p1. Obtivemos valores mı́nimos da quimiote-

rapia que suprimem o câncer e que para essas quantidades o tempo de supressão é relativa-

mente grande. Observou-se que há um valor de quimioterapia em que o tempo supressão

do câncer é minimo e que para valores acima deste o tempo de supressão aumenta.

Verificou-se que, para taxa de infusão do agente quimioterápico em doses

constantes, há uma dose mı́nima de quimioterapia que suprime o câncer e a supressão

depende do peŕıodo entre as doses (P). Quanto maior for a dose de quimioterapia (Δ1)
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maior pode ser o tempo entre as doses necessário para suprimir o câncer. Notou-se que esse

comportamento de Δ1 em função de P para a supressão do câncer é linear. Se dobrarmos o

intervalo de tempo entre as doses de quimioterapia precisamos também dobrar o valor de

Δ1 para obter o mesmo efeito.

Para taxa de infusão do agente quimioterápico em doses alternadas verificou-

se que a supressão do câncer depende dos valores das doses de quimioterapia Δ1 e Δ2, bem

como do peŕıodo entre as doses (P). Para Δ1 fixo notou-se um comportamento linear de

Δ2 em função de P para a supressão do câncer. O mesmo comportamento linear de Δ1 por

P é observado para Δ2 fixo.

A supressão do câncer depende da amplitude das doses e do peŕıodo entre elas.

As quantidades mı́nimas da taxa de infusão de quimioterapia necessária para a supressão

depende do peŕıodo das doses. Observou-se que para a supressão do câncer o que importa

é a quantidade média de taxa de infusão do AQ por unidade de tempo.

Como trabalho futuro buscaremos simular alguns protocolos de quimioterapia

para casos espećıficos de câncer. Um caso espećıfico que daremos ênfase será o câncer

no cérebro. Esta forma de câncer não ataca os neurônios, ataca as células gliais. As

células gliais dão suporte aos neurônios, então o câncer afeta os neurônios indiretamente.

Desta forma, como trabalho futuro, pretende-se estudar a dinâmica dos disparos neuronais

quando há o crescimento de um tumor no cérebro.
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APÊNDICE A -- Soluções numéricas de

equações diferenciais com

retardo

Para resolver os sistemas de equações diferenciais com retardo usamos a função

dde23 no MATLAB. Encontramos a solução da equação (3.1), com os parâmetros dados

na tabela 4.1 com τ = 46 dias e condições iniciais C0 = 2,7×10
6 células, H0 = 2,04×10

5

células e R0 = 7,18×10
6 células, usando um script que chamamos de “cancer.m” dado por

options = odeset(’RelTol’,1e-6,’AbsTol’,[1e-6 1e-6 1e-6 1e-6]);

sol = dde23(’eqcancer’,46,[2700000;204000;7180000;0],[0,20000],options);

o=fopen (’/home/Cancer/cancer.dat’,’wt’);

fprintf(o,’%f %f %f %f \n’,sol.y);

fclose(o);

e outro que chamamos de “eqcancer.m”

function v = eqcancer(t,y,Z)

ylag = Z(:,1);

v = zeros(4,1);

r1 = 0.18;

K1 = 5000000;

alpha1 = 0.0000001101;

alpha2 = 0.0000000003422;
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d1 = 0.0412;

r2 = 0.0245;

K2 = 10000000;

beta = 0.0000000062;

v(1) = r1*y(1)*(1 - y(1)/K1) - alpha1*y(1)*y(2);

v(2) = beta*y(2)*ylag(3) - d1*y(2) - alpha2*y(1)*y(2);

v(3) = r2*y(3)*(1 - y(3)/K2) - beta*y(2)*ylag(3);

v(4) = 1;

Usamos também a rotina em FORTRAN “retard.f” com o drive “dr ret.f”

C * * * * * * * * * * * * * * *

C --- DRIVER FOR RETARD

C * * * * * * * * * * * * * *

include ’retard.f’

c compile retard

cfeh dr_retard retard

IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)

PARAMETER (NDGL=3,NGRID=11,LWORK=8*NDGL+21+NGRID,LIWORK=20)

PARAMETER (NRDENS=1,LRCONT=600,LICONT=NRDENS+1)

DIMENSION Y(NDGL),WORK(LWORK),IWORK(LIWORK)

COMMON /CORER/RCONT(LRCONT)

COMMON /COREI/ICONT(LICONT)

EXTERNAL FCN,SOLOUT

open (unit = 6, file = "saida2.dat")

C --- DIMENSION OF THE SYSTEM

N=NDGL

C --- OUTPUT ROUTINE IS USED DURING INTEGRATION

IOUT=1

C --- INITIAL VALUES AND ENDPOINT OF INTEGRATION

RPAR=0.1D0
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X=0.0D0

Y(1)=2.7D6

Y(2)=7.18D6

Y(3)=2.04D5

XEND=100000.D0

C --- REQUIRED (RELATIVE AND ABSOLUTE) TOLERANCE

ITOL=0

RTOL=1.0D-6

ATOL=RTOL

C --- DEFAULT VALUES FOR PARAMETERS

DO 10 I=1,20

IWORK(I)=0

10 WORK(I)=0.D0

C --- SECOND COMPONENT USES RETARDED ARGUMENT

IWORK(5)=NRDENS

ICONT(2)=2

C --- USE AS GRID-POINTS

IWORK(6)=NGRID

DO 12 I=1,NGRID-1

12 WORK(20+I)=I

WORK(20+NGRID)=20.D0

C --- CALL OF THE SUBROUTINE RETARD

CALL RETARD(N,FCN,X,Y,XEND,

& RTOL,ATOL,ITOL,

& SOLOUT,IOUT,

& WORK,LWORK,IWORK,LIWORK,LRCONT,LICONT,

& RPAR,IPAR,IDID)

C --- PRINT FINAL SOLUTION

WRITE (6,99) X,Y(1),Y(2),Y(3)

99 FORMAT(4E18.10)

C --- PRINT STATISTICS

WRITE (6,91) RTOL,(IWORK(J),J=17,20)
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91 FORMAT(’ tol=’,D8.2,’ fcn=’,I5,’ step=’,I4,

& ’ accpt=’,I4,’ rejct=’,I3)

STOP

END

C

SUBROUTINE SOLOUT (NR,XOLD,X,Y,N,RPAR,IPAR,IRTRN)

C --- PRINTS SOLUTION AT EQUIDISTANT OUTPUT-POINTS

IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)

DIMENSION Y(N)

EXTERNAL PHI

COMMON /INTERN/XOUT

IF (NR.EQ.1) THEN

WRITE (6,99) X,Y(1),Y(2),Y(3)

XOUT=X+0.1D0

ELSE

10 CONTINUE

IF (X.GE.XOUT) THEN

WRITE (6,99) X,Y(1),Y(2),Y(3)

XOUT=XOUT+0.1D0

GOTO 10

END IF

END IF

99 FORMAT(4E18.10)

RETURN

END

C

SUBROUTINE FCN(N,X,Y,F,RPAR,IPAR)

IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)

DIMENSION Y(N),F(N)

EXTERNAL PHI

Y2L1=YLAG(2,X-46.3D0,PHI,RPAR,IPAR)

Y2L10=YLAG(2,X-46.3D0,PHI,RPAR,IPAR)
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F(1)=0.18*Y(1)*(1-Y(1)/5000000)-0.0000001101*Y(1)*Y(3)

F(2)=0.0245*Y(2)*(1-Y(2)/10000000)-0.0000000062*Y(3)*Y2L10

F(3)=0.0000000062*Y(3)*Y2L1-(0.0000000003422*Y(1)+0.0412)*Y(3)

RETURN

END

C

FUNCTION PHI(I,X,RPAR,IPAR)

IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)

IF (I.EQ.2) PHI=RPAR

RETURN

END

Com os dois programas obtemos os mesmos resultados (figura A.1).
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Figura A.1: Evolução temporal das células do sistema (3.1) para τ = 46 dias. Com
condições iniciais: C0 = 2,7× 10

6 células, H0 = 2,04× 10
5 células e R0 = 7,18× 10

6 célu-
las. Os parâmetros utilizados estão na tabela 3.1. A linha vermelha representa as células
canceŕıgenas, a linha preta os linfócitos em caça e a linha azul os linfócitos em repouso.

Fonte: O autor.


