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necessários à obtenção do grau de Mestre

em Ciências.

Orientador: Prof. Dr. Antonio Marcos

Batista.

PONTA GROSSA

2007
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Resumo

Consideramos uma rede de mapas acoplados que exibe a propriedade de rede sem

escala. A conectividade de cada śıtio obedece uma distribuição tipo lei de potência.

Analisamos uma fraca forma do comportamento coerente espaço-temporal, a coerên-

cia de direção, que apresenta uma caracteŕıstica comum nos estados que sincronizam

completamente, como um comportamento transitório mediado através de uma in-

termitência. Foi estudado tal fenômeno e sua dependência com os parâmetros de

acoplamento de uma rede sem escala. Da recente evidência experimental que a rede

neural, em algumas áreas do córtex do cérebro, apresenta a propriedade de rede sem

escala, isto é, a conectividade ou o número de conexões de um neurônio é distribúıda

de acordo com uma lei de potência, tal que os neurônios mais conectados são menos

prováveis do que os com pouca conexões, uma resposta coerente de um conjunto de

neurônios pode ser descrita através da sincronização de fase caótica da atividade dos

seus disparos. Foi usado um mapa bidimensional proposto por Rulkov que descreve

os disparos dos neurônios em uma rede sem escala e investigamos a sincronização de

fase caótica, em particular a sua dependência com as propriedades do acoplamento.
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Abstract

We considered a coupled chaotic logistic map lattice exhibiting the scale free pro-

perty: the outreach connectivity of each node obeys a power-law distribution. We

analyzed a weak form of coherent spatio-temporal behavior, the direction coherent,

wich presents features common to completely synchronized states, like a transitional

behavior mediated through intermitent behavior. We studied such phenomena and

their depndence on the parameters of the coupled scale free lattice. Of the recent

experimental evidence that the neural network in some areas of the brain cortex

presents scale free property, i.e. the neuron connectivity is distributed according to

a power-law such the more connected neurons are most likely to couple with other

well-connected ones, a coherent output of neurons in such assemblies can by described

through a chaotic phase synchronization of their bursting activity. We used a two-

dimensional map proposed by Rulkov to describe neurons with spiking-bursting in a

scale free network and investigate their chaotic phase synchronization, in particular

its dependence on the coupling properties.
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5.2 Sincronização de Freqüência com Perturbação Externa . . . . . . . . 69

6 Conclusões 74



Caṕıtulo 1

Introdução

Redes com topologia complexa [1] possuem aplicações tanto em ciência como em

tecnologia. Tais redes tem como śıtios representando indiv́ıduos ou organizações, e

conexões funcionando como as relações entre ambos [2]. Em particular, descobertas

de caracteŕısticas de redes sem escala [3] em sistemas complexos. Estas redes apre-

sentam um comportamento com uma distribuição de conexões do tipo lei de potência

[4]; significa que muitos śıtios na rede possuem poucas conexões e um pequeno grupo

deles com várias conexões. Apenas com o atual aumento na acessibilidade na base

de dados de redes do mundo real e o surgimento de poderosos computadores, foi

posśıvel construir uma série de estudos emṕıricos das propriedades de redes na bi-

ologia, tecnologia e relacionamentos sociais.

Como exemplo de comportamento destes sistemas complexos, que en-

volvem um número muito grande de constituintes, é o surgimento do caos, fenômeno

estudado nos anos 70, quando Yorke [5] e o biólogo Robert May [6]. Iniciaram os

estudos das propriedades da assim chamada ”equação loǵıstica” que, entre outras

coisas, fornece um modelo simples para o crescimento de populações. Essa equação

funciona recursivamente de modo a se obterem novos resultados e dependendo de

como você utiliza um fator, que é conhecido como parâmetro de controle, os resul-

tados podem se tornar altamente periódicos ou caóticos.

A sincronização de sistemas caóticos tem sido um estudo de con-

siderável atenção nos últimos anos. Tal estudo tem aplicações na comunicação [7],
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controle de caos em sistemas biomédicos [8], e de identificação [9]. Recentemente, o

conceito de sincronização de caos foi estendida para a sincronização de fase em sis-

temas a tempo discreto, como por exemplo a coerência de direção (CD) de sistemas

caóticos estudados por Hu e Liu [10]. Nesse processo, a interação de sistemas caóticos

não-idênticos pode levar ao travamento perfeito de suas fases [11] e, além disso, suas

amplitudes permanecerem descorrelacionadas. O travamento da fase caótica fica evi-

denciado em uma grande população de indiv́ıduos dinamicamente acoplados, onde na

separação de cada indiv́ıduo pode residir um atrator caótico, caracteŕıstica estudada

por Hu e Liu [10].

Um dos mais inspirantes e desafiantes problemas é a exploração da

sincronização em sistemas neurobiológicos, onde um múltiplo tempo de escala (spike-

picos e burst-disparos) de comportamento caótico é frequentemente observado. T́ıpi-

cos exemplos são: (i) o Gerador Central de Padrão [12], que produz estouros ŕıtmicos

comuns, enquanto que os neurônios individuais, se isolados, exibem estouros irreg-

ulares, (ii) neurônios do tálamo durante peŕıodos de sonolência [13], desatenção e

sono, (iii) neurônios dopaminérgicos da parte medial do cérebro, que exibem picos

e disparos [14].

Efeitos de um sinal periódico aplicado na dinâmica de um neurônio

isolado [15] ou um pequeno grupo deles, também têm sido estudados experimen-

talmente e teoricamente. Eles mostram um resultado impressionante sob os testes

padrões de caos temporal ao fenômeno de travamento de fase externa [16]. O de-

senvolvimento de uma técnica de controle da dinâmica de um conjunto de neurônios

significa que por meio de um sinal localmente imposto, isto é, por um sinal aplicado

em um único elemento, possibilita algumas vantagens, como tirar o sistema de seu

estado de sincronização

Nesta dissertação será feito um relato sobre um novo fenômeno em

que a atividade local de cada mapa pode mostrar a CD. Será dado uma definição da

CD em sistemas iterados e o seu mecanismo será quantificado através de medidas

apropriadas, bem como a investigação do efeito de um limiar de sincronização de

fase caótica mútua em um conjunto de disparos neurais oscilantes.

Assim, a dissertação foi organizada da seguinte forma: no caṕıtulo 2



será feita uma introdução de mapas, conceitos básicos e suas implicações. No caṕıtulo

3 um estudo sobre sistemas dinâmicos acoplados com interações locais, globais e sem

escala. No caṕıtulo 4 será reportado sobre uma forma fraca de sincronização, a

coerência de direção que é uma analogia com sistemas que apresentam sincronização

de fase. No caṕıtulo 5 veremos qual foi o resultado da implementação de uma

rede neural dentro da rede sem escala. Finalmente no caṕıtulo 6 as conclusões,

comentários e diposições finais.



Caṕıtulo 2

Mapas e Conceitos Básicos

A existência da dinâmica caótica tem sido discutida na literatura matemática (dinâmica

não linear) durante vários anos. Com contribuições de Poincaré, Birkoff, Cortwright

e Littlewood, Levinson, Smales, Kolmogorov e seus estudantes, entre outros [17].

Sistemas caóticos vem sendo amplamente estudado em diversas áreas tais como:

Ecologia, Economia, F́ısica, Qúımica, Engenharia, Mecânica dos Flúıdos, etc. To-

davia, estes estudos necessitam do conhecimento de algumas definições básicas, para

o seu entendimento.

2.1 Mapas Unidimensionais

Uma função f(x) = 2x determina que, para cada valor de x, um número duas

vezes maior é obtido. Este é um modelo matemático simples. Podemos imaginar

que x denota uma população de bactérias em uma cultura de laboratório e f(x)

a população uma hora depois. A população dobra a cada hora através de f . Se

a cultura possui uma população inicial de 10000 bactérias, então após uma hora

teremos f(10000) = 20000 bactérias, duas horas f(f(10000)) = 40000 bactérias e

assim sucessivamente.

Um sistema dinâmico consiste na determinação de posśıveis estados

através de um modelo que determina um estado presente em termos dos estados
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passados. O exemplo do crescimento da população de bactérias evolui no tempo

através de xn = f(xn−1) = 2xn−1, onde a variável n representa o tempo, e xn designa

a população para um tempo n. Se desejarmos que o modelo seja determińıstico, sig-

nificará que podemos determinar o estado presente de uma população, por exemplo,

unicamente dos estados passados.

Do exemplo utilizado é observado que o valor inicial de x é maior

que zero, e do modelo para o crescimento a população cresce sem fronteiras. Então

precisamos de um fator multiplicativo tal que o crescimento não continue infinita-

mente. Em outras palavras, a função f(x) = 2x pode ser corrigida para uma certa

escala de populações da forma g(x) = 2x(1−x), onde x é medido em milhões. Neste

modelo, a população inicial corresponde a x = 0, 01 milhões. Enquanto a população

x é pequena, o fator (1−x) é próximo de um, e g(x) assemelha-se à função f(x). Por

outro lado, se a população é distante de zero, g(x) não é proporcional a população

x mas ao produto de x pelo ”espaço restante” (1− x). Isto é, um efeito não linear e

o modelo dado por g(x) é um exemplo de um crescimento loǵıstico.

Nas Figuras (2.1a) e (2.1b) podemos ver que g(x) possui um limite

inferior para o tamanho da população, com o qual podemos dizer que há um estado

estacionário. Enquanto que f(x) mostrou um crescimento que uma população mul-

tiplicada por um fator constante por unidade de tempo, é chamado de crescimento

exponencial.

Um mapa unidimensional é uma equação da forma,

xn+1 = f(xn), (2.1)

onde n = 0, 1, 2, ... são os valores discretos do tempo e f(xn) é uma função não-

linear. Fornecido uma condição inicial x0, podemos obter os demais valores através de

sucessivas iterações. A órbita de x para f(x) determina os pontos {x, f(x), f 2(x), ...},
e o ponto inicial x da órbita é chamada de valor inicial da mesma. Uma órbita de

peŕıodo m é o conjunto de pontos fixos x∗
0, x

∗
1, ... tais que

x∗ = fm(x∗), (2.2)

onde fm é a m-ésima iterada do mapa. A representação gráfica de uma órbita, figura

(2.2), é feita pelo esboço de uma função f junto com uma linha diagonal y = x,



0 5 10 15 20
n

0

10

20

30

40

50

f(x
)

(a)

0 5 10 15 20
n

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

g(
x)

(b)

Figura 2.1: Comparação entre modelos de crescimento para (a) f(x) = 2x e (b)

g(x) = 2x(1 − x).



onde o único ponto fixo de f(x) = 2x é x = 0, dado um valor inicial x = 0, 1 e após

uma iterada encontramos o valor de f sendo 0, 2 e então traçamos um linha vertical

pontilhada unindo esses dois pontos. Na sequência encontra-se o valor de f(0, 2),

sendo que este valor como se fosse outro valor inicial que no caso é 0, 4, e na ordem

tornamos a colocar o valor que sai dentro do respectivo valor que entra. Feito isso,

traçamos uma linha horizontal pontilhada entre o valor que entra e valor que sai

(0, 1; 0, 2), ou mais especificamente, entre f(x) = 2x e y = x.

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
x

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

f(x
)=

2x

y=x

Figura 2.2: Reprentação gráfica de f(x) = 2x.

2.1.1 Estabilidade de Pontos Fixos

Um ponto x∗ é um ponto fixo do mapa f se f(x∗) = x∗ e a análise da estabilidade

local ou linear do ponto fixo é feita através do estudo das iterações do mapa em suas

vizinhanças. Seja uma iteração xn próximo ao ponto fixo x∗, tal que

δn = |xn − x∗|, (2.3)



de (2.1) e (2.3), temos

δn+1 = |xn+1 − x∗|
= |f(xn) − x∗|
= |f(x∗ + δn) − x∗|, (2.4)

desenvolvendo f(x∗ + δn) em série de Taylor, temos

δn+1 =
∣

∣

∣

∣

f(x∗) +
df(x∗)

dx
δn − x∗

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

df(x∗)

dx

∣

∣

∣

∣

δn. (2.5)

Portanto, se δn+1 < δn as iterações estão convergindo para x∗, logo ele é estável,

sendo assim
∣

∣

∣

∣

df(x∗)

dx

∣

∣

∣

∣

< 1, (2.6)

se δn+1 > δn as iterações estão se afastando de x∗, portanto ele é instável e temos
∣

∣

∣

∣

df(x∗)

dx

∣

∣

∣

∣

> 1, (2.7)

ou ainda, se |f ′(x∗)| = 1 ou |f ′(x∗)| = 0 o ponto fixo será dito neutro e superestável,

respectivamente.

2.1.2 Pontos Periódicos

Comportamento para valores grandes do tempo n que corresponde a um ciclo em

que a órbita toma dois valores diferentes em instantes alternados. Uma órbita com

esta propriedade chamamos de órbita periódica de peŕıodo dois. O ponto fixo ainda

existe e quase todas as condições iniciais se aproximam da órbita de peŕıodo dois.

Seja a sequência (x0, x1, x2, ..., nn) uma órbita do sistema dinâmico,

f(xn) = xn+1. Um elemento qualquer na seqüência pode ser diretamente obtido a

partir de x0, por meio da função composta fn,

xn = fn(x0). (2.8)



Uma órbita de peŕıodo 2 é uma seqüência com dois valores repetidos

(x0, x1, x0, x1, ...). Os pontos x0 e x1 são pontos periódicos com peŕıodo igual a 2.

Para que isso aconteça, é suficiente que f 2(x0) = x0, como f(x0) = x1 temos também

que f 2(x1) = x1. Assim x0 e x1 são pontos fixos de f 2(x). O ciclo será atrativo ou

repulsivo (estável ou instável) segundo o valor que a derivada de f 2 tiver em cada

ponto do ciclo.

Para calcular a derivada de f 2 em x0 usa-se a regra da cadeia

(f 2(x0))
′ = (f(f(x0)))

′ = f ′(f(x0))f
′(x0) = f ′(x0)f

′(x1), (2.9)

a derivada de f 2 é igual nos dois pontos x0 e x1 que fazem parte do ciclo, e é igual

ao produto da derivada de f nos dois pontos.

De forma geral, se fm(x0) = x0, existe um ciclo de peŕıodo m, formado

pelo conjunto x0, x1, ..., xm. Todos os pontos no conjunto serão pontos fixos de fm.

Se o valor absoluto do produto de f ′(xi) para os m pontos no ciclo for maior que

1, o ciclo será repulsivo; se o produto for menor que 1, o ciclo será atrativo e se o

produto for igual a 1, o ciclo será neutro.

Uma órbita de peŕıodo 2 é mostrada na Figura (2.3). Vê-se que

mesmo para valores diferentes de condições iniciais, com apenas duas iteradas da

função g(x) = 3, 3x(1−x), as Figuras (2.3 a) e (2.3 b) apresentam órbitas periódicas

e o mesmo comportamento para a Figura (2.3 c), que no entanto necessitou de três

iteradas para alcançar a periodicidade.

2.1.3 Mapa Loǵıstico

Um exemplo de mapa unidimensional é o mapa loǵıstico, o qual será utilizado poste-

riormente nesta dissertação, que pode também ser um modelo proposto para estudar

o crescimento de populações e é dado por

xn+1 = rxn(1 − xn), (2.10)
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Figura 2.3: Três condições iniciais diferentes para o modelo loǵıstico g(x) = 3, 3x(1−
x). Cada uma delas se aproxima de uma órbita de peŕıodo 2.



onde x representa a população nas gerações n e n + 1 e r a taxa de crescimento

ou parâmetro de controle, que fica compreendido no intervalo 0 ≤ r ≤ 4. O termo

(1 − xn) representa a competição, que impede o crescimento constante do tamanho

da população.

O tipo de oscilação obtido para as populações varia com a taxa de

crescimento, podendo assumir variações entre 2, 4, 8 etc estados estacionários, como

é mostrado nas Figuras (2.4 a) e (2.4 b), ou variações completamente aperiódicas,

Figura (2.4 c) . Este comportamento é observado em um diagrama de bifurcações.

Este diagrama mostra a evolução do sistema até o estado de caos.

2.1.4 Diagrama de Bifurcações para o Mapa Loǵıstico

O estudo do diagrama de bifurcações de mapas permite observar como pontos fixos

estáveis de um sistema dinâmico se comportam devido à variação de um ou mais

parâmetros do sistema. Sendo genérico o termo “bifurcação”, o que é mais impor-

tante neste processo é como um ponto fixo altera a sua estabilidade ou instabili-

dade devido à alteração destes parâmetros. Então, da equação (2.10), podemos ver

na figura (2.5), como se comporta a variável de estado x durante a evolução do

parâmetro de controle r, com uma condição inicial x0 = 0, 2, 250 pontos e 1000 ite-

rações transientes descartadas. Tempo transiente é um certo número dos primeiros

pontos da órbita que são descartados, para dar tempo para que a órbita evolua para

o seu comportamento final, quer este seja uma órbita periódica ou caótica. Chama-se

isto de descartar o transiente.

O que se observa é que, para 1, 0 ≤ r < r∞, temos um regime de

bifurcações e para r∞ < r ≤ 4, 0 predomina uma região caótica, onde r∞ ≈ 3, 57 é

um ponto onde há uma acumulação da cascata de bifurcações. Para r > 4, 0, resulta

em x → ∞ e para r > r∞, região caótica, a trajetória depende sensivelmente das

condições iniciais. Existem sub-regiões, como por exemplo na figura (2.5b), r = 3, 74,

denominadas janelas, que exibem comportamento periódico, que são caracterizadas

por órbitas de peŕıodo ı́mpar e podem também sofrer bifurcações.



0 10 20 30 40 50
n

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

fn (x)

(a)

0 10 20 30 40 50
n

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

fn (x)

(b)(b)

0 10 20 30 40 50
n

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

fn (x)

(c)

Figura 2.4: Valores diferentes para o parâmetro de controle ou taxa de crescimento

r usando o modelo loǵıstico f(xn+1) = rxn(1 − xn) com (a) r=3,45 e peŕıodo 4; (b)

r=3,6 com peŕıodo 8 e (c) r=4,0 aperiódico.
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2.1.5 Expoente de Lyapunov para o Mapa Loǵıstico

Se x0 é um ponto fixo de um mapa unidimensional f e f ′(x0) = a > 1, então as

órbitas de cada ponto x perto de x1 separam-se de x0 por uma razão multiplicativa

de aproximadamente a por iteração, até a órbita de x mover-se significativamente

para longe de x0.

Num regime caótico o sistema apresenta grande sensibilidades às

condições iniciais [5], as quais, originalmente muito próximas divergem exponen-

cialmente com o tempo. O expoente de Lyapunov mede esta divergência.

Da figura (2.6) obtemos

ε

εx 0 + ε f  (x  +   )0f   (x  )0
N N

N λ(     )N x 0
eε

x

Figura 2.6: Separação exponencial de duas condições iniciais próximas, onde N é o

número de iterações.

εeNλ(x0) = |fN(x0 + ε) − fN(x0)|, (2.11)

tal que, quando ε → 0 e N → ∞, resulta para λ(x0)

λ(x0) = lim
N→∞

lim
ε→0

1

N
ln

∣

∣

∣

∣

∣

fN(x0 + ε) − fN(x0)

ε

∣

∣

∣

∣

∣

,

λ(x0) = lim
N→∞

1

N
ln

∣

∣

∣

∣

∣

dfN(x0)

dx0

∣

∣

∣

∣

∣

, (2.12)

portanto, da equação acima conclui-se que eλ(x0) é o fator médio pelo qual a distância

entre os pontos adjacentes próximos variam após um grande número de iterações.



Usando a regra da cadeia em (2.12),

df 2(x)

dx2

∣

∣

∣

∣

∣

x0

= f ′[f(x0)]f
′(x0) = f ′(x1)f

′(x0), (2.13)

onde x1 = f(x0) e o expoente de Lyapunov torna-se

λ(x0) = lim
N→∞

1

N
ln

∣

∣

∣

∣

∣

dfN(x0)

dx0

∣

∣

∣

∣

∣

, (2.14)

λ(x0) = lim
N→∞

1

N
ln

∣

∣

∣

∣

∣

N−1
∏

n=0

f ′(xn)

∣

∣

∣

∣

∣

, (2.15)

e

λ(x0) = lim
N→∞

1

N

N−1
∑

n=1

ln |f ′(xn)|, (2.16)

Se λ(x0) > 0 o sistema apresenta um regime caótico e para λ(x0) ≤ 0 regular, figuras

(2.7). Para estas figuras foi implementado o mapa loǵıstico dentro da equação (2.16)

e verificado o comportamento das bifurcações para 1 < r ≤ r∞, onde r∞ é ponto de

acumulação, nessas regiões o expoente é sempre negativo, com excessões no pontos

de bifurcações onde o expoente é nulo. Para r∞ < r ≤ 4, 0 o expoente de Lyapunov

é predominantemente positivo com regiões de janelas, λ < 0, caracterizando um

comportamento regular.

O expoente de Lyapunov pode ser generalizado para um mapa em D

dimensões, onde temos D expoentes para direções espaciais diferentes,

(eλ1 , eλ2 , ..., eλD) = lim
N→∞

(

magnitude dos autovalores de
N−1
∏

n=0

J(~x)
)1/N

, (2.17)

e
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Figura 2.7: Expoente de Lyapunov para o mapa loǵıstico; (a) 1 ≤ r ≤ 4; (b)

3, 7 ≤ r ≤ 3, 75, foram descartadas 1000 iterações transientes.



J(~x) =
(

∂fi

∂xj

)

(2.18)

é a matriz Jacobiana do mapa D-dimensional

~xn+1 = ~f(~xn). (2.19)

2.2 Mapas Bidimensionais

2.2.1 Mapa de Rulkov

Um mapa bi-dimensional, como o mapa de Rulkov [18] , é dado por

xn+1 =
α

1 + x2
n

+ yn

yn+1 = yn − σxn + β, (2.20)

onde xn e yn são as variáveis dinâmicas, respectivamente, rápida e lenta, α, σ e β

são parâmetros do sistema. A equação (2.20) fornece o comportamento individual

dos śıtios, tal que a evolução lenta de yn para um passo m é dada por

yn+1 = yn − m(α + σx, m), (2.21)

sendo que x, m = (
∑n+m

j=n+1)x
(j)/m é o valor médio de xn calculado para m conse-

cutivas iterações. Então, vemos que de (2.21) o valor de yn aumenta durante os

m passos se x, m < −β, e diminui se x, m > −β. Em relação à lenta variação de

yn, podemos considerar que a dinâmica de xn é independente nas equações (2.20),

assumir que yn é um parâmetro γ = yn, para pequenos valores de α e β. Portanto, a

dinâmica rápida do śıtio pode ser entendida da análise de um mapa unidimensional,

xn+1 = f(xn, α, γ) ≡ α

1 + x2
n

+ γ, (2.22)

e realizar semelhantes estudos que foram feitos para o mapa loǵıstico, ou seja, dia-

grama de bifurcações e expoente de Lyapunov.



2.2.2 Diagrama de Bifurcações e Expoente de Lyapunov para

o Mapa de Rulkov

As principais propriedades dinâmicas da equação (2.22) estão claras nas figura (2.8) e

figura (2.9), que são os resultados da análise do diagrama de bifurcação em conjunto

com o cálculo do expoente de Lyapunov,

λ(x0) = lim
N→∞

1

N

N−1
∑

n=1

ln |f ′(xn)|, (2.23)

onde a função f(xn) agora é a equação (2.22), que mostra para o regime de bi-

furcações que há uma tendência do mapa ir para uma região estável a medida que

o valor do parâmetro de controle γ é acrescido. No expoente de Lyapunov temos

regiões onde predominam as janelas em que o expoente é menor que 0, nos pontos

de bifurcações o expoente é exatamente zero e quando finaliza a região caótica o

expoente de Lyapunov é sempre menor que zero.

O mapa (2.22) tem três pontos fixos, x∗
1, x

∗
2 e x∗

3 e utilizando as

definições para a estabilidade de mapas (2.6) e (2.7), temos

f ′(x) =
−2αx

(1 + x2)2
, (2.24)

e substituindo o primeiro ponto fixo x∗
1 ≈ −2, 0 da figura (2.9), para α = 4, 1,

temos f ′(2, 0) ≈ 0, 65, o que se conclui ser um ponto fixo estável. Para x∗
2 ≈ −1, 3,

encontramos f ′(−1, 3) ≈ 1, 47 que é um ponto fixo instável, e x∗
3 pode mudar de

estabilidade dependendo do valor de γ.

O final do comportamento caótico é devido à crise, fenômeno conhe-

cido quando um atrator caótico apresenta uma caracteŕıstica de aparecimento ou

desaparacimento abrupto, ou ainda, mudar descontinuamente de tamanho, do atrator

caótico no sistema (2.22). Quando a trajetória deste mapa está dentro do atrator,

então xn,1 > −β/σ, Figura (2.9), e o valor de γ ≡ γn decresce até a trajetória caótica

da dinâmica rápida retornar para o ponto fixo x∗
1. Isto é posśıvel apenas depois do
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Figura 2.8: (a) Diagrama de bifurcações e (b) expoente de Lyapunov para a equação

(2.22), foram feitas 2200 iterações das quais 2000 descartadas.



parâmetro da dinâmica rápida atravessar o valor de bifurcação, o qual corresponde

ao caso quando a trajetória do máximo da função xmax = f(0, α, γ) mapear dentro

de um ponto fixo instável x∗
2.
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Figura 2.9: Diagrama de retorno para a função f(xn, α, γ) para α = 4, 1 e diferentes

valores de γ. Para γ = −2, 65: curva cont́ınua; γ = γ∗ = −2, 75: curva pontilhada;

γ = −2.85: curva tracejada. x∗
1, x

∗
2 e x∗

3 são os pontos fixos do mapa. γ∗ corresponde

ao valor da bifurcação onde surgem os pontos fixos x∗
1 e x∗

2.



Caṕıtulo 3

Sistemas Dinâmicos Acoplados

Sistemas dinâmicos espaço temporais têm por caracteŕıstica possuir muitos graus de

liberdade e o estudo do caos nesses sistemas tem sido uma das áreas mais ativas na

dinâmica-não linear nos últimos anos.

Os sistemas dinâmicos espaço-temporais são classificados através das

caracteŕısticas do espaço, tempo e/ou das variáveis locais de estado. Na tabela

(3.1) podemos identificar a hierarquia dos sistemas conforme a classificação espacial

temporal e a variável de estado. Os principais tipos são:

Sistema Espaço Tempo Variável de Estado

Equações diferenciais parciais cont́ınuo cont́ınuo cont́ınua

Cadeia de Osciladores discreto cont́ınuo cont́ınua

Autômatos celulares discreto discreto discreta

Redes de mapas acoplados discreto discreto cont́ınua

Tabela 3.1: Tabela hierárquica conforme a classificação espacial, temporal e a variável

de estado

a) Equações diferenciais parciais: apresentam a continuidade no espa-

ço, no tempo e na variável de estado. No contexto de problemas F́ısicos, onde não

ocorrem discretização, é normal o uso de equações diferenciais parciais.
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b) Cadeias de osciladores: são caracterizadas pelo espaço discreto,

enquanto o tempo e a variável de estado são cont́ınuos.

c) Autômato celular: é um sistema no qual o tempo, o espaço, e a

variável de estado são discretos.

d) Rede de Mapas Acoplados: apresenta discretização no espaço e

no tempo, e a variável de estado é cont́ınua. São mais complexas em estrutura do

que os autômatos celulares devido à capacidade de informação local. A existência

de um espaço e tempo discretos, faz com que as redes de mapas acoplados sejam

mais simples do que as equações diferenciais parciais que requerem uma quantidade

muito grande de informações para especificar o estado e exigem muitos recursos

computacionais para realizar as simulações [19]. Esta dissertação será baseada em

redes de mapas acoplados.

As redes de mapas acoplados foram introduzidas em dinâmica não

linear por Kunihiko Kaneko [20] em 1983 e teve de outros pesquisadores contribuições

como Kuramoto[21], Crutchfield [19], Isola [22]. Desde então, vem sendo objeto de

estudos por parte de vários grupos de pesquisadores. A dimensão da rede na maioria

dos casos é inteira (N = 1, 2, 3, ...) e a cada elemento da rede é atribúıdo uma variável

de estado real N -dimensional x(i) ∈ RD, onde i = 1, 2, 3, ..., N é o ı́ndice que identifica

o i-ésimo śıtio de uma rede unidimensional com N śıtios.

3.1 Redes de Mapas Acoplados

Interações entre dinâmicas caóticas e formações de padrões vêm sendo estudadas

com o uso de redes de mapas acoplados. Essas interações podem ser locais, onde os

śıtios da rede interagem com os vizinhos mais próximos, ou globais, onde é assumido

que o śıtio interage com o campo médio produzido pela rede (Kaneko [23]).



3.1.1 Acoplamento Local

Redes de mapas acoplados localmente mostram uma variedade de fenômenos in-

cluindo formações de domı́nios (na variável de estado x), coexistência de domı́nios

mostrando movimentos regulares e caóticos, intermitência e outros mais. Foram

amplamente estudados por Kaneko [23] e Crutchfield [19].

A forma do acoplamento local é dada por,

x
(i)
n+1 = (1 − ε)f(x(i)

n ) +
ε

2
[f(x(i+1)

n ) + f(x(i−1)
n )], (3.1)

onde vemos claramente pelo termo de acoplamento [f(x(i+1)
n ) + f(x(i−1)

n )], que a

interação espacial é somente entre os vizinhos mais próximos a cada śıtio analisado.

A intensidade do acoplamento ε varia no intervalo [0, 1] sendo ε = 0 para uma

dinâmica individual dos śıtios. O fator 2 que divide o parâmetro de acoplamento

normaliza a equação e i é a posição de cada śıtio na rede (i = 1, 2, 3, ..., N).

Para N mapas acoplados onde as fronteiras da rede, x(0) e x(n+1) são

consideradas fixas, e condições iniciais aleatórias para o mapa loǵıstico, com r < 3,

qualquer condição inicial da rede se aproxima assintoticamente de uma única solução

de x(i), que é o ponto fixo estável de peŕıodo 1 do mapa desacoplado. Para r > 3,

no entanto, o sistema pode se organizar dentro de domı́nios nos quais a variável

de estado x apresenta as formações de transições superiores (kinks) ou inferiores

(antikinks), figura (3.1).

Com o aumento do parâmetro de controle r há uma duplicação de

peŕıodo entre os domı́nios, figura (3.2). Na formação dos domı́nios, o mapa loǵıstico

desacoplado possui um valor de r para o qual possui dois pontos fixos periódicos

(r > 3), cada mapa aproxima-se assintoticamente para uma solução com dois pontos

fixos estáveis. Para sistemas acoplados esta estrutura persiste. No entanto, os kinks

são suavizados e alongados sobre vários śıtios da rede. Os kinks e antikinks trocam

de lugar em sucessivas iterações, formando um nó estacionário e centralizado para

um peŕıodo instável de ciclo 2p, f (2p)(x∗) = x∗.

Para r próximo de r∞, dependendo da intensidade de acoplamento, o

movimento dentro dos domı́nios individuais pode ser caótico figura (3.3). Quando r
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Figura 3.1: Comportamento de uma rede de mapas acoplados para um acoplamento

local com N = 49 śıtios, r=3,32 e ε = 0, 3. Foram feitas 10040 iterações sendo 10000

descartadas.
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Figura 3.2: Comportamento de uma rede de mapas acoplados localmente com N =

49 śıtios, r=3,51 e ε = 0, 3. Foram feitas 10040 iterações sendo 10000 descartadas.



aumenta, os longos domı́nios tornam-se pequenos domı́nios caóticos, a tal ponto de

a estrutura vir a ser constitúıda de domı́nios caóticos extensos e domı́nios regulares

pequenos. Se aumentarmos mais ainda o valor de r a dinâmica da rede apresentará

outros comportamentos.Porém, o perfil caótico ficará mais evidente como é mostrado

na figura (3.4).
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Figura 3.3: Comportamento de uma rede de mapas acoplados localmente com N =

49 śıtios, r=3,65 e ε = 0, 3. Foram feitas 10040 iterações sendo 10000 descartadas.

3.1.2 Acoplamento Global

Para uma rede de mapas acoplados onde, espacialmente, a interação é global, pre-

cisamos de um modelo no qual se selecionarmos um śıtio da rede ele é influenciado

por todos os śıtios ou o campo médio produzido pela rede. Para isso é utilizado uma

equação da seguinte forma,

x
(i)
n+1 = (1 − ε)f(x(i)

n ) +
ε

N − 1

N−1
∑

j 6=i

f
(

x(j)
n

)

, (3.2)

onde ε é a intensidade de acoplamento entre os śıtios da rede, compreendido no
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Figura 3.4: Comportamento de uma rede de mapas acoplados localmente com N =

49 śıtios, ε = 0, 3 para (a) r = 3, 8 ; (b) r = 3, 9 e (c) r = 4, 0. Foram feitas 10200

iterações sendo 10000 descartadas.



intervalo [0, 1], N é o tamanho da rede, e i é a posição de cada śıtio (i = 1, 2, 3, ..., N).

Um diagnóstico numérico para uma rede de mapas acoplados global-

mente, é o parâmetro de ordem complexo R, introduzido por Kuramoto [24] que faz

uma análise da sincronização de amplitude, dado por

zn = Rn exp(2πiϕn) ≡ 1

N

N
∑

j=1

exp
(

2πix(j)
n

)

, (3.3)

onde Rn e ϕn são a amplitude e o ângulo respectivamente, de um vetor fase para

uma rede unidimensional com condições de contorno periódicas.

Como observamos, a equação (3.3) é composta por um termo ima-

ginário que fisicamente não possui significado. Em decorrência disto, o termo exp(2πix(j)
n )

será decomposto usando a relação de Euler

exp(2πix(j)
n ) = cos(2πx(j)

n ) + isen(2pix(j)
n ). (3.4)

Calculando o módulo de um número complexo z = a + bi, onde

|z| =
√

a2 + b2, (3.5)

das equações 3.4 e 3.5, resulta em

Rn =
1

N

N
∑

j=1

√

[cos(2πx
(j)
n )]2 + [sen(2πx

(j)
n )]2. (3.6)

A figura (3.5) mostra o comportamento do parâmetro de ordem em

função do tempo para 100 mapas loǵısticos acoplados globalmente. Quando ε =

0, 6 há uma sincronização completa da rede sob um relativo crescimento de n = 1

para n ≈ 10, figura (3.5 - ćırculos). Porém, se a rede é submetida a um valor de

intensidade de acoplamento da ordem de ε = 0, 1, a rede não sincroniza. O valor



do parâmetro de ordem tem um pico máximo em aproximadamente 7, 3, e algumas

oscilações irrelevantes, figura (3.5 - quadrados). Podemos concluir do estudo do

parâmetro de ordem, que os vetores de fase da rede quando, estão muito próximos,

Rn se aproxima de 1, ou extamente 1 para um situação em que todos os vetores estão

em fase.
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n

0

0,3

0,6

0,9

1,2

R

Figura 3.5: Parâmetro de ordem versus o tempo para uma rede de mapas loǵısticos

acoplados globalmente, considerando N = 100, r = 4, 0; ćırculos ε = 0, 6; quadrados

ε = 0, 1. Foram feitas 2000 iterações e 1000 descartadas.

Uma aplicação do acoplamento global foi proposto por Rulkov [18]

para estudar células neurais.

A introdução de um acoplamento entre células resulta na sincronização

dos seus disparos, caracteŕıstica observada em alguns sistemas da natureza, como os

neurônios por exemplo. Enquanto os disparos tornam-se sincronizados, as oscilações

rápidas e caóticas das células durante os disparos permanecem dessincronizadas.

O acoplamento proposto por Rulkov é



x
(i)
n+1 =

α(i)

1 + (x
(i)
n )2

+ y(i)
n +

ε

N

N
∑

j=1

x(j)
n

y
(i)
n+1 = y(i)

n − σx(i)
n + β, (3.7)

onde N é o tamanho da rede e (i = 1, 2, 3, ..., N) identifica a posição espacial de cada

célula na rede. O parâmetro α(i) é distribúıdo aleatoriamente em um determinado

intervalo.

Para uma intensidade de acoplamento ε = 0, figura (3.6), não há

sincronização dos disparos e a medida em que vamos selecionando células com difer-

entes valores de parâmetro de controle (α = 4, 1; 4, 3; 4, 5 e 4, 7) em uma rede com

100 células, a regularidade dos disparos perde-se cada vez mais conforme os valores

crescentes de α.

50000 50500 51000 51500 52000

x n(i)

n

Figura 3.6: Série temporal para os disparos fornecidos pela dinâmica rápida x(i)
n

sendo (a) α = 4, 1; (b) α = 4, 3; (c) α = 4, 5; (d) α = 4, 7; σ = β = 0, 001, N = 100

e ε = 0.

Por outro lado, se a intensidade de acoplamento ε é diferente de 0,

ocorre uma regularidade nos disparos das células da rede, como é visto na figura

(3.7). Mesmo o valor do parâmetro de controle submetido a células diferentes em



ńıveis de padrões caóticos consideráveis provocados por α, para este tipo de acopla-

mento há uma determinada regularização entre os disparos. Porém, se o valor da

intensidade do acoplamento entre as células é acrescido mais e mais, consequente-

mente a regularização entre os disparos segue nesta mesma linha de racioćınio em

relação à regularidade, o que é visto na figura (3.8).
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Figura 3.7: Série temporal exibindo os disparos fornecidos pela dinâmica rápida x(i)
n

sendo (a) α = 4, 1; (b) α = 4, 3; (c) α = 4, 5; (d) α = 4, 7; σ = β = 0, 001 e N = 100

células acopladas com uma intensidade ε = 0, 04.

No entanto, quando o valor da intensidade de acoplamento ε entre

as células da rede atinge patamares da ordem de ε ≈ 0, 5 os disparos começam a

perder a sua forma, ou seja, os disparos caracteŕısticos tomam uma forma alongada

e consequentemente em um número menor de ocorrências dentro de um intervalo de

tempo considerado, como mostra a figura (3.9).

Considerando um valor de intensidade de acoplamento ε = 1, a

afirmação que os disparos medidos em cada célula caótica tornam-se quase sin-

cronizados, tem que ser reescrita como os disparos tornam-se inexistentes. Como

podemos ver na figura (3.10) a dinâmica produzida por tal intensidade de acopla-

mento é como se estivéssemos estudando oscilações harmônicas. Contudo, estes

resultados observados nestas últimas figuras, (3.9) e (3.10), para investigações de
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Figura 3.8: Série temporal mostrando os disparos fornecidos pela dinâmica rápida

x(i)
n sendo (a) α = 4, 1; (b) α = 4, 3; (c) α = 4, 5; (d) α = 4, 7; σ = β = 0, 001 e

N = 100 células acopladas com uma intensidade ε = 0, 1.
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Figura 3.9: Série temporal apresentando os disparos fornecidos pela dinâmica rápida

x(i)
n sendo (a) α = 4, 1; (b) α = 4, 3; (c) α = 4, 5; (d) α = 4, 7; σ = β = 0, 001 e

N = 100 células acopladas com uma intensidade ε = 0, 5.



um comportamento de uma rede neural não seriam úteis, pois eles fogem das ob-

servações experimentais por não apresentarem a caracteŕıstica dos disparos como os

apresentados, por exemplo, na figura (3.7).
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Figura 3.10: Série temporal para os disparos fornecidos pela dinâmica rápida x(i)
n

sendo (a) α = 4, 1; (b) α = 4, 3; (c) α = 4, 5; (d) α = 4, 7; σ = β = 0, 001 e N = 100

células acopladas com uma intensidade ε = 1, 0.

O parâmetro externo σ define a dinâmica da variável rápida x(i)
n , o

qual pode gerar ou não uma formação que pode ser interpretada como picos (spikes).

Para um valor de σ = 0, 001, que é considerado na literatura um valor padrão,

uma intensidade de acoplamento ε = 0, 04 e quatro células observadas com α =

4, 0; 4, 2; 4, 4 e 4, 6 em uma rede com N = 100, vê na figura (3.11) que para um valor

de α = 4, 0 os disparos caracteŕısticos não tem uma forma definida e para valores

superiores o comportamento é similar a uma célula como na figura (3.7).

Quando tomamos valores superiores do valor padrão, no caso σ =

0, 002 para a Figura (3.12), nota-se uma predominância dos spikes, exceto para a

Figura (3.12 a), que mantém o comportamento dos disparos, mas de uma forma

mais alongada. Por outro lado, a medida que diminuimos o valor de σ de 0, 001

os disparos começam a diminúırem como é visto nas figuras (3.13) e (3.14), até

para um valor σ = 0, 00055 onde as células não apresentam nenhuma caracteŕıstica
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Figura 3.11: Série temporal para os disparos fornecidos pela dinâmica rápida x(i)
n

sendo (a) α = 4, 0; (b) α = 4, 2; (c) α = 4, 4; (d) α = 4, 6; σ = β = 0, 001 e N = 100

células acopladas com uma intensidade ε = 0, 04.

comportamental frente ao valor padronizado σ = 0, 001.

3.1.3 Rede Sem-Escala

Recentemente, as pesquisas estão voltadas à análise de estruturas e dinâmicas de

redes que são compostas por elementos não idênticos, que possuem uma interação

não local e são observadas em muitas disciplinas, englobando desde a biologia mole-

cular até a ciência computacional [25, 26]. A maior dificuldade está na descrição

da topologia destes sistemas, pois a maioria deles tem a forma complexa na qual os

śıtios são os elementos da rede com determinadas conexões. Como exemplo, uma

rede genética complexa na qual os śıtios são as protéınas e genes, e as interações

qúımicas entre eles são as conexões [27]. Um ńıvel diferente de organização é uma

enorme rede que é formada pelo sistema nervoso, onde os śıtios são os neurônios e

os axônios são as suas conexões [28]. Redes em ciência social onde os vértices são os

indiv́ıduos ou organizações e as conexões representadas pelas interações sociais entre

elas [29], ou a rede mundial de computadores (World Wide Web - WWW), onde os
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Figura 3.12: Série temporal apresentando os disparos fornecidos pela dinâmica rápida

x(i)
n sendo (a) α = 4, 0; (b) α = 4, 2; (c) α = 4, 4; (d) α = 4, 6; σ = 0, 002; β = 0, 001

e N = 100 células acopladas com uma intensidade ε = 0, 04.
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Figura 3.13: Série temporal exibindo os disparos fornecidos pela dinâmica rápida x(i)
n

sendo (a) α = 4, 0; (b) α = 4, 2; (c) α = 4, 4; (d) α = 4, 6; σ = 0, 0008; β = 0, 001 e

N = 100 células acopladas com uma intensidade ε = 0, 04.
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Figura 3.14: Série temporal mostrando os disparos fornecidos pela dinâmica rápida

x(i)
n sendo (a) α = 4, 0; (b) α = 4, 2; (c) α = 4, 4; (d) α = 4, 6; σ = 0, 0006; β = 0, 001

e N = 100 células acopladas com uma intensidade ε = 0, 04.
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Figura 3.15: Série temporal para a dinâmica rápida x(i)
n sendo (a) α = 4, 0; (b)

α = 4, 2; (c) α = 4, 4; (d) α = 4, 6; σ = 0, 00055; β = 0, 001 e N = 100 células

acopladas com uma intensidade ε = 0, 04.



vértices são os documentos HTML conectados pelos links apontando de uma página

para outra [4].

Tradicionalmente, redes com topologias complexas são descritas pela

teoria de grafos randômicos de Erdös e Renyi (ER) [4]. Estas redes têm por ca-

racteŕıstica apresentar um alto grau de auto-organização mostrando uma propriedade

de larga escala em redes complexas. Entretanto, independente do sistema e da iden-

tidade de seus constituintes, a probabilidade P (k) que cada śıtio interage com outro

k śıtio decai com uma lei de potência, seguindo P (k) ∼ k−γ. Este resultado indica

que redes grandes auto organizam-se dentro de um estado sem escala [4], uma ca-

racteŕıstica que não é prevista por todos os modelos de redes randômicas existentes.

Atribui-se essa dificuldade ao incorporar o crescimento e conexão preferencial, duas

peças chaves de redes reais que são:

1) Crescimento - partindo de um número fixo de elementos que são

conectados randomicamente (modelo-ER), com o intuito de simular uma rede no

mundo real, elas são formadas pela cont́ınua adição de novos śıtios.

2) Conexão Preferencial - redes reais apresentam uma conexão prefe-

rencial. Por exemplo: um ator novato, é mais comum ele atuar com um ator bem

famoso do que com um menos famoso, consequentemente, a probabilidade com que

esse ator novato atue em conjunto com um ator famoso é maior do que com um

menos famoso.

Estes dois aspectos genéricos de redes reais não eram incorporados

nos modelos que assumiam um número fixo de śıtios N , que são randomicamente

conectados, modelo-ER figura (3.16 a), onde N śıtios são conectados com uma proba-

bilidade PER. O número total de conexões do sistema é dado por n = PERN(N−1)/2.

O exemplo mostra uma rede com N = 10 śıtios para PER = 0, 0 e PER = 0, 2. Para

PER = 0, 0 não há conexões no sistema. Selecionados cada par de śıtios que são

conectados com probabilidade PER = 0, 2. A figura mostra o resultado deste pro-

cedimento, obtendo uma rede um total de n = 9 conexões. Para PER = 1 a rede é

completamente conectada. No modelo proposto por Watts e Strogats, figura (3.16 b),

começa-se com uma rede regular em uma dimensão com os vizinhos mais próximos

conectados, sendo a média da conectividade < k >= 4. A fração PWS é reescrita



randomicamente. O exemplo apresenta uma rede com N = 10 śıtios. Para PWS = 0

o sistema é uma rede regular com 2N = 20 conexões. Para PWS = 0, 3, 2PWSN = 6

conexões foram reconectadas randomicamente. Note que para PWS = 1 é obtida uma

rede randômica, equivalente para o modelo ER com PER =< k > /N = 0, 4. Mas

ambos têm uma caracteŕıstica em comum nos seus modelos, que é a probabilidade

de encontrar um śıtio fortemente conectado, isto é, com grande k, decai exponencial-

mente com k; então os śıtios com grande conectividade são, praticamente ausentes.
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Figura 3.16: Ilustração dos modelos de (a) Erdös-Rény e (b) Watts-Strogatz.

Em suma, algumas redes reais se expandem continuamente pela adição

de novos śıtios, e conectam-se preferencialmente a outros que já estão com muitas

conexões no sistema. Modelos de redes randômicas, as quais, assumem que śıtios são

conectados randomicamente e uniformemente, contrastam com sistemas reais que

exibem conectividade preferencial como bem visto no exemplo do ator novato atuar

preferencialmente com ator mais famoso, indica que a probabilidade com a qual um

novo śıtio se conecta a śıtios já presentes na rede não é uniforme e há uma grande

probabilidade dele ser conectado a um śıtio que tem um grande número de conexões.

Ao longo da história da ciência, foram produzidos vários modelos de

redes randômicas, e recentes estudos estão associando estes modelos com o mundo



real, tal como sistemas de informações, econômicas e biológicas. A maior investigação

até hoje foi feita por Erdös e Renyi, [30], onde eles utilizaram o primeiro estudo

de aspecto estat́ıstico de grafos randômicos, baseado em um método probabiĺıstico.

O modelo era simples, assumia que todos os śıtios da rede eram equivalentes, e

quaisquer par destes eram conectados com a mesma probabilidade P . Dentre outras

propriedades dos gráficos randômicos figura (3.17 a), Erdös e Renyi, observaram o

surgimento de uma espécie de “enraizamento” dos śıtios, e a probabilidade P (k)

que cada śıtio na rede interage com outro śıtio seguia uma distribuição de Poisson,

P (k) = e−γγk/k! , onde k são as conexões e γ é a inclinação da reta ajustada.

Uma classe de redes complexas que tem recebido grande atenção é a

rede sem escala figura (3.17 b), para a qual a conectividade ou número de conexões

de cada śıtio, apresenta uma dependência estat́ıstica tipo lei de potência. Então em

uma rede sem escala, um pequeno número de śıtios possui uma grande conectivi-

dade, enquanto que a maioria dos śıtios são encontrados com baixa conectividade.

Especificamente P (k) ∼ k−γ, γ > 1, denota a probabilidade de encontrar um śıtio

com conectividade entre k e k + dk. A distribução tipo lei de potência fica evidente,

como uma consequência de dois mecanismos genéricos que já foram citados: redes

expandem pela adição de novos śıtios e novos śıtios são conectados preferencialmente

a outros que já estão presentes na rede com muitas conexões.

Muitos problemas envolvem redes sem escala, e têm sido tratados de

um ponto de vista grafo-teórico. Por exemplo, redes neurais, que são encaixadas

em uma rede tri-dimensional no cérebro, onde os śıtios são os neurônios, conectados

pelos axônios e dentritos [32]. Há vários trabalhos recentes que usam o implemento

de redes sem escala, portanto para investigar modelos dinâmicos de uma função

cerebral, por exemplo, é necessário desenvolver métodos para generalizar e analisar

sistemas dinâmicos acoplados de redes sem escala.

Assim, para este estudo no qual a dinâmica do sistema possui um

tempo discreto, que tem por papel de funcionar como um processamento de in-

formações entre neurônios e com a prescrição de um acoplamento de uma rede sem

escala com uma dependência caracteŕıstica tipo lei de potência e da evidência ex-

perimental que os nerônios exibem um comportamento caótico, será feito o uso do
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Figura 3.17: Topologias para as redes (a) randômica e (b) sem escala.

acoplamento de mapas loǵısticos e de Rulkov. Para a rede considerada a intensidade

do acoplamento é considerada com o mesmo valor para todos os śıtios.

Redes de mapas acoplados são amplamente reconhecidos como sim-

ples, mas paradigmáticos para sistemas complexos em redes neurais. Em particular,

será examinado uma cadeia de mapas loǵısticos acoplados f(x) = rx(1 − x), onde

x(i)
n ∈ [0, 1] representa a variável de estado para o śıtio i(i = 1, 2, 3, ...) para n tempos

e também usaremos o mapa de Rulkov.

Nesta dissertação utilizaremos o seguinte modelo,

x
(i)
n+1 = (1 − ε)f(x(i)

n ) +
ε

k(i)

N
∑

j=1

f(x(j)
n ), (3.8)

onde ε > 0 é a intensidade de acoplamento e assumindo que cada śıtios i é acoplado

com ele mesmo e com k(i) outros śıtios escolhidos randômicamente ao longo da rede

de acordo com uma distribuição de probabilidade P (k) ∼ k−γ, k é a conectividade,

ou o número de conexões por śıtio e condições iniciais randômicas para x
(i)
0 .



A rede é constrúıda por uma seqüência de passos s = 0, 1, 2, ..., smax;

começando com uma semente com N0 = 11 śıtios, figura (3.18). Para cada passo s um

novo śıtio é adicionado na rede de tamanho Ns, tal que ele é conectado a l = 2 śıtios

escolhidos randomicamente. De acordo com a distribuição de uma rede sem escala,

estas conexões devem ocorrer preferencialmente a śıtios que possuem mais conexões.

Isto é feito utilizando uma probabilidade diferente para cada śıtio P (i)
n = k(i)

n /Nn,

onde k(i)
n é o número de conexões por śıtio para cada passo s. Este processo é

repetido até atingir um tamanho de rede N desejado, no qual foi escolhido N = 230

nas simulações numéricas desenvolvidas nesta dissertação. Depois de um número

de smax de passos temos k(i) conexões por śıtio, correspondendo a probabilidade

P (i) = k(i)/N . A figura (3.19) mostra um histograma para um número de śıtios com

uma conectividade k obtida no procedimento para uma rede com N = 230 śıtios. A

aproximação numérica para a distribuição mostra uma lei de potência P (k) ∼ k−γ

com inclinação γ = 2, 08.
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Figura 3.18: Diagrama da semente inicial com N0 = 11 śıtios acoplados.

Reescrevendo (3.8) na forma



x
(i)
n+1 = (1 − ε)f(x(i)

n ) +
ε

k(i)

N
∑

j=1

gijf(x(i)
n ), (3.9)

onde gij são os elementos de uma matriz conectividade N ×N , e gij = 1 se os śıtios

i e j são conectados e zero em outros casos. A matriz de conectividade é simétrica

gij = gji devido ao processo de construção da rede sem escala, isto é, a conectividade

da matriz evolui através de um número finito de passos conservando a sua simetria.

1 10 100
k

0

1

10

100

1000

P
(k

)

Figura 3.19: Distribuição de probabilidade da conectividade para uma rede de mapas

acoplados com N = 230 śıtios. A linha sólida é a regressão com uma inclinação 2,08.



Caṕıtulo 4

Coerência de Direção (CD)

Consideramos o caso de unidades idênticas e a equação (3.9) descrevendo o compor-

tamento de mapas loǵısticos idênticos acoplados em um completo estado caótico. Na

seqüência, concentrando-se em um sistema com N = 230, impondo condições inici-

ais randômicas. As simulações numéricas mostram que com o aumento do acopla-

mento ε, para determinados valores do parâmetro de controle r mais e mais śıtios

têm um comportamento similar e esta similaridade não muda com o tempo. Então

denominam-se estes estados que mostram máximos (mı́nimos) locais, para o mesmo

tempo, como estados com coerência de direção. A figura (4.1) mostra o compor-

tamento oscilatório de 230 śıtios para uma intensidade de acoplamento ε = 0, 9.

Mesmo os śıtios possuindo os máximos (mı́nimos) para o mesmo tempo, as ampli-

tudes permanecem diferentes [10]. Na figura (4.1) foram superpostos dois perfis para

dois tempos sucessivos logo após um grande número de transiente desprezado, para

uma rede de mapas loǵısticos acoplados, onde a direção é indicada pelas setas.

Agora, a chave do problema é encontrar uma boa definição para a

coerência de direção para sistemas a tempo discreto. Podemos presumir que a

coerência de direção para estes sistemas pode ter algo com a direção da variável

de estado. Para caracterizar quantitativamente a transição da coerência de direção

d(i)
n em sistemas iterados, defini-se para os śıtios da rede [33],

53



d(i)
n =







1, se x(i)
n /x

(i)
n−1 > 1;

0, outros casos.

Em decorrência desta definição para d(i)
n , em que as amplitudes dos

śıtios se comportam caoticamente, ocorre que entre duas iterações temporais do

mapa, o padrão espacial pode apresentar uma coerência na direção. Isto é, como se

dispuséssemos um número determinado de pessoas em uma escadaria de igreja por

exemplo, e cada pessoa em um degrau diferente da outra e então de um instante de

tempo t para um tempo t + 1 todas as pessoas subissem ou descessem um degrau.

Neste caso as pessoas estariam em degraus diferentes (amplitudes), entretanto todas

se movimentaram na mesma direção (coerentemente direcionados). Esse fenômeno

pode exibir algumas variações, como um estado de sincronização completa ou inter-

mitência entre os estados coerentes, os quais dependerão dos valores dos parâmetros

do sistema.

Como os śıtios estão sempre oscilando, d(i)
n denota uma coerência de

direção ou um conjunto de coerências de direções. Baseado nesta definição, podemos

dizer o tempo para o qual todos os perfis dos śıtios na figura (4.1) estão coerentemente

direcionados. Para tempos maiores, um certo número de śıtios (ou a rede inteira)

pode permanecer coerente ou não coerente. Se há uma informação relevante quanto

às amplitudes, se aumentam ou diminuem, a definição para a coerência de direção é

suficiente.

Definindo N(0)
n =

∑N
i=1(d

(i)
n = 0) e N(1)

n =
∑N

i=1(d
(i)
n = 1) como o

número de śıtios da rede para um tempo n com direção dn equivalente a 0 e 1

respectivamente, pode-se definir uma razão de coerência ρn como

ρn ≡ 1

N
max(N (0)

n , N (1)
n ), (4.1)

neste caminho podemos ver que, se as direções de todos os śıtio “saltam” entre 0 e

1, a razão se aproxima de um valor constante. Se ρ = 1, todos os śıtios da rede estão

em uma direção coerente. O menor valor para esta razão é ρ = 1/2, uma situação

em que a metade dos śıtios tem d(i)
n = 0.
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Figura 4.1: Superposição de dois comportamentos espaciais para os tempos n =

14431 e 14432 para uma rede sem escala com N = 230 mapas acoplados, r = 3, 72 e

ε = 0, 9. As setas indicam a coerência de direção.

Como a rede evolui com o tempo, esta razão pode ter comportamentos

distintos. Para alguns valores dos parâmetros, figura (4.2 a), a razão de coerência

cresce monotonicamente e satura em 1 depois de um número de iterações, tal que para

esta figura não foram descartadas as iterações transiente com o intuito de mostrar

como a razão da CD comporta-se desde o seu tempo inicial até o tempo em que se

deseja observar a dinâmica. Por outro lado, para outros valores dos parâmetros pode

surgir um comportamento intermitente, como é ilustrado na figura (4.2 b), onde ρn

tem comportamentos laminares para 1, 0 e irregulares para ρn < 1.

Para analisar ambas as situações dentro de uma mesma estrutura,

definimos a quantidade F = Np/∆n, onde Np é o número de ocorrências de śıtios

com coerência de direção, isto é, para os quais ρn = 1, em um intervalo de tempo

∆n. Assim, F é interpretada como uma fração de mapas com completa coerência

de direção em um dado intervalo de tempo. Por exemplo, na figura (4.2 a), se

considerarmos um intervalo de tempo inteiro ∆n = 10, temos um fração de aproxi-

madamente 60%. Na figura (4.2 b) esta fração é consideravelmente pequena devido
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Figura 4.2: Razão da coerência de direção para N = 230, (a) r = 3, 69 e ε = 0, 9;

(b) r = 3, 72 e εc = 0, 33831.



a vários estouros para os quais ρn < 1, no intervalo de tempo ∆n = 1000.

Esta fração de tempo onde todos os śıtios da rede são coerentes de-

pende da intensidade do acoplamento ε e pode apresentar uma transição cŕıtica,

como é mostrado na figura (4.3 a), onde o mapa loǵıstico acoplado com r = 3, 69

exibe uma transição abrupta de F , de 0 para 1 em ε∗ ≈ 0, 32. Isto significa que com

o aumento da intensidade do acoplamento, uma rede completamente não-coerente

pode subitamente vir a ser completamente coerente. Há outro ponto cŕıtico onde a

transição não é tão abrupta, ocorrendo para outros parâmetros de controle r, como

em εc ≈ 0, 37 figura (4.3 b). Para valores superiores do parâmetro de controle, como

por exemplo r = 4, 0, a transição não ocorre, Figura (4.3 c).

Uma caracteŕıstica observada na rede é que, para ε > εc, há um

comportamento intermitente [34] entre as regiões laminares de ρ = 1 e estouros

com ρ < 1, como foi observado na figura (4.1 b). As fases laminares têm diferentes

comprimentos e seus histogramas normalizados mostram que para dois diferentes va-

lores pós-cŕıticos de intensidade de acoplamento, uma distribuição de probabilidade

pode ser ajustada por uma exponencial P (τ) ∼ e−ατ , onde τ é o tamanho da fase

laminar e α a inclinação da reta ajustada, figura (4.4), com diferentes valores de α de

acordo com a intensidade de acoplamento. Então, para a figura (4.4a) a correlação

obtida foi de −0, 973, e para figura (4.4 b) −0, 971.

O valor cŕıtico da intensidade de acoplamento εc depende do parâmetro

de não linearidade r, mas não do tamanho da rede [35]. Vemos na figura (4.5) o

comportamento de εc versus o tamanho da rede N para um valor do parâmetro de

controle r = 3, 72 e observa-se que εc exibe flutuações em torno de εc = 0, 35 de

menores amplitudes a medida que N cresce.

A observação de uma segunda transição entre um estado não coe-

rente para um comportamento de coerência completa ocorre para um valor de ε∗

quando a intensidade do acoplamento cresce monotonicamente com o parâmetro de

não-linearidade r, como é mostrado na figura (4.6). Os valores de r na figura são

para os quais somente os seus ε∗ correspondentes aparecem, o que não ocorre em

situações como nas figuras (4.3 b) (4.3 c).
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uma rede sem escala com N = 230 e (a) r = 3, 69; (b) r = 3, 77; (c) r = 4, 00. Foram

realizadas 10000 iterações das quais 5000 descartadas.



0 10 20 30 40 50 60 70
τ

1e-05

0,0001

0,001

0,01

0,1

1
P(

τ)
(a)

0 50 100 150 200
τ

0,000001

0,0001

0,01

1

P(
τ)

(b)
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Caṕıtulo 5

Sincronização de Fase Caótica de uma

Rede Neural Sem Escala

Uma rede neural tem uma propensão natural para armazenar conhecimento e torná-lo

dispońıvel para uso. Neurônios comportam-se como somadores algébricos, adicionam

entradas excitatórias e subtraem entradas inibidoras, possuem uma propriedade li-

miar que este dispare um sinal através de um axônio ao exceder um determinado

valor. Em uma rede biológica os sinais entre os neurônios são transmitidos por pulsos

elétricos viajando ao longo do axônio. Estes pulsos atingem o próximo neurônio em

terminais chamados sinapses, encontrados principalmente em um conjunto de ramos

de processamento emergente do corpo da célula conhecidos como dentritos e é usada

para armazenar este conhecimento.

Muitos estudos têm sido feitos em neurônios artificiais com uma

dinâmica não estável [36, 37]. Estes estudos são motivados por resultados obti-

dos em cérebros de mamı́feros [38, 39]. Skarda e Freeman [39] investigaram sinais

de eletroencefalograma, oscilações no bulbo olfativo do coelho e observaram que o

cérebro realmente ”deve usar mecanismos semelhantes aos computacionais”. Eles

sugeriram que para entender a função do cérebro é necessário saber como o sistema

sensorial processa a sua informação e basearam o seu modelo em atividades cerebrais

caóticas. Além disso, propuseram que o cérebro se comporta caoticamente por di-

versos motivos, sendo o principal deles baseado na observação de que o caos é uma

forma básica para a atividade neural coletiva em todo o processo de percepção, onde
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age como uma fonte de rúıdo controlada, de modo a certificar um cont́ınuo acesso

aos padrões aprendidos anteriormente, e como modo de aprender novos padrões. Em

outras palavras, eles observaram que o cérebro faz uma espécie de busca caótica, var-

rendo todo o espaço de fase tentando encontrar o padrão que melhor se assemelhe ao

padrão percebido. No cortéx visual do gato, por exemplo, os est́ımulos sincronizados

espećıficos foram reportados por Eckhorn, Grey e Singer [38]. Babloyants e Dextexhe

[40] analisaram o eletroencefalograma humano em vários estados mentais e sugeriram

que o caos tem um papel fundamental na resposta a est́ımulos externos.

O cérebro, um enorme sistema formado por neurônios, é constitúıdo

por centenas de módulos especiais com diferentes funções e cada um deles como

sendo uma rede complexa, onde cada neurônio recebe uma excitação de alguns mi-

lhares de outros neurônios [41]. A atividade neural apresenta dois tempos de escala

distintos: (i) uma escala de tempo rápida, caracterizada por picos repetitivos; (ii)

um tempo de escala lento com intervalo de disparos de picos. Em observações de ex-

periências biológicas e simulações numéricas, mostram que neurônios isolados podem

desenvolver disparos irregulares, enquanto que um conjunto de disparos irregulares

podem sincronizar e produzir uma regularidade. A sincronização de fase caótica é

definida como sendo a ocorrência de uma certa relação entre as fases interagentes

do sistema, especificamente nos disparos como veremos a seguir, enquanto isso as

amplitudes dos picos apresentam um regime caótico.

A transição para uma sincronização de fase dos disparos ocorre do re-

sultado da intensidade do acoplamento que pode ser forte o bastante para um sistema

acoplado globalmente onde cada neurônio interage com o campo médio produzido

pela rede [15]. O prinćıpio de uma sincronização completa é dependente apenas

do número de conexões k recebida por cada neurônio provido com k conexões, não

importando outros detalhes da rede [42].

Agora será apresentado um modelo que demonstra o efeito de sin-

cronização e regularização de uma dinâmica caótica de um grupo de células que de-

senvolvem um comportamento no qual possui disparos caóticos reproduzidos pelas

seguintes equações.
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x(j)
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(i)
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n − σx(i)
n + β, (5.1)

que são as mesmas equações utilizadas para um sistema dinâmico acoplado do

caṕıtulo 3, equação (3.7). A evolução lenta de y(i)
n é realizada para pequenos va-

lores dos parâmetros positivos β e σ, os quais consideramos 0, 001, figura (5.3 b). Os

valores dos parâmetros α(i) serão distribúıdos randomicamente no intervalo [4, 1; 4, 4],

onde o mapa produz oscilações caóticas em x(i)
n . Quando ε = 0, dependendo do valor

de α(i), temos dois comportamentos diferentes de regimes qualitativos: oscilações

caóticas cont́ınuas e disparos caóticos [18] mostrados na figura (5.1) Como pode-

mos ver nas figuras a duração média dos disparos é bastante senśıvel aos valores de

α(i). As figuras (5.1 b) e (5.1 d) mostram a sincronização dos disparos utilizando

o acoplamento global dado pelas equações (5.1) considerando uma intensidade de

acoplamento igual a ε = 0, 04. Para ε = 0, 0 percebe-se que o fato dos śıtios estarem

desacoplados há uma irregularidade nos disparos, figuras (5.1 a) e (5.1 c).

Estes resultados foram, originalmente, demonstrados por Nikolai F.

Rulkov [18]. O que se desenvolverá a partir deste ponto será uma implementação

deste modelo dentro de um sistema em que há um comportamento onde um número

fixo de constitúıntes da rede aumenta pela adição de outros novos śıtios, ou seja,

uma rede sem escala,

x
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1 + (x
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n )2
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n +
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N
∑

j=1

gijx
(j)
n

y
(i)
n+1 = y(i)

n − σx(i)
n + β, (5.2)

onde as considerações para esta equação, são as mesmas para as equações (3.7 e 3.9)

do caṕıtulo 3. Assim, para uma rede sem escala com 4, 1 ≤ α(i) ≤ 4, 4, N = 230

śıtios e uma intensidade de acoplamento ε = 0, 04, da equação (5.2) foi obtida a figura

(5.2). Esta figura mostra um comportamento semelhante ao produzido originalmente

pela figura (5.1), com um acréscimo de informações nas figuras (5.2 a) e (5.2b) que

mostram o comportamento de um indicador para outros diagnósticos, que é o campo

médio produzido pela rede,
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α = 4, 4 e (d) α = 4, 1, ε = 0, 04.

M =
1

N

N
∑

j=1

x(j)
n . (5.3)

Na figura (5.3 a), observa-se o comportamento da variável de estado

rápida x(i)
n em que fica evidenciado os disparos, e na (b) temos a variável lenta y(i)

n

para os nk disparos dos k-ésimos disparos. Ao compararmos as figuras de onde foram

retiradas as informações do tempo em que ocorrem os disparos, fica claro o compor-

tamento da dinâmica, porque se quiséssemos da figura superior tal informação, ela de

alguma forma não seria precisa, pois não apresenta aparentemente nenhum padrão

quantitativo. Ou seja, para desenvolver a simulação numérica provavelmente teria

uma perda de precisão. Ao contrário da figura abaixo para y(i)
n onde se tem um

padrão bem definido que facilita a visualização dos nk, que correspondem aos picos

da variável lenta. Da análise das figuras verifica-se que há a existência de um tempo

caracteŕıstico entre os disparos, permitindo assim, introduzir uma fase dos disparos

de cada oscilador no i-ésimo śıtio ϕ(i)
n
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coluna à esquerda ε = 0 e coluna à direita ε = 0, 04.



ϕ(n) = 2πk + 2π
n − nk

nk+1 − nk

, (5.4)

que cresce linearmente entre os nk disparos para os quais começam, sendo k o número

de um disparo e há um acréscimo de 2π a cada intervalo de tempo nk+1 − nk.

A frequência dos disparos é uma velocidade média do aumento da

fase, dada por

Ω = lim
n→∞

ϕ(n) − ϕ(0)

n
. (5.5)

Se todos neurônios da rede estão desacoplados eles geram disparos aleatórios no

tempo, causando um estado não coerente. Se acoplados, podem forçar os disparos a

acontecerem aproximadamente no mesmo instante. Portanto a caracteŕıstica proe-

minente de sincronização de fase caótica é que as fases podem ser mutuamente

ajustadas, enquanto que as amplitudes podem permanecer completemente descor-

relacionadas. Então em dois neurônios sincronizados em fase no tempo, os disparos

estão próximos, mas as suas amplitudes permanecem descorrelacionados.

5.1 Sincronização de Fase de Disparos Neurais

Na figura (5.4) é mostrado o comportamento da evolução temporal da fase dos dis-

paros. O que se observa é um crescimento monotônico da fase com o tempo. Se os

neurônios estão desacoplados este comportamento apresenta inclinações com t́ıpicas

diferenças e quando acoplados, ε = 0, 04, há uma aproximação, mesmo para di-

ferentes valores de α.

Da mesma forma que foi utilizado o parâmetro de ordem (3.3) para o

acoplamento global (3.2), será usado para a rede sem escala com o mapa de Rulkov.

No entanto agora será implementado para a fase (5.4),

zn = Rn exp(iθn) ≡ 1

N

N
∑

j=1

exp
(

iϕ(j)
n

)

, (5.6)
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com N = 230, α(i) = 4, 1 e α(i) = 4, 4, para uma rede de Rulkov sem escala com

ε = 0 (linhas pontilhadas) e ε = 0, 04 (linhas cont́ınuas).

Para mapas desacoplados podemos esperar um comportamento para o qual as fases

dos disparos ϕn são descorrelacionados espacialmente tal que a contribuição para

o resultado da somatória em (5.6) é tipicamente pequeno. Por outro lado, em um

estado completamente sincronizado a magnitude do parâmetro de ordem é igual a

1, indicando uma superposição coerente dos vetores de fase para todos os śıtios. A

figura (5.5) mostra a média temporal da magnitude do parâmetro de ordem,

Rn = lim
T→∞

1

T

T
∑

n=m

Rn, (5.7)

A figura mostra que, para diferentes conexões l, para as quais cada śıtio adicionado

na rede é conectado , há um comportamento distinto para o parâmetro de ordem

[43]. Se para cada śıtio que é adicionado na rede é permitido uma conexão l=1,

a magnitude Rn possui valores que no máximo alcançam 0, 75. Quando para cada

śıtio que entra na rede é permitido duas conexões l=2, a rede já apresenta uma

boa caracteŕıstica de sincronização, e para l=3 o comportamento é semelhante à

configuração anterior, com uma senśıvel melhora dos estados sincronizados. Logo

para trabalhar com outras propriedades que exigem sincronização dos disparos, l=2
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é o suficiente.

5.2 Sincronização de Freqüência com Perturbação

Externa

Na seção anterior foi visto que neurônios acoplados em uma rede sem escala são

capazes de sincronizar os disparos, mas mantendo as amplitudes descorrelacionadas.

Alguns deles sincronizam em uma dada frequência. Sendo assim será investigado

a seguir a aplicação de um sinal externo com o intuito de obter ou não esta sin-

cronização. O est́ımulo externo do cérebro tem sido intensivamente estudado com

respeito à aplicação de um potencial no controle de patologias ŕıtmicas. Da sin-

cronização de neurônios pode ser pensado em um modelo para simular uma doença

como o mal de Parkinson, tremores e epilepsias [44]. Esta intervenção é posśıvel pela

inserção de microeletrodos dentro de uma região danificada do cérebro e aplicando



sinais elétricos apropriados [45].

O objetivo é obter a sincronização dos neurônios com a frequẽncia

do sinal externo. No entanto, o problema é como e quando esta sincronização pode

ocorrer ou não devido a variação dos parâmetros da rede. Rosenblum e Pikovsky

propuseram uma ideia de como isto pode ser implementado em redes globalmente

acopladas [46]. Ivachenko [15] propôs o uso de um sinal aditivo em um śıtio da rede,

com amplitude d e frequência ω.

Para o caso da rede sem escala um dos śıtios é selecionado. Um sinal

harmônico é inserido ao neurônio com i = I da seguinte forma:

x
(I)
n+1 =

α(I)

1 +
(

x
(I)
n

)2 + y(I)
n +

ε

k(I)

N
∑

j=i

gIjx
(j)
n + dsen(ωn), (5.8)

onde d é a amplitude do sinal aplicado e foi escolhido I = 1 que é o śıtio da rede que

possui maior conectividade k(i). Investigamos o efeito desta pertubação externa na

sincronização dos disparos.

Quando os neurônios sincronizam com a perturbação a atividade dos

disparos correspondem a frequências próximas a um valor comum, Ω(i) ≈ ω. A

partir de um determinado valor da amplitude da perturbação é posśıvel observar a

sincronização das frequências Ω(i) dos neurônios com as frequências da perturbação

ω, como pode ser visto na figura (5.6).

Se a amplitude do sinal é baixa, figura (5.6 a), as frequências obser-

vadas decrescem com o crescimento de ω sem exibir Ω(i) = ω. Em (5.6 b) há o

surgimento de sincronização de frequências para um valor de amplitude de aproxi-

madamente 0, 09 e para um pequeno intervalo ao redor de ω = 0, 013. O tamanho

deste intervalo cresce com o aumento da amplitude d, figuras [5.6 (c)] e [5.6 (d)],

sendo uma situação em que Arnold propôs existir esta estrutura para osciladores

periódicos forçados [47].

Da caracteŕıstica das conexões de uma rede sem escala, pode haver



0 0,015 0,03
-0,02

0

0,02

Ω
i-ω

0 0,015 0,03
-0,02

0

0,02

0 0,015 0,03
ω

-0,02

0

0,02

Ω
i-ω

0 0,015 0,03
ω

-0,02

0

0,02

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.6: Diferença entre as frequências versus a frequência externa para uma rede

sem escala com ε = 0, 2 com amplitudes (a) d = 0, 05; (b) d = 0, 09; (c) d = 0, 15 e
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uma influência nos resultados na escolha de um śıtio [43]. Se escolhermos um śıtio

com muitas conexões a influência do controle externo é naturalmente maior do que

um com poucas conexões . De acordo com a figura (5.7 a) o śıtio com maior número

de conexões é o i = 1 que possui 17 conexões e os demais com menos de 9. A eficácia

da conectividade k(i) para a qual ela pode produzir um determinado tamanho de platô

de sincronização foi calculada pela largura dos intervalos da frequência de travamento

∆ω, como mostra a figura (5.6) para um intensidade de pertubação d = 0, 2. O śıtio

i = 1 tem um intervalo de travamento de freqüências quase três vezes maior que o

restante dos śıtios, figura (5.7 b). Se observarmos com cuidado podemos comparar as

extremidades das figuras, que na extremidade esquerda compreendida no intervalo

[1, 4], há uma coerência entre o grau de conectividade e o tamanho da frequência de

travamento, por outro lado, na extremidade direita não há correlação direta entre

essas duas quantidades, mostrando que ∆ω independe do śıtio tomado.
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Figura 5.7: (a) Conectividade por śıtio e um rede sem escala e (b) largura dos inter-

valos de travamento de frequência versus śıtio da rede para um sinal com amplitude

d = 0, 20.

Conforme a posição espacial dos śıtios da rede cresce há um decréscimo

monotônico do grau de conectividades, figura (5.7 a). Para os tamanhos ∆ω, figura

(5.7 b), esse decréscimo é percebido de uma forma mais sutil, se tomássemos a média



de ∆ω possivelmente a caracterização de tal comportamento seria melhor visto.



Caṕıtulo 6

Conclusões

Esta dissertação teve por objetivo o estudo e implementação de redes de mapas

acoplados caóticos. Foi explorado um modelo de rede de crescimento cont́ınuo

e conexão preferencial, incluindo uma rede neural nestas caracteŕısticas. Como

dinâmica local, ou a dinâmica com respeito a cada śıtio da rede em separado, foram

considerados os mapas loǵıstico, equação (2.10) e de Rulkov, equação (2.20), que

possuem uma baixa dimensionalidade.

A rede utilizada nesta dissertação foi desenvolvida com o intuito de

apresentar uma distribuição tipo lei de potência, que ficou evidenciado na figura

(3.19), com uma lei de potência k−γ com coeficiente angular γ = 2, 08. Em uma rede

neural estudada na referência [41] foi encontrado que γ tem os valores entre 2, 0 e

2, 2 sendo que o valor obtido nesta dissertação ficou dentro deste intervalo.

Embora os śıtios comportem-se caoticamente, quando acoplados eles

podem de uma certa forma desenvolver um estado de coerência de direção. Em

muitos casos os osciladores podem apresentar amplitudes diferentes com um regime

caótico, mas com uma coerência de direção. Tais variações foram estudadas no

caṕıtulo 4, onde a fração dos estados coerentes é calculada em função da variação do

parâmetro de acoplamento ε. Se o valor do parâmetro de controle r é considerado

dentro de uma região de caos fraco (r = 3, 69), há uma súbita coerência de direção

completa. Para valores intermediários de r surge a intermitência e o comportamento

da fração apresenta um caráter crescente. Quando o sistema é submetido a caos forte,
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r = 4, 0, estados coerentes aparecem apenas em eventuais casos. Se a dinâmica da

rede apresenta intermitência dos estados de coerência de direção podemos estudar os

platôs dos estados coerentes através da distribuição dos seus respectivos tamanhos.

Verificamos que a distribuição dos tamanhos dos platôs apresenta um comportamento

exponencial.

Estudamos a dependência dos estados coerentes com os valores dos

parâmetros e tamanho da rede, assim o modelo foi submetido a duas condições.

Primeiro, fixado o parâmetro de controle em r = 3, 72, constatou-se que o limiar

da coerência de direção estabilizou-se para tamanhos de rede superiores a valores

da ordem de 103, figura (4.5). A outra condição foi em que a rede é fixada e os

parâmetros de ordem r e acoplamento ε são variados. A figura (4.6) mostrou duas

regiões: uma a esquerda que contém todos os posśıveis valores onde há coerência de

direção, e a outra a direita onde a rede se submetida a valores de r e ε não haverá

estados com coerência de direção.

O trabalho reportado nesta dissertação foi então, utilizando essa base

de conhecimentos, recursos computacionais e modelos de rede de mapas acoplados

caoticamente, modelar uma rede artificial de neurônios acoplados. Foi posśıvel in-

vestigar uma sincronização de fase dos disparos após ter definido uma dinâmica

conveniente para a fase dos disparos. Observando que a fase de diferentes mapas

acoplados submetem-se a similares evoluções com tempo devido ao crescimento da

intensidade do acoplamento entre eles. Isto pode realçar a eficácia da rede, desde

que a informação possa ser codificada no intervalo entre a fase, tal que agrupamen-

tos de neurônios similares possam atuar cooperativamente na ordem para produzir

um resultado coerente. A caracterização destes efeitos coletivos foi realizado usando

vários diagnósticos numéricos, como a análise dos platôs de frequências perturbados

e um parâmetro de ordem complexo.

Na figura (5.5), para o comportamento do parâmetro de ordem, ve-

rificamos que ocorre sincronização dos disparos para l ≥ 2 [43]. Na referência [48],

considerando o mapa loǵıstico, foi demonstrado que a sincronização de caos para as

amplitudes ocorre para l ≥ 8. Para a sincronização dos disparos é suficiente usar

l = 2.



A proposta de um est́ımulo externo em algumas áreas do cérebro é

eficaz no controle de certos comportamentos dinâmicos [46] usando um sinal externo

periódico em um determinado śıtio da rede. Foi observado o surgimento de uma

frequência de travamento entre os disparos e a frequência aplicada. A largura do

intervalo da frequência de travamento aumenta com a amplitude aplicada devido a

evolução caótica associada com a dinâmica dos disparos. A largura também depende

de qual śıtio a perturbação é aplicada, sendo que a maior largura é obtida aplicando

a perturbação no śıtio com maior número de conexões.

Como trabalhos futuros estudaremos o mapa de Rulkov considerando

outras formas de acoplamento. Uma das formas posśıveis é o acoplamento entre

redes utilizado na referência [49].
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