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Resumo

Consideramos uma rede de mapas acoplados que exibe a propriedade de rede sem
escala. A conectividade de cada sitio obedece uma distribuicao tipo lei de poténcia.
Analisamos uma fraca forma do comportamento coerente espaco-temporal, a coerén-
cia de direcao, que apresenta uma caracteristica comum nos estados que sincronizam
completamente, como um comportamento transitorio mediado através de uma in-
termiténcia. Foi estudado tal fenomeno e sua dependéncia com os parametros de
acoplamento de uma rede sem escala. Da recente evidéncia experimental que a rede
neural, em algumas areas do cortex do cérebro, apresenta a propriedade de rede sem
escala, isto é, a conectividade ou o niimero de conexoes de um neuronio é distribuida
de acordo com uma lei de poténcia, tal que os neuronios mais conectados sao menos
provaveis do que os com pouca conexoes, uma resposta coerente de um conjunto de
neuronios pode ser descrita através da sincronizagao de fase cadtica da atividade dos
seus disparos. Foi usado um mapa bidimensional proposto por Rulkov que descreve
os disparos dos neuronios em uma rede sem escala e investigamos a sincronizacao de

fase cadtica, em particular a sua dependéncia com as propriedades do acoplamento.



Abstract

We considered a coupled chaotic logistic map lattice exhibiting the scale free pro-
perty: the outreach connectivity of each node obeys a power-law distribution. We
analyzed a weak form of coherent spatio-temporal behavior, the direction coherent,
wich presents features common to completely synchronized states, like a transitional
behavior mediated through intermitent behavior. We studied such phenomena and
their depndence on the parameters of the coupled scale free lattice. Of the recent
experimental evidence that the neural network in some areas of the brain cortex
presents scale free property, i.e. the neuron connectivity is distributed according to
a power-law such the more connected neurons are most likely to couple with other
well-connected ones, a coherent output of neurons in such assemblies can by described
through a chaotic phase synchronization of their bursting activity. We used a two-
dimensional map proposed by Rulkov to describe neurons with spiking-bursting in a
scale free network and investigate their chaotic phase synchronization, in particular

its dependence on the coupling properties.
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Capitulo 1

Introducao

Redes com topologia complexa [1] possuem aplicagbes tanto em ciéncia como em
tecnologia. Tais redes tem como sitios representando individuos ou organizagoes, e
conexoes funcionando como as relagoes entre ambos [2]. Em particular, descobertas
de caracteristicas de redes sem escala [3] em sistemas complexos. Estas redes apre-
sentam um comportamento com uma distribuicao de conexoes do tipo lei de poténcia
[4]; significa que muitos sitios na rede possuem poucas conexoes e um pequeno grupo
deles com varias conexoes. Apenas com o atual aumento na acessibilidade na base
de dados de redes do mundo real e o surgimento de poderosos computadores, foi
possivel construir uma série de estudos empiricos das propriedades de redes na bi-

ologia, tecnologia e relacionamentos sociais.

Como exemplo de comportamento destes sistemas complexos, que en-
volvem um numero muito grande de constituintes, é o surgimento do caos, fendmeno
estudado nos anos 70, quando Yorke [5] e o bidlogo Robert May [6]. Iniciaram os
estudos das propriedades da assim chamada ”"equacao logistica” que, entre outras
coisas, fornece um modelo simples para o crescimento de populacoes. Essa equacao
funciona recursivamente de modo a se obterem novos resultados e dependendo de
como voceé utiliza um fator, que é conhecido como parametro de controle, os resul-

tados podem se tornar altamente peridédicos ou cadticos.

A sincronizacao de sistemas cadticos tem sido um estudo de con-

siderdavel atenc¢do nos tltimos anos. Tal estudo tem aplicagoes na comunicagao [7],
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controle de caos em sistemas biomédicos [8], e de identificagao [9]. Recentemente, o
conceito de sincronizagao de caos foi estendida para a sincronizacao de fase em sis-
temas a tempo discreto, como por exemplo a coeréncia de diregao (CD) de sistemas
cadticos estudados por Hu e Liu [10]. Nesse processo, a interagao de sistemas cadticos
nao-idénticos pode levar ao travamento perfeito de suas fases [11] e, além disso, suas
amplitudes permanecerem descorrelacionadas. O travamento da fase cadtica fica evi-
denciado em uma grande populacao de individuos dinamicamente acoplados, onde na
separacao de cada individuo pode residir um atrator cadtico, caracteristica estudada
por Hu e Liu [10].

Um dos mais inspirantes e desafiantes problemas é a exploracao da
sincronizagao em sistemas neurobiol6gicos, onde um multiplo tempo de escala (spike-
picos e burst-disparos) de comportamento cadtico é frequentemente observado. Tipi-
cos exemplos sao: (i) o Gerador Central de Padrao [12], que produz estouros ritmicos
comuns, enquanto que os neuronios individuais, se isolados, exibem estouros irreg-
ulares, (i7) neurénios do tdlamo durante periodos de sonoléncia [13], desatencao e
sono, (i71) neurdnios dopaminérgicos da parte medial do cérebro, que exibem picos

e disparos [14].

Efeitos de um sinal periddico aplicado na dinamica de um neurénio
isolado [15] ou um pequeno grupo deles, também tém sido estudados experimen-
talmente e teoricamente. Eles mostram um resultado impressionante sob os testes
padrdes de caos temporal ao fenémeno de travamento de fase externa [16]. O de-
senvolvimento de uma técnica de controle da dinamica de um conjunto de neurdnios
significa que por meio de um sinal localmente imposto, isto é, por um sinal aplicado
em um unico elemento, possibilita algumas vantagens, como tirar o sistema de seu

estado de sincronizagao

Nesta dissertacao sera feito um relato sobre um novo fenémeno em
que a atividade local de cada mapa pode mostrar a CD. Sera dado uma definicao da
CD em sistemas iterados e o seu mecanismo sera quantificado através de medidas
apropriadas, bem como a investigacao do efeito de um limiar de sincronizacao de

fase cadtica mutua em um conjunto de disparos neurais oscilantes.

Assim, a dissertacao foi organizada da seguinte forma: no capitulo 2



serd feita uma introducao de mapas, conceitos basicos e suas implicagoes. No capitulo
3 um estudo sobre sistemas dinamicos acoplados com interacoes locais, globais e sem
escala. No capitulo 4 serd reportado sobre uma forma fraca de sincronizacao, a
coeréncia de direcao que é uma analogia com sistemas que apresentam sincronizacao
de fase. No capitulo 5 veremos qual foi o resultado da implementacao de uma
rede neural dentro da rede sem escala. Finalmente no capitulo 6 as conclusoes,

comentarios e diposigoes finais.



Capitulo 2

Mapas e Conceitos Basicos

A existéncia da dindmica cadtica tem sido discutida na literatura matematica (dinamica
nao linear) durante varios anos. Com contribui¢oes de Poincaré, Birkoff, Cortwright
e Littlewood, Levinson, Smales, Kolmogorov e seus estudantes, entre outros [17].
Sistemas caodticos vem sendo amplamente estudado em diversas areas tais como:
Ecologia, Economia, Fisica, Quimica, Engenharia, Mecanica dos Fluidos, etc. To-
davia, estes estudos necessitam do conhecimento de algumas definigoes béasicas, para

o seu entendimento.

2.1 Mapas Unidimensionais

Uma funcao f(x) = 2x determina que, para cada valor de z, um numero duas
vezes maior € obtido. Este é um modelo matematico simples. Podemos imaginar
que z denota uma populagao de bactérias em uma cultura de laboratério e f(x)
a populagao uma hora depois. A populacao dobra a cada hora através de f. Se
a cultura possui uma populacao inicial de 10000 bactérias, entao apés uma hora
teremos f(10000) = 20000 bactérias, duas horas f(f(10000)) = 40000 bactérias e

assim sucessivamente.

Um sistema dinamico consiste na determinacao de possiveis estados

através de um modelo que determina um estado presente em termos dos estados
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passados. O exemplo do crescimento da populagao de bactérias evolui no tempo
através de x,, = f(r,_1) = 2x,_1, onde a varidvel n representa o tempo, e z,, designa
a populacao para um tempo n. Se desejarmos que o modelo seja deterministico, sig-
nificard que podemos determinar o estado presente de uma populagao, por exemplo,

unicamente dos estados passados.

Do exemplo utilizado é observado que o valor inicial de x é maior
que zero, e do modelo para o crescimento a populagao cresce sem fronteiras. Entao
precisamos de um fator multiplicativo tal que o crescimento nao continue infinita-
mente. Em outras palavras, a fun¢ao f(x) = 2z pode ser corrigida para uma certa
escala de populagoes da forma g(x) = 22(1 —x), onde x é medido em milhdes. Neste
modelo, a populagao inicial corresponde a x = 0,01 milhoes. Enquanto a populacao
x é pequena, o fator (1 —x) é proximo de um, e g(x) assemelha-se a funcao f(z). Por
outro lado, se a populagao é distante de zero, g(x) nao é proporcional a populagao
x mas ao produto de z pelo ”espago restante” (1 — x). Isto é, um efeito nao linear e

o modelo dado por g(x) é um exemplo de um crescimento logistico.

Nas Figuras (2.1a) e (2.1b) podemos ver que g(x) possui um limite
inferior para o tamanho da populacao, com o qual podemos dizer que ha um estado
estacionario. Enquanto que f(x) mostrou um crescimento que uma populagao mul-
tiplicada por um fator constante por unidade de tempo, é chamado de crescimento

exponencial.

Um mapa unidimensional é uma equacao da forma,

Tni1 = f(2n), (2.1)

onde n = 0,1,2,... sdo os valores discretos do tempo e f(x,) é uma fun¢do nao-
linear. Fornecido uma condigao inicial xg, podemos obter os demais valores através de
sucessivas iteragoes. A drbita de x para f(z) determina os pontos {z, f(z), f*(z), ...},
e o ponto inicial x da dérbita é chamada de valor inicial da mesma. Uma orbita de

periodo m ¢é o conjunto de pontos fixos xj, x7, ... tais que
= f"(x"), (2.2)

onde f™ é a m-ésima iterada do mapa. A representacao grafica de uma érbita, figura

(2.2), é feita pelo esbo¢o de uma func¢ao f junto com uma linha diagonal y = =z,
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Figura 2.1: Comparagao entre modelos de crescimento para (a) f(z) = 2z e (b)
g(x) =2z(1 —z).



onde o tnico ponto fixo de f(z) = 2z é = 0, dado um valor inicial z = 0,1 e apds
uma iterada encontramos o valor de f sendo 0,2 e entao tracamos um linha vertical
pontilhada unindo esses dois pontos. Na sequéncia encontra-se o valor de f(0,2),
sendo que este valor como se fosse outro valor inicial que no caso é 0,4, e na ordem
tornamos a colocar o valor que sai dentro do respectivo valor que entra. Feito isso,
tragamos uma linha horizontal pontilhada entre o valor que entra e valor que sai

(0,1;0,2), ou mais especificamente, entre f(x) =2z e y = x.

08 : —

0,6 i —

=2X

0.4} -

02 -

(6] 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Figura 2.2: Reprentacao gréfica de f(z) = 2z.

2.1.1 Estabilidade de Pontos Fixos

Um ponto z* é um ponto fixo do mapa f se f(z*) = 2* e a andlise da estabilidade
local ou linear do ponto fixo é feita através do estudo das iteragoes do mapa em suas

vizinhangas. Seja uma iteracao x,, préximo ao ponto fixo x*, tal que

Op = |xn — 2%, (2.3)



de (2.1) e (2.3), temos

6n+1 = ‘xn—l—l - .CL’*|
= |f(zn) — 27
= |f(z* +0,) — 27, (2.4)

desenvolvendo f(z* + 6,,) em série de Taylor, temos

df (=)
dx

On- (2.5)

Op — 2*

bt = |f)+

_ |t
dx

Portanto, se 6,41 < 0, as iteracoes estao convergindo para z*, logo ele é estavel,

sendo assim

‘ df (z*)
dx

) (2.6)

se 0,41 > 0, as iteragoes estao se afastando de x*, portanto ele é instavel e temos

‘ (")

dx

> 1, (2.7)

ou ainda, se |f'(z*)| = 1 ou |f'(z*)| = 0 o ponto fixo sera dito neutro e superestavel,

respectivamente.

2.1.2 Pontos Peridédicos

Comportamento para valores grandes do tempo n que corresponde a um ciclo em
que a orbita toma dois valores diferentes em instantes alternados. Uma dérbita com
esta propriedade chamamos de érbita periddica de periodo dois. O ponto fixo ainda

existe e quase todas as condigoes iniciais se aproximam da érbita de periodo dois.

Seja a sequéncia (g, 1, T2, ..., N,) uma o6rbita do sistema dinamico,
f(x,) = zn41. Um elemento qualquer na seqiiéncia pode ser diretamente obtido a

partir de zg, por meio da funcao composta ",



Uma orbita de periodo 2 é uma seqiiéncia com dois valores repetidos
(xo, 1, To, X1, ...). Os pontos zy e x; sao pontos periédicos com periodo igual a 2.
Para que isso aconteca, é suficiente que f2(xg) = xg, como f(zg) = ; temos também
que f2(zy) = x1. Assim xg e z; sdo pontos fixos de f%(z). O ciclo serd atrativo ou
repulsivo (estdvel ou instdvel) segundo o valor que a derivada de f? tiver em cada

ponto do ciclo.

Para calcular a derivada de f2 em x, usa-se a regra da cadeia

(f*(x0))" = (f(f(20))) = J'(f(w0))f' (o) = ['(w0) (1), (2.9)

a derivada de f2 é igual nos dois pontos zg e o1 que fazem parte do ciclo, e é igual

ao produto da derivada de f nos dois pontos.

De forma geral, se f(xy) = ¢, existe um ciclo de periodo m, formado
pelo conjunto zg, x1, ..., x,,. Todos os pontos no conjunto serao pontos fixos de f™.
Se o valor absoluto do produto de f’(x;) para os m pontos no ciclo for maior que
1, o ciclo sera repulsivo; se o produto for menor que 1, o ciclo sera atrativo e se o

produto for igual a 1, o ciclo sera neutro.

Uma 6rbita de periodo 2 é mostrada na Figura (2.3). Vé-se que
mesmo para valores diferentes de condigoes iniciais, com apenas duas iteradas da
fungao g(x) = 3,3x(1 —x), as Figuras (2.3 a) e (2.3 b) apresentam 6rbitas peridédicas
e 0 mesmo comportamento para a Figura (2.3 ¢), que no entanto necessitou de trés

iteradas para alcancar a periodicidade.

2.1.3 Mapa Logistico

Um exemplo de mapa unidimensional é o mapa logistico, o qual sera utilizado poste-
riormente nesta dissertacao, que pode também ser um modelo proposto para estudar

o crescimento de populagoes e é dado por

Tpa1 = 1x,(1 — ), (2.10)
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onde x representa a populacao nas geragoes n e n + 1 e r a taxa de crescimento
ou parametro de controle, que fica compreendido no intervalo 0 < r < 4. O termo
(1 — x,) representa a competigao, que impede o crescimento constante do tamanho

da populagao.

O tipo de oscilagao obtido para as populacoes varia com a taxa de
crescimento, podendo assumir variagoes entre 2, 4, 8 etc estados estacionarios, como
¢ mostrado nas Figuras (2.4 a) e (2.4 b), ou variagoes completamente aperiddicas,
Figura (2.4 ¢) . Este comportamento é observado em um diagrama de bifurcagoes.

Este diagrama mostra a evolucao do sistema até o estado de caos.

2.1.4 Diagrama de Bifurcacoes para o Mapa Logistico

O estudo do diagrama de bifurcacoes de mapas permite observar como pontos fixos
estaveis de um sistema dinamico se comportam devido a variagao de um ou mais
parametros do sistema. Sendo genérico o termo “bifurcacao”, o que é mais impor-
tante neste processo é como um ponto fixo altera a sua estabilidade ou instabili-
dade devido a alteragao destes parametros. Entao, da equagao (2.10), podemos ver
na figura (2.5), como se comporta a varidvel de estado = durante a evolugao do
parametro de controle r; com uma condi¢ao inicial xy = 0,2, 250 pontos e 1000 ite-
ragoes transientes descartadas. Tempo transiente é um certo nimero dos primeiros
pontos da érbita que sao descartados, para dar tempo para que a orbita evolua para
o seu comportamento final, quer este seja uma orbita peridédica ou cadtica. Chama-se

isto de descartar o transiente.

O que se observa é que, para 1,0 < r < ro, temos um regime de
bifurcacgoes e para ro, < r < 4,0 predomina uma regiao cadtica, onde ro, ~ 3,57 é
um ponto onde ha uma acumulacao da cascata de bifurcagoes. Para r > 4,0, resulta
em r — 00 e para 1 > T, regiao cadtica, a trajetoria depende sensivelmente das
condigdes iniciais. Existem sub-regioes, como por exemplo na figura (2.5b), r = 3, 74,
denominadas janelas, que exibem comportamento periédico, que sao caracterizadas

por Orbitas de periodo impar e podem também sofrer bifurcacoes.
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2.1.5 Expoente de Lyapunov para o Mapa Logistico

Se xy é um ponto fixo de um mapa unidimensional f e f'(xy) = a > 1, entdo as
orbitas de cada ponto x perto de x; separam-se de xy por uma razao multiplicativa
de aproximadamente a por iteracao, até a érbita de x mover-se significativamente

para longe de xg.

Num regime cadtico o sistema apresenta grande sensibilidades as
condigdes iniciais [5], as quais, originalmente muito préximas divergem exponen-

cialmente com o tempo. O expoente de Lyapunov mede esta divergéncia.

Da figura (2.6) obtemos

N A( Xo
e N e ;
X Xot € fN(XO) fN(Xo+ £)

Figura 2.6: Separacao exponencial de duas condic¢oes iniciais préximas, onde N é o

nimero de iteracoes.

geNMz0) — | N (o +¢) — fN(x0)], (2.11)

tal que, quando € — 0 e N — o0, resulta para A(zg)

1
Azo) = lim lim Nln

N—ooe—0

fN(XQ + 8) — fN(XQ)
3

Y

: (2.12)

AMzg) = lim —1In e

N—oo

|di(370)

Azo

portanto, da equacio acima conclui-se que e*(*0) é o fator médio pelo qual a distancia

entre os pontos adjacentes proximos variam apés um grande ntmero de iteragoes.



Usando a regra da cadeia em (2.12),

df?*(z)

dx?

= f'If(xo)]f'(x0) = f'(21) f'(20), (2.13)

o

onde x1 = f(z9) e 0 expoente de Lyapunov torna-se

L df™ (o)
N-1
Axg) = Jim = 1In II /'(zn)], (2.15)
e n=0
(S
1 N-1

Se A(zg) > 0 o sistema apresenta um regime cadtico e para \(zg) < 0 regular, figuras
(2.7). Para estas figuras foi implementado o mapa logistico dentro da equagao (2.16)
e verificado o comportamento das bifurcacoes para 1 < r < r.,, onde 74, € ponto de
acumulagao, nessas regioes o expoente é sempre negativo, com excessoes no pontos
de bifurcagoes onde o expoente é nulo. Para r,, < r < 4,0 o expoente de Lyapunov
¢ predominantemente positivo com regioes de janelas, A < 0, caracterizando um

comportamento regular.

O expoente de Lyapunov pode ser generalizado para um mapa em D

dimensoes, onde temos D expoentes para diregoes espaciais diferentes,

N-1 1/N
(M, e, ... er) = Nlim (magnitude dos autovaloresde ] J(i)) , (2.17)

n=0
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Figura 2.7: Expoente de Lyapunov para o mapa logistico; (a) 1 < r < 4; (b)

3,7 <r < 3,75, foram descartadas 1000 iteracoes transientes.



J(7) = <§£) (2.18)

¢ a matriz Jacobiana do mapa D-dimensional

Toi1 = (7). (2.19)

2.2 Mapas Bidimensionais

2.2.1 Mapa de Rulkov

Um mapa bi-dimensional, como o mapa de Rulkov [18] , é dado por

Lptl = + Yn

«
1422
Ynil = Yn — 0Ty + 3, (2.20)

onde x,, e y, sao as variaveis dinamicas, respectivamente, rapida e lenta, a, o e
sdo parametros do sistema. A equagao (2.20) fornece o comportamento individual

dos sitios, tal que a evolucao lenta de y, para um passo m é dada por

Yn+1 = Yn — m(a + 0T, M), (2.21)

sendo que T, m = mtm Ve0) /m é o valor médio de z,, calculado para m conse-
) Jj=n+1

cutivas iteragoes. Entdo, vemos que de (2.21) o valor de y, aumenta durante os
m passos se T, m < —[, e diminui se T,m > —f3. Em relacao a lenta variacao de
Yn, podemos considerar que a dinamica de x,, é independente nas equagoes (2.20),
assumir que ¥, é um parametro v = y,,, para pequenos valores de « e 3. Portanto, a

dinamica réapida do sitio pode ser entendida da andlise de um mapa unidimensional,

xn—i—l == f(xnu «, ’Y) = + 77 (222>

Q@
= 2

1+ a2z
e realizar semelhantes estudos que foram feitos para o mapa logistico, ou seja, dia-

grama de bifurcagoes e expoente de Lyapunov.



2.2.2 Diagrama de Bifurcacoes e Expoente de Lyapunov para
o Mapa de Rulkov

As principais propriedades dindmicas da equacao (2.22) estao claras nas figura (2.8) e
figura (2.9), que sao os resultados da anélise do diagrama de bifurca¢ao em conjunto

com o cédlculo do expoente de Lyapunov,

' 1 N-1 .
Mao) = Jim = > | f ()], (2.23)
n=1

onde a funcdo f(z,) agora é a equagao (2.22), que mostra para o regime de bi-
furcagoes que ha uma tendéncia do mapa ir para uma regiao estavel a medida que
o valor do parametro de controle v é acrescido. No expoente de Lyapunov temos
regioes onde predominam as janelas em que o expoente é menor que 0, nos pontos
de bifurcacoes o expoente é exatamente zero e quando finaliza a regiao cadtica o

expoente de Lyapunov é sempre menor que zero.

O mapa (2.22) tem trés pontos fixos, z7, x5 e x} e utilizando as

definigbes para a estabilidade de mapas (2.6) e (2.7), temos

—2ax

f(x) = e

(2.24)
e substituindo o primeiro ponto fixo =} ~ —2,0 da figura (2.9), para a = 4,1,
temos f'(2,0) ~ 0,65, o que se conclui ser um ponto fixo estdvel. Para x5 ~ —1, 3,
encontramos f'(—1,3) ~ 1,47 que é um ponto fixo instavel, e 2% pode mudar de

estabilidade dependendo do valor de 7.

O final do comportamento cadtico é devido a crise, fenomeno conhe-
cido quando um atrator cadtico apresenta uma caracteristica de aparecimento ou
desaparacimento abrupto, ou ainda, mudar descontinuamente de tamanho, do atrator
cadtico no sistema (2.22). Quando a trajetéria deste mapa estd dentro do atrator,
entdo T, ;1 > —(/0, Figura (2.9), e o valor de v = ,, decresce até a trajetéria cadtica

da dinamica rapida retornar para o ponto fixo zi. Isto é possivel apenas depois do



@

(b)

Figura 2.8: (a) Diagrama de bifurcagoes e (b) expoente de Lyapunov para a equagao

(2.22), foram feitas 2200 iteragdes das quais 2000 descartadas.



parametro da dinamica rapida atravessar o valor de bifurcacao, o qual corresponde

ao caso quando a trajetoria do maximo da funcao .. =

de um ponto fixo instavel x3.

f(0, a,y) mapear dentro
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Figura 2.9: Diagrama de retorno para a fun¢ao f(z,,«,) para o = 4, 1 e diferentes

valores de . Para v = —2,65: curva continua; v = v* = —2,75: curva pontilhada;

v = —2.85: curva tracejada. 7,5 e 2§ sao os pontos fixos do mapa. y* corresponde

ao valor da bifurcacao onde surgem os pontos fixos xj e x3.



Capitulo 3

Sistemas Dinamicos Acoplados

Sistemas dinamicos espaco temporais tém por caracteristica possuir muitos graus de
liberdade e o estudo do caos nesses sistemas tem sido uma das areas mais ativas na

dinamica-nao linear nos ultimos anos.

Os sistemas dinamicos espago-temporais sao classificados através das
caracteristicas do espaco, tempo e/ou das varidveis locais de estado. Na tabela
(3.1) podemos identificar a hierarquia dos sistemas conforme a classificacao espacial

temporal e a variavel de estado. Os principais tipos sao:

Sistema Espaco | Tempo | Variavel de Estado
Equacoes diferenciais parciais | continuo | continuo continua
Cadeia de Osciladores discreto | continuo continua
Automatos celulares discreto | discreto discreta
Redes de mapas acoplados discreto | discreto continua

Tabela 3.1: Tabela hierarquica conforme a classificagao espacial, temporal e a variavel

de estado

a) Equagoes diferenciais parciais: apresentam a continuidade no espa-
¢o, no tempo e na variavel de estado. No contexto de problemas Fisicos, onde nao

ocorrem discretizagao, é normal o uso de equagoes diferenciais parciais.

32



b) Cadeias de osciladores: sao caracterizadas pelo espaco discreto,

enquanto o tempo e a variavel de estado sao continuos.

¢) Automato celular: é um sistema no qual o tempo, o espago, e a

variavel de estado sdo discretos.

d) Rede de Mapas Acoplados: apresenta discretizagao no espago e
no tempo, e a variavel de estado é continua. Sao mais complexas em estrutura do
que os automatos celulares devido a capacidade de informacao local. A existéncia
de um espaco e tempo discretos, faz com que as redes de mapas acoplados sejam
mais simples do que as equacoes diferenciais parciais que requerem uma quantidade
muito grande de informacoes para especificar o estado e exigem muitos recursos
computacionais para realizar as simulagoes [19]. Esta dissertagao sera baseada em

redes de mapas acoplados.

As redes de mapas acoplados foram introduzidas em dinamica nao
linear por Kunihiko Kaneko [20] em 1983 e teve de outros pesquisadores contribuicoes
como Kuramoto[21], Crutchfield [19], Isola [22]. Desde entao, vem sendo objeto de
estudos por parte de varios grupos de pesquisadores. A dimensao da rede na maioria
dos casos é inteira (N = 1,2, 3, ...) e a cada elemento da rede é atribuido uma variavel
de estado real N-dimensional ) € R” ondei =1,2,3,..., N é o indice que identifica

0 1-ésimo sitio de uma rede unidimensional com N sitios.

3.1 Redes de Mapas Acoplados

Interagoes entre dinamicas caodticas e formacoes de padroes véem sendo estudadas
com o uso de redes de mapas acoplados. Essas interacoes podem ser locais, onde os
sitios da rede interagem com os vizinhos mais proximos, ou globais, onde é assumido

que o sitio interage com o campo médio produzido pela rede (Kaneko [23]).



3.1.1 Acoplamento Local

Redes de mapas acoplados localmente mostram uma variedade de fenomenos in-
cluindo formagoes de dominios (na varidvel de estado z), coexisténcia de dominios
mostrando movimentos regulares e cadticos, intermiténcia e outros mais. Foram

amplamente estudados por Kaneko [23] e Crutchfield [19].

A forma do acoplamento local é dada por,
“[F@ED) + Fai), (3.1)

w = (1= ) f ) + 5

onde vemos claramente pelo termo de acoplamento [f(z{*Y) + f(zi=Y)], que a
interacao espacial é somente entre os vizinhos mais préoximos a cada sitio analisado.
A intensidade do acoplamento e varia no intervalo [0, 1] sendo ¢ = 0 para uma
dinamica individual dos sitios. O fator 2 que divide o parametro de acoplamento

normaliza a equagao e i é a posicao de cada sitio na rede (i = 1,2,3, ..., N).

Para N mapas acoplados onde as fronteiras da rede, z(© e 2+ sao
consideradas fixas, e condigoes iniciais aleatorias para o mapa logistico, com r < 3,
qualquer condicao inicial da rede se aproxima assintoticamente de uma tinica solucao
de 29, que é o ponto fixo estavel de perfodo 1 do mapa desacoplado. Para r > 3,
no entanto, o sistema pode se organizar dentro de dominios nos quais a variavel
de estado = apresenta as formagoes de transigbes superiores (kinks) ou inferiores

(antikinks), figura (3.1).

Com o aumento do parametro de controle r ha uma duplicacao de
periodo entre os dominios, figura (3.2). Na formagao dos dominios, o mapa logistico
desacoplado possui um valor de r para o qual possui dois pontos fixos periddicos
(r > 3), cada mapa aproxima-se assintoticamente para uma solugao com dois pontos
fixos estaveis. Para sistemas acoplados esta estrutura persiste. No entanto, os kinks
sao suavizados e alongados sobre varios sitios da rede. Os kinks e antikinks trocam
de lugar em sucessivas iteracoes, formando um né estacionario e centralizado para

um perfodo instavel de ciclo 2P, fP)(z*) = x*.

Para r préximo de r,, dependendo da intensidade de acoplamento, o

movimento dentro dos dominios individuais pode ser cadtico figura (3.3). Quando r



T
0.8

dominio
0.6 —
_ «— kink
T =
>
0.4 — \
antikink
0.2

49

Figura 3.1: Comportamento de uma rede de mapas acoplados para um acoplamento
descartadas.

local com N = 49 sitios, r=3,32 e ¢ = 0, 3. Foram feitas 10040 iteracoes sendo 10000

0.2

49

Figura 3.2: Comportamento de uma rede de mapas acoplados localmente com N =

49 sitios, r=3,51 e ¢ = 0, 3. Foram feitas 10040 iteragoes sendo 10000 descartadas.



aumenta, os longos dominios tornam-se pequenos dominios cadticos, a tal ponto de
a estrutura vir a ser constituida de dominios cadticos extensos e dominios regulares
pequenos. Se aumentarmos mais ainda o valor de r a dinamica da rede apresentara
outros comportamentos.Porém, o perfil cadtico ficara mais evidente como é mostrado
na figura (3.4).

Figura 3.3: Comportamento de uma rede de mapas acoplados localmente com N =
49 sitios, r=3,65 e ¢ = 0, 3. Foram feitas 10040 iteragoes sendo 10000 descartadas.

3.1.2 Acoplamento Global

Para uma rede de mapas acoplados onde, espacialmente, a interagao é global, pre-
cisamos de um modelo no qual se selecionarmos um sitio da rede ele é influenciado
por todos os sitios ou o campo médio produzido pela rede. Para isso é utilizado uma

equacao da seguinte forma,

€

) ) N-1 )
o = (= 0f@) + 5 = £(o), (32)

N—lj#

onde ¢ ¢ a intensidade de acoplamento entre os sitios da rede, compreendido no



4 (0

49 sitios, e = 0,3 para (a) r = 3,8 ; (b) r =3,9 ¢ (c) r = 4,0. Foram feitas 10200
iteracoes sendo 10000 descartadas.

Figura 3.4: Comportamento de uma rede de mapas acoplados localmente com N =



intervalo [0, 1], N é o tamanho da rede, e i é a posicao de cada sitio (i = 1,2, 3, ..., N).
Um diagnostico numérico para uma rede de mapas acoplados global-

mente, é o parametro de ordem complexo R, introduzido por Kuramoto [24] que faz

uma andlise da sincronizacao de amplitude, dado por

1 N
= R, exp(2mip,) = N Z <2mx ) (3.3)

onde R, e v, sao a amplitude e o angulo respectivamente, de um vetor fase para

uma rede unidimensional com condigoes de contorno periddicas.

Como observamos, a equacao (3.3) é composta por um termo ima-
gindrio que fisicamente ndo possui significado. Em decorréncia disto, o termo exp(27riz{y))

sera, decomposto usando a relacao de Euler

exp(2miz)) = cos(2mzW)) + isen(2pizd)). (3.4)

Calculando o médulo de um nimero complexo z = a + bi, onde

2] = V& + 52, (3.5)

das equagoes 3.4 e 3.5, resulta em

Z_: \/cos 2mz)]? + [sen(2mx{))2. (3.6)

ZIH

A figura (3.5) mostra o comportamento do parametro de ordem em
funcao do tempo para 100 mapas logisticos acoplados globalmente. Quando ¢ =
0,6 ha uma sincronizacao completa da rede sob um relativo crescimento de n = 1
para n ~ 10, figura (3.5 - circulos). Porém, se a rede é submetida a um valor de

intensidade de acoplamento da ordem de ¢ = 0,1, a rede nao sincroniza. O valor



do parametro de ordem tem um pico maximo em aproximadamente 7,3, e algumas
oscilagoes irrelevantes, figura (3.5 - quadrados). Podemos concluir do estudo do
parametro de ordem, que os vetores de fase da rede quando, estao muito proximos,
R, se aproxima de 1, ou extamente 1 para um situacao em que todos os vetores estao

em fase.

1,2

10 20 30

Figura 3.5: Parametro de ordem versus o tempo para uma rede de mapas logisticos
acoplados globalmente, considerando N = 100, » = 4, 0; circulos € = 0, 6; quadrados

e =0, 1. Foram feitas 2000 iteracoes e 1000 descartadas.

Uma aplicacdo do acoplamento global foi proposto por Rulkov [18]

para estudar células neurais.

A introducao de um acoplamento entre células resulta na sincronizacao
dos seus disparos, caracteristica observada em alguns sistemas da natureza, como os
neuronios por exemplo. Enquanto os disparos tornam-se sincronizados, as oscilagoes

rapidas e cadticas das células durante os disparos permanecem dessincronizadas.

O acoplamento proposto por Rulkov é



g =y — ozl + 3, (3.7)

onde N é o tamanho da rede e (i = 1,2, 3, ..., N) identifica a posi¢ao espacial de cada
célula na rede. O parametro a¥ é distribuido aleatoriamente em um determinado

intervalo.

Para uma intensidade de acoplamento ¢ = 0, figura (3.6), ndo ha
sincronizacao dos disparos e a medida em que vamos selecionando células com difer-
entes valores de parametro de controle (aw = 4,1;4,3;4,5 e 4,7) em uma rede com
100 células, a regularidade dos disparos perde-se cada vez mais conforme os valores

crescentes de «.
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Figura 3.6: Série temporal para os disparos fornecidos pela dinamica rapida z("
sendo (a) a =4,1; (b) a =4,3; (¢c) a =4,5; (d) « =4,7; 0 = 3 =0,001, N =100

ee=0.

Por outro lado, se a intensidade de acoplamento e é diferente de 0,
ocorre uma regularidade nos disparos das células da rede, como é visto na figura

(3.7). Mesmo o valor do parametro de controle submetido a células diferentes em



niveis de padroes cadticos consideraveis provocados por «, para este tipo de acopla-
mento ha uma determinada regularizacao entre os disparos. Porém, se o valor da
intensidade do acoplamento entre as células é acrescido mais e mais, consequente-
mente a regularizacao entre os disparos segue nesta mesma linha de raciocinio em

relacdo a regularidade, o que é visto na figura (3.8).
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Figura 3.7: Série temporal exibindo os disparos fornecidos pela dinamica répida z("
sendo (a) a =4,1; (b) a =4,3; (¢) a =4,5; (d) a=4,7,0 =3=0,001 e N =100

células acopladas com uma intensidade € = 0, 04.

No entanto, quando o valor da intensidade de acoplamento e entre
as células da rede atinge patamares da ordem de € ~ 0,5 os disparos comecam a
perder a sua forma, ou seja, os disparos caracteristicos tomam uma forma alongada
e consequentemente em um numero menor de ocorréncias dentro de um intervalo de

tempo considerado, como mostra a figura (3.9).

Considerando um valor de intensidade de acoplamento ¢ = 1, a
afirmacao que os disparos medidos em cada célula cadtica tornam-se quase sin-
cronizados, tem que ser reescrita como o0s disparos tornam-se inexistentes. Como
podemos ver na figura (3.10) a dinamica produzida por tal intensidade de acopla-
mento é como se estivéssemos estudando oscilagoes harmonicas. Contudo, estes

resultados observados nestas ultimas figuras, (3.9) e (3.10), para investigagdes de



©

I
()

L | L | L | L
50000 50500 51000 51500 52000
n

Figura 3.8: Série temporal mostrando os disparos fornecidos pela dinamica rapida
7@ sendo (a) a = 4,1; (b) a = 4,3; (¢) a = 4,5; (d) a = 4,7, 0 = 3 = 0,001 e
N =100 células acopladas com uma intensidade ¢ = 0, 1.
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Figura 3.9: Série temporal apresentando os disparos fornecidos pela dinamica rapida
@ sendo (a) a = 4,1; (b) a = 4,3; (c) a = 4,5; (d) a = 4,7, 0 = 8 = 0,001 e

N =100 células acopladas com uma intensidade € = 0, 5.



um comportamento de uma rede neural nao seriam tteis, pois eles fogem das ob-
servagoes experimentais por nao apresentarem a caracteristica dos disparos como os

apresentados, por exemplo, na figura (3.7).

Figura 3.10: Série temporal para os disparos fornecidos pela dindmica rapida z(
sendo (a) a =4,1; (b) a =4,3; (¢c) a =4,5; (d) « =4,7, 0 = =0,001 e N = 100

células acopladas com uma intensidade € = 1, 0.

O parametro externo o define a dinamica da varidvel rdpida =V, o
qual pode gerar ou nao uma formagcao que pode ser interpretada como picos (spikes).
Para um valor de ¢ = 0,001, que é considerado na literatura um valor padrao,
uma intensidade de acoplamento ¢ = 0,04 e quatro células observadas com a =
4,0;4,2;4,4 e 4,6 em uma rede com N = 100, vé na figura (3.11) que para um valor
de a = 4,0 os disparos caracteristicos nao tem uma forma definida e para valores

superiores o comportamento ¢ similar a uma célula como na figura (3.7).

Quando tomamos valores superiores do valor padrao, no caso o =
0,002 para a Figura (3.12), nota-se uma predominancia dos spikes, exceto para a
Figura (3.12 a), que mantém o comportamento dos disparos, mas de uma forma
mais alongada. Por outro lado, a medida que diminuimos o valor de o de 0,001
os disparos comecam a diminuirem como ¢é visto nas figuras (3.13) e (3.14), até

para um valor ¢ = 0,00055 onde as células nao apresentam nenhuma caracteristica
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Figura 3.11: Série temporal para os disparos fornecidos pela dindmica rapida ("
sendo (a) « =4,0; (b) a =4,2; (¢) a =4,4; (d) a=4,6; 0 = (=0,001 e N =100

células acopladas com uma intensidade € = 0, 04.

comportamental frente ao valor padronizado ¢ = 0, 001.

3.1.3 Rede Sem-Escala

Recentemente, as pesquisas estao voltadas a andlise de estruturas e dinamicas de
redes que sao compostas por elementos nao idénticos, que possuem uma interagao
nao local e sao observadas em muitas disciplinas, englobando desde a biologia mole-
cular até a ciéncia computacional [25, 26]. A maior dificuldade estd na descrigao
da topologia destes sistemas, pois a maioria deles tem a forma complexa na qual os
sitios sao os elementos da rede com determinadas conexoes. Como exemplo, uma
rede genética complexa na qual os sitios sao as proteinas e genes, e as interagoes
quimicas entre eles sdo as conexoes [27]. Um nivel diferente de organiza¢ao é uma
enorme rede que é formada pelo sistema nervoso, onde os sitios sao os neuronios e
os axonios sao as suas conexoes [28]. Redes em ciéncia social onde os vértices sao os
individuos ou organizacoes e as conexoes representadas pelas interagoes sociais entre

elas [29], ou a rede mundial de computadores (World Wide Web - WWW), onde os
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Figura 3.12: Série temporal apresentando os disparos fornecidos pela dinamica rapida
7@ sendo (a) a = 4,0; (b) @ =4,2; (¢) a =4,4; (d) a = 4,6; 0 = 0,002; 3 = 0,001

e N = 100 células acopladas com uma intensidade € = 0, 04.
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Figura 3.13: Série temporal exibindo os disparos fornecidos pela dinamica rapida ("
sendo (a) @« =4,0; (b) a =4,2; (¢) a =4,4; (d) « =4,6; 0 =0,0008; 5=0,001 e

N =100 células acopladas com uma intensidade £ = 0, 04.
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Figura 3.14: Série temporal mostrando os disparos fornecidos pela dinamica rapida
2@ sendo (a) a = 4,0; (b) a = 4,2; (c) a = 4,4; (d) a = 4,6; ¢ = 0,0006; 3 = 0,001

e N = 100 células acopladas com uma intensidade € = 0, 04.
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Figura 3.15: Série temporal para a dinamica rdpida =) sendo (a) o = 4,0; (b)
a=4,2; (c)a =4,4; (d) a = 4,6; 0 = 0,00055; 3 = 0,001 e N = 100 células

acopladas com uma intensidade € = 0, 04.



vértices sao os documentos HTML conectados pelos links apontando de uma pagina

para outra [4].

Tradicionalmente, redes com topologias complexas sao descritas pela
teoria de grafos randomicos de Erdos e Renyi (ER) [4]. Estas redes tém por ca-
racteristica apresentar um alto grau de auto-organizacao mostrando uma propriedade
de larga escala em redes complexas. Entretanto, independente do sistema e da iden-
tidade de seus constituintes, a probabilidade P(k) que cada sitio interage com outro
k sitio decai com uma lei de poténcia, seguindo P(k) ~ k~7. Este resultado indica
que redes grandes auto organizam-se dentro de um estado sem escala [4], uma ca-
racteristica que nao é prevista por todos os modelos de redes randomicas existentes.
Atribui-se essa dificuldade ao incorporar o crescimento e conexao preferencial, duas

pecas chaves de redes reais que sao:

1) Crescimento - partindo de um ntmero fixo de elementos que sao
conectados randomicamente (modelo-ER), com o intuito de simular uma rede no

mundo real, elas sao formadas pela continua adi¢ao de novos sitios.

2) Conexao Preferencial - redes reais apresentam uma conexao prefe-
rencial. Por exemplo: um ator novato, ¢ mais comum ele atuar com um ator bem
famoso do que com um menos famoso, consequentemente, a probabilidade com que
esse ator novato atue em conjunto com um ator famoso é maior do que com um

menos famoso.

Estes dois aspectos genéricos de redes reais nao eram incorporados
nos modelos que assumiam um numero fixo de sitios N, que sao randomicamente
conectados, modelo-ER figura (3.16 a), onde N sitios sao conectados com uma proba-
bilidade Pgg. O numero total de conexdes do sistema é dado por n = PgrN(N—1)/2.
O exemplo mostra uma rede com N = 10 sitios para Pggr = 0,0 e Pggr = 0,2. Para
Prr = 0,0 nao ha conexoes no sistema. Selecionados cada par de sitios que sao
conectados com probabilidade Prr = 0,2. A figura mostra o resultado deste pro-
cedimento, obtendo uma rede um total de n = 9 conexoes. Para Prr = 1 a rede é
completamente conectada. No modelo proposto por Watts e Strogats, figura (3.16 b),
comeca-se com uma rede regular em uma dimensao com os vizinhos mais proximos

conectados, sendo a média da conectividade < k >= 4. A fracao Py s ¢é reescrita



randomicamente. O exemplo apresenta uma rede com N = 10 sitios. Para Pyg =0
o sistema é uma rede regular com 2N = 20 conexoes. Para Py s =0,3, 2PysN =6
conexoes foram reconectadas randomicamente. Note que para Py g = 1 é obtida uma
rede randomica, equivalente para o modelo FR com Prpr =< k > /N = 0,4. Mas
ambos tém uma caracteristica em comum nos seus modelos, que é a probabilidade
de encontrar um sitio fortemente conectado, isto é, com grande k, decai exponencial-

mente com k; entao os sitios com grande conectividade sao, praticamente ausentes.

o
@ o
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® o
o ® ®
Per=0,2 Rvs=0.3
@ (b)

Figura 3.16: Ilustracao dos modelos de (a) Erdos-Rény e (b) Watts-Strogatz.

Em suma, algumas redes reais se expandem continuamente pela adi¢ao
de novos sitios, e conectam-se preferencialmente a outros que ja estao com muitas
conexoes no sistema. Modelos de redes randomicas, as quais, assumem que sitios sao
conectados randomicamente e uniformemente, contrastam com sistemas reais que
exibem conectividade preferencial como bem visto no exemplo do ator novato atuar
preferencialmente com ator mais famoso, indica que a probabilidade com a qual um
novo sitio se conecta a sitios ja presentes na rede nao é uniforme e ha uma grande

probabilidade dele ser conectado a um sitio que tem um grande ntiimero de conexoes.

Ao longo da histéria da ciéncia, foram produzidos véarios modelos de

redes randomicas, e recentes estudos estao associando estes modelos com o mundo



real, tal como sistemas de informacoes, econdmicas e biologicas. A maior investigacao
até hoje foi feita por Erdés e Renyi, [30], onde eles utilizaram o primeiro estudo
de aspecto estatistico de grafos randomicos, baseado em um método probabilistico.
O modelo era simples, assumia que todos os sitios da rede eram equivalentes, e
quaisquer par destes eram conectados com a mesma probabilidade P. Dentre outras
propriedades dos graficos randomicos figura (3.17 a), Erdés e Renyi, observaram o
surgimento de uma espécie de “enraizamento” dos sitios, e a probabilidade P(k)
que cada sitio na rede interage com outro sitio seguia uma distribuicao de Poisson,

P(k) = e 7*/k! , onde k sdo as conexdes e v ¢ a inclinacio da reta ajustada.

Uma classe de redes complexas que tem recebido grande atencao é a
rede sem escala figura (3.17 b), para a qual a conectividade ou nimero de conexoes
de cada sitio, apresenta uma dependéncia estatistica tipo lei de poténcia. Entao em
uma rede sem escala, um pequeno numero de sitios possui uma grande conectivi-
dade, enquanto que a maioria dos sitios sao encontrados com baixa conectividade.
Especificamente P(k) ~ k=7, v > 1, denota a probabilidade de encontrar um sitio
com conectividade entre k e k + dk. A distribucao tipo lei de poténcia fica evidente,
como uma consequéncia de dois mecanismos genéricos que ja foram citados: redes
expandem pela adigao de novos sitios e novos sitios sao conectados preferencialmente

a outros que ja estao presentes na rede com muitas conexoes.

Muitos problemas envolvem redes sem escala, e tém sido tratados de
um ponto de vista grafo-tedrico. Por exemplo, redes neurais, que sao encaixadas
em uma rede tri-dimensional no cérebro, onde os sitios sao os neuronios, conectados
pelos axonios e dentritos [32]. Ha varios trabalhos recentes que usam o implemento
de redes sem escala, portanto para investigar modelos dinamicos de uma funcao
cerebral, por exemplo, é necessario desenvolver métodos para generalizar e analisar

sistemas dinamicos acoplados de redes sem escala.

Assim, para este estudo no qual a dinamica do sistema possui um
tempo discreto, que tem por papel de funcionar como um processamento de in-
formagoes entre neuronios e com a prescricao de um acoplamento de uma rede sem
escala com uma dependéncia caracteristica tipo lei de poténcia e da evidéncia ex-

perimental que os neronios exibem um comportamento cadtico, serd feito o uso do
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Figura 3.17: Topologias para as redes (a) randomica e (b) sem escala.

acoplamento de mapas logisticos e de Rulkov. Para a rede considerada a intensidade

do acoplamento é considerada com o mesmo valor para todos os sitios.

Redes de mapas acoplados sao amplamente reconhecidos como sim-
ples, mas paradigmaticos para sistemas complexos em redes neurais. Em particular,
serd examinado uma cadeia de mapas logisticos acoplados f(z) = rz(1 — z), onde
2 € [0, 1] representa a varidvel de estado para o sitio i(i = 1,2,3,...) para n tempos

e também usaremos o mapa de Rulkov.

Nesta dissertacao utilizaremos o seguinte modelo,

2l = (L= )f@)) + 5 3 fa), (3.8)
=1

1=

onde € > 0 ¢ a intensidade de acoplamento e assumindo que cada sitios ¢ é acoplado
com ele mesmo e com k® outros sitios escolhidos randémicamente ao longo da rede
de acordo com uma distribui¢ao de probabilidade P(k) ~ k=7, k é a conectividade,

, ~ sLe .~ e e e . A . 7
ou o numero de conexoes por sitio e COIldl(;OGS iniciais randomicas para ZL'((])



A rede é construida por uma seqiiéncia de passos s = 0,1,2, ..., Syaz;
comegando com uma semente com Ny = 11 sitios, figura (3.18). Para cada passo s um
novo sitio é adicionado na rede de tamanho N, tal que ele é conectado a [ = 2 sitios
escolhidos randomicamente. De acordo com a distribuicao de uma rede sem escala,
estas conexoes devem ocorrer preferencialmente a sitios que possuem mais conexoes.
Isto é feito utilizando uma probabilidade diferente para cada sitio P{") = k@ /N,
onde k%) é o nimero de conexdes por sitio para cada passo s. Este processo é
repetido até atingir um tamanho de rede N desejado, no qual foi escolhido N = 230
nas simulacoes numéricas desenvolvidas nesta dissertacao. Depois de um ntumero
de Spee de passos temos k) conexdes por sitio, correspondendo a probabilidade
PO = kO /N. A figura (3.19) mostra um histograma para um ntimero de sitios com
uma conectividade k obtida no procedimento para uma rede com N = 230 sitios. A
aproximagao numérica para a distribuigdo mostra uma lei de poténcia P(k) ~ k=7

com inclinagao v = 2, 08.

Figura 3.18: Diagrama da semente inicial com Ny = 11 sitios acoplados.

Reescrevendo (3.8) na forma
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T = (1 =) f(2)

n /{?(l ’l]f (39)

onde g;; sao os elementos de uma matriz conectividade N x N, e g;; = 1 se os sitios
7 e j sao conectados e zero em outros casos. A matriz de conectividade é simétrica
gi; = g;i devido ao processo de construcao da rede sem escala, isto ¢, a conectividade

da matriz evolui através de um niimero finito de passos conservando a sua simetria.

1000

100 -

P (k)

1 10 100

Figura 3.19: Distribuicao de probabilidade da conectividade para uma rede de mapas

acoplados com N = 230 sitios. A linha sélida é a regressao com uma inclinagao 2,08.



Capitulo 4

Coeréncia de Direcao (CD)

Consideramos o caso de unidades idénticas e a equacao (3.9) descrevendo o compor-
tamento de mapas logisticos idénticos acoplados em um completo estado cadtico. Na
seqliéncia, concentrando-se em um sistema com N = 230, impondo condigoes inici-
ais randomicas. As simulagoes numéricas mostram que com o aumento do acopla-
mento ¢, para determinados valores do parametro de controle r» mais e mais sitios
tém um comportamento similar e esta similaridade nao muda com o tempo. Entao
denominam-se estes estados que mostram méaximos (minimos) locais, para o mesmo
tempo, como estados com coeréncia de dire¢gao. A figura (4.1) mostra o compor-
tamento oscilatério de 230 sitios para uma intensidade de acoplamento ¢ = 0,9.
Mesmo os sitios possuindo os méximos (minimos) para o mesmo tempo, as ampli-
tudes permanecem diferentes [10]. Na figura (4.1) foram superpostos dois perfis para
dois tempos sucessivos logo apds um grande nuimero de transiente desprezado, para

uma rede de mapas logisticos acoplados, onde a dire¢ao ¢ indicada pelas setas.

Agora, a chave do problema é encontrar uma boa definicao para a
coeréncia de dire¢ao para sistemas a tempo discreto. Podemos presumir que a
coeréncia de direcao para estes sistemas pode ter algo com a direcao da variavel
de estado. Para caracterizar quantitativamente a transicao da coeréncia de direcao

d?) em sistemas iterados, defini-se para os sitios da rede [33],

23



40 — 1, se 2@0/2% >1;
" 0, outros casos.

Em decorréncia desta definicio para d¥), em que as amplitudes dos
sitios se comportam caoticamente, ocorre que entre duas iteracoes temporais do
mapa, o padrao espacial pode apresentar uma coeréncia na direcao. Isto é, como se
dispuséssemos um numero determinado de pessoas em uma escadaria de igreja por
exemplo, e cada pessoa em um degrau diferente da outra e entao de um instante de
tempo t para um tempo t + 1 todas as pessoas subissem ou descessem um degrau.
Neste caso as pessoas estariam em degraus diferentes (amplitudes), entretanto todas
se movimentaram na mesma diregdo (coerentemente direcionados). Esse fenémeno
pode exibir algumas variacoes, como um estado de sincronizacao completa ou inter-
miténcia entre os estados coerentes, os quais dependerao dos valores dos parametros

do sistema.

Como os sitios estdo sempre oscilando, d¥) denota uma coeréncia de
direcao ou um conjunto de coeréncias de diregoes. Baseado nesta definicao, podemos
dizer o tempo para o qual todos os perfis dos sitios na figura (4.1) estao coerentemente
direcionados. Para tempos maiores, um certo nimero de sitios (ou a rede inteira)
pode permanecer coerente ou nao coerente. Se had uma informagao relevante quanto
as amplitudes, se aumentam ou diminuem, a defini¢do para a coeréncia de direcao é
suficiente.

Definindo M%) = ¥ (d® = 0) e MV = SV (d® = 1) como o
numero de sitios da rede para um tempo n com direcao d,, equivalente a 0 e 1

respectivamente, pode-se definir uma razao de coeréncia p, como

1
= max(N{", NiY), (4.1)

neste caminho podemos ver que, se as direcoes de todos os sitio “saltam” entre 0 e
1, a razao se aproxima de um valor constante. Se p = 1, todos os sitios da rede estao
em uma diregdo coerente. O menor valor para esta razao é p = 1/2, uma situagao

em que a metade dos sitios tem d¥) = 0.
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Figura 4.1: Superposicao de dois comportamentos espaciais para os tempos n =
14431 e 14432 para uma rede sem escala com N = 230 mapas acoplados, r = 3,72 e

£ =0,9. As setas indicam a coeréncia de direcao.

Como a rede evolui com o tempo, esta razao pode ter comportamentos
distintos. Para alguns valores dos parametros, figura (4.2 a), a razao de coeréncia
cresce monotonicamente e satura em 1 depois de um ntimero de iteracoes, tal que para
esta figura nao foram descartadas as iteragoes transiente com o intuito de mostrar
como a razao da CD comporta-se desde o seu tempo inicial até o tempo em que se
deseja observar a dinamica. Por outro lado, para outros valores dos parametros pode
surgir um comportamento intermitente, como ¢ ilustrado na figura (4.2 b), onde p,

tem comportamentos laminares para 1,0 e irregulares para p, < 1.

Para analisar ambas as situagoes dentro de uma mesma estrutura,
definimos a quantidade F' = N,/A,,, onde N, é o nimero de ocorréncias de sitios
com coeréncia de direcao, isto é, para os quais p, = 1, em um intervalo de tempo
A,. Assim, F é interpretada como uma fracdo de mapas com completa coeréncia
de diregdo em um dado intervalo de tempo. Por exemplo, na figura (4.2 a), se
considerarmos um intervalo de tempo inteiro A,, = 10, temos um fragao de aproxi-

madamente 60%. Na figura (4.2 b) esta fracdo é consideravelmente pequena devido
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Figura 4.2: Razao da coeréncia de dire¢ao para N = 230, (a) r = 3,69 e € = 0, 9;
(b)r=3,72e ¢, = 0,33831.



a varios estouros para os quais p, < 1, no intervalo de tempo A,, = 1000.

Esta fragao de tempo onde todos os sitios da rede sao coerentes de-
pende da intensidade do acoplamento € e pode apresentar uma transicao critica,
como é mostrado na figura (4.3 a), onde o mapa logistico acoplado com r = 3,69
exibe uma transicao abrupta de F', de 0 para 1 em €* ~ 0, 32. Isto significa que com
o aumento da intensidade do acoplamento, uma rede completamente nao-coerente
pode subitamente vir a ser completamente coerente. Ha outro ponto critico onde a
transicao nao é tao abrupta, ocorrendo para outros parametros de controle r, como
em ¢, ~ 0,37 figura (4.3 b). Para valores superiores do parametro de controle, como

por exemplo 7 = 4,0, a transi¢cdo nao ocorre, Figura (4.3 ¢).

Uma caracteristica observada na rede é que, para ¢ > ., ha um
comportamento intermitente [34] entre as regides laminares de p = 1 e estouros
com p < 1, como foi observado na figura (4.1 b). As fases laminares tém diferentes
comprimentos e seus histogramas normalizados mostram que para dois diferentes va-
lores pds-criticos de intensidade de acoplamento, uma distribuicao de probabilidade
pode ser ajustada por uma exponencial P(7) ~ e~" onde 7 é o tamanho da fase
laminar e « a inclinagao da reta ajustada, figura (4.4), com diferentes valores de o de

acordo com a intensidade de acoplamento. Entao, para a figura (4.4a) a correlagao
obtida foi de —0,973, e para figura (4.4 b) —0,971.

O valor critico da intensidade de acoplamento €. depende do parametro
de nao linearidade r, mas nao do tamanho da rede [35]. Vemos na figura (4.5) o
comportamento de €. versus o tamanho da rede N para um valor do parametro de
controle r = 3,72 e observa-se que ¢, exibe flutuagoes em torno de . = 0,35 de

menores amplitudes a medida que N cresce.

A observacao de uma segunda transicao entre um estado nao coe-
rente para um comportamento de coeréncia completa ocorre para um valor de €*
quando a intensidade do acoplamento cresce monotonicamente com o parametro de
nao-linearidade r, como é mostrado na figura (4.6). Os valores de r na figura sao
para os quais somente os seus £ correspondentes aparecem, o que nao ocorre em

situagoes como nas figuras (4.3 b) (4.3 ¢).
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Figura 4.3: Limiar dos estados coerentes versus a intensidade de acoplamento para
uma rede sem escala com N =230 ¢ (a) r = 3,69; (b) r = 3,77; (c) r = 4,00. Foram

realizadas 10000 iteracoes das quais 5000 descartadas.
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Figura 4.4: Distribuicao dos platos de coeréncia de direcao para uma rede sem
escala com N = 230, r = 3,72, e (a) e = 0,33831; (b) € = 0,7. As linhas sélidas
representam as regressoes com inclinacoes 0,144 e 0,049, respectivamente. Foram
feitas 140000 iteracoes e descartadas 100000.
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Figura 4.5: Comportamento da intensidade de acoplamento critico versus tamanho
da rede para r = 3,72. Foram feitas 140000 iteragoes e descartadas 100000.
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feitas 140000 iteracoes e descartadas 100000.



Capitulo 5

Sincronizacao de Fase Caodtica de uma

Rede Neural Sem Escala

Uma rede neural tem uma propensao natural para armazenar conhecimento e torna-lo
disponivel para uso. Neuronios comportam-se como somadores algébricos, adicionam
entradas excitatorias e subtraem entradas inibidoras, possuem uma propriedade li-
miar que este dispare um sinal através de um axonio ao exceder um determinado
valor. Em uma rede biolégica os sinais entre os neuronios sao transmitidos por pulsos
elétricos viajando ao longo do axonio. Estes pulsos atingem o préximo neuronio em
terminais chamados sinapses, encontrados principalmente em um conjunto de ramos
de processamento emergente do corpo da célula conhecidos como dentritos e é usada

para armazenar este conhecimento.

Muitos estudos tém sido feitos em neurdnios artificiais com uma
dindmica nao estdvel [36, 37]. Estes estudos sao motivados por resultados obti-
dos em cérebros de mamiferos [38, 39]. Skarda e Freeman [39] investigaram sinais
de eletroencefalograma, oscilagoes no bulbo olfativo do coelho e observaram que o
cérebro realmente "deve usar mecanismos semelhantes aos computacionais”. Eles
sugeriram que para entender a funcao do cérebro é necessario saber como o sistema
sensorial processa a sua informacao e basearam o seu modelo em atividades cerebrais
cadticas. Além disso, propuseram que o cérebro se comporta caoticamente por di-
versos motivos, sendo o principal deles baseado na observagao de que o caos é uma

forma basica para a atividade neural coletiva em todo o processo de percepcao, onde
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age como uma fonte de ruido controlada, de modo a certificar um continuo acesso
aos padroes aprendidos anteriormente, e como modo de aprender novos padroes. Em
outras palavras, eles observaram que o cérebro faz uma espécie de busca cadtica, var-
rendo todo o espaco de fase tentando encontrar o padrao que melhor se assemelhe ao
padrao percebido. No cortéx visual do gato, por exemplo, os estimulos sincronizados
especificos foram reportados por Eckhorn, Grey e Singer [38]. Babloyants e Dextexhe
[40] analisaram o eletroencefalograma humano em vérios estados mentais e sugeriram

que o caos tem um papel fundamental na resposta a estimulos externos.

O cérebro, um enorme sistema formado por neuronios, é constituido
por centenas de modulos especiais com diferentes fungoes e cada um deles como
sendo uma rede complexa, onde cada neuronio recebe uma excitagao de alguns mi-
lhares de outros neurénios [41]. A atividade neural apresenta dois tempos de escala
distintos: (i) uma escala de tempo répida, caracterizada por picos repetitivos; (ii)
um tempo de escala lento com intervalo de disparos de picos. Em observagoes de ex-
periéncias bioldgicas e simulagoes numéricas, mostram que neuronios isolados podem
desenvolver disparos irregulares, enquanto que um conjunto de disparos irregulares
podem sincronizar e produzir uma regularidade. A sincronizagao de fase cadtica é
definida como sendo a ocorréncia de uma certa relacao entre as fases interagentes
do sistema, especificamente nos disparos como veremos a seguir, enquanto isso as

amplitudes dos picos apresentam um regime cadtico.

A transicao para uma sincronizacao de fase dos disparos ocorre do re-
sultado da intensidade do acoplamento que pode ser forte o bastante para um sistema
acoplado globalmente onde cada neuronio interage com o campo médio produzido
pela rede [15]. O principio de uma sincronizagdo completa é dependente apenas
do ntmero de conexoes k recebida por cada neuronio provido com k conexoes, nao

importando outros detalhes da rede [42].

Agora sera apresentado um modelo que demonstra o efeito de sin-
cronizacgao e regularizacao de uma dinamica cadtica de um grupo de células que de-
senvolvem um comportamento no qual possui disparos cadticos reproduzidos pelas

seguintes equagoes.



y,(;)rl = yg) — O’[Eni) + 0, (5.1)

que sao as mesmas equagoes utilizadas para um sistema dinamico acoplado do
capitulo 3, equagao (3.7). A evolugao lenta de y,(f) é realizada para pequenos va-
lores dos parametros positivos (3 e o, os quais consideramos 0, 001, figura (5.3 b). Os
valores dos parametros ) serdo distribuidos randomicamente no intervalo [4, 1;4, 4],
onde o mapa produz oscilagdes cadticas em z(). Quando ¢ = 0, dependendo do valor
de o9, temos dois comportamentos diferentes de regimes qualitativos: oscilacoes
cadticas continuas e disparos cadticos [18] mostrados na figura (5.1) Como pode-
mos ver nas figuras a duracao média dos disparos é bastante sensivel aos valores de
o, As figuras (5.1 b) e (5.1 d) mostram a sincronizacdo dos disparos utilizando
o acoplamento global dado pelas equagdes (5.1) considerando uma intensidade de
acoplamento igual a € = 0,04. Para ¢ = 0,0 percebe-se que o fato dos sitios estarem

desacoplados hé uma irregularidade nos disparos, figuras (5.1 a) e (5.1 ¢).

Estes resultados foram, originalmente, demonstrados por Nikolai F.

Rulkov [18]. O que se desenvolverd a partir deste ponto serd uma implementagao

deste modelo dentro de um sistema em que had um comportamento onde um ntimero

fixo de constituintes da rede aumenta pela adicao de outros novos sitios, ou seja,
uma rede sem escala,

a®

1+ (z)? i )=
ks =y — o2 + 8, (5.2)

xT(;-)i-l =

onde as consideragoes para esta equagao, sao as mesmas para as equagoes (3.7 e 3.9)
do capitulo 3. Assim, para uma rede sem escala com 4,1 < a® < 4,4, N = 230
sitios e uma intensidade de acoplamento ¢ = 0, 04, da equagao (5.2) foi obtida a figura
(5.2). Esta figura mostra um comportamento semelhante ao produzido originalmente
pela figura (5.1), com um acréscimo de informagdes nas figuras (5.2 a) e (5.2b) que
mostram o comportamento de um indicador para outros diagnosticos, que é o campo

médio produzido pela rede,
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Figura 5.1: Comportamento da varidvel estado rapida z(¥ para uma rede com 230
sitios e apenas dois deles analisados, (a) « = 4,4 e (¢) a = 4,1, ¢ = 0,0. Para (b)
a=4,4¢e(d) a=4,1,¢=0,04.

1 )
M=~ S 2l (5.3)

Na figura (5.3 a), observa-se o comportamento da variavel de estado
rapida () em que fica evidenciado os disparos, e na (b) temos a variavel lenta y")
para os ny, disparos dos k-ésimos disparos. Ao compararmos as figuras de onde foram
retiradas as informacoes do tempo em que ocorrem os disparos, fica claro o compor-
tamento da dinamica, porque se quiséssemos da figura superior tal informagao, ela de
alguma forma nao seria precisa, pois nao apresenta aparentemente nenhum padrao
quantitativo. Ou seja, para desenvolver a simulacao numérica provavelmente teria
uma perda de precisdo. Ao contrdrio da figura abaixo para y) onde se tem um
padrao bem definido que facilita a visualizacao dos ng, que correspondem aos picos
da variavel lenta. Da andlise das figuras verifica-se que ha a existéncia de um tempo
caracteristico entre os disparos, permitindo assim, introduzir uma fase dos disparos

de cada oscilador no i-ésimo sitio gpff)



0 | 0
05— - .05 |
M -1 - 1
15 — sl i
) | @ | (b)
0000 51000 52000 50000 51000 52000
2 2 T
0.3 0.3
x 0
n
1.7 1.7
] | (© ] |
5§ooo 51000 52000 50000 51000 52000
0.3 0.3
x ® | |
n
1.7 1.7
_ | ©
8000 51000 52000 53000 51000 52000
N n

Figura 5.2: Comportamento da varidvel () para uma rede sem escala com N = 230
sitios dos quais analisados apenas dois deles, sendo (a) e (b) o comportamento do
campo médio; (c) e (e) a =4,1ea =4,4, (d) e (f) « = 4,1 o = 4, 4 respectivamente;

coluna a esquerda € = 0 e coluna a direita £ = 0, 04.



o(n) =2k + QWM, (5.4)
Ng41 — N

que cresce linearmente entre os ny disparos para os quais comecam, sendo k£ o nimero

de um disparo e hd um acréscimo de 27 a cada intervalo de tempo ngr; — ng.

A frequéncia dos disparos é uma velocidade média do aumento da

fase, dada por
o )~ p(0)

Jim - (5.5)
Se todos neuronios da rede estao desacoplados eles geram disparos aleatérios no
tempo, causando um estado nao coerente. Se acoplados, podem forcar os disparos a
acontecerem aproximadamente no mesmo instante. Portanto a caracteristica proe-
minente de sincronizacao de fase cadtica é que as fases podem ser mutuamente
ajustadas, enquanto que as amplitudes podem permanecer completemente descor-
relacionadas. Entao em dois neuronios sincronizados em fase no tempo, os disparos

estao préoximos, mas as suas amplitudes permanecem descorrelacionados.

5.1 Sincronizacao de Fase de Disparos Neurais

Na figura (5.4) é mostrado o comportamento da evolucao temporal da fase dos dis-
paros. O que se observa é um crescimento monotonico da fase com o tempo. Se os
neuronios estao desacoplados este comportamento apresenta inclinacoes com tipicas
diferencas e quando acoplados, ¢ = 0,04, ha uma aproximacao, mesmo para di-

ferentes valores de a.

Da mesma forma que foi utilizado o parametro de ordem (3.3) para o
acoplamento global (3.2), serd usado para a rede sem escala com o mapa de Rulkov.

No entanto agora sera implementado para a fase (5.4),

N
zn = Ry exp(if,) = v > exp (igp?), (5.6)
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Figura 5.4: Evolucao temporal da fase dos disparos para dois sitios em uma rede
com N = 230, a® = 4,1 e o = 4,4, para uma rede de Rulkov sem escala com

¢ = 0 (linhas pontilhadas) e € = 0,04 (linhas continuas).

Para mapas desacoplados podemos esperar um comportamento para o qual as fases
dos disparos ¢, sao descorrelacionados espacialmente tal que a contribuicao para
o resultado da somatéria em (5.6) é tipicamente pequeno. Por outro lado, em um
estado completamente sincronizado a magnitude do parametro de ordem ¢é igual a
1, indicando uma superposicao coerente dos vetores de fase para todos os sitios. A

figura (5.5) mostra a média temporal da magnitude do parametro de ordem,

T—o00

_ 1 I
R, = Jim S R, (5.7)

A figura mostra que, para diferentes conexoes [, para as quais cada sitio adicionado
na rede é conectado , hd um comportamento distinto para o parametro de ordem
[43]. Se para cada sitio que é adicionado na rede é permitido uma conexao [=1,
a magnitude R,, possui valores que no maximo alcancam 0,75. Quando para cada
sitio que entra na rede é permitido duas conexoes [=2, a rede ja apresenta uma
boa caracteristica de sincronizacao, e para [=3 o comportamento é semelhante a
configuracao anterior, com uma sensivel melhora dos estados sincronizados. Logo

para trabalhar com outras propriedades que exigem sincronizacao dos disparos, (=2



Figura 5.5: Média temporal da magnitude do parametro de ordem em funcao da
intensidade do acoplamento € para uma rede sem escala com o mapa de Rulkov com
N = 230 sitios para: quadrados [=1; circulos =2 e cruzes [=3. Foram feitas 52000

iteragoes das quais 50000 descartadas.

é o suficiente.

5.2 Sincronizacao de Frequéncia com Perturbacao

Externa

Na secao anterior foi visto que neurdnios acoplados em uma rede sem escala sao
capazes de sincronizar os disparos, mas mantendo as amplitudes descorrelacionadas.
Alguns deles sincronizam em uma dada frequéncia. Sendo assim serd investigado
a seguir a aplicagao de um sinal externo com o intuito de obter ou nao esta sin-
cronizagao. O estimulo externo do cérebro tem sido intensivamente estudado com
respeito a aplicacao de um potencial no controle de patologias ritmicas. Da sin-
cronizacao de neuronios pode ser pensado em um modelo para simular uma doenca
como o mal de Parkinson, tremores e epilepsias [44]. Esta intervencao ¢é possivel pela

inser¢ao de microeletrodos dentro de uma regiao danificada do cérebro e aplicando



sinais elétricos apropriados [45].

O objetivo é obter a sincronizagao dos neuronios com a frequéncia
do sinal externo. No entanto, o problema é como e quando esta sincronizacao pode
ocorrer ou nao devido a variacao dos parametros da rede. Rosenblum e Pikovsky
propuseram uma ideia de como isto pode ser implementado em redes globalmente
acopladas [46]. Ivachenko [15] prop6s o uso de um sinal aditivo em um sitio da rede,

com amplitude d e frequéncia w.

Para o caso da rede sem escala um dos sitios é selecionado. Um sinal

harmonico é inserido ao neuronio com i = I da seguinte forma:

8

(1) a® (4 > ()
=3+ 15 > grjzl) + dsen(wn), (5.8)
(1) k& =
1+ (.flfn > J=

onde d ¢é a amplitude do sinal aplicado e foi escolhido I = 1 que é o sitio da rede que
possui maior conectividade k. Investigamos o efeito desta pertubacio externa na

sincronizacao dos disparos.

Quando os neurdnios sincronizam com a perturbacao a atividade dos
disparos correspondem a frequéncias préximas a um valor comum, Q¥ ~ w. A
partir de um determinado valor da amplitude da perturbagao é possivel observar a
sincronizacao das frequéncias Q%) dos neurdnios com as frequéncias da perturbacio

w, como pode ser visto na figura (5.6).

Se a amplitude do sinal é baixa, figura (5.6 a), as frequéncias obser-
vadas decrescem com o crescimento de w sem exibir Q% = w. Em (5.6 b) ha o
surgimento de sincronizacao de frequéncias para um valor de amplitude de aproxi-
madamente 0,09 e para um pequeno intervalo ao redor de w = 0,013. O tamanho
deste intervalo cresce com o aumento da amplitude d, figuras [5.6 (c)] e [5.6 (d)],
sendo uma situacdo em que Arnold propos existir esta estrutura para osciladores

periédicos forcados [47].

Da caracteristica das conexoes de uma rede sem escala, pode haver
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Figura 5.6: Diferenca entre as frequéncias versus a frequéncia externa para uma rede
sem escala com € = 0,2 com amplitudes (a) d = 0,05; (b) d =0,09; (c) d = 0,15 e
(d) d =0,20. Foram feitas 160000 iteracoes e 100000 descartadas.



uma influéncia nos resultados na escolha de um sitio [43]. Se escolhermos um sitio
com muitas conexoes a influéncia do controle externo é naturalmente maior do que
um com poucas conexoes . De acordo com a figura (5.7 a) o sitio com maior nimero
de conexoes é 0 7 = 1 que possui 17 conexoes e os demais com menos de 9. A eficacia
da conectividade k¥ para a qual ela pode produzir um determinado tamanho de plato
de sincronizacao foi calculada pela largura dos intervalos da frequéncia de travamento
Aw, como mostra a figura (5.6) para um intensidade de pertubagao d = 0,2. O sitio
1 = 1 tem um intervalo de travamento de freqiiéncias quase trés vezes maior que o
restante dos sitios, figura (5.7 b). Se observarmos com cuidado podemos comparar as
extremidades das figuras, que na extremidade esquerda compreendida no intervalo
[1,4], hd uma coeréncia entre o grau de conectividade e o tamanho da frequéncia de
travamento, por outro lado, na extremidade direita nao hé correlacao direta entre

essas duas quantidades, mostrando que Aw independe do sitio tomado.

Figura 5.7: (a) Conectividade por sitio e um rede sem escala e (b) largura dos inter-
valos de travamento de frequéncia versus sitio da rede para um sinal com amplitude
d=0,20.

Conforme a posicao espacial dos sitios da rede cresce ha um decréscimo
monotonico do grau de conectividades, figura (5.7 a). Para os tamanhos Aw, figura

(5.7 b), esse decréscimo é percebido de uma forma mais sutil, se tomédssemos a média



de Aw possivelmente a caracterizacao de tal comportamento seria melhor visto.



Capitulo 6

Conclusoes

Esta dissertacao teve por objetivo o estudo e implementagao de redes de mapas
acoplados caoticos. Foi explorado um modelo de rede de crescimento continuo
e conexao preferencial, incluindo uma rede neural nestas caracteristicas. Como
dinamica local, ou a dinamica com respeito a cada sitio da rede em separado, foram
considerados os mapas logistico, equacao (2.10) e de Rulkov, equagao (2.20), que

possuem uma baixa dimensionalidade.

A rede utilizada nesta dissertagao foi desenvolvida com o intuito de
apresentar uma distribui¢ao tipo lei de poténcia, que ficou evidenciado na figura
(3.19), com uma lei de poténcia k=7 com coeficiente angular v = 2,08. Em uma rede
neural estudada na referéncia [41] foi encontrado que 7 tem os valores entre 2,0 e

2,2 sendo que o valor obtido nesta dissertacao ficou dentro deste intervalo.

Embora os sitios comportem-se caoticamente, quando acoplados eles
podem de uma certa forma desenvolver um estado de coeréncia de direcao. Em
muitos casos os osciladores podem apresentar amplitudes diferentes com um regime
cadtico, mas com uma coeréncia de direcao. Tais variacoes foram estudadas no
capitulo 4, onde a fracao dos estados coerentes é calculada em func¢ao da variacao do
parametro de acoplamento €. Se o valor do parametro de controle r é considerado
dentro de uma regiao de caos fraco (r = 3,69), ha uma stubita coeréncia de diregao
completa. Para valores intermediarios de r surge a intermiténcia e o comportamento

da fragao apresenta um carater crescente. Quando o sistema é submetido a caos forte,
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r = 4,0, estados coerentes aparecem apenas em eventuais casos. Se a dinamica da
rede apresenta intermiténcia dos estados de coeréncia de direcao podemos estudar os
platos dos estados coerentes através da distribuicao dos seus respectivos tamanhos.
Verificamos que a distribuicao dos tamanhos dos platos apresenta um comportamento

exponencial.

Estudamos a dependéncia dos estados coerentes com os valores dos
parametros e tamanho da rede, assim o modelo foi submetido a duas condigoes.
Primeiro, fixado o parametro de controle em r = 3,72, constatou-se que o limiar
da coeréncia de direcao estabilizou-se para tamanhos de rede superiores a valores
da ordem de 10?, figura (4.5). A outra condicdo foi em que a rede é fixada e os
parametros de ordem 7 e acoplamento ¢ sado variados. A figura (4.6) mostrou duas
regioes: uma a esquerda que contém todos os possiveis valores onde ha coeréncia de
direcao, e a outra a direita onde a rede se submetida a valores de r e € nao havera

estados com coeréncia de direcao.

O trabalho reportado nesta dissertacao foi entao, utilizando essa base
de conhecimentos, recursos computacionais e modelos de rede de mapas acoplados
caoticamente, modelar uma rede artificial de neuronios acoplados. Foi possivel in-
vestigar uma sincronizacao de fase dos disparos apds ter definido uma dinamica
conveniente para a fase dos disparos. Observando que a fase de diferentes mapas
acoplados submetem-se a similares evolugoes com tempo devido ao crescimento da
intensidade do acoplamento entre eles. Isto pode realcar a eficicia da rede, desde
que a informacao possa ser codificada no intervalo entre a fase, tal que agrupamen-
tos de neurdonios similares possam atuar cooperativamente na ordem para produzir
um resultado coerente. A caracterizacao destes efeitos coletivos foi realizado usando
varios diagndsticos numéricos, como a analise dos platos de frequeéncias perturbados

e um parametro de ordem complexo.

Na figura (5.5), para o comportamento do parametro de ordem, ve-
rificamos que ocorre sincronizagao dos disparos para [ > 2 [43]. Na referéncia [48],
considerando o mapa logistico, foi demonstrado que a sincronizacao de caos para as
amplitudes ocorre para [ > 8. Para a sincronizacao dos disparos é suficiente usar
=2



A proposta de um estimulo externo em algumas areas do cérebro é
eficaz no controle de certos comportamentos dinamicos [46] usando um sinal externo
periédico em um determinado sitio da rede. Foi observado o surgimento de uma
frequéncia de travamento entre os disparos e a frequéncia aplicada. A largura do
intervalo da frequéncia de travamento aumenta com a amplitude aplicada devido a
evolugao cadtica associada com a dinamica dos disparos. A largura também depende
de qual sitio a perturbagao ¢é aplicada, sendo que a maior largura ¢ obtida aplicando

a perturbacgao no sitio com maior niimero de conexoes.

Como trabalhos futuros estudaremos o mapa de Rulkov considerando
outras formas de acoplamento. Uma das formas possiveis é o acoplamento entre

redes utilizado na referéncia [49].
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