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Resumo

Neste trabalho, propoe-se analisar modelos matematicos que descrevem a dinamica de
populagoes, ou seja, conjuntos de organismos que podem ou nao pertencer a mesma es-
pécie, porém possuem comportamento semelhante no que refere-se a sua dinamica. Sao
tratados de forma especial os modelos de populagoes de células onde considera-se o tempo
de retardo, isto é, aqueles descritos por equagoes diferenciais com atraso. Primeiramente
é realizada a andlise em dois modelos mateméaticos, o primeiro descreve a interacao das
células tumorais com o sistema imunologico. Considera-se que o sistema imunoldgico é
constituido por células de repouso e células de caga, sendo que as de repouso se convertem
em células de caca, mas a conversao nao ¢ imediata, havendo necessidade de modelar por
equacoes diferencias com atraso. O segundo descreve um modelo para tratamento do can-
cer por quimioterapia, onde ha metastase de um foco primario para um foco secundario
pelas células tumorais. Observa-se as interagoes entre as células normais e tumorais como
sendo competitivas para os recursos disponiveis, e é pensado no agente de quimioterapia
como um predador em ambas as células, normais e cancerigenas. A metastase pode ocor-
rer com um tempo de retardo, o que da origem a equacoes diferencias com atraso. Em
seguida é descrito um modelo para o tratamento de um tumor cerebral por quimioterapia.
E proposto um sistema de equacgoes diferenciais ordinédrias para modelar o tumor no cére-
bro em tratamento por quimioterapia, que considera as interacoes entre as células da glia,
o glioma, os neuronios e os agentes quimioterapicos. Analisa-se as condi¢oes para o cres-
cimento do glioma a ser eliminado, e identifica-se os valores de parametros para os quais

a inibigao do crescimento do glioma ¢ obtida com um minimo de perda de células saudéveis.

Palavras chave: comportamento dinamico, crescimento de tumores, quimioterapia.



Abstract

This study proposes to analyze mathematical models that describe the dynamics of
populations, namely, sets of organisms that may or may not belong to the same species
but have similar  behavior as relates to their dynamics. It is specially  treated with
models of cell populations that consider the delay time, which are described by differential
equations with delay. The analysis is realized in two mathematical with models, the first
describes the interaction of tumor cells with the immune system. It is considered that
the immune system is constituted by resting cells and hunting cells, as well as, the resting
cells become cells hunting but the conversion is not straightforward, requiring shaping by
delayed differential equations. The second describes a model for treatment of cancer by
chemotherapy where there is metastasis of a primary to a secondary focus by tumor cells.
We observe the interactions between normal and tumor cells as being competitive for the
available resources, and it is thought the chemotherapy agent as a predator in normal and
cancer cells. Metastasis can occur with a delay time, which leads to delayed differential
equations. Next study is a model for treating of brain tumor by chemotherapy. We pro-
pose a system of coupled differential equations that model brain tumour with treatment by
chemotherapy, which considers interactions among the glial cells, the glioma, the neurons,
and the chemotherapeutic agents. We study the conditions for the glioma growth to be
eliminated, and identify values of the parameters for which the inhibition of the glioma

growth is obtained with a minimal loss of healthy cells.

Keywords: dynamic behavior, tumor growth, chemotherapy.
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1 Introducao

Em organismos multicelulares complexos de seres vivos tais como anfibios, peixes, rép-
teis, aves e mamiferos, existem grupos de células' especializadas e organizadas, formando
tecidos que compoem 6rgaos vitais para estes seres [1]. No organismo ocorre o crescimento
celular, que responde as necessidades especificas dele e, em geral, é um processo cuidado-
samente regulado. Contudo, pode ocorrer um rompimento dos mecanismos reguladores da
multiplicagao celular. Sendo assim, existem no organismo padroes de crescimento celular

controlados e nao controlados [2].

A hiperplasia, a metaplasia e a displasia sao exemplos de crescimento controlado, en-
quanto que as neoplasias correspondem aos padroes de crescimento nao controlados e sao
denominados, na pratica, de “tumores”. Um tumor pode surgir a partir de uma acumulagao
gradual de mudancas genéticas que liberam, a partir de células neoplasicas, os mecanismos
homeostéticos?, que regulam a proliferacdo celular normal [3]. A primeira dificuldade que
se enfrenta no estudo das neoplasias é a sua definicao, pois ela se baseia na morfologia e
na biologia do processo tumoral [4]. A mais aceita atualmente é: “Neoplasia é uma prolife-
ragao anormal do tecido, que foge parcial ou totalmente ao controle do organismo e tende

a autonomia e & perpetuagao, com efeitos agressivos sobre o hospedeiro” [2].

De acordo com o comportamento biolégico os tumores podem ser agrupados em trés
tipos distintos denominados benignos, limitrofes e malignos (cancerosos). Um dos aspectos
mais importantes no estudo das neoplasias consiste em estabelecer os critérios diferencia-

dores de cada um destes tumores. Ocorre situacoes nas quais a diferenciacao entre tumor

LCélula é a unidade bésica estrutural e funcional dos seres vivos.

2Homeostasia ou homeostase é a propriedade dos seres vivos de regular o seu ambiente interno, de
modo a manter uma condicao estdvel mediante multiplos ajustes de equilibrio dinamico, controlados por
mecanismos de regulagao inter-relacionados.
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benigno e maligno nao pode ser estabelecida com precisao e, nestes casos denota-se por
tumores limitrofes [2]. Os tumores benignos tendem a apresentar crescimento lento e ex-
pansivo, determinando a compressao dos tecidos vizinhos, o que leva a formacao de uma
pseudocapsula fibrosa. Ja nos casos dos tumores malignos, o crescimento rapido, desor-
denado, infiltrativo e destrutivo nao permite a formacao desta pseudocapsula. As duas
propriedades principais das neoplasias malignas sao: a capacidade invasivo-destrutiva local
e a producao de metastases [1]. Por definigdo, a metastase constitui o crescimento neo-
plésico a distancia, sem continuidade e sem dependéncia do foco primério [2]. A palavra
metastase deriva do prefixo grego metd, que significa “para além de”; e do verbo grego
1stémi, que se traduz por: “estar, colocar”. Este processo permite a liberacao de células de

um primeiro foco, expansao subsequente e ligacdo a estruturas em focos distantes [1].

Os tumores malignos, apesar da sua grande variedade (classificados em mais de 100
tipos diferentes) apresentam um comportamento biolégico semelhante. Caracterizam-se
por possuirem crescimento, invasao local, destruicao dos oérgaos vizinhos, disseminacao
regional e sistémica [1]. O tempo gasto nestas fases depende tanto do ritmo de crescimento
tumoral como de fatores do hospedeiro. Cirurgia, radioterapia e quimioterapia sao treés
formas para o tratamento dos tumores malignos, podendo ser utilizadas em conjunto no
tratamento das neoplasias malignas, levando-se em consideracao a importancia de cada

uma e a ordem de sua indicagao [2].

A construcao matematica da dinamica populacional de células pode ser feita por meio
de equacoes diferenciais. As equacoes diferenciais ordindarias e parciais vém desempenhando
um papel importante na descrigdo da dinamica populacional [5]. Uma equagao de grande
interesse é a equacio de Hutchinson, a qual se trata de uma equacio logistica® com atraso
[6]. Em geral, modelos mateméticos mais realistas em biologia de populagoes devem incluir
alguns dos estados passados, isto €, um sistema real pode ser modelado por equagoes dife-
renciais com atrasos de tempo. Os atrasos ocorrem com tanta frequéncia, em quase todas

as situagoes, que ignora-los é ignorar a realidade [5].

Entretanto, frequentemente tém sido utilizados sistemas de equacgoes diferenciais sem

atraso para modelar populagoes de células e tumores [7-11]. Equagoes diferenciais ordiné-

3Equacao logistica é uma equacao diferencial utilizada como modelo na dindmica de populac¢oes.
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rias (EDOs) sao utilizadas para o crescimento do tumor em determinado nivel de popula-
¢ao celular com combinacao de tratamentos, sistema imune e quimioterapia. Na literatura
encontram-se analises da dinamica da populagao das células, das interacoes do sistema
imune e tumor, bem como, do efeito da quimioterapia no tratamento de tumores [12-20].
Trabalhos recentes analisam modelos matematicos de quimioterapia com relagao ao con-
trole ideal de programas de tratamento com farmaco [21-24]. Os modelos sao baseados
em diferentes conjuntos de equacoes diferenciais ordinarias sem atraso para representar a

4

quimioterapia, imunoterapia, terapia antiangiogénica® ou uma combinacao destes.

Contudo, na literatura também é possivel encontrar trabalhos que consideram o efeito
de atrasos de tempo sobre a dinamica da populacao de células e crescimento do tumor
que inclui a resposta do sistema imunoldgico e do tratamento com farmaco [25-36]. Em
geral, a competicao entre o crescimento de um tumor maligno que inclui a resposta do
sistema imunoldgico é modelada por equacoes diferenciais ordindrias que levam em conta
o atraso da resposta do sistema imune. H& trabalhos recentes que consideram o efeito do
atraso e verificam a estabilidade analitica e numérica de uma classe de equacoes diferenciais

nao-lineares com atraso [37-44].

No estudo de neoplasias também podem ser utilizados outros modelos, como por exem-
plo automatos celulares [45,46]. Um automato celular é um modelo discreto estudado
na teoria computacional, matematica, biologia tedrica e biofisica. Consiste de uma rede
infinita e regular de células, cada uma podendo estar em um niimero finito de estados, que

variam de acordo com regras deterministicas [47].

Neste trabalho o interesse estd em modelos descritos por equacoes diferenciais a fim
de analisar as propriedades de existéncia e estabilidade de um “estado cura”, ou seja, um
estado de equilibrio em que o cancer esta ausente [48]. O atraso serd considerado no efeito
da mestastase do tumor, envolvendo o tempo de entrada das células do tumor em um canal
de sangue ou linfo, a embolizacao, e surgimento em um local distante, com a sobrevivéncia
e crescimento [49]. A metdstase é a principal causa de morte para a maioria dos pacientes

com cancer [50].

4Terapia antiangiogénica baseia-se na aplicacao de farmaco que paralisa o crescimento dos vasos anor-
mais.



17

O objetivo principal da tese é obter um modelo matematico que descreva o desenvolvi-
mento de cancer no cérebro, mais especificamente, de um glioma. Para isto sera utilizado
equacoes diferenciais ordinarias, que levarao em consideracao as interagoes que ocorrem en-
tre as células cerebrais, bem como efeitos de agentes quimioterapicos. Para resolver sistemas
de equagbes diferenciais ¢ utilizado o método numérico de Runge-Kutta [51-55]. Trabalhar
com métodos analiticos e numéricos em sistemas de equacoes diferenciais com atraso, que
descrevem o tratamento por quimioterapia de tumores malignos é o que pretende-se neste

trabalho.

Para atingir o objetivo organizou-se esta tese com o estudo de trés modelos para o
comportamento dindmico do crescimento de tumores da seguinte forma: no capitulo 2 é
realizada uma andlise das solugoes de um sistema de equagoes diferenciais com atraso des-
crevendo a interagao entre células tumorais e células imunes; no capitulo 3 é analisado um
sistema de equacoes diferenciais com atraso que descrevem o tratamento por quimioterapia
do tumor com metéastase; no capitulo 4 é descrito um modelo para o tratamento por
quimioterapia de tumor no cérebro e, no capitulo 5 sao apresentados os resultados do

trabalho, bem como as perspectivas futuras criadas a partir deste estudo.
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2 Modelo para interacao de um
tumor com o sistema
tmunoldgico

Interagao é o termo utilizado para explicar a influéncia reciproca entre os mais diversos
focos de estudo, neste capitulo serd apresentado a interacao entre uma populacao de célu-
las que aumenta sem respeitar os limites normais e o sistema de protecao do organismo,
ou seja, interacao tumor-sistema imunolégico. Sera utilizado um modelo composto por
equacoes diferenciais que resultam na dinamica populacional de individuos que apresen-
tam comportamento semelhante. Em se tratando do sistema imunoldgico, tem-se células
de repouso e de caga, sendo que as células de repouso passam por um processo de conver-
sao, onde transformam-se em células de caga. Essa conversao nao ¢ imediata, entao sera

acrescentado ao modelo um tempo de atraso.

Em 1838 Pierre Frangois Verhulst abre caminho para diversas explicacoes sobre cres-
cimento populacional, o trabalho apresentado por Verhulst mostrava um modelo logistico
com associagoes entre densidade populacional e taxa de crescimento [56]. Com o decorrer
dos anos o modelo logistico vem sendo utilizado por dreas como economia [57], engenha-
ria [58], fisica [59], medicina [60], geografia [61], estatistica [62], biologia [63], etc. Apesar

das mais diferentes areas e adaptacoes para casos especificos, a base dos modelos é a mesma.

No modelos proposto por Verhulst, uma populacao deixa de aumentar quando atinge
uma densidade maxima. Para valores de densidade tendendo a zero, o crescimento é
aproximadamente exponencial, enquanto que para valores de densidade, onde a populagao

tendendo a densidade maxima, o crescimento tende a zero.
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O modelo logistico pode ser escrito de diversas formas, porém, a partir de 1993 os
modelos que consideram equagoes diferenciais ordinarias e parciais, sem ou com atraso
vém representando com uma maior perfeigdo a dinamica populacional [5,6]. Escolheu-
se trabalhar com equacoes diferencias porque permitem a interacao de varidveis, termos
cruciais como a morte programada das células “apoptose” e tempo de atraso na replicagao
celular. O que se faz necessério, ja que pretende-se analisar as propriedades de existéncia
e estabilidade de um “estado cura”, ou seja, um estado de equilibrio em que o cancer esta

ausente [48].

Figura 2.1: Representagao esquematica da interacao entre células cancerigenas e sistema
imunolégico.
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FONTE: [64].

Na Figura 2.1 pode-se observar uma ideia geral das interagoes bésicas do organismo,
onde a replicacao das células tumorais é dependente da capacidade maxima que o meio
suporta. Dentro dessa capacidade estao o espaco, a alimentacao, a luta das células tumo-
rais contra a protegao natural do organismo e a luta contra agentes externos inseridos no
organismo (farmacos e técnicas de controle). Uma das principais formas dos organismos
multicelulares responderem a estimulos intra e extracelulares é a indugao da morte celular
geneticamente programada, conhecida como apoptose. Ainda na Figura 2.1, observa-se
células cancerigenas sendo levadas a morte programada, o que é importante, pois leva

afirmativa de que a apoptose é um dos fatores que podem reduzir o crescimento de tumo-
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res [65].

Enquanto uma taxa de células tumorais sao direcionadas a apoptose, outra sofre intera-
¢ao com sistema imunolégico, uma forma natural de defesa dos organismos, que por sua vez
também interage consigo mesmo em um processo de ativagao de células que inicialmente

encontravam-se em repouso e na sequencia passam a agir como cagadoras.

Neste capitulo sao apresentadas as solugoes de um sistema de equacoes diferenciais que
descrevem o atraso de interacao entre as células tumorais e o sistema imunolégico. Existem
dois grandes ramos de respostas do sistema imunolégico: a imunidade humoral e imunidade
mediada por células [66]. A imunidade humoral é uma subdivisao da imunidade adquirida
onde a resposta imunoldgica é realizada por moléculas existentes no sangue, denominadas
de anticorpos, produzidos pelos linfécitos! B, diferente da imunidade mediada por células,
que sao realizadas pelos linfocitos T. A imunidade mediada por células envolve a producao
de linfécitos T citotéxicos (CTLs), macréfagos ativados, ativacio de células NK? e liberacao
de vérias citocinas em resposta a um antigeno mediado por linfécitos T, essa nao envolve
quaisquer anticorpos. Os CTLs reconhecem e destroem células infectadas/tumorais. Os

3 vinculados ao com-

linfocitos T citotoxicos ligam-se aos epitopos dos antigenos endégenos
plexo principal de histocompatibilidade (MHC-I) das moléculas da superficie das células

infectadas/tumorais e provocam o lise? na célula com perforinas [66].

Para melhor compreensao segue o significado dos termos técnicos utilizados:

e Perforina é uma proteina que esta presente em tipos de células T, a qual possibilita

a entrada de enzimas toxicas em células cancerigenas;

e Granzima ¢ um granulo do linfécito T citotdxico, o qual é liberado quando a célula
reconhece um antigeno estranho, presente na superficie das células infectadas do

hospedeiro;

e Epitopo é a menor porgao de antigeno com potencial de gerar a resposta imune, é a

area da molécula do antigeno que se liga aos receptores celulares e aos anticorpos. E

Linfécito é um tipo de leucécito (glébulo branco) presente no sangue.

2Células NK (do inglés Natural Killer Cell) ou células exterminadoras naturais sdo um tipo de linfécitos
responsaveis pela defesa especifica do organismo.

3Enddgeno significa que é produzido ou que se desenvolve no interior do organismo.

4Lise é o processo de ruptura ou dissolucdo da membrana plasmética.
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o sitio de ligacao especifico que é reconhecido por um anticorpo ou por um receptor

de superficie de um linfécito T;

e O complexo principal de histocompatibilidade ou MHC (do inglés Major Histocom-
patibility Complex) é uma grande regido genomica ou familia de genes que possui
um papel importante no sistema imune e na auto-imunidade. As proteinas codifica-
das pelo MHC ficam na superficie das células e apresentam tanto antigenos préprios
(fragmentos de peptideos da prépria célula) quanto antigenos externos (fragmentos
de microorganismos invasores) para linfécitos T, os quais possuem a capacidade de
matar ou coordenar a morte de patogenos, células infectadas ou com fungao prejudi-

cada;

e Citocinas ativam e desativam os fagécitos® e as células de defesa imunolégica, aumen-
tam ou diminuem as fungoes das diferentes células de defesa imunoldgica e promovem

ou inibem uma série de defesas nao-especificas do organismo.

Uma das principais defesas do organismo contra virus, bactérias intracelulares e tu-
mores ¢ a destruigdo de células infectadas/tumorais por linfécitos T citotdxicos. Estes
sao capazes de matar as células, induzindo a morte celular programada, conhecida como
apoptose. Os CTLs tem granulos citoplasmaticos que contém as proteinas perforina e
granzimas. Quando se ligam ao seu alvo, o conteudo dos granulos sao descarregados por
exocitose®. A perforina insere-se em moléculas da membrana plasmatica das células alvo
e isso permite as granzimas entrar na célula. As granzimas sao serino-proteases que uma

7

vez dentro da célula seguem para decompor os precursores das caspases’, os ativando para

produzir a autodestruicao da célula por apoptose.

50s fagécitos sdo leucéeitos do sangue que protegem o corpo através da ingestdo (fagocitose) de par-
ticulas estranhas, bactérias e células mortas ou células a morrer. Sao essenciais no combate a infecgoes e
para posterior imunidade.

6Exocitose é o processo pelo qual uma célula eucaridtica viva libera substancias para o fluido extracelu-
lar, seja o fluido que envolve as células de um tecido, nos organismos multicelulares, seja para o ambiente
aquatico, por modificagao da membrana celular, ou seja, sem ser por difusao. é o oposto de endocitose.

"Caspases sdo um grupo de proteases baseadas em enzimas com um residuo de cisteina (um dos ami-
nodcidos codificados pelo cédigo genético) capazes de clivar outras protefnas depois de um residuo de dcido
aspartico, uma especifidade incomum entre proteases. O nome “caspase” é derivado dessa funcao molecular
caracteristica: cysteine-aspartic-acid-proteases. Caspases sdo essenciais na apoptose celular.
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2.1 Formulacao do modelo

O objetivo é obter um modelo que descreve o sistema onde células cancerigenas inte-
ragem com o sistema imunolégico, considerando-se o processo de morte programada das
células. Para base cientifica deste trabalho, escolheu-se o modelo matematico proposto
por Banerjee e colaboradores [66], no qual considera-se células tumorais e o sistema imune
interagindo entre si, porém, nao considera a acao de morte celular programada. Trata-se de
um modelo com trés equagoes diferenciais, cada uma representando uma classe de células

que evoluem de maneira logistica.

No modelo que propomos, além das interagoes ocorridas entre o sistema imunologico e
células cancerigenas, foi acrescentado o termo que representa a morte programada das cé-

lulas, permitindo assim uma analise mais completa da dinamica de supressao cancerigenas.

E importante considerar duas importantes espécies celulares para modelar a interacao
tumor-imune: células T e as células com tumor maligno. As células T podem ser classifica-
das em células de caga (linfocitos T citotéxicos - CTLs), células T em repouso e células T
auxiliares. Os CTLs atacam, destroem ou ingerem as células do tumor maligno. As células
T auxiliares estimulam a liberacao de citocinas, que ativam os CTLs para coordenar o
ataque. As células T em repouso podem ser convertidas em CTLs para que assim possam
cagar e destruir as células tumorais. O processo de ativacao e conversao de células T em
repouso em células T citotéxicas de caga (CTLs) nao é instantaneo, possui um tempo de
atraso (7). Isso faz naturalmente com que o modelo leve em consideracao o fator tempo
de atraso ( em unidades de tempo), no tempo de conversao (de repouso ao estado de caga)
e no tempo de crescimento das células de caca. Também é considerado que, uma vez que
uma célula tenha sido convertida, ela nunca retornard para a fase de repouso e de que

células ativas morrem em uma probabilidade constante por unidade de tempo.
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Sendo assim, o modelo proposto nesse trabalho é descrito por trés equagoes:

—dﬁjt(t) = rM(t) <1—Mk—(lt)) — o M(t)N(t) —d\M(1), (2.1)
””Z_ft) — BN(1)Z(t = 7) — daN(t) — oM (DN (1), (2.2)
di_g’) 0 (1 - Zk%)) ~BN(1)Z(t 7). (23)

A equagao (2.1) descreve a dinamica de proliferacao das células cancerigenas, onde M
representa o numero de células cancerigenas, r; indica a taxa de proliferacao das células
cancerigenas (r; > 0), k; o nimero méaximo de células cancerigenas que o sistema comporta
(k; > 0). Nesta primeira equagao, além da proliferagao das células cancerigenas estar limi-
tada por um fator de crescimento kj, considera-se também o termo —ot{MN que representa
a perda de células tumorais devido ao encontro com as células de caga N. As células de
caga no modelo, representam os linfécitos T citotoxicos (CTLs), uma das principais formas
de defesas do organismo contra virus, bactérias intracelulares e tumores. Para finalizar os
termos da equagao (2.1), tem-se —d;M, responsavel por um dos principais pontos deste

modelo, que é a morte celular programada, ou seja, a apoptose das células cancerigenas.

Na equagao (2.2) do modelo, observa-se a dinamica das células de caca, onde N repre-
senta o numero de células de caca, ou seja, o nimero de linfécitos T citotoxicos agindo
sobre as células tumorais, o termo —d)N representa a morte natural das células de caca
(tanto d; como dp sao constantes positivas), o termo —0pMN ¢é responsavel pela perda de
células de caga devido ao encontro com as células do tumor. Por tltimo, mas nao menos
importante, tem-se o termo —BNZ(t — 7) que estd diretamente ligado com a conversao
de células inicialmente em repouso para células ativas, que passarao a ser predadoras no
sistema. A conversao é um processo de ativacao e conversao de células T em repouso para
células T citotdxicas de caga (CTLs). Esse processo nao é instantaneo, possui um tempo

de atraso.

Assim como na equagao (2.2), o termo —BNZ(t — 7) também aparece na equacao (2.3),
que descreve a dinamica das células T em repouso, onde Z representa o niimero de células
T em repouso, r, é a taxa de proliferagao células em repouso (rp > 0), k, é o nimero

de células em repouso (ky > 0) e o termo —BNZ(t —T) é o responsavel pela conversao
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da células T da fase de repouso para a fase de caca. O atraso ocorrido nessa conversao
também induz um atraso no aumento do nimero das células de caca N, e isso faz com que o
termo —BNZ(t — T) esteja presente também na segunda equagao. Outro ponto importante
considerado no modelo, é o fato de que se uma célula foi convertida, ela nunca retornara
para a fase de repouso e de que células ativas morrem em uma probabilidade constante por

unidade de tempo.

Para as simulagoes realizadas com o modelo, foram selecionados valores para os pa-
rametros a partir de resultados de trabalhos experimentais para dinamica de crescimento
do linfoma B altamente maligno. Na Tabela (2.1), apresenta-se os valores dos parametros

para o crescimento logistico do tumor na auséncia de uma resposta do sistema imunolégico.

Tabela 2.1: Valores dos Parametros Utilizados para a Andalise Numérica.

Parametros Referéncias
r1=0,18 dia' [67]
ki =5x10° células [67]
a; =1,101 x 1077 células 'dia™! [68]
o =3,422x 10710 células™'dia™! [68]
dy =0,0412 dia™! [68]
r=0,0245 dia™! [66]
ky=1x10" células [66]
B=6,2x10" células™'dia”! [68]
T=45 dia [63]

FONTE: [64].

2.2 Equilibrio e Estabilidade

Quando um trabalho sobre dinamica de populagoes é proposto, é importante observar
a estabilidade do sistema, bem como algumas consequéncias que restrinjam o crescimento.
Neste sentido, o estudo de positividade e contorno limitado das solucoes do sistema em

torno de diferentes estados estacionarios faz-se necessario.

Na teoria de equacoes diferenciais o ponto X € R" é um ponto de equilibrio para equacao

diferencial % = f(x,t) se f(%,t) =0 para todo t. A andlise do equilibrio (denotado por E)
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é em torno das varidveis que representam as células tumorais (M), células de caga (N) e
células em repouso (Z). As variagoes em M, N e Z devem tornar as equagoes (2.1), (2.2) e

(2.3) nulas.

Algumas das andlises de equilibrios nao sao fisiologicamente viaveis, ou seja, acabam
por levar o individuo a morte. Mas apesar de nao serem viaveis em situagoes reais, listou-se
neste trabalho devido ao interesse matematico e possivel interpretacao. A seguir apresenta-
se uma analise dos equilibrios para os estados: Ep(0,0,0) onde tem-se auséncia de células
tumorais, células de caca e de repouso; Ej(k1,0,0) onde as células tumorais chegam ao
nimero maximo kj, porém, hé auséncia de células de caca e de repouso; E»(0,0,k;) onde
tem-se ausencia de células tumorais e de células de caca, porém, com células em repouso
podendo chegar a um nimero méximo ky; E3(k;,0,k;) onde o niimero de células tumorais
e células em repouso atingiram o valor méximo, porém, as células em repouso nao se

convertem em células de caga.

E possivel, conforme apéndice A, determinar a matriz Jacobiana para um estado de

equilibrio genérico E.(M*,N*,Z*) que assume a forma

J11 —Othik 0
J=|—mN* J2 BN*e 7|,
0 —BZ*e*“ J33

com os valores da diagonal escritos como
*

M
.111 = r1—21’1k——(X1N*—d1,
1

Jpn = ﬁZ*e_/w —dy — M,

*

VA
Jiz3 = rp— Zl”zk— — [)’N*eilr. (2.4)
2

Os valores da diagonal, permite-nos uma avaliacao sobre o equilibrio estavel ou instavel
do sistema quando nas condicoes analisadas. Para ser estavel é necessario que todos os
autovalores da matriz sejam negativos, caso um dos valores nao o seja, entao equilibrio sera

instavel.

Para o estado de equilibrio Ey(0,0,0), Ej(k;,0,0), as matrizes Jacobianas podem ser
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escritas como

rn—d; 0 0
0 0 rn

—r; —d —oqk; 0
J= 0 —dr)— ok 0],
0 0 )
respectivamente. Para ambos os estados, admite-se autovalor positivo ry, sendo assim,

resultam em um equilibrio instavel.

Ja para o estado E»(0,0,ky), observa-se a matriz Jacobiana:

I’l—dl 0 0
J=1| 0 Bkee**—d, 0 |,
0 —ﬁkze_)” )

com autovalores r; —dj, [)’kze_’“ —dy, —rp. Neste caso a estabilidade se torna dependente
do tempo de atraso. O mesmo caso repete-se no caso do equilibrio E3(k;,0,k;), onde a

matriz Jacobiana pode ser escrita na forma:

—r1—d — ok 0
J = 0 Bkye AT —dy — ok, 0 |,
0 —Bhye 7 —r

com autovalores {—r; — dy,Bkye 7 — (do+ pky), =12}

Sendo assim, os estados E(0,0,0) e Ej(k;,0,0) atingem equilibrio instavel, ja os estados

E>(0,0,k;) e E3(k;,0,ky) a estabilidade se torna dependente do tempo de atraso.

2.3 Resultados Numeéricos

Conforme apresentado, o modelo proposto é composto por trés equacoes diferenciais,
e conta ainda com um tempo de atraso. E importante salientar a possibilidade de se

encontrar bifurcagoes de Hopf quando se utiliza equagoes diferenciais com atraso. Em
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trabalhos anteriores larosz e colaboradores [69], Borges e colaboradores [63] descrevem um
crescimento de érbitas periddicas a partir de um ponto fixo de equilibrio de um determinado
sistema [70]. Representam o comportamento mutével da proliferacao das células tumorais
quando um tempo de atraso é inserido. O valor de 7 utilizado neste trabalho (7 = 45),
corresponde ao comportamento onde a recorréncia das células tumorais é regular [69] e os

demais valores sao descritos na Tabela 2.1.

Evidéncias experimentais mostram que tumores malignos apresentam resisténcia a
apoptose, porém, com farmacos especificos é possivel reverter esse quadro e induzir a apop-
tose em células tumorais [71]. Na Figura 2.2, apresenta-se o comportamento da interagao
entre células tumorais e sistema imunoldgico conforme o termo de morte programada é
inserido no modelo. Observa-se na Figura 2.2 (a) a evolucao do sistema com a presenga de
células tumorais se proliferando, enquanto as células de repouso convertem-se em células
de caca, que por sua vez tentam aniquilar as células tumorais. Neste caso nao ha presenca
de morte programada das células tumorais, ou seja, o termo —d;M presente na equagao

(2.1) é nulo, pois para essa simulagao considera-se d; = 0.

Afim de observar a influéncia da apoptose na interacao tumor-sistema imunolégico,
mostra-se nas Figuras 2.2 (b) e (¢) a redugao das células tumorais quando considera-se
di = 0,02 e di = 0,04, respectivamente. E possivel notar que com o acréscimo no termo
que representa a apoptose na equagao (2.1), o nimero de células tumorais decresce em um
tempo cada vez menor em comparagdo com o ocorrido na Figura 2.2 (a). Logo, pode-se

concluir que a apoptose celular tem uma influéncia significativa na dinamica do tumor.

Conforme observado na Figura 2.2, quando considera-se a apoptose no modelo, o nu-
mero de células tumorais diminui consideravelmente, na Figura 2.3 apresenta-se a relagao
do tempo (f) para o qual as células tumorais (M) decrescem em funcao de d;. Observa-se
que quanto maior o valor da variavel que controla o termo —d;M, menor serd o tempo para
que a aniquilacao das células tumorais aconteca. Tem-se na Figura 2.3 um comportamento
tipo lei de poténcia e demonstra-se que a supressao do nimero de células tumorais tem
dependéncia com a apoptose celular. Para complementar esse resultado, observa-se na Fi-
gura 2.4 a regiao onde ocorre a supressao do numero de células tumorais (M). Essa anédlise
mostra que os valores que delimitam as regioes obedecem um comportamento linear. Em

preto tem-se a regiao onde os valores do nimero de células tumorais oscilam e atinge um
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Figura 2.2: Evolucao temporal de células tumorais e sistema imunolégico conforme um
termo de morte programada é inserido no modelo. Em (a) considera-se dy =0, em (b) d; =
0,02 e (c) di = 0,04, para os demais parametros utilizados nas simulacoes estao presentes

na Tabela 2.1 com as condigbes iniciais M(0) =2700000; N(0) = 204000; Z(0) = 7180000
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FONTE: [64].

equilibrio diferente de zero, e em branco apresenta-se a regiao onde ocorre a supressao do
nimero de células tumorais. Nota-se que para valores de d; > 0,2 ocorre a supressao para

quaisquer valores de o, que é a variavel associada a interagao tumor-sistema imunolégico.
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Figura 2.3: Representacao do tempo para que ocorra a supressao do numero de células
tumorais considerando-se o termo de apoptose no modelo.

4000R—6 . . — =

3000 |- -

t 2000 |- =

1000 |- =
o 5 oG g
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

d,
FONTE: [64].

2.4 Discussoes

Neste capitulo foi apresentado a andlise dos efeitos das interagoes entre células tumorais
e células do sistema imunolégico por meio de um sistema de equacoes diferenciais nao-
lineares com atraso. A principal diferenca entre o sistema apresentado e os outros nesse
sentido é o uso da equacgao diferencial com atraso e a consideracao de um termo para
apoptose celular, que aparece naturalmente quando se consideram as interagoes celulares.
O termo de apoptose que inserimos no modelo, vem reforcar a influéncia significativa em

tratamentos para tumores.
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Figura 2.4: Supressao do nimero de células tumorais considerando-se a presenca de apop-
tose celular.
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3 Modelo para o tratamento de
tumor por quimioterapia

Uma das formas de tratamento para o cancer, tumor maligno, é a quimioterapia, que
envolve a injecao no corpo de um agente projetado para atacar as células infectadas. Porém,
este agente ataca também as células normais provocando efeitos colaterais comuns, tais
como a perda de cabelo. Pesquisas que envolvem o projeto do agente quimioterapico visam

maximizar o efeito sobre o cancer e minimizar esses efeitos colaterais [2].

Em muitos casos de cancer, ele se espalha a partir de um foco' primdrio num dado
6rgao para um foco secundario em outro érgao fisiolégico por meio da corrente sanguinea
ou do sistema linfatico. Este processo é conhecido como metastase. Em alguns casos o
tumor secundario, ou seja, o cancer no foco secundario, que é o fatal. Por esse motivo,
¢ importante considerar um modelo de tratamento por quimioterapia quando ocorre a
metastase. A metastase ocorre em orgaos seletivos. Os locais mais comuns de metéastase

sdo o pulmao e o figado [72].

A metdstase aumenta conforme cresce o tamanho do tumor no foco primario. Devido
aos processos envolvidos, muitas vezes ha um atraso de tempo (por vezes significativo) para
a metdastase ocorrer. Dessa forma, é razoavel modelar a interagao entre as células tumorais
e as células normais em dois focos especificos com metastase entre os focos primario e o

secundario com um atraso de tempo.

Aqui é considerado um sistema com seis equagoes diferenciais, trés representando as
interacoes entre as células normais, as células tumorais, e os agentes de quimioterapia no

foco priméario e as mesmas trés interagoes no foco secundario. Também ¢ levado em conta

Lérgao fisioldgico infectado pelo tumor [72].
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a migracao das células tumorais a partir do foco priméario para o foco secundario com
um tempo de atraso [72]. Considerado apenas o nao-tratamento e os casos de tratamento
continuo. Devido a dimensao do modelo, nao é possivel obter uma analise matematica com-
pleta. No entanto, é possivel obter resultados variados utilizando analise computacional.
Na sequéncia é apresentado o modelo e realizado uma analise computacional verificando a

existéncia de solugoes de equilibrios e estabilidade local.

3.1 Formulacao do modelo

O modelo é descrito por meio de cinco equagoes diferenciais ordinarias e uma equagao
diferencial funcional, ou seja, uma equacao em que a variavel dinamica, e possivelmente suas
derivadas, possuem argumentos calculados em instantes distintos. O modelo visa simular
as interagoes entre as células normais, as células tumorais e os agentes de quimioterapia

em cada foco, com metéstase? do cancer do foco primério para o foco secundario.

Sejam, respectivamente, xi(¢) e xp(f) as concentragoes de células normais e tumorais
no foco primdrio e y(¢) a concentracao do agente de quimioterapia no foco primério. Da
mesma forma, define-se u;(r) equivalente a xy (), ua(t) equivalente a x,(t) e z(¢) equivalente

a y(t) no foco secundario. Isso leva ao modelo [72]:

) = an0(1-52) ~am O - 210

w0 = an)(1-20) ~ (i - 22 - s00)

50 = A= [g+ S0 0 ),

00 = pun®(1- ) o - 408

in(t) = Bua) (1= 2) - ran () - 22O ¢ el ),

dlul(l‘) dzuz(l‘)
bl—l—ul(l‘) bz—l—uz(l‘

i) = cb—[n+ )]z(t), (3.1)

2Processo pelo qual o cancer se espalha a partir de um foco primério num dado 6rgao para um foco
secunddrio em outro 6rgao fisiolégico por meio da corrente sanguinea ou do sistema linfético.
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onde

o;,i = 1,2 sao as taxas de proliferacao especificas das células normais e cancerigenas

para pequenas concentragoes no foco primario;
e K;,i=1,2, sao os respectivos niimeros maximos possiveis de células;
e ¢;,i=1,2, sao os coeficientes de competicao entre x; e xp;
e p;,i=1,2, sa0 os coeficientes de predagao de y sobre x;;

e a;,i=1,2, determinam a velocidade em que x;, na auséncia de competicao e predagao,

atinge sua capacidade;
e A, ¢ a taxa de infusdo continua de quimioterapia para o foco primario;
e £, ¢ ataxa de eliminacao do agente de quimioterapia neste foco;
e ¢;,i=1,2, sao as taxas de combinacao do agente de quimioterapia com as células,
por isso, eles sao proporcionais ao p;,i =1,2.
Interpretacoes semelhantes para o foco secundério podem ser dadas para f;, L;, ri, si,
bi, ®, n, d;,i = 1,2, respectivamente.

Além disso,

e 0 ¢ a velocidade com que as células tumorais deixam o foco primadrio;
e T ¢ o tempo de atraso no efeito da metastase;

e £,0<e< 1, é a proporcao de células tumorais que chegam e interagem no foco

secundario, depois de ter deixado o foco primario.

Aqui é utilizado o crescimento logistico para as células normais e tumorais em ambos
os focos com a concorréncia em cada foco entre as células normais e as cancerigenas. O
agente de quimioterapia age como um predador em ambas as células normais e cancerigenas
em cada foco. Além disso, ha um possivel tempo de atraso de tamanho T que as células

tumorais levam ao sairem do foco primério e a chegarem a interagir no foco secundario.
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Para tornar este modelo mais realista, é imposto certas desigualdades entre os parame-
tros. Como as células tumorais crescem num ritmo muito mais rapido que as células normais
e se o tratamento nao é oferecido, na maioria das vezes, as células tumorais competem
com as células normais independente das condigoes iniciais. Além disso, os agentes de
quimioterapia devem ser consideravelmente mais eficazes em destruir células tumorais que
em destruir as células normais para que o tratamento seja eficaz. Estes argumentos levam

ao seguinte conjunto de desigualdades:

o > ay, B > PBr; (3.2)

P2 > P1,52 > S1- (3.3)

Para realizar a andlise numérica é importante selecionar os valores dos parametros
adequados, uma vez que determinam a dinamica do sistema. Para os parametros apre-
sentados ¢ imposto algumas condigoes baseadas tanto em resultados analiticos como em

alguns argumentos fisiol6gicos. Os parametros estimados sao apresentados na Tabela (3.1):

Tabela 3.1: Valores dos Parametros Utilizados para a Andlise Numérica [72].

Parametros | Valores | Parametros | Valores
(04] 1 ,5 ﬁl 2
(04) 10 ﬁz 12
K 1460 Ly 1750
K 2100 L 2300
q1 0,0075 r 0,002
q 0,005 r 0,001
D1 0,0008 S1 0,0006
)22) 0,08 52 0,1
ay 1,0 by 1,0
ar 1 ,0 bz 1 ,0

0 0,1 £ 0,0001
A 2000 o 2000
é 20 n 20
cl 0,0024 dy 0,0018
(&%) 0,24 dz 0,3

FONTE: Adaptado de Pinho 2002 [72].
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3.2 Caso sem tratamento

Nesta se¢ao, discute-se o caso particular em que nao existe um tratamento no sistema
(3.1), ou seja, nao é considerado o efeito da quimioterapia. Dessa forma, o sistema fica
reduzido a 4 equacoes, sendo que as 2 equagoes para modelar a quimioterapia em ambos
os focos, y(t) e z(t) ndo sdo consideradas. é introduzido um conceito chamado de “hipdtese
de cancer” o qual afirma que, na auséncia de tratamento, o cancer acabara por ganhar em

qualquer foco com ou sem metdastase [72], e apresentados alguns resultados numéricos.

Aqui, o modelo é reduzido para a forma

xl(t)

) = alxl(t)<1— )

B(t) = o) 1—x2(r))—qle(t)xz(t)—5x2(t),
)
)

i(t) = Boup(t)(1—

(
in(r) = Bun(r)(1-
(
onde

3.2.1 Equilibrio e Estabilidade

Os pontos de equilibrio s@o denotados por E. Alguns destes equilibrios representam a
morte do individuo, no entanto, eles sao listados em razao do possivel interesse matematico

e interpretativo.

Observando o sistema (3.4), os seguintes equilibrios sempre existem: FE(0,0,0,0),
E|(K1,0,0,0), E»(0,0,L1,0) e E3(K;,0,L1,0). Em particular, E3 representa o estado de
equilibrio com ambos os focos saudaveis. O equilibrio E4(K;,0,0,L,), também existe, mas
representa o caso em que o tumor tomou completamente o foco secundéario. Também
considera-se um equilibrio da forma Es5(0,K3,0,L,), que representa o estado que o tumor

tomou completamente ambos os focos.

E possivel, conforme apéndice A, determinar a matriz Jacobiana para um equilibrio



genérico E(X1,%,i,i) que assume a forma

com os valores da diagonal escritos como

36

Jii  —q1x 0 0
I —qpX  Jx» 0 0
0 0 J33 —Vlﬁl ’
0 £8e ™ —1riy  Jug
2%
o= (-2 g,
11 1 K q1x2
2%
Dy = a(l——)— f 8,
22 2 X q2X1
20
J33 = ﬁl(l__1>—7”11127
2ilp .
J44 = ﬁ2<1—7>—r2u1 (3.6)
2

Observa-se que a analise de estabilidade local em torno de qualquer equilibrio nao depende

do tempo de atraso 7. Sendo ap > 8, Ey é instdvel pois seus equilibrios sao

Eo(0,0,0,0) ¢

(

7(,1(0) =01 >0,
1,2(0) :OCQ—5>O,
3 =B >0,

0) _
\7L4 =B >0.

Os autovalores de E|, E», E3 e E4 sao respectivamente,

El (K1707070)

;

E2(07 07L1 ’ O)

),1(1) =—01 <0,
/12(1) = 0 — K1 — 6,
A =p >0,

\lil) =B >0.
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( (

7(‘1(3) =—0 <0, 11(4) =—0 <0,

A = —goki -8, R ST}
E3(K1,0,L1,0) 2(3) E4(K1,0,0,L,) 2;4)

A7 =P <0, Ay = =B —rily,

\&53) = ﬁz —nml. lf” = —ﬁz < 0.

\

Os autovalores para E5(0,K3,0,L,) sao

Ky(op— 6
ﬁ,l(s) = al—qlfzzal——ql 2(% ),
105)
M = 52 _ (4, s <0,
K

(5) __ I _I’l_Lz_ L_% 58L2K2(0€2—5) 1/2
AT = Br—rip =B > r1[4+ B } ,
5) 2@\ 2BprLy | SeloKa(op—8)71/2
M= B2<1 L2>_ Ly [4 o0 } <0

Impondo as seguintes condi¢oes como suficientes para a “hipétese de cancer”:

-6 > ¢k, (3.7)

B> > nli, (3.8)

a0 < qle(Otz — 6), (3.9)
r168L2K2((XQ — 6)

< Ly |1+ 3.10

P ! 2[ BiB2or ( )

Sendo ap > 0, as condigoes de (3.7) e (3.8), juntamente com B # r1L, garantem o carater
hiperbdlico® dos equilibrios Ej,E,, E3 e Ey, e se as condicoes de (3.9) e (3.10) sdo satisfeitas,

entao E5 ¢ um equilibrio local assintoticamente estavel.

30 paraboloide hiperbélico possui um formato semelhante a uma sela e pode possuir um ponto critico
chamado de ponto de sela.
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3.2.2 Resultados Numeéricos

Para realizar as simulagoes numéricas do sistema (3.4) foi desenvolvido uma rotina
em linguagem C, também foi admitido condigoes iniciais baseadas tanto em resultados

analiticos como em alguns argumentos fisioldgicos conforme Tabela (3.1).

Apresenta-se na Figura 3.1 a evolugao temporal do nimero de células quando nao ha
atraso para a metastase ocorrer, isto é, T =0. Observa-se na Figura 3.1 (a) a evolucao das
células normais no primeiro foco do tumor, verificando que sem tratamento mesmo com
a condicao inicial x; = K; = 1460, isto é, com o nimero méaximo de células normais que
o sistema suporta, rapidamente chega a zero, representando um estado em que as células
tumorais vencem as normais. Pode ser observado na Figura 3.1 (b) que mesmo iniciando
com um numero pequeno de células tumorais, x; = 0,01, rapidamente atinge-se o limite
x, = Ky = 2100, que representa ntimero méaximo de células tumorais que o primeiro foco

suporta.

Nas Figuras 3.1 (c) e 3.1 (d) observa-se o comportamento das células normais e tumo-
rais, respectivamente, no segundo foco do tumor é possivel verificar um comportamento
semelhante ao do primeiro foco, ou seja, mesmo com a condicao inicial u; = L; = 1750,
o numero de células normais vai rapidamente a zero, assim como, o numero de células
tumorais atinge rapidamente o limite up = Ly =2300. Dessa forma, a Figura 3.1 representa
o equilibrio E5(0,K3,0,L,), que representa o estado que o tumor tomou completamente

ambos os focos.

Na Figura 3.2 também ¢ apresentado a evolucao do niimero de células normais e tumo-
rais em ambos os focos, mas agora para T # 0, ou seja, T = 20, onde observa-se o mesmo
comportamento do caso anterior no foco primério, conforme Figuras 3.2 (a) e 3.2 (b), onde
o sistema evolui para o equilibrio E5 mesmo partindo-se de condigoes iniciais distantes.
Contudo, conforme observa-se nas Figuras 3.2 (c) e 3.2 (d), as células tumorais no segundo

foco dominam as células normais, mas ha um atraso.

Portanto, o efeito de T atrasa o momento em que as células tumorais do foco secundario
dominam as células normais, conforme pode ser observado na Figura 3.3, onde ¢, indica

0 tempo necessario para que as células tumorais do foco secundario dominem as células
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Figura 3.1: Evolugao temporal (f em dias) da concentragdo de (a) células normais no
primeiro foco, (b)células tumorais no primeiro foco, (¢) células normais no segundo foco e
(d) células tumorais no segundo foco, com condigao inicial x; = 1460, x, = 0,01, u; = 1750,
up = 0,0 e T=0 e parametros de acordo com a Tabela 3.1.

2000 T T T T | T 2000 T T T T | T

1500 — 1500 —
s< 1000 - =1000 —
500 — 500 |
O | 1 | 1 | 1 | 1 0 | 1 | 1 | 1 | 1
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
t t
4000 T T | T | T | T 4000 T T | T | T | T
- (b) 1 - (d)
3000 — 3000 [ —
s$N 2000 - = =Y 2000 —
1000 |- — 1000 | —
O | | | | | | | | | 0 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
t t

FONTE: A autora.

normais deste mesmo foco. Isso significa que, sem tratamento, as células tumorais de ambos
os focos vencem a competicao com as células normais, como era suposto pela “hipdtese de

cancer”.
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Figura 3.2: Evolugao temporal (f em dias) da concentragdo de (a) células normais no
primeiro foco, (b)células tumorais no primeiro foco, (¢) células normais no segundo foco e
(d) células tumorais no segundo foco, com condigao inicial x; = 1460, x, = 0,01, u; = 1750,
up = 0,0 e T=20 e parametros de acordo com a Tabela 3.1.

2000 T T T | T 2000 T T T | T
— (a)- (¢}
1500 — 1500 |- —
s< 1000 - ='1000| -
500 — 500 |— —
O | 1 | 1 | 1 0 1 | 1 | | 1
10 20 30 40 0 10 20 30 40
t t
4000 T T | T | T 4000 T T | T | T
: (b)] - ()
3000 — 3000 [ —
s$N 2000 - = =Y 2000
1000 |- — 1000 |-
O | | | | | | | 0 | | |
0 10 20 30 40 0 10

FONTE: A autora.

3.3 Caso com tratamento

Aqui, é considerado o modelo completo do sistema com as 6 equagoes apresentado em
(3.1). Estuda-se a estabilidade local de alguns equilibrios relevantes por meio de métodos

numéricos.
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Figura 3.3: Tempo de dominio das células tumorais ¢, no foco secundario pelo atraso 7.

0 10 20 30 40 50

FONTE: A autora.

3.3.1 Equilibrios e Estabilidade

Neste caso, denotamos os equilibrios por E como variagoes em xi, X2, y, Uy, Uy € 7 €,

novamente, alguns deles representam a morte do individuo.

Analisamos a estabilidade local dos equilibrios E;(%1,0,¥,#1,0,%), E»(0,%2,9,0,i,%) e
E3(%1,0,9,0,4,,2) que sao chamados, respectivamente, o equilibrio de células ndo tumorais
(ndo ha células tumorais em ambos os focos), o equilibrio de células ndo normais (nao ha
células normais em ambos os focos) e o equilibrio de células metastaticas (ndo ha células

tumorais no foco primario e nao hé células normais no foco secundario).
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A matriz Jacobiana para um equilibrio genérico pode ser escrita na forma

Ji —q1X] —% 0 0 0
—q2% Jn -2 0 0 0

0 0 0 Ja -l -

0 edexp(—ur) 0 —T1aiiy Jss = bsllfblz]
0 0 0 —Glhy wiar  Je |

com os valores da diagonal escritos como

5 3
Ji = al(l—%)—qliz—%,
by .
Jn = 062(1—%22)—42)?1—%—5
B = _(5+alclfil aszfiz)’
Jas = ﬁl(l—%)—rlﬁz—ﬁ7
Jss = ﬁz(l—%)—rzﬁl—%,
Je = —(n+ it _doity (3.11)

bi+iy,  by+in’

Tal como no caso sem tratamento, a analise da estabilidade local em torno de qualquer
equilibrio nao depende do tempo de atraso 7. Realizamos a analise numérica da estabilidade

local dos equilibrios E| (XA],O,),)\,ﬁ],O,f), E2(07x,\275)\70712272) e E3(XA17075)\707&272)’

3.3.2 Resultados Numeéricos

Primeiramente considera-se o conjunto de parametros informados na Tabela (3.1), tais
que o sistema (3.1) possui um tipo de cada equilibrio E}, E; e E3. Supondo que o equilibrio
de células nao normais e o equilibrio de células metastaticas, E» e E3, sao localmente
estaveis, mas o equilibrio de células nao tumorais Ep, é localmente instavel, verifica-se que

o estado estacionario ao qual as solugoes se aproximam dependem de x».

Apresenta-se na Figura 3.4 a evolucao temporal do nimero de células com x, = 0,5.
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Nas Figuras 3.4 (a) e 3.4 (d) apresenta-se o comportamento do agente de quimioterapia no
foco primario e secundario, respectivamente. Observa-se na Figura 3.4 (b) a evolugao das
células normais no primeiro foco do tumor, verificando que com a condicao inicial x; = 500,
e quimioterapia y = 90, rapidamente o sistema dobra o niimero de células normais, contudo,
na sequencia vai a zero, representando um estado em que as células tumorais vencem as
normais. Pode ser observado na Figura 3.4 (c) que iniciando com o numero de células
tumorais, x; = 0,5, rapidamente atinge-se o limite x, = K, = 2100, que representa niimero

maximo de células tumorais que o primeiro foco suporta.

Figura 3.4: Evolugao temporal (¢ em dias) da concentragdo de (a) quimioterapia no pri-
meiro foco, (b) células normais no primeiro foco, (c¢)células tumorais no primeiro foco, (d)
quimioterapia no segundo foco, (e) células normais no segundo foco e (f) células tumorais
no segundo foco, com condic¢ao inicial y =90, x; = 500, x, = 0,5, z=90, u; = 100, up =0
e T=1 e parametros de acordo com a Tabela 3.1.

100 f\ T T T T | T 100 r—l\ | T T T | T
- @ - (d)
> 95| — N 95| —
90 | | | | | | | | | 90 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
t t
2000 T | T | T | T | T 2000 T | T | T | T | T
i (b)] I (e).
s~ 1000 - ="1000 —
O ZX 1 | 1 | 1 | 1 | 1 0 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0 10 20 ) 30 40 50 0 10 20 . 30 40 50
4000 T | T | T | T | T 4000 T | T | T | T | f
i ()] I (f)
s$Y 2000 = =Y 2000+ -
O 7 1 | 1 | 1 | 1 | 1 0 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
t t

FONTE: [73].
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Nas Figuras 3.4 (e) e 3.4 (f) observa-se o comportamento das células normais e tumorais,
respectivamente, no segundo foco do tumor. E possivel verificar um comportamento seme-
lhante ao do primeiro foco, ou seja, com a condicao inicial u; = 100, rapidamente atinge-se
o limite u; = L1 = 1750 e na sequeéncia vai a zero, assim como, o niumero de células tumorais
atinge rapidamente o limite up = Ly = 2300. Dessa forma, na Figura 3.4, com x; = 0,5, as
solugoes aproximam-se do equilibrio E»(0,%,,,0,i5,2), isto é, aproximam-se do equilibrio
de células nao normais, ou seja, nao ha células normais em ambos os focos, representando

o estado em que as células tumorais venceram em ambos os focos.

Na Figura 3.5 é apresentada a evolucao do niimero de células normais e tumorais em
ambos os focos, bem como os agentes quimioterdpicos, com as mesmas condicoes iniciais da
Figura 3.4 exceto para x, =0, 1. Nas Figuras 3.5 (a) e 3.5 (d) apresenta-se o comportamento
do agente quimioterapico no foco primério e secundério, respectivamente. Observa-se na
Figura 3.5 (b) a evolugao das células normais no primeiro foco do tumor, verificando que
rapidamente o sistema atinge o limite x; = K; = 1460, que representa nimero méaximo de

células normais que o primeiro foco suporta.

Pode ser observado na Figura 3.5 (¢) que iniciando com o ntimero de células tumorais,
xp = 0,1, rapidamente vai a zero, que representa um estado de cura. Nas Figuras 3.5 (e)
e 3.5 (f) observa-se o comportamento das células normais e tumorais, respectivamente, no
segundo foco do tumor, sendo um comportamento diferente do primeiro foco. Em 3.5 (e)
com a condic¢ao inicial u; = 100, rapidamente atinge-se o limite u; = L1 = 1750, contudo,
com a condigao inicial de quimioterapia z = 90, na sequéncia vai a zero. Em 3.5 (f),

observa-se o numero de células tumorais.

Dessa forma, na Figura 3.5 observa-se que as solucoes aproximam-se do equilibrio
E3(%1,0,9,0,4,,2), isto é, aproximam-se do equilibrio de células metastatica, ou seja, nao

ha células tumorais no foco primério e nao ha células normais no foco secundario.

Na Figura 3.6, utilizando-se as mesmas condigoes iniciais da Figura 3.4, contudo o
tempo de atraso aumentado para T = 10, observa-se que o efeito de T atrasa o momento

em que as células tumorais do foco secundario dominam as células normais.

Na Figura 3.7 é possivel observar o equilibrio de células nao tumorais Ej(%£;,0, §,41,0,2),

ou seja, nao ha células tumorais em ambos os focos, representando um estado de cura. Para
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Figura 3.5: Evolugao temporal (f em dias) da concentragdo de (a) quimioterapia no pri-
meiro foco, (b) células normais no primeiro foco, (c¢)células tumorais no primeiro foco, (d)
quimioterapia no segundo foco, (e) células normais no segundo foco e (f) células tumorais
no segundo foco, com condigao inicial y =90, x; =500, x, = 0,1, z=90, u; = 100, up =0
e T=1 e parametros de acordo com a Tabela 3.1.

100 r T T T T | T 100 r T T T | T | T
— (@) - (d)]
> o5|- — N 95 —
90 1 | 1 | 1 | 1 | 1 90 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
t t
2000 2000
T | T | T | T | (Ib) T | T | T | T | (Ie)
< 1000 7[ - =71000 —
O 1 | 1 | 1 | 1 | 1 0 1 | 1 | 1 | | 1
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
t t
012 T | T | T | T | (I ) 4000 T | T | T
i C). .
SN 0,1{ - =N 2000
O 1 | 1 | 1 | 1 | 1 0 1 | 1 | 1
0 10 20 ) 30 40 50 0 10 20 )

FONTE: A autora.

se obter tal resultado foi necessario diminuir a taxa de eliminacao do agente quimioterapico
em ambos os focos de & =20 e n =20 para & =0,2 e n = 0,2 no primeiro e segundo foco,

respectivamente.

Sendo assim, na Figura 3.4, com x, = 0,5 e T =1, observa-se as solugoes aproximando-
se do equilibrio E,. Se o valor de xp = 0,5 for alterado para x» = 0,1, mantendo as demais
condigoes, as solugoes aproximam-se do equilibrio E3, conforme pode ser observado na
Figura 3.5. Contudo, se for mantido o valor de x, = 0,5 e alterado o valor de T =1 para 7=

10, as solugoes continuam aproximando-se do equilibrio Ej, entretanto as células tumorais
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Figura 3.6: Evolugao temporal (¢ em dias) da concentragdo de (a) quimioterapia no pri-
meiro foco, (b) células normais no primeiro foco, (c¢)células tumorais no primeiro foco, (d)
quimioterapia no segundo foco, (e) células normais no segundo foco e (f) células tumorais
no segundo foco, com condigao inicial y =90, x; = 500, x», = 0,5, z=90, u; = 100, up, =0
e T =10 e parametros de acordo com a Tabela 3.1.

100 T T T T | T 100 f T | W | T T | T
— (@) - (d)-
> o5|- — N o5 —
90 1 | 1 | 1 | 1 | 1 90 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
t t
2000 T | T | T | T | T 2000 T | T | T | T | T
I (b). I (e) -
< 1000 - =71000 —
O W 1 | 1 | 1 | 1 | 1 0 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
t t
4000 T | T | T | T | T 4000 T | T | T | T | T
i (C) ] i (f)_
s 2000 = =Y 2000 f -
O 7 1 | 1 | 1 | 1 | 1 0 1 | | 1 | 1 | 1
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
t t
FONTE: [73].

do segundo foco levam um tempo maior para dominar as células normais, conforme observa-
se na Figura 3.6. Para obter o equilibrio E;| é necessario diminuir a taxa de eliminagao
do agente quimioterdpico em ambos os focos de & =20 e n =20 para £ =0,2 e 1 =0,2,

conforme apresentado na Figura 3.7.
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Figura 3.7: Evolugao temporal (¢ em dias) da concentragdo de (a) quimioterapia no pri-
meiro foco, (b) células normais no primeiro foco, (c¢)células tumorais no primeiro foco, (d)
quimioterapia no segundo foco, (e) células normais no segundo foco e (f) células tumorais
no segundo foco com £ =0,2, 1 =0,2e t=1.

(d)-
1 | 1 | 1 | 1
10 20 30 40
t
T | T | T | (e)
1 | 1 | 1 | 1 1 | 1 | 1 | 1
14 174
0 10 2’[0 30 40 % 10 2’[0 30 40
0101 T | T | T | T 1 T | T | T |
i (c). I ()
5N 0,005 — s' o
O 1 | 1 | 1 | 1 _1 1 | 1 | 1 | 1
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
t t

FONTE: A autora.

3.4 Discussoes

Estudamos um modelo de tratamento de cancer por quimioterapia em que ocorre a
metastase das células tumorais. Foi utilizado um sistema de seis equagoes diferenciais para
o modelo. Nas analises, foi incorporado a “hipétese de cancer”, que afirma que nao havendo
o tratamento, o cancer sempre ganha a competicao com as células normais em qualquer
foco da doenca. Sendo assim, exceto em poucos casos em que as respostas imunolégicas
naturais sao capazes de conter o cancer, as células tumorais acabam por superar as células

normais a ponto de causar a morte, independentemente de quando ocorre a metastase, ou
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seja, independente do valor do tempo de atraso t.

Foi possivel observar que, mantendo as mesmas condigoes iniciais e variando-se apenas
o tempo de atraso o modelo atinge o mesmo equilibrio. Contudo, o efeito de T atrasa o
momento em que as células tumorais do foco secundéario dominam as células normais desse

foco.
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4 Modelo para o tratamento do
glioma por quimioterapia

4.1 Introducao

E necessario compreender as interacoes entre os principais elementos envolvidos na rede
de cancer para o tratamento e a supressao do seu crescimento. Neste capitulo é proposto um
sistema de equagoes diferenciais acopladas para modelar um tumor cerebral em tratamento
por quimioterapia, que considera as interacoes entre as células gliais, as células cancerosas,
os neuronios e os agentes quimioterapicos. Analisamos as condigoes para o crescimento do
tumor a ser eliminado, e identificamos os valores dos parametros para os quais a inibicao

do crescimento do tumor é obtida com o minimo de perda de células saudaveis.

O crescimento celular é um fenomeno que tem sido estudado nas areas de matematica,
biologia e fisica [74-76]. O crescimento celular nao regulado pode ser associado a um vasto
grupo de doengas, em que as células se tornam uma doenca ou causa de protuberancia.
Como resultado, varios modelos de crescimento associados aos tumores apareceram na
literatura [77, 78], tais como os modelos para a metastase [72], a falta de nutrientes [79], a

competicao pelos recursos e a atividade citotoxica produzida pela resposta imune [80, 81].

Os tumores malignos intrinsecos primarios de cérebro humano adulto mais comuns sao
os gliomas [82]. Os gliomas s@o tumores das células gliais neoplasticas. Eles sao classifi-
cados pela Organizagao Mundial de Saide como oligodendroglioma, astrocitoma, oligoas-

trocitoma misto, e ependimoma [83,84]. O glioma provoca efeitos por invasao, compressao
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e destruicdo do parénquima cerebrall, arterial e venosa hipéxia® [85]. H4 liberfluiacio e
recrutamento de mediadores celulares que perturbam a fun¢ao do parénquima normal [86].
As células do glioma migram ao longo dos vasos sanguineos, deslocando-se entre as células
da glia e os vasos sanguineos. Desta forma, as células do glioma podem extrair nutrientes

da corrente sanguinea.

Os deslocamentos produzem rupturas das fungoes gliais, comprometendo a distribui-
cao adequada de glicose e oxigénio para os neurénios [85]. Além disso, as interrupgoes das
células gliais afetam os neuronios, porque elas sao responsaveis pela entrega de nutrientes,
que fornecem suporte estrutural para eles [12], e ainda controlam as composigoes bioqui-
micas do fluido que envolve os neurdnios. Os neuronios sao os principais responsaveis pelo
processamento de informagoes a partir de ambientes externos e internos [87-89]. As célu-
las glias também sao responsaveis pelo processamento de informacgoes para mediar o sinal

neural. Os neurdnios e suas sinapses nao conseguem funcionar sem as células gliais.

A modelagem matematica do glioma é uma &area bastante explorada, com uma grande
variedade de modelos matematicos que exploram multiplas complexidades. Uma aborda-
gem para a modelagem do glioma é a utilizacao de equacoes diferenciais para o total de
células. Neste caso, o modelo ignora os aspectos espaciais. Kronik e colaboradores [90]
propuseram um modelo matemaético utilizando equacoes diferenciais para o glioma e as
interacoes do sistema imunolégico. Incorporaram estudos sobre tempos de imunoterapia

melhoradas e intervencoes que podem conduzir a uma cura do glioma.

4.1.1 Sistema Nervoso

O Sistema Nervoso humano ¢é subdividido em Sistema Nervoso Central e Sistema Ner-
voso Periférico. O Sistema Nervoso Central (SNC) humano aloja a maioria dos neurénios,
e esta contido no interior da caixa craniana (o encéfalo) e da coluna vertebral (a medula
espinhal). Ja o Sistema Nervoso Periférico (SNP) é constituido de uma proporgao menor
de neuronios, mas apresenta uma extensa rede de fibras nervosas espalhadas por quase

todos os dérgaos e tecidos do organismo [91].

IParénquima cerebral é o tecido com a funcao principal do cérebro.
2Hipéxia significa baixo teor (concentracio) de oxigénio.
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Para que as possibilidades de compreensao da organizacao estrutural do sistema nervoso
nao fiquem limitadas, é necessario estudar a estrutura microscépica do tecido nervoso.
Alids, este foi um passo historico da maior importancia para a Neurociéncia, ocorrido
ao final do século 19, e que possibilitou identificar as unidades estruturais funcionais do

sistema nervoso - o neurénio e o glidcito (ou célula glial) [91].

Em uma visdo cldssica, o neurénio é considerado como a unidade morfofuncional® fun-
damental do sistema nervoso, e o gliécito como unidade de apoio. Isso porque verificou-se
que a célula nervosa produz raros sinais elétricos que sao verdadeiros bits de informacao,
capazes de codificar tudo o que é possivel perceber a partir do mundo exterior e do inte-
rior do organismo, os comandos dados aos efetuadores do corpo humano (como musculos
e glandulas), e tudo que é possivel sentir e pensar a partir da atividade mental. Por
essa visao cléssica, o glidcito seria encarregado apenas de alimentar e garantir a saide
do neurdnio. Contudo, a importancia dessas células de apoio cresceu muito em tempos
recentes [88,92,93], depois que se constatou que elas também lidam com sinais, embora de
tipos diferentes - sinais quimicos de orientacao do crescimento e da migragao dos neurénios
durante o desenvolvimento, de comunicacao entre eles durante a vida adulta, de defesa e
reconhecimento na vigéncia de situacoes patoldgicas e outra funcoes. Constatou-se que os
gliocitos interferem na comunicagao entre os neuronios, podendo assim modificar o con-
teddo da informagao transmitida [87]. Na Figura 4.1 estd ilustrado algumas células do

sistema nervoso central.

4.1.2 Glias

O termo glia provém do grego e significa cola. Neuroglia (ou neuréglia) seria “cola
neural”. Isso porque os primeiros histologistas consideraram que as células da neuroglia -
os gliécitos - desempenhariam papel de agregacao e sustentagao entre os neurdonios. Este
conceito nao estd de todo errado, contudo hoje sabe-se que as fungoes dos glidcitos sao

muito mais complexas e fundamentais [88,91-93].

Os gliocitos sao tao numerosos quanto os neurdnios, no encéfalo como um todo, e

3Morfofuncional: Morfo = formas; Funcionais = funcionamento. Adquirir novas fomas de funciona-
mento.
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Figura 4.1: Células do Sistema Nervoso Central.
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FONTE: Disponivel em: http://www.medicinageriatrica.com.br/tag/microglia/ Acesso em: 01 dez. 2014.

apresentam diferentes tipos morfolégicos. O corpo celular geralmente é menor que o dos
neuronios, e o nicleo ocupa grande proporgao dele. Os glidcitos nao apresentam axonios.

Seus prolongamentos podem contactar capilares sanguineos, células nervosas e outros glié-
4

citos, estabelecendo entre eles uma “ponte” metabdlica. Podem também englobar sinapses®,

formando cépsulas de isolamento em relacao ao meio extracelular. Nesses casos considera-
se que os gliécitos participam da regulacao de fons, nutrientes e mensageiros quimicos nas
proximidades do neuronio. Frequentemente, prolongamentos de glidcitos enrolam-se em
torno de fibras nervosas para formar a bainha de mielina, importante na conducao dos
impulsos nervosos. Certos glidcitos sao representantes do sistema imunitario do sistema
nervoso. Assim, desempenham fungoes de protecao contra agentes agressores, de absorcao
de parte dos neuronios que eventualmente se degeneram, e até de delineamento inicial para

a regeneracao de fibras nervosas em casos de lesao [91].

40s neurénios estabelecem comunicacoes entre si por meio de estruturas denominadas sinapses nervosas.
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Figura 4.2: Tlustracao com as fungoes dos astrocitos.
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FONTE: Roberto Lent [91].

No sistema nervoso central consideram-se duas grandes classes de células glias: a ma-
croglia e a microglia, assim chamadas pelas dimensoes de seus corpos celulares. A macroglia
é formada por astrécitos, oligodendrécitos e células NG2°. Os trés tem origem embrionéria
neuroectodérmica, como os neuronios. A microglia é formada por um conjunto homogéneo
de células aparentadas as células do sistema imunitario em estrutura e funcao. Na Tabela

(4.1) esta apresentada as fungoes dos diferentes tipos de células glias [91].

Os astrocitos, um tipo de gliécito, sao células responsaveis por multiplas fungoes con-
forme ilustrado na Figura 4.2. Dentre elas, recobrem os vasos sanguineos; envolvem as
sinapses com pediculos que participam da reposicao de fons e moléculas envolvidas na
transmissao sindaptica e ancoram-se na camada epedimentaria dos ventriculos e da pia mas-
ter, participando da troca de moléculas entre o liquido cefolorraquidiano e o tecido nervoso.

Outra importante funcao dos astrdcitos é a capacidade de reacao a traumatismos [91].

5Células progenitoras que tem a capacidade de se desenvolver em oligodendrécitos [94].
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Tabela 4.1: Funcoes dos diferentes tipos de células glias.

Tipo Celular

Funcoes

Macroglia

Astrécito

Hiperemia funcional (regulagdo neurodependente do
fluxo sanguineo local)

Formagao e manutengao da barreira hematoencefélica

Célula-tronco durante e apds o desenvolvimento

Orientacao do crescimento axonico durante o desenvol-
vimento

Promocao de sinaptogénese durante e apds o desenvol-
vimento

Migracao radial de neuronios durante o desenvolvimento

Modulagao da transmicao sindptica (comunicagao glio-
neuronal bidirecional)

Recaptacao de glutamato, protecao antiexcitotéxica

Proliferacao (gliose) reativa

Mobilizacao de outros gliécitos durante inflamacao e/ou
trauma

Sincronizagao neuronal via jungoes comunicantes

Modulagao da secrecao de hormonios pela neuro-hipoéfise
(tanicitos e pituicitos)

Oligodendrocito

Mielinizacao durante o desenvolvimento

Propagacao do inpulso nervoso em alta velocidade

Regeneracao axonica

Célula NG2

Células-tronco durante o desenvolvimento

Controle do brotamento oxonico nos nodos de Ranvier

Microglia

Microgliécito

Resposta imunitaria (fagocitose, apresentacao de anti-
genos)

Glia perifé-
rica

Células de
Schwann

Mielinizacao durante o desenvolvimento

Regeneragao axonica

Célula ganglio-
nar satélite

Isolamento elétrico de neuronios

Nao classi-
ficadas

Ependimocito

Regulacao da troca de substancias entre o sangue, o te-
cido nervoso e o liquido cefalorraquidiano (liquor)

Formagao do plexo coroide (estrutura especializada na
produgao de liquor)

Participacao no fluxo direcional de liquor

Manutengao da barreira hematoliquérica

Glia embali-
nhante olfatéria

Mielinizacao

Célula-tronco olfatéria

FONTE: Roberto Lent [91].
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4.1.3 Tumores de cérebro

Tumores de cérebro sao neoplasias raras, representam menos de 2% de todas as neo-
plasias malignas, mas apresentam importancia epidemiolégica devido a sua crescente in-
cidéncia e elevada morbimortalidade® [95]. O termo “tumor de cérebro” é bastante geral
visto que inclui varios tipos de tumores benignos e malignos, classificados com base na his-
topatologia em: tumores do tecido neuroepitelial, também conhecidos por neuroglioma ou
glioma, incluindo o astrocitoma, astrocitoma anaplésico, glioblastoma, oligodendroglioma
e ependimona; tumores das meninges, incluindo meningioma e hemangioblastoma; tumo-
res de células germinativas e tumores da regiao selar, incluindo tumores da pituitéaria e
craniofaringioma. Os tumores de cérebro mais comuns sao os gliomas, que se desenvolvem

nas células da glia [96].

Nao hé como definir grupos de risco para gliomas. Homens e mulheres sao afetados
igualmente, porém a idade adulta é mais afetada. A razao para tal fato é a cumulatividade
das mutagoes. Ou seja, quanto mais mutagoes a células for acumulando, maior a chance de
transformar-se em uma neoplasia. E esse processo de acumulacao ocorre em anos de vida.
Além disso, quanto maior o nimero de mutacoes, maior serd a agressividade da neoplasia.

Por isso os gliomas ocorrem, mais frequentemente, na faixa etéria entre os 30 a 60 anos [97].

Gliomas ¢ o termo utilizado para designar os tumores (neoplasias) origindrios das células
da glia encefélica [97]. HA& varios tipos do gliomas: os tumores astrociticos (astrocitoma
pildrico, astrocitoma difuso, astrocitoma anaplasico, glioblastoma multiforme, xantoastro-
citoma pleomérfico e astrocitoma de células gigantes subependimério) que se desenvolvem
nos astrocitos; os oligodendrogliomas que se originam dos oligodendrdcitos, sendo loca-
lizados mais frequentemente na regiao frontal; e o ependimona que se origina nas células

ependimérias ou ependimdcitos [96].

Os astrocitomas correspondem a grande maioria dos gliomas, perfazendo até 70% do
total [97]. Os astrocitomas tém origem definida pelos astrdcitos. Glioblastoma é um
astrocitoma de grau avancado, ou seja, muito agressivo. O Glioblastoma Multiforme, ou
GBM, trata-se de uma forma de tumor maligno comum no cérebro e na maioria dos casos,

é letal. Nao existe cura para este tipo de tumor, porém terapias alternativas em conjunto

6Morbimortalidade refere-se ao impacto das doencas e das mortes que incorrem em uma sociedade.
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com o tratamento padrao (cirurgia + quimioterapia + radioterapia) podem aumentar a

sobrevida do paciente.

O grande problema deste tipo de tumor é o seu rapido crescimento, e mesmo apods a
cirurgia, um novo aumento é esperado. Mesmo que a operagao remova 99,99% do tecido
neoplasico, o restante é capaz de se multiplicar e dependendo do caso, volta ao tamanho
inicial em até 30 dias. E praticamente impossivel efetuar a remocao completa do tumor
pois isso acarretaria diretamente em lesao cerebral. A remocao é feita pelo cirurgiao até

uma “area de segurancga”, e o restante é combatido posteriormente por meio de terapias [98].

Aqui sera descrito o tratamento de um glioma por quimioterapia. A quimioterapia
consiste na aplicagao de substancias que de certa forma inibem o crescimento tumoral e
que possuem efeito citotéxico sobre o tumor. Utiliza compostos quimicos, chamados qui-
mioterapicos, no tratamento de doencas causadas por agentes bioldgicos. Quando aplicada
ao cancer, a quimioterapia é chamada de quimioterapia antineoplasica ou quimioterapia

antiblastica.

O primeiro quimioterapico antineopléasico foi desenvolvido a partir do gas mostarda,
usado nas duas Guerras Mundiais como arma quimica. Apds a exposicao de soldados a
este agente, observou-se que eles desenvolveram hipoplasia medular e linféide, o que levou
ao seu uso no tratamento dos linfomas malignos. A partir da publicacdo, em 1946, dos
estudos clinicos feitos com o gas mostarda e das observagoes sobre os efeitos do acido folico
em criancas com leucemias, verificou-se avanco crescente da quimioterapia antineoplasica.
Atualmente, quimioterapicos mais ativos e menos téxicos encontram-se disponiveis para uso
na pratica clinica. Os avangos verificados nas ultimas décadas, na drea da quimioterapia
antineoplasica, tém facilitado consideravelmente a aplicagao de outros tipos de tratamento

de cancer e permitido maior nimero de curas [99].

Os gliomas afetam as células glias comprometendo a atividade neural e causando perda
de neuronios. Neste trabalho propoe-se um modelo que incorpora a dinamica do sistema
de células glias e neuronais acopladas. Considera-se a dinamica do crescimento de tumor
acoplada com as células glias, além disso um agente quimioterdpico influenciard a dina-
mica de todo o sistema. Nas tltimas décadas tem sido realizada uma grande quantidade

de experimentos para o estudo de tumores cancerigenos. O trabalho tedrico é dificil devido
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a complexidade dos mecanismos biolégicos e fisicos envolvidos. Os modelos usualmente
requerem simplificacoes, necessarias para derivar solucoes analiticas para as equagoes ma-

tematicas propostas.

4.2 O modelo

Neste trabalho, é proposto um modelo matematico utilizando equacoes diferenciais
para o crescimento do glioma, onde as células do glioma atacam as células da glia [100].
O aumento do glioma ocorre a partir das células gliais [101], as células do glioma nunca
mais voltam a ser células gliais, resultando na invasao e destruicao de tecido saudavel
circundante [3,102]. Neste modelo, considera-se as interagdes entre as células gliais, os
neuronios, as células do glioma, e o agente quimioterapico. A novidade deste modelo foi
introduzir a interagao entre as células gliais e neuronios. Essa interagao é biologicamente
relevante, pois as células gliais fazem contribuicoes cruciais para a formagao, funcionamento
e adaptacao de células neurais. As células da glia sao essenciais para a sobrevivéncia
neuronal, uma vez que a sua remogao provoca a morte neuronal [103]. Com isto em mente,
as principais caracteristicas deste modelo sdo: (i) o tratamento provavelmente iré preservar
as células gliais, (ii) glioma pode ser eliminado, mas nao sem também destruir neurénios.
Se o tratamento é cessado sem a eliminagao completa das células do glioma, a concentracao
de células do glioma aumenta, (iii) existe uma duragao étima para o tratamento que reduz
significativamente o nimero de células do glioma, preservando os niveis de células gliais e

minimizando o impacto sobre as populagoes neuronais.

Um grande impedimento para a infusao de quimioterapia no glioma é a barreira he-
matoencefdlica (blood brain barrier - BBB). A BBB é uma estrutura fisiolégica tnica que
regula o movimento de moléculas, células entre o tecido do cérebro e do sangue [104]. E
necessario fornecer drogas antiglioma através da BBB intacta para se obter um tratamento
eficiente para o glioma [105]. H4 agentes quimioterdpicos que sdo capazes de penetrar a
BBB [106]. Yang e colaboradores [107] mostraram o rompimento da barreira hematoen-
cefdlica por meio de ultrassom para o fornecimento de drogas especificas. Além disso, a
heterogeneidade fenotipica do glioma contribui para a falha da quimioterapia [108]. Gerlee

e Nelander [109] estudaram o impacto da mudanca fenotipica no crescimento e invasao do
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As células glias dao suporte estrutural e metabdlico para os neuronios. Os neuronios

nao sao afetados diretamente pelas células cancerigenas, contudo, o cancer afeta as células

glias e nao ¢é possivel afetar um conjunto de células glias sem afetar de alguma forma os

neurénios [12].

A Figura 4.3 mostra um diagrama que ilustra os diversos agentes, e as suas interagoes

que sao consideradas neste modelo. As células cancerosas s6 atacam as células da glia. Os

neuronios nao sao atacados por células cancerosas, e eles interagem com as células gliais. O

agente quimioterapico se comporta como um predador atuando em todas as células [110].

Figura 4.3: Representacao esquemdtica dos agentes (em caixas de cor cinza), e suas inte-
ragoes (ligagoes) consideradas no modelo.
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FONTE: [111].
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A modelagem matematica da dinamica tumoral é uma area de pesquisa ativa, e varios

modelos matemadticos tém sido propostos [10, 11, 13-20, 22,66, 72,112, 113]. Entre estas,

particularmente pertinentes a este estudo sao modelos que consideram o crescimento de
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células tumorais e a sua interacao com as células normais e agentes quimioterapicos. Assim,

o modelo, inspirado nos modelos abordados nos capitulos anteriores e em [113], resulta em:

d(;ft) - QlG(t)( _%:))—TlG(Z‘)C() P;I\IG_E_)GQ((Z)‘)?
dfl—y)zgc()< —%2)) W,G(t)C(1) — %)C(())

dN(t) . ' PAN(1)O(1)

g WG(I)H(—G)N(t)—W’

d%ft) — D20, (4.1)

em que G representa a concentracio de células da glia (em kg/m?), C a concentracio de
células do glioma (em kg/m?), N a concentracao de neurénios (em kg/m?), Q a concentracio
do agente quimioterdpico (em mg/m?), e H(x) é a funcio de Heaviside (funcao degrau),

definida como

0, se x <0,

X
H(x)=—F—>=1471/2, se x=0,
1, se x>0,

onde a funcao sinal sgn é a funcao que retorna o sinal do ntimero real, dada por

-1, se x<0,
sgn(x) =<0, se x=0,

1, se x>0,

com
e Q. k=1,2 sao as taxas de proliferacao especificas das células glias e cancerigenas;
e W, k=1,2, sao os coeficientes de competicao entre G e C;
e Vv, é o coeficiente de predagao de N devido a G;
e Ki, k=1,2, sao as capacidades de suporte das células glias e cancerigenas;
e P, k=1,2,3, sao os coeficientes de predacao de Q sobre G, C e N;
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Ar, k=1,2,3, determinam a velocidade em que G, C e N, na auséncia de competicao

e predacao, atingem a capacidade méaxima;

®, é a taxa de infusdo continua de quimioterapia;

£, é a taxa de eliminacdo do agente de quimioterapia;

H(G) descreve a perda de neurdnios somente quando existe perda de glias, isto é,

quando G < 0.

Consideramos o crescimento logistico para a concentracao de células glias e cancerige-
nas. Consideramos ainda que ha um decréscimo no ntumero de células glias devido ao
encontro com células cancerigenas, bem como um decréscimo no ntmero de células cance-
rigenas pelo encontro com células glias, explicando os termos —¥G(t)C(t) e —¥,G(¢)C(t)
nas duas primeiras equagoes. Ha também um decréscimo de células glias e cancerice-
nas devido ao efeito da quimioterapia, o que explica os termos —PyG(t)Q(t) /(A1 +G(?)) e
—P,C(1)Q(t)/(A2+C(t)). Para descrever tais termos que referem-se ao efeito da quimiote-
rapia, ¢ considerado a resposta funcional do tipo Michaelis-Menten” [78], sendo a taxa de

mortalidade per capita das células pelo efeito da quimioterapia.

Embora existam casos de renovagao funcional do neurdnio lesado ou a formacao de um
novo neuronio, este modelo desconsidera tais casos, visto que a formagao de um neuroénio,
denominada neurogénese, é um processo lento e, na maioria das vezes, a nova célula nervosa
nasce em determinada regiao cerebral para depois migrar em direcao ao local onde outro
neuronio foi destruido. Em muitos casos, as redes de neurdnios sao rearranjadas e as

sinapses (conexoes entre eles) sdo refor¢adas por meio de estimulagoes.

Dessa forma, a equagao que descreve a dinamica da concentracao de neurdnios deve
incluir o termo WG(t)H(—G)N(t) que descreve o dinamica de neurénios em relacio as
glias. Este termo descreve o decréscimo de neurdnios quando existe decréscimo de células
glias, isto é, quando G < 0. Se G > 0, significa que nao hé decréscimo de células glias

e neste caso nao ha decréscimo de neuronios, isto justifica o uso da funcao Heaviside H

"Em bioquimica, cinética de Michaelis-Menten é um dos modelos mais simples e mais conhecido da
cinética enzimatica. Foi nomeada pelo bioquimico alemao Leonor Michaelise pelo médico canadense Maud
Menten.
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que controla o sinal de G de forma que, no caso de sinal positivo, fica apenas o termo

—P3N(1)Q(t)/(A3+ N(t)) que descreve o efeito da quimioterapia sobre os neurdnios.

A resposta funcional do tipo Michaelis-Menten PxCQ/(Ag +C) é interpretada como a
perda de viabilidade celular por acao de droga, onde Q é a concentracao local de quimio-
terapia; P, e Ay podem ser escolhidos de modo a refletir o impacto do ciclo especifico da
droga. Ay segue a partir das observacoes em que a saturacao do efeito do farmaco ocorre
para uma certa concentragao de droga, e P, resulta da correspondente fracao sobrevi-
vente de droga. A dinamica de concentracao de agentes quimioterapicos é descrita pela
diferenca @ — {Q(r) onde ® é a taxa de infusdo continua de quimioterapia e § é a taxa de

eliminagao do agente de quimioterapia.

Sendo assim, em 4.1, Q;G(t) (1 — %f)) e QC(1) (1 — %) representam a logistica de

crescimento, e W1 G(t)C(t) e W2G(t)C(t) representam a interagao entre as células da glia
e glioma. Estes termos sao devido a células da microglia, que sao um tipo de células gli-
ais, que agem criando uma defesa imunoldgica ativa. Elas tém a capacidade de gerar a
resposta imune inata e adaptativa [114]. O glioma é atacado por microglias, e como re-

sultado, as células do glioma descarregam um fator imunossupressor para defendé-lo que

PIG(t)0(t) o _ PC(H)O(r)
A+G(t) Ar+C(1)

do agente quimioterapico. Foi considerado que a quimioterapia atua destruindo as cé-

representam o efeito

paralisa 0 mecanismo imune [115]. Os termos —

lulas com diferentes intensidades de acordo com a funcao de exterminio Holling tipo 2.
Holling [116] sugeriu tipos de respostas funcionais para modelar fenémenos de predagao.
Holling descobriu que o predador tem uma resposta funcional Holling 2 tendo em conta
o tempo que um predador tem para lidar com a presa capturada [117]. Ainda em 4.1 o

termo WG(t)H(—G)N(t) estd relacionado com a diminui¢io da populagao neural devido a

morte de células da glia, e o termo —%])\,Q(g) ¢é a interagao com o agente quimioterapico.
A equacao d%z) =® — {Q(t) descreve a dinamica do agente quimioterapico, que apresenta

um decaimento exponencial da concentracao do agente quimioterdpico. A taxa de agente
{ nesta equacao estd associada ao decréscimo da quimioterapia que é fornecida as célu-
las. Como um resultado da eliminacao, e principalmente pela a barreira hematoencefélica

(BBB), que impede a entrada de agentes quimioterapicos para o cérebro.
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4.3 Estimativa dos parametros do sistema

O encéfalo humano possui, em média, 86 bilhoes de neuronios distribuidos entre o
cérebro, cerebelo e demais regioes, conforme apresentado na Figura 4.4. E possivel estimar
com precisao o numero de neurdnios e gliécitos do cérebro humano utilizando a técnica
do fracionador isotrépico. A referida técnica consiste em um procedimento onde o cérebro
¢é transformado em uma mistura homogénea. Uma amostra é entao colhida e analisada
ao microscopio para que o numero de ntcleos presentes seja contabilizado. Os ntcleos
de neuronios sao marcados com corante para serem identificados. A partir da quantidade
de neuronios existente na amostra, é possivel estimar o niimero dessas células em todo o

cérebro [91].

Figura 4.4: Nimero de neuronios.

MASSA BRANCA

Pesa 294 q
Neurgnios 1,3 bi
Qutras células 199 bi

MASSA CINZENTA

Peso 316 g
Neurdnios 6,2 bi
Qutras células 8,7 bl

CEREBRO

Peso 12309
Meurdnios 15 i
Outras células &1 bi

DEMAIS

REGIOES CEREBELO TOTAL

Peso 118 g Peso 154 0 Peso 1508 g
Meurdnios 0.7 bi Neurdnios 6G bi Neurdnios 25 bi
Qutras células 77 bi Qutras células 16 bi Outras células 85 bi

FONTE: Roberto Lent [118].

Sendo assim, estima-se que o cérebro humano possui aproximadamente 61 bilhoes de
células glias e 16 bilhoes de neurénios [91]. Sabe-se ainda, que para ser detectado clinica-
mente, o tumor deve ter um tamanho minimo de aproximadamente 1 grama, ou seja, de
10 bilhdes células (10') [1]. Com base nessas informagdes, sera considerado as condigdes
iniciais G(0) = 4,9 x 10'°, C(0) = 1,1 x 10'°, N(0) = 1,2852 x 10'° ¢ Q(0) = 13,238 para o

modelo descrito em (4.1).

Os demais parametros, do modelo estao apresentados na Tabela 4.2.
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Descricao Parametro | Valor Comentario/Referéncia
Taxa de proliferacao Q; para G | 0,0068 dia ™! Q) < [113]

Q, para C | 0,012 dia™! Referéncia [119]
Coeficiente de eliminacao | y para N | 0—0,02 Referéncia [113]

devido a G
Coeficiente de predagao de | P; para G 2,4 x 107 m?(mg.dia)~! Referéncia [113]
glias

P, para C 2,4 x 1072 m?(mg.dia)~! P, > P; [120]

P; para N 2,4 x 107 m?(mg.dia)~! P;=P

Taxa de quimioterapia

& para infu-

0—100 mg m2 dia~!

Dose diaria do agente

sa0 quimioterédpico [121]
¢ para eli- | 0,2 dia™! Referéncia [63,122]
minagao
Holling tipo 2 A1,A2,A3 510 kg/m? A=A, =A3 =K,
Coeficiente de competicio | ¥, entre G | 3,6 x 107> dia ! Hipdétese do cancer [113]
e C
¥, entre C | 3,6 x 1076 dia™! ¥, <¥,;
e G
Capacidade de suporte K\,K,,K; 510 kg/m? Referéncia [123]

FONTE: [111].
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As células gliais sao necessarias, tanto in vitro como in vivo, para a sobrevivéncia dos
neuronios com as quais eles interagem. A remocao de células gliais resulta em morte neural,
a menos que fatores de sobrevivéncia especificos sejam adicionados [124]. H& estudos que
mostram que a morte dos neuronios na auséncia de glias ¢ melhor ajustada por um decai-
mento exponencial. Clarke e colaboradores [125] verificaram um decaimento exponencial
na cinética da morte neuronal em 12 modelos de degeneracao foto-receptor, neurénios do
hipocampo submetidos a morte celular excitotéxica, um modelo de degeneragao cerebelar
em ratos, e de Parkinson e doenca de Huntington. Portanto, a principal contribuicao neste
trabalho é modelar a dependéncia das células gliais pelos neuronios, descritos pelo termo
VG(t)H(—G)N(t), em 4.1. Este termo representa uma funcio de decaimento exponencial
de N(t), dado por N(t) = exp(AG(t)), onde A = wH(G). Quando a concentracao glial dimi-
nui, G torna-se negativa, fazendo com que este termo contribua negativamente para N (1),
que conduz a uma diminui¢ao na concentracao de neuronios. Considerando que, o termo
é nulo se a taxa de concentracdo glial, G, é nula ou positiva. Portanto, um decréscimo
na concentragao da glia provoca a morte dos neuronios, enquanto que um aumento nao

contribui para uma mudanca na populacao neural.

Nos ultimos anos houve um aumento nos estudos sobre a interagao glial-neuronal,
fornecendo insights sobre o papel das células gliais na fungao neuronal [126,127]. Com isto
em mente, foi considerado neste trabalho a interacao glial-neuronal devido ao fato de que
o glioma ¢ originado das células da glia, que sao participantes ativos no sistema nervoso.
Acredita-se que o este modelo é um primeiro passo no sentido de técnicas avancadas de
modelagem para tratar tumor no cérebro levando-se em consideragao as interacoes glia-
neuronal, que por sua vez pode ter relevante impacto tanto na pesquisa do tumor quanto

na pratica clinica.

Para que o tratamento faca sentido, o agente quimioterapico deve agir com maior inten-
sidade nas células tumorais, donde tem-se que P, >> P3. Quanto as taxas de proliferacao,
tem-se que as células tumorais crescem mais rapidamente que as células normais Q < Q5.
Pela “hipdtese do cancer” na auséncia de tratamento, o cancer sempre vence as células
normais, sendo assim para os coeficientes de competicao tem-se que ¥, < ¥;. Os neurot-
nios nao sao afetados diretamente pelo cancer, mas sao afetados pelo decréscimo de células

glias. Como o numero de células glias é maior que dos neurénios entao para o coeficiente
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de eliminacao dos neuronios tem-se y > .

4.4 Normalizacao

O modelo descrito em (4.1) pode ser normalizado, introduzindo as varidveis de norma-

lizacao:

G C N
= = = 4.2
& K’ ¢ K>’ " K3’ (42)

onde Kj, K, e K3 sao, respectivamente, a capacidade de suporte de células glias, células

cancerigenas e neuronios.

O modelo normalizado é descrito por:

ds(0) p18(t)0(¢)

o = 801 —g0)=Bigne() — ST

d;_(tf) Qoc(t)(1—c(t)) — Pag(t)c(t) — ic(i—)cQ(g)’

dn(r) . - pan(H)Q(r)

— = = gH(=gn(r) - ar ()

% — ®-LQ(T), -

com

B =Y1Ky, B=¥2Ki, o=yKj,

Aq Ay Aj
a=—, a=-—, a=-—,
1 X 2 % 3 I
P P, P
P1 K17 P2 sz P3 K3 ( )

A Tabela 4.3 apresenta os valores dos parametros normalizados. O modelo normalizado
fornece varidveis que refletem a densidade relativa de uma populacao de células no que diz
respeito & densidade de massa do cérebro aproximadamente K = 510 kg/m>. Por exemplo,
n =0, 3 significa 30% do nimero total de neurénios que um individuo pode ter. Este modelo
normalizado permite fazer a andlise comparativa, quando o modelo é usado para simular o

desenvolvimento do cancer em diferentes individuos. Um individuo saudével, neste modelo
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normalizado, seria descritos pelas variaveis de estado g=1,c=0en=1.

Tabela 4.3: Parametros do modelo normalizado.

Parametros Valores
Bi 1,8x 1072 dia~!
B> 1,8x 1073 dia™!
o 0-10
al) =day = das 1
P1=D3 4,7 x 107% m?(mg.dia)~!
123 4,7 x 107> m?(mg.dia)~!

FONTE: [111].

4.5 Resultados Numeéricos

Primeiramente, pode-se verificar o comportamento do glioma, sem a infusao de um
agente quimioterapico. Uma vez que nao existe qualquer tratamento as células do glioma
destroem as células gliais conforme observado na Figura 4.5 (a), ao passo que as células do
glioma crescem como pode ser verificado na Figura 4.5 (b). Sem o apoio glial, os neurénios
morrem, o que pode ser observado na Figura 4.5 (¢). Para r = 500 ha cerca de 34% de
células gliais, e cerca de 27% dos neuronios. Devido ao crescimento logistico das células
gliais, elas resistem mais do que os neuronios do ataque do glioma. Como resultado, sem

quimioterapia, Figura 4.5 (d), as células do glioma destroem todas as células.

Em seguida, foi utilizado a infusao de um agente quimioterdpico, a fim de suprimir
o crescimento do glioma. A Figura 4.6 mostra um caso onde o modelo exibe um estado
suprimido. No intervalo 0 <t < 50 hé reducao de concentracao de células gliais, conforme
observado na Figura 4.6 (a), devido ao ataque do glioma e a presenga do agente quimiote-
rapico, bem como, para ¢ > 50 tem-se ¢ < 0,005 como pode ser verificado na Figura 4.6 (b).
A Figura 4.6 (c) mostra uma deterioragao réapida dos neurénios, devido ao efeito do agente
quimioterapico na populacao de neurénios e a deterioracao das células gliais. As células
da glia recuperam seu nivel de concentracao normal que retarda a decadéncia de células
neuronais. Se o agente quimioterapico nao for suspenso, eventualmente pode levar a morte
de todos os neuronios, uma vez que no modelo nao esta considerado a neurogénese. O fato

dos agentes quimioterapicos induzirem os neurdnios a morte é um efeito colateral conhe-
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Figura 4.5: Evolucao temporal (f em dias) da concentracao de (a) células glias, (b)células
cancerigenas, (c¢) neurénios e (d) sem quimioterapia com ® = 0. Considerado g(0) = 0,99,
¢(0) =0,01, n(0) = 0,99 e ¢(0) = 0,0, e parametros de acordo com a Tabela 4.3.

00 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
110 T T T T t T T T T 1 T T T T t T T T
08F i

@]

Il L Il L L Il L
100 200 300 400 500
t

FONTE: [111].

cido como neurotoxicidade. Lomustina, cisplatina, topotecano, e vincristina sao agentes
anti-tumorais que induzem a morte celular. Antje Wick e colaboradores [128] analisaram
o efeito destas drogas sobre os neuronios. Eles verificaram que as drogas levam a morte

celular em neurdnios granulos de cerebelo® de uma forma dependente da concentracio.

8Células de granulos de cerebelo estdo entre os mais pequenos neurdénios no cérebro, sio também os
mais numerosos neuronios no cérebro.
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Figura 4.6: Evolugao temporal (¢ em dias) da concentragao de (a) células gliais,(b) células
cancerigenas, (c¢) neurénios e (d) infusao de agente quimioterdpico constante ® = 100.
Considerando g(0) = 0,99, ¢(0) = 0,01, n(0) = 0,99, Q(0) =0 e demais parametros de

acordo com a Tabela (4.3).

1100 T T T T T 1100 T T T T
0,99 1 o9k -
o e
098} 1 o098l -
(a (©)
0’97 1 1 1 N 1 N 0’97 1 1 N 1 N 1 N
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
t
0102 T T T T T 600 T T T T T
400 -
O 0,01 1O
200} .
0 1 1 1 0 1 1 N 1 N 1 N
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
FONTE: [111].

4.6 Estabilidade local

O estudo da estabilidade local é importante para verificar se a supressao de cancer é

estavel ou instavel, ou para entender se um estado nao desejado é estavel. O modelo tem

alguns pontos de equilibrio de E(g,¢,7,Q), que sdo solucoes do sistema de g(t) = 0,¢(t) =
0,7(t) =0,0(t) = 0. A estabilidade local de um equilibrio indesejavel é Ey(0,0,0,P¢ 1),

em que todas as células sao destruidas pelo agente quimioterapico.
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Os autovalores associados a matriz Jacobina sao dados por:

0 _ o 2P

MY = Far (4.5)
0 _ qo,_Pn%

= - (4.6)
o _ _p»®

2'3 - Cagv (47)
A0 = ¢ (4.8)

Por meio do sinal da parte real de cada autovalor é possivel verificar a estabilidade do
equilibrio. Em um equilibrio hiperbdlico, se a parte real de cada autovalor é estritamente
negativa, entao o equilibrio é localmente assintoticamente estavel. Se positivo, entao o
equilibrio é instavel. A fim de assegurar a estabilidade do equilibrio Eg(0,0,0,®¢~1!) é

necessario que

Q
o> 1l (4.9)
P1
e
o
o > 2612C’ (4.10)
P2

(0) (0)

em que estes resultados sao obtidos de A;7 <0 e A, < 0. Os valores dos parametros
normalizados sao positivos, entao os autovalores 1,3(0) , € &50) sao negativos. Considerando
ar=a,=1,Q;=0,0068, Q, =0,012, p; =4,7x 1073, po=4,7x 107>, ¢ { =0,2 conforme
Tabela 4.2. Com estes valores obtem-se que Ey é linearmente assintoticamente estavel para
& > 28936,17. Em outras palavras, se ® > 28936,17 o agente quimioterapico mata todas
as células, que nunca podem se recuperar. Estabilidade do estado Ey é obtido para um

valor muito grande, atipico da taxa de infusao ®.

Analisamos o equilibrio E|(g,0,7,Q), que representa a eliminagdo completa das células
cancerosas no modelo normalizado, mas preservando as células gliais e neuronios. Este

equilibrio é obtido pela solucao de
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Qig(l-g) - 82 _

a+g

p3nQ _ 0

ar+n ’

®-{0 = 0, (4.11)

onde obtem-sei=0e Q =®L~!. Assim, o equilibrio de E(g,0,7, Q) é dado por E{(g,0,0,®¢ 1),
o que significa que todos os neuronios sao também eliminados.
A primeira equagao de (4.11) pode ser reescrita como

ne
Q¢

)

g+ (a—1)g—a + 0, (4.12)

com solugao

§:%{1_ali[(al—1)2+4(01—P1¢/QIC]1/Z}- (4.13)

Desta forma, verifica-se que g tem uma soluc¢ao nula quando p;®/Q1{ = ay, e uma solugao
real, positiva e nao nula quando p1®/Q;¢ < a;. Usando os parametros da Tabela 4.3, g

tem uma solucao real, positiva e nao nula quando ® < 28936, 17.

Calculando uma faixa inferior para o valor de @ para que o equilibrio E;(g,0,0,®¢ ")
seja estavel, determina-se a estabilidade deste equilibrio. Os autovalores da matriz Jaco-

biana sao

®

A0 = 129 - 2T 414
T .
0 _ g e P22

b= Qa-pr— (4.15)
n _ p3®

= (4.16)

AAEI) — _C' (4.17)
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A fim de garantir a estabilidade da E;(g,0,0,®¢~!) é necessério

Q(1—-22 2)2
1

p2®C 7! > ay(Q— Bo3), (4.19)

em que estes resultados sao obtidos através ll(l) <0,e ),2(1) < 0. Os valores dos parametros

(1)

~ . . . i - 1 ~ .
sao adimensionais positivos, entao os autovalores /'Lé ), e 2.4 sao negativos.

Para a; = 1,0 (Tabela 4.3) a equacao (4.18) é satisfeita para todos os g > 0,5. Conside-
rando a» = 1,0, @, = 0,012, p =4,7x 107>, £ =0,2, e fo = 1,8 x 1073, conforme Tabela
4.3 na equacdo (4.19), tem-se ® > 51,064 —7,660g. Como resultado, para E(g,0,0,®¢ 1)
o sistema apresenta um equilibrio assintoticamente estavel para @ > 43,189. Portanto,
para valores realistas da taxa de infusao de 43,189 < & < 28979,255, deve-se esperar que
o cancer seja eliminado, ou seja, ¢ < 107!, Realizando anélises semelhantes no sistema,

observa-se que o equilibrio E(g,0,7, Q) também ¢é estavel enquanto 43,189 < ® < 28979,255.

Foi construido o espaco dos parametros apresentado na Figura 4.7 para obter uma
imagem de estabilidade de acordo com os parametros relacionados com a quimioterapia. E
possivel observar trés regioes. A regiao I representa parametros que as células cancerosas
matam as células gliais e neuronios, a regiao II representa os parametros para os quais
o equilibrio E;(g,0,0,®¢ _1) ¢ localmente estavel, e a regiao III representa os parametros
para os quais a equilibrio Ey(0,0,0,®¢~!) é localmente estdvel. A regido II indica que o
cancer pode ser eliminado sem a eliminacao das células gliais. No entanto, quanto maior
o tempo de tratamento, maior sera a reducao na populagao neural. Portanto, é vital para
entender quais sdo os parametros ideais para os quais ¢ < 10~ é alcancado no menor

tempo possivel.

Um equilibrio fortemente desejado é E»(g,0,7,0). Neste caso, tem-se g =1 e 7 tem
um valor constante. Os autovalores sao Aj = —Qp, A =Qy— B, A3 =0, e 44 = (.
Usando os parametros constantes na tabela 4.3 obtem-se valores negativos para A e Aq4,
Ay tem um valor positivo, e A3 apresenta um valor nulo. Este equilibrio é um ponto de

sela instavel. Entao, se o tratamento for deixado sem a eliminacao completa das células
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Figura 4.7: Espaco de parametros { por ®: na regiao I, as células cancerosas matam as
células gliais e neurdnios, a regido II mostra que o equilibrio E;(g,0,0,®¢ 1) é localmente
estavel, e na regido III, o equilibrio Ey(0,0,0,®¢ 1) é localmente estével.
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FONTE: [111].

cancerosas (¢ =0), a concentragdo do cancer no modelo aumenta.

4.7 Eliminacao do Glioma

Nesta se¢ao sera analisado o desempenho do modelo para entender quais sao as condi-
¢oes tais que a concentracao do glioma no modelo normalizado atinge niveis relacionados
a eliminagao do glioma (¢ < 10_“), enquanto a concentracao de células gliais e neuronios

sao mantidos elevados.

A Figura 4.6 apresenta um processo para o glioma eliminado. Contudo, a concentragao
de neurénios é reduzida em 1,5%, quando o tumor diminui de forma significativa. Neste

caso, o glioma ¢é eliminado, mas uma populagao significativa de neuronios é danificada.
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Por esta razao é importante otimizar os valores dos agentes quimioterapicos, a fim nao
s6 de minimizar o impacto sobre os neuronios, mas também para maximizar o efeito da
droga sobre as células do glioma. O objetivo é entender como a populacao de neurdnios se

comporta quando ¢ < 1071,

A implicagao terapéutica para neuronios é apresentada na Figura 4.8, a concentragao de
neuroénio (barra de cor) quando ¢ < 107!, como uma funcéo dos parametros o e ®. A regiao
de valores de a e @ responsaveis pela reducao de aproximadamente 2% na concentracao
de neuronios (regido amarela) é 0,96 < n < 0,98, enquanto a regiao de 0,80 <n < 0,84
(regido azul escuro) apresenta, aproximadamente, uma redugao de 17% . Esta regiao de
parametros provoca uma grande taxa de mortalidade das glias (¢ grande). A taxa de

quimioterapia ® também contribui para a reducao de neuronios n.

Figura 4.8: Concentra¢ao de neurdnios em fungao de o por @, onde g(0) = 0,99, ¢(0) =
0,01, n(0) = 0,99, e Q(0) =0,0. A barra de cor representa o valor da concentracao de
neuronios, n, apos uma quimioterapia com sucesso.
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Como as células gliais fornecem funcoes de suporte para os neuronios, também é anali-
sada a concentracao das células gliais com o tratamento de quimioterapia. Para os valores
de parametros apresentados na Figura 4.8, o percentual de células gliais permanece supe-
rior a 95%. As equagoes (4.3) mostram que a equagao de células gliais nao depende do
parametro o, mas depende do parametro @ devido a Q. Quando ® aumenta, verifica-se
que ¢ diminui. No entanto, nao hd uma variacao significativa em g devido ao tempo de
vida T do glioma de acordo com a taxa do agente de quimioterapia. Em outras palavras,
com o aumento do valor de @ o tempo de vida do glioma diminui rapidamente, e neste
intervalo de tempo, a concentracao de células gliais nao tem uma alteracao significativa,

devido ao fato de que as células gliais sao capazes de recuperar o seu estado inicial.

Figura 4.9: 7 por @, e os mesmos valores que a Figura 4.8. A inclinacao para @ <60 é de
cerca de —12,36, e para ® > 60 a inclinacao é de cerca de —1,41.
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A Figura 4.9 mostra o tempo 7 para se atingir a supressao do glioma como uma funcao
de ®. H4 uma relacao de lei de poténcia do tipo T o< ®°, com 6 = —12,36 para ® <60 e

o = —1,41 para @ > 60. Esta lei de poténcia mostra que um decréscimo significativo em
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T acontece se @ < 60, enquanto que uma pequena modificacao em T acontece se ® > 60.
Portanto, a melhor maneira de reduzir o tempo de tratamento, utilizando a quantidade
minima de @ é obtido se ® ~ 60. Observando a Figura 4.8, os neuronios também serao
preservados significativamente se a < 2. Os mesmos resultados sao obtidos se outro valor de
o for considerado. O agente quimioterapico que fornece isso mais rapidamente é ® < 60. O
tratamento causarda menor impacto sobre a populacao neural, se o individuo a ser tratado
(caracterizado por um determinado @) é submetido a uma taxa de infusdo ® tal que o

ponto (®, o) cai na regiao amarela da Figura 4.8.

Muitas vezes, os tratamentos de quimioterapia sao realizados em ciclos, onde as drogas
sao aplicadas repetidamente por um curto periodo de tempo. No caso do glioma, e temo-
zolomida, apds a terapia de radiagao, ¢é inserida durante 5 dias com 23 dias de descanso.
Houveram experiéncias clinicas com temozolomida considerando a quimioterapia pulsada
em pacientes com glioma [106,129]. Os pacientes receberam radioterapia antes da quimi-
oterapia. Verificou-se que a quimioterapia temozolomida foi uma opc¢ao valida. A Figura
4.10 (a) mostra o padrao de injecao de droga para a quimioterapia pulsada. Considerado
cinco dias com @ = 400mg(m?.dia)~! e 23 dias de descanso. Nas Figuras 4.10 (b), (c) e
(d) apresenta-se a evolugao temporal da concentracgao de células gliais, células do glioma, e
neuronios, respectivamente. Nao ha uma reducao significativa na concentracao de células
da glia (Figura 4.10 b), mas a concentracao do glioma vai para um estado suprimido (

Figura 4.10 ¢) e a concentragao de neurdnios diminui aproximadamente 1,3%.

4.8 Discussoes

Neste capitulo foi proposto um modelo matematico para a evolucao de um tumor
cerebral sob o ataque de agentes quimioterapicos. O modelo descreve as interagoes entre
células gliais, neuronios e glioma, com quimioterapia para suprimir o tumor cerebral. A

novidade neste modelo é o efeito da glia sobre os neuronios.

Foram estudados alguns aspectos da dinamica do crescimento do glioma, bem como,
foi analisado sua supressao e eliminagao variando os parametros do sistema. O principal
objetivo do tratamento é a diminuicdo do numero de células do glioma. A quimioterapia

de sucesso elimina todas as células do glioma minimizando a eliminagao de neurdnios e
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Figura 4.10: A evolugao temporal: (a) infusao de quimioterapia, concentragao de (b) células
da glia, (c) células do glioma e (d) neurdnios.
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células gliais. Por meio da estabilidade local encontra-se uma gama de valores para a
taxa de infusao (43,189 < ® < 28979,255) que permite a eliminagao do glioma, bem como,
que o glioma nao voltara. A temozolomida é uma droga quimioterapéutica usada para o
tumor do cérebro, onde a taxa de infusdo é de 75 < ® < 200(mg/m?) [130]. De acordo
com o modelo, esta taxa elimina todas as células do glioma, e, além disso, preserva niveis

elevados de populagao neural.

A gama de valores para a taxa de infusao é clinicamente relevante porque revela a efi-
cacia das estratégias de tratamento por administracao de farmacos quimioterapicos. Brock
e colaboradores [131] usaram um calendario bucal continuo e prolongado de temozolomida
contra gliomas. Eles verificaram que os pacientes com glioma recorrente eram o grupo prin-
cipal em que as respostas tumorais foram verificadas. Os estudos clinicos efetuados pelo

Cancer Research Campaign (Londres, Reino Unido) demonstraram que a temozolomida
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tem eficacia importante e um perfil de seguranca aceitavel no tratamento de doentes com
glioma [106]. As novas estratégias foram desenvolvidas com o objetivo de obter beneficios
para a saide de pacientes, que seria a eliminacao de células do glioma [132]. Independente-
mente se os médicos vao utilizar as taxas étimas obtidas a partir deste modelo, o trabalho
pode ajudar os médicos a acessar os riscos de um tratamento em uma base individual. Por
exemplo, a Figura 4.8 mostra que, dependendo do valor de o (um parametro que depende
do individuo), a gama de valores entre a taxa de infusdo pode ser maior quanto menor
para uma aplicagao 6tima. Por meio de simulagoes numéricas obteve-se valores da infusao
de quimioterapicos em que o crescimento do glioma é eliminado no prazo mais curto. Foi
considerado uma infusao continua ao longo de todo o periodo de simulacao. No entanto,

® pode ser dependente do tempo para simular quimioterapia pulsada.

O principal resultado foi mostrar que se for utilizada a taxa apropriada de quimi-
oterapia é possivel atenuar os efeitos secundarios dos medicamentos sobre a morte dos
neuronios. Mecanismos de neurotoxicidade induzida por quimioterapia nao foram comple-
tamente elucidados. Wick e colaboradores [128] analisaram os efeitos de quatro farmacos
quimioterapicos (lomustina, cisplatina, topotecano, e vincristina) nos neurénios e glias de
ratos. Eles observaram morte dos neuronios em um modo dependente da concentragao.
Gong e colaboradores [133] também analisaram a neurotoxicidade devido a quimioterapia
contra o glioma. Eles concluiram que novos agentes quimioterapicos (inibidor do pro-
teassoma bortezomib, e de crescimento epidérmico receptor do fator inibidor da tirosina
quinase erlotinib) sao eficazes contra células do glioma, produzindo efeitos minimos sobre
os neurdnios. Drogas mais antigas (temozolomida e cisplatina) sdo mais téxicas para os
neuronios do que para as células do glioma. Com isto em mente, é possivel obter uma taxa
de infusao adequada, se ocorrer a evolugao temporal da concentracao de neuronios, quando

um agente de quimioterapia é aplicada no cérebro.

O modelo sugere que a morte de um glioma pode ocorrer depois de 20 semanas. Por
outro lado, em 10 semanas, o modelo apresenta uma reducao de cerca de 70% na concen-
tracao de células do glioma. Por exemplo, a temozolomida tem boa penetragao no cérebro,
e Oshiro e colaboradores relataram a eficacia clinica da temozolomida em pacientes com
glioma [134]. Eles observaram a diminui¢do maior ou igual a 50% no tamanho do tumor

para um periodo maior ou igual a 4 semanas de 40% dos pacientes. O efeito depende da
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taxa de infusao, que estd associada com a droga e métodos de tratamentos. Além disso, a
taxa de dose também depende dos efeitos secundarios da quimioterapia sobre o corpo, de-
vido ao fato de que diferentes drogas causam diferentes efeitos [131]. Os resultados obtidos
aqui estao na mesma linha desta observacao experimental. O tumor nao é eliminado, mas
reduzido. Acredita-se que este modelo, que considera a interacao entre neuronio e glia,
constitui um passo importante para o desenvolvimento de estratégias para o tratamento do
glioma. A compreensao da dinamica do crescimento do tumor pode ajudar no tratamento

de doencas.
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5 Conclusoes

Neste trabalho, foram analisados modelos matematicos que descrevem a dinamica de
populagoes, ou seja, conjuntos de organismos que podem ou nao pertencer a mesma espécie,
porém possuem comportamento semelhante no que refere-se a sua dinamica. Foi tratado
de forma especial modelos de populacgoes de células que consideram o tempo de retardo,

isto é, aqueles descritos por equagoes diferenciais com atraso.

Primeiramente, no capitulo 2 foi apresentado a andlise dos efeitos das interagoes entre
células tumorais e células do sistema imunoldgico por meio de um sistema de equagoes dife-
renciais nao-lineares com atraso. O modelo proposto é relativamente simples. A principal
diferenga entre o sistema apresentado e os outros nesse sentido é o uso da equagao diferen-
cial com atraso, que aparece naturalmente quando se consideram as interacgoes celulares.
Nessa dinamica, efeitos importantes sao reproduzidos pela taxa de ativacao das células do
sistema imunoldgico de repouso para a fase de caca, B, a taxa a qual as células tumorais
sao destruidas, o e o tempo de atraso na conversao de células em repouso para células de

caga, T.

Na sequéncia, no capitulo 3, foi analisado um modelo de tratamento do cancer por
quimioterapia em que ocorre a metastase das células tumorais. Foi utilizado um sistema
de seis equacoes diferenciais para o modelo. Nas andlises, foi incorporado a “hipdtese de
cancer”, que afirma que nao havendo o tratamento, o cancer sempre ganha a competicao
com as células normais em qualquer foco da doenca. Sendo assim, exceto em poucos casos
em que as respostas imunoldgicas naturais sao capazes de conter o cancer, as células tumo-
rais acabam por superar as células normais a ponto de causar a morte, independentemente
de quando ocorre a metastase, ou seja, independente do valor de 7. Foi possivel observar

que, mantendo as mesmas condicoes iniciais e variando-se apenas o tempo de atraso T o
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modelo atinge o mesmo equilibrio. Contudo, o efeito de 7 atrasa o momento em que as

células tumorais do foco secunddario dominam as células normais desse foco.

Finalmente, no capitulo 4, foi proposto um modelo matematico para a evolucao de um
tumor cerebral com aplicacao de agentes quimioterapicos. O modelo descreve as interagoes
entre células gliais, neuronios e cancer, com quimioterapia para suprimir o tumor cerebral.
A novidade neste modelo é o efeito da glia sobre os neurénios. Foram estudados alguns
aspectos da dinamica do crescimento canceroso, bem como, foi analisado sua supressao e
eliminacao variando os parametros do sistema. O principal objetivo do tratamento é a
diminuicao do nimero de células de cancer. A quimioterapia de sucesso elimina todas as
células cancerosas minimizando a eliminagao de neuronios e células gliais. Por meio da
estabilidade local encontra-se uma gama de valores para a taxa de infusao (43,189 < ® <
28979,255) que permite a eliminacao do glioma, bem como, que o glioma nao se recupera.
A temozolomida é uma droga quimioterapica usada para o tumor do cérebro, onde a taxa
de infusdo é de 75 < @ < 200(mg/m?). De acordo com o modelo, esta taxa é suscetivel
para preservar a niveis elevados da populacao neural, apesar de nao ser a taxa que diminui

o cancer mais rapidamente.

Por meio de simulacoes numéricas obteve-se valores de infusao de agentes quimiotera-
picos em que o crescimento do glioma ¢é eliminado no menor tempo. O principal resultado
foi o de mostrar que a quimioterapia pode ser aplicada e atenuar os efeitos secundarios dos
medicamentos sobre a morte neuronios, se a taxa apropriada é utilizada. Acredita-se que
este modelo, que considera a interacao entre neuronio e glia, constitui um passo importante
para o desenvolvimento de estratégias para o tratamento do glioma. A compreensao da

dinamica do crescimento do tumor pode ajudar no tratamento de doencas.

Em trabalhos futuros pretende-se considerar modelos de espago [135] para descrever os
padroes de evolugao espaco-temporais do glioma. Também pretende-se considerar a apop-
tose para as células em repouso do modelo de interacao do tumor com o sistema imunolégico

bem como, o tempo de atraso para o modelo do glioma tratado por quimioterapia.
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APENDICE A - Jacobiano

A.1 Sistema capitulo 2

Para determinar a matriz Jacobiana do sistema dado em (2.4) é necessario a troca da
varidveis M(t) = M*, N(t) = N*, Z(t) = Z* e Z(t — T) = Z*e¢ *%, assim,

am

M*
o = (1) e
1
dN*
- = BN*Z e ** — d\N* — auM*N*,
dz* Z*
- Z*(l——)— N*.
di 2 n) P
Aplicando a propriedade distributiva:
dM* M*?
i = I’IM*—I”I —Oth*N*,
1
dN*
= BN*Z* e ** — d\N* — apM*N*,
dz* z*? A
= nZ'—n —BN*Z*e 7.
dt ko ﬁ
Derivando-se em relagao a t:
d*M* dM*  2riM* dM* dN* dM*
T Vo T T a Mg e N
d*N* dN* dz* dN* dN* dMm*
- — _Z* *)LT N* *l’l,'_d — M* Y N*
i PgrZe " TBN e Car T T T
d*z dzZ* 2rZ*dz* dN*_, , dz*
— _ _ 7*MT _ BNF 2 —/'Lr'
i ar T ke dr Pat e TN e



Agrupando os termos semelhantes:

d*Mm*

27‘1M*
- — rT —
dr? T TR
dZN* _
a2z Bz'e " —dy
AN 2rZ*
7 L

am* dN*
—o N*} —oyM* ,
W ar M
dN* dz* aM*
— oM } N =" _q
M| SN 2 dr
az* dN*
- N* *l’b’i| _ Z* lf.
PN dt B dt ¢

Reescrevendo na forma matricial obtém-se a matriz Jacobiana dada por:

J11 —()Cll\/[ik 0
J= | —aN* I BN*e 27|,
0 —ﬁZ*e_lT J33
onde
M*
Ju = r—2ri——oN",
ki
Jpn = ﬁZ*e M’-—dl —(XzM*,
z * —AT
Jiz = rn—2rn——BNe"".

ko

A.2 Sistema capitulo 3

De forma andloga, para determinar o Jacobiano apresentado em

troca das varidveis xj(t) = x1(t), x2(¢)

iip(t) em (3.4) obtendo:

s = am()(1-
B = on)(1-
i) = Bim()(1
in(t) = Baiia(t)(1-

(3.6) é
=5(t), 0ot =) =% (t)e™7, ui(t) =
fl?(l’)) — g% (D),

Xz—l)) — qu] (t)XQ(t) - 5.X2<f),
K
uzf)) —rlﬁl(t)”b(t)?
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(A.1)
(A.2)
(A.3)

¢ necessario a

i (1) e uy(r) =

(A4)
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Aplicando a propriedade distributiva e agrupando os termos semelhantes tem-se:

40 =m0 500,

) = i) — %%;(t)—qm(t)xz(t)—sxz(r),

i (1) = 51ﬁ1(t)—ﬁli%l(t)—rlﬁl(f)ﬁz(f)7

: Baii3 (1) -2

ir(t) = Paiir(t)— L22 — ity (2)ii2 (1) + €052 (t)e "7, (A.5)

80 = whi - 2200 s 050 -k %0
B0 = b0 - 22ROk 060 - el R0 - 550,
a0 = i)~ P i) i ()0,
i) = onle) - PR ()60 i ()0 + 55006,
Ou ainda
a0 = Ju(1- 2 —gno]an -anmno
a0 = Joa(1-222) - 8] - i )00,
i) = (-2 - n)] i) - na 00,
i) = [B(1-Z20) — i )] o)~ it (a1 + e300,

Dessa forma é possivel reescrever o sistema apresentado em (3.4) na forma matricial X =JX

em que X é o vetor coluna X = [¥],%,,ip] e J é o Jacobiano dado por

Ju  —qix 0 0

J_ —q2%2 J2o 0 0 7
0 0 Ji3  —rig
0 €8¢ ™ —nip Jaa



onde
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