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COMPORTAMENTO DINÂMICO DO CRESCIMENTO DE TUMORES
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cias, área de concentração F́ısica.

Orientador: Prof. Dr. Antonio Marcos

Batista

PONTA GROSSA

2015







Dedico este trabalho aos meus

amores Alex e Alexa.



AGRADECIMENTOS
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Resumo

Neste trabalho, propõe-se analisar modelos matemáticos que descrevem a dinâmica de

populações, ou seja, conjuntos de organismos que podem ou não pertencer a mesma es-

pécie, porém possuem comportamento semelhante no que refere-se à sua dinâmica. São

tratados de forma especial os modelos de populações de células onde considera-se o tempo

de retardo, isto é, aqueles descritos por equações diferenciais com atraso. Primeiramente

é realizada a análise em dois modelos matemáticos, o primeiro descreve a interação das

células tumorais com o sistema imunológico. Considera-se que o sistema imunológico é

constitúıdo por células de repouso e células de caça, sendo que as de repouso se convertem

em células de caça, mas a conversão não é imediata, havendo necessidade de modelar por

equações diferencias com atraso. O segundo descreve um modelo para tratamento do cân-

cer por quimioterapia, onde há metástase de um foco primário para um foco secundário

pelas células tumorais. Observa-se as interações entre as células normais e tumorais como

sendo competitivas para os recursos dispońıveis, e é pensado no agente de quimioterapia

como um predador em ambas as células, normais e canceŕıgenas. A metástase pode ocor-

rer com um tempo de retardo, o que dá origem a equações diferencias com atraso. Em

seguida é descrito um modelo para o tratamento de um tumor cerebral por quimioterapia.

É proposto um sistema de equações diferenciais ordinárias para modelar o tumor no cére-

bro em tratamento por quimioterapia, que considera as interações entre as células da glia,

o glioma, os neurônios e os agentes quimioterápicos. Analisa-se as condições para o cres-

cimento do glioma a ser eliminado, e identifica-se os valores de parâmetros para os quais

a inibição do crescimento do glioma é obtida com um mı́nimo de perda de células saudáveis.

Palavras chave: comportamento dinâmico, crescimento de tumores, quimioterapia.



Abstract

This study proposes to analyze mathematical models that describe the dynamics of

populations, namely, sets of organisms that may or may not belong to the same species

but have similar behavior as relates to their dynamics. It is specially treated with

models of cell populations that consider the delay time, which are described by differential

equations with delay. The analysis is realized in two mathematical with models, the first

describes the interaction of tumor cells with the immune system. It is considered that

the immune system is constituted by resting cells and hunting cells, as well as, the resting

cells become cells hunting but the conversion is not straightforward, requiring shaping by

delayed differential equations. The second describes a model for treatment of cancer by

chemotherapy where there is metastasis of a primary to a secondary focus by tumor cells.

We observe the interactions between normal and tumor cells as being competitive for the

available resources, and it is thought the chemotherapy agent as a predator in normal and

cancer cells. Metastasis can occur with a delay time, which leads to delayed differential

equations. Next study is a model for treating of brain tumor by chemotherapy. We pro-

pose a system of coupled differential equations that model brain tumour with treatment by

chemotherapy, which considers interactions among the glial cells, the glioma, the neurons,

and the chemotherapeutic agents. We study the conditions for the glioma growth to be

eliminated, and identify values of the parameters for which the inhibition of the glioma

growth is obtained with a minimal loss of healthy cells.

Keywords: dynamic behavior, tumor growth, chemotherapy.
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3.2.1 Equiĺıbrio e Estabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 35

3.2.2 Resultados Numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 38

3.3 Caso com tratamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 40
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1 Introdução

Em organismos multicelulares complexos de seres vivos tais como anf́ıbios, peixes, rép-

teis, aves e mamı́feros, existem grupos de células1 especializadas e organizadas, formando

tecidos que compõem órgãos vitais para estes seres [1]. No organismo ocorre o crescimento

celular, que responde às necessidades espećıficas dele e, em geral, é um processo cuidado-

samente regulado. Contudo, pode ocorrer um rompimento dos mecanismos reguladores da

multiplicação celular. Sendo assim, existem no organismo padrões de crescimento celular

controlados e não controlados [2].

A hiperplasia, a metaplasia e a displasia são exemplos de crescimento controlado, en-

quanto que as neoplasias correspondem aos padrões de crescimento não controlados e são

denominados, na prática, de“tumores”. Um tumor pode surgir a partir de uma acumulação

gradual de mudanças genéticas que liberam, a partir de células neoplásicas, os mecanismos

homeostáticos2, que regulam a proliferação celular normal [3]. A primeira dificuldade que

se enfrenta no estudo das neoplasias é a sua definição, pois ela se baseia na morfologia e

na biologia do processo tumoral [4]. A mais aceita atualmente é: “Neoplasia é uma prolife-

ração anormal do tecido, que foge parcial ou totalmente ao controle do organismo e tende

à autonomia e à perpetuação, com efeitos agressivos sobre o hospedeiro” [2].

De acordo com o comportamento biológico os tumores podem ser agrupados em três

tipos distintos denominados benignos, limı́trofes e malignos (cancerosos). Um dos aspectos

mais importantes no estudo das neoplasias consiste em estabelecer os critérios diferencia-

dores de cada um destes tumores. Ocorre situações nas quais a diferenciação entre tumor

1Célula é a unidade básica estrutural e funcional dos seres vivos.
2Homeostasia ou homeostase é a propriedade dos seres vivos de regular o seu ambiente interno, de

modo a manter uma condição estável mediante múltiplos ajustes de equiĺıbrio dinâmico, controlados por
mecanismos de regulação inter-relacionados.
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benigno e maligno não pode ser estabelecida com precisão e, nestes casos denota-se por

tumores limı́trofes [2]. Os tumores benignos tendem a apresentar crescimento lento e ex-

pansivo, determinando a compressão dos tecidos vizinhos, o que leva a formação de uma

pseudocápsula fibrosa. Já nos casos dos tumores malignos, o crescimento rápido, desor-

denado, infiltrativo e destrutivo não permite a formação desta pseudocápsula. As duas

propriedades principais das neoplasias malignas são: a capacidade invasivo-destrutiva local

e a produção de metástases [1]. Por definição, a metástase constitui o crescimento neo-

plásico à distância, sem continuidade e sem dependência do foco primário [2]. A palavra

metástase deriva do prefixo grego metá, que significa “para além de”; e do verbo grego

istémi, que se traduz por: “estar, colocar”. Este processo permite a liberação de células de

um primeiro foco, expansão subsequente e ligação a estruturas em focos distantes [1].

Os tumores malignos, apesar da sua grande variedade (classificados em mais de 100

tipos diferentes) apresentam um comportamento biológico semelhante. Caracterizam-se

por possúırem crescimento, invasão local, destruição dos órgãos vizinhos, disseminação

regional e sistêmica [1]. O tempo gasto nestas fases depende tanto do ritmo de crescimento

tumoral como de fatores do hospedeiro. Cirurgia, radioterapia e quimioterapia são três

formas para o tratamento dos tumores malignos, podendo ser utilizadas em conjunto no

tratamento das neoplasias malignas, levando-se em consideração a importância de cada

uma e a ordem de sua indicação [2].

A construção matemática da dinâmica populacional de células pode ser feita por meio

de equações diferenciais. As equações diferenciais ordinárias e parciais vêm desempenhando

um papel importante na descrição da dinâmica populacional [5]. Uma equação de grande

interesse é a equação de Hutchinson, a qual se trata de uma equação loǵıstica3 com atraso

[6]. Em geral, modelos matemáticos mais realistas em biologia de populações devem incluir

alguns dos estados passados, isto é, um sistema real pode ser modelado por equações dife-

renciais com atrasos de tempo. Os atrasos ocorrem com tanta frequência, em quase todas

as situações, que ignorá-los é ignorar a realidade [5].

Entretanto, frequentemente têm sido utilizados sistemas de equações diferenciais sem

atraso para modelar populações de células e tumores [7–11]. Equações diferenciais ordiná-

3Equação loǵıstica é uma equação diferencial utilizada como modelo na dinâmica de populações.
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rias (EDOs) são utilizadas para o crescimento do tumor em determinado ńıvel de popula-

ção celular com combinação de tratamentos, sistema imune e quimioterapia. Na literatura

encontram-se análises da dinâmica da população das células, das interações do sistema

imune e tumor, bem como, do efeito da quimioterapia no tratamento de tumores [12–20].

Trabalhos recentes analisam modelos matemáticos de quimioterapia com relação ao con-

trole ideal de programas de tratamento com fármaco [21–24]. Os modelos são baseados

em diferentes conjuntos de equações diferenciais ordinárias sem atraso para representar a

quimioterapia, imunoterapia, terapia antiangiogênica4 ou uma combinação destes.

Contudo, na literatura também é posśıvel encontrar trabalhos que consideram o efeito

de atrasos de tempo sobre a dinâmica da população de células e crescimento do tumor

que inclui a resposta do sistema imunológico e do tratamento com fármaco [25–36]. Em

geral, a competição entre o crescimento de um tumor maligno que inclui a resposta do

sistema imunológico é modelada por equações diferenciais ordinárias que levam em conta

o atraso da resposta do sistema imune. Há trabalhos recentes que consideram o efeito do

atraso e verificam a estabilidade anaĺıtica e numérica de uma classe de equações diferenciais

não-lineares com atraso [37–44].

No estudo de neoplasias também podem ser utilizados outros modelos, como por exem-

plo autômatos celulares [45, 46]. Um autômato celular é um modelo discreto estudado

na teoria computacional, matemática, biologia teórica e biof́ısica. Consiste de uma rede

infinita e regular de células, cada uma podendo estar em um número finito de estados, que

variam de acordo com regras determińısticas [47].

Neste trabalho o interesse está em modelos descritos por equações diferenciais a fim

de analisar as propriedades de existência e estabilidade de um “estado cura”, ou seja, um

estado de equiĺıbrio em que o câncer está ausente [48]. O atraso será considerado no efeito

da mestástase do tumor, envolvendo o tempo de entrada das células do tumor em um canal

de sangue ou linfo, a embolização, e surgimento em um local distante, com a sobrevivência

e crescimento [49]. A metástase é a principal causa de morte para a maioria dos pacientes

com câncer [50].

4Terapia antiangiogênica baseia-se na aplicação de fármaco que paralisa o crescimento dos vasos anor-
mais.
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O objetivo principal da tese é obter um modelo matemático que descreva o desenvolvi-

mento de câncer no cérebro, mais especificamente, de um glioma. Para isto será utilizado

equações diferenciais ordinárias, que levarão em consideração as interações que ocorrem en-

tre as células cerebrais, bem como efeitos de agentes quimioterápicos. Para resolver sistemas

de equações diferenciais é utilizado o método numérico de Runge-Kutta [51–55]. Trabalhar

com métodos anaĺıticos e numéricos em sistemas de equações diferenciais com atraso, que

descrevem o tratamento por quimioterapia de tumores malignos é o que pretende-se neste

trabalho.

Para atingir o objetivo organizou-se esta tese com o estudo de três modelos para o

comportamento dinâmico do crescimento de tumores da seguinte forma: no caṕıtulo 2 é

realizada uma análise das soluções de um sistema de equações diferenciais com atraso des-

crevendo a interação entre células tumorais e células imunes; no caṕıtulo 3 é analisado um

sistema de equações diferenciais com atraso que descrevem o tratamento por quimioterapia

do tumor com metástase; no caṕıtulo 4 é descrito um modelo para o tratamento por

quimioterapia de tumor no cérebro e, no caṕıtulo 5 são apresentados os resultados do

trabalho, bem como as perspectivas futuras criadas a partir deste estudo.
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2 Modelo para interação de um
tumor com o sistema
imunológico

Interação é o termo utilizado para explicar a influência rećıproca entre os mais diversos

focos de estudo, neste caṕıtulo será apresentado a interação entre uma população de célu-

las que aumenta sem respeitar os limites normais e o sistema de proteção do organismo,

ou seja, interação tumor-sistema imunológico. Será utilizado um modelo composto por

equações diferenciais que resultam na dinâmica populacional de indiv́ıduos que apresen-

tam comportamento semelhante. Em se tratando do sistema imunológico, tem-se células

de repouso e de caça, sendo que as células de repouso passam por um processo de conver-

são, onde transformam-se em células de caça. Essa conversão não é imediata, então será

acrescentado ao modelo um tempo de atraso.

Em 1838 Pierre François Verhulst abre caminho para diversas explicações sobre cres-

cimento populacional, o trabalho apresentado por Verhulst mostrava um modelo loǵıstico

com associações entre densidade populacional e taxa de crescimento [56]. Com o decorrer

dos anos o modelo loǵıstico vem sendo utilizado por áreas como economia [57], engenha-

ria [58], f́ısica [59], medicina [60], geografia [61], estat́ıstica [62], biologia [63], etc. Apesar

das mais diferentes áreas e adaptações para casos especif́ıcos, a base dos modelos é a mesma.

No modelos proposto por Verhulst, uma população deixa de aumentar quando atinge

uma densidade máxima. Para valores de densidade tendendo a zero, o crescimento é

aproximadamente exponencial, enquanto que para valores de densidade, onde a população

tendendo a densidade máxima, o crescimento tende a zero.
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O modelo loǵıstico pode ser escrito de diversas formas, porém, a partir de 1993 os

modelos que consideram equações diferenciais ordinárias e parciais, sem ou com atraso

vêm representando com uma maior perfeição a dinâmica populacional [5, 6]. Escolheu-

se trabalhar com equações diferencias porque permitem a interação de variáveis, termos

cruciais como a morte programada das células “apoptose” e tempo de atraso na replicação

celular. O que se faz necessário, já que pretende-se analisar as propriedades de existência

e estabilidade de um “estado cura”, ou seja, um estado de equiĺıbrio em que o câncer está

ausente [48].

Figura 2.1: Representação esquemática da interação entre células canceŕıgenas e sistema
imunológico.

FONTE: [64].

Na Figura 2.1 pode-se observar uma ideia geral das interações básicas do organismo,

onde a replicação das células tumorais é dependente da capacidade máxima que o meio

suporta. Dentro dessa capacidade estão o espaço, a alimentação, a luta das células tumo-

rais contra a proteção natural do organismo e a luta contra agentes externos inseridos no

organismo (fármacos e técnicas de controle). Uma das principais formas dos organismos

multicelulares responderem a est́ımulos intra e extracelulares é a indução da morte celular

geneticamente programada, conhecida como apoptose. Ainda na Figura 2.1, observa-se

células canceŕıgenas sendo levadas a morte programada, o que é importante, pois leva

afirmativa de que a apoptose é um dos fatores que podem reduzir o crescimento de tumo-
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res [65].

Enquanto uma taxa de células tumorais são direcionadas a apoptose, outra sofre intera-

ção com sistema imunológico, uma forma natural de defesa dos organismos, que por sua vez

também interage consigo mesmo em um processo de ativação de células que inicialmente

encontravam-se em repouso e na sequência passam a agir como caçadoras.

Neste caṕıtulo são apresentadas as soluções de um sistema de equações diferenciais que

descrevem o atraso de interação entre as células tumorais e o sistema imunológico. Existem

dois grandes ramos de respostas do sistema imunológico: a imunidade humoral e imunidade

mediada por células [66]. A imunidade humoral é uma subdivisão da imunidade adquirida

onde a resposta imunológica é realizada por moléculas existentes no sangue, denominadas

de anticorpos, produzidos pelos linfócitos1 B, diferente da imunidade mediada por células,

que são realizadas pelos linfócitos T. A imunidade mediada por células envolve a produção

de linfócitos T citotóxicos (CTLs), macrófagos ativados, ativação de células NK2 e liberação

de várias citocinas em resposta a um ant́ıgeno mediado por linfócitos T, essa não envolve

quaisquer anticorpos. Os CTLs reconhecem e destroem células infectadas/tumorais. Os

linfócitos T citotóxicos ligam-se aos eṕıtopos dos ant́ıgenos endógenos3 vinculados ao com-

plexo principal de histocompatibilidade (MHC-I) das moléculas da superf́ıcie das células

infectadas/tumorais e provocam o lise4 na célula com perforinas [66].

Para melhor compreensão segue o significado dos termos técnicos utilizados:

• Perforina é uma protéına que está presente em tipos de células T, a qual possibilita

a entrada de enzimas tóxicas em células canceŕıgenas;

• Granzima é um grânulo do linfócito T citotóxico, o qual é liberado quando a célula

reconhece um ant́ıgeno estranho, presente na superf́ıcie das células infectadas do

hospedeiro;

• Eṕıtopo é a menor porção de ant́ıgeno com potencial de gerar a resposta imune, é a

área da molécula do ant́ıgeno que se liga aos receptores celulares e aos anticorpos. É

1Linfócito é um tipo de leucócito (glóbulo branco) presente no sangue.
2Células NK (do inglês Natural Killer Cell) ou células exterminadoras naturais são um tipo de linfócitos

responsáveis pela defesa espećıfica do organismo.
3Endógeno significa que é produzido ou que se desenvolve no interior do organismo.
4Lise é o processo de ruptura ou dissolução da membrana plasmática.
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o śıtio de ligação espećıfico que é reconhecido por um anticorpo ou por um receptor

de superf́ıcie de um linfócito T;

• O complexo principal de histocompatibilidade ou MHC (do inglês Major Histocom-

patibility Complex ) é uma grande região genômica ou famı́lia de genes que possui

um papel importante no sistema imune e na auto-imunidade. As protéınas codifica-

das pelo MHC ficam na superf́ıcie das células e apresentam tanto ant́ıgenos próprios

(fragmentos de pept́ıdeos da própria célula) quanto ant́ıgenos externos (fragmentos

de microorganismos invasores) para linfócitos T, os quais possuem a capacidade de

matar ou coordenar a morte de patógenos, células infectadas ou com função prejudi-

cada;

• Citocinas ativam e desativam os fagócitos5 e as células de defesa imunológica, aumen-

tam ou diminuem as funções das diferentes células de defesa imunológica e promovem

ou inibem uma série de defesas não-espećıficas do organismo.

Uma das principais defesas do organismo contra v́ırus, bactérias intracelulares e tu-

mores é a destruição de células infectadas/tumorais por linfócitos T citotóxicos. Estes

são capazes de matar as células, induzindo a morte celular programada, conhecida como

apoptose. Os CTLs têm grânulos citoplasmáticos que contêm as protéınas perforina e

granzimas. Quando se ligam ao seu alvo, o conteúdo dos grânulos são descarregados por

exocitose6. A perforina insere-se em moléculas da membrana plasmática das células alvo

e isso permite as granzimas entrar na célula. As granzimas são serino-proteases que uma

vez dentro da célula seguem para decompor os precursores das caspases7, os ativando para

produzir a autodestruição da célula por apoptose.

5Os fagócitos são leucócitos do sangue que protegem o corpo através da ingestão (fagocitose) de par-
t́ıculas estranhas, bactérias e células mortas ou células a morrer. São essenciais no combate a infecções e
para posterior imunidade.

6Exocitose é o processo pelo qual uma célula eucariótica viva libera substâncias para o fluido extracelu-
lar, seja o fluido que envolve as células de um tecido, nos organismos multicelulares, seja para o ambiente
aquático, por modificação da membrana celular, ou seja, sem ser por difusão. é o oposto de endocitose.

7Caspases são um grupo de proteases baseadas em enzimas com um reśıduo de cistéına (um dos ami-
noácidos codificados pelo código genético) capazes de clivar outras protéınas depois de um reśıduo de ácido
aspártico, uma especifidade incomum entre proteases. O nome“caspase” é derivado dessa função molecular
caracteŕıstica: cysteine-aspartic-acid-proteases. Caspases são essenciais na apoptose celular.
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2.1 Formulação do modelo

O objetivo é obter um modelo que descreve o sistema onde células canceŕıgenas inte-

ragem com o sistema imunológico, considerando-se o processo de morte programada das

células. Para base cient́ıfica deste trabalho, escolheu-se o modelo matemático proposto

por Banerjee e colaboradores [66], no qual considera-se células tumorais e o sistema imune

interagindo entre si, porém, não considera a ação de morte celular programada. Trata-se de

um modelo com três equações diferenciais, cada uma representando uma classe de células

que evoluem de maneira loǵıstica.

No modelo que propomos, além das interações ocorridas entre o sistema imunológico e

células canceŕıgenas, foi acrescentado o termo que representa a morte programada das cé-

lulas, permitindo assim uma análise mais completa da dinâmica de supressão canceŕıgenas.

É importante considerar duas importantes espécies celulares para modelar a interação

tumor-imune: células T e as células com tumor maligno. As células T podem ser classifica-

das em células de caça (linfócitos T citotóxicos - CTLs), células T em repouso e células T

auxiliares. Os CTLs atacam, destroem ou ingerem as células do tumor maligno. As células

T auxiliares estimulam a liberação de citocinas, que ativam os CTLs para coordenar o

ataque. As células T em repouso podem ser convertidas em CTLs para que assim possam

caçar e destruir as células tumorais. O processo de ativação e conversão de células T em

repouso em células T citotóxicas de caça (CTLs) não é instantâneo, possui um tempo de

atraso (τ). Isso faz naturalmente com que o modelo leve em consideração o fator tempo

de atraso ( em unidades de tempo), no tempo de conversão (de repouso ao estado de caça)

e no tempo de crescimento das células de caça. Também é considerado que, uma vez que

uma célula tenha sido convertida, ela nunca retornará para a fase de repouso e de que

células ativas morrem em uma probabilidade constante por unidade de tempo.
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Sendo assim, o modelo proposto nesse trabalho é descrito por três equações:

dM(t)
dt

= r1M(t)
(

1− M(t)
k1

)
−α1M(t)N(t)−d1M(t), (2.1)

dN(t)
dt

= βN(t)Z(t − τ)−d2N(t)−α2M(t)N(t), (2.2)

dZ(t)
dt

= r2Z(t)
(

1− Z(t)
k2

)
−βN(t)Z(t − τ). (2.3)

A equação (2.1) descreve a dinâmica de proliferação das células canceŕıgenas, onde M

representa o número de células canceŕıgenas, r1 indica a taxa de proliferação das células

canceŕıgenas (r1 > 0), k1 o número máximo de células canceŕıgenas que o sistema comporta

(k1 > 0). Nesta primeira equação, além da proliferação das células canceŕıgenas estar limi-

tada por um fator de crescimento k1, considera-se também o termo −α1MN que representa

a perda de células tumorais devido ao encontro com as células de caça N. As células de

caça no modelo, representam os linfócitos T citotóxicos (CTLs), uma das principais formas

de defesas do organismo contra v́ırus, bactérias intracelulares e tumores. Para finalizar os

termos da equação (2.1), tem-se −d1M, responsável por um dos principais pontos deste

modelo, que é a morte celular programada, ou seja, a apoptose das células canceŕıgenas.

Na equação (2.2) do modelo, observa-se a dinâmica das células de caça, onde N repre-

senta o número de células de caça, ou seja, o número de linfócitos T citotóxicos agindo

sobre as células tumorais, o termo −d2N representa a morte natural das células de caça

(tanto d1 como d2 são constantes positivas), o termo −α2MN é responsável pela perda de

células de caça devido ao encontro com as células do tumor. Por último, mas não menos

importante, tem-se o termo −βNZ(t − τ) que está diretamente ligado com a conversão

de células inicialmente em repouso para células ativas, que passarão a ser predadoras no

sistema. A conversão é um processo de ativação e conversão de células T em repouso para

células T citotóxicas de caça (CTLs). Esse processo não é instantâneo, possui um tempo

de atraso.

Assim como na equação (2.2), o termo −βNZ(t−τ) também aparece na equação (2.3),

que descreve a dinâmica das células T em repouso, onde Z representa o número de células

T em repouso, r2 é a taxa de proliferação células em repouso (r2 > 0), k2 é o número

de células em repouso (k2 > 0) e o termo −βNZ(t − τ) é o responsável pela conversão
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da células T da fase de repouso para a fase de caça. O atraso ocorrido nessa conversão

também induz um atraso no aumento do número das células de caça N, e isso faz com que o

termo −βNZ(t −τ) esteja presente também na segunda equação. Outro ponto importante

considerado no modelo, é o fato de que se uma célula foi convertida, ela nunca retornará

para a fase de repouso e de que células ativas morrem em uma probabilidade constante por

unidade de tempo.

Para as simulações realizadas com o modelo, foram selecionados valores para os pa-

râmetros a partir de resultados de trabalhos experimentais para dinâmica de crescimento

do linfoma B altamente maligno. Na Tabela (2.1), apresenta-se os valores dos parâmetros

para o crescimento loǵıstico do tumor na ausência de uma resposta do sistema imunológico.

Tabela 2.1: Valores dos Parâmetros Utilizados para a Análise Numérica.
Parâmetros Referências

r1 = 0,18 dia−1 [67]
k1 = 5×106 células [67]

α1 = 1,101×10−7 células−1dia−1 [68]
α2 = 3,422×10−10 células−1dia−1 [68]

d1 = 0,0412 dia−1 [68]
r2 = 0,0245 dia−1 [66]

k2 = 1×107 células [66]
β = 6,2×10−9 células−1dia−1 [68]

τ = 45 dia [63]

FONTE: [64].

2.2 Equiĺıbrio e Estabilidade

Quando um trabalho sobre dinâmica de populações é proposto, é importante observar

a estabilidade do sistema, bem como algumas consequências que restrinjam o crescimento.

Neste sentido, o estudo de positividade e contorno limitado das soluções do sistema em

torno de diferentes estados estacionários faz-se necessário.

Na teoria de equações diferenciais o ponto x̃ ∈ Rn é um ponto de equiĺıbrio para equação

diferencial dx
dt = f (x, t) se f (x̃, t) = 0 para todo t. A análise do equiĺıbrio (denotado por E)
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é em torno das variáveis que representam as células tumorais (M), células de caça (N) e

células em repouso (Z). As variações em M, N e Z devem tornar as equações (2.1), (2.2) e

(2.3) nulas.

Algumas das análises de equiĺıbrios não são fisiologicamente viáveis, ou seja, acabam

por levar o indiv́ıduo a morte. Mas apesar de não serem viáveis em situações reais, listou-se

neste trabalho devido ao interesse matemático e posśıvel interpretação. A seguir apresenta-

se uma análise dos equiĺıbrios para os estados: E0(0,0,0) onde tem-se ausência de células

tumorais, células de caça e de repouso; E1(k1,0,0) onde as células tumorais chegam ao

número máximo k1, porém, há ausência de células de caça e de repouso; E2(0,0,k2) onde

tem-se ausência de células tumorais e de células de caça, porém, com células em repouso

podendo chegar a um número máximo k2; E3(k1,0,k2) onde o número de células tumorais

e células em repouso atingiram o valor máximo, porém, as células em repouso não se

convertem em células de caça.

É posśıvel, conforme apêndice A, determinar a matriz Jacobiana para um estado de

equiĺıbrio genérico E∗(M∗,N∗,Z∗) que assume a forma

J =


J11 −α1M∗

1 0

−α2N∗ J22 βN∗e−λτ

0 −βZ∗e−λτ J33

 ,

com os valores da diagonal escritos como

J11 = r1 −2r1
M∗

k1
−α1N∗−d1,

J22 = βZ∗e−λτ −d2 −α2M∗,

J33 = r2 −2r2
Z∗

k2
−βN∗e−λτ . (2.4)

Os valores da diagonal, permite-nos uma avaliação sobre o equiĺıbrio estável ou instável

do sistema quando nas condições analisadas. Para ser estável é necessário que todos os

autovalores da matriz sejam negativos, caso um dos valores não o seja, então equiĺıbrio será

instável.

Para o estado de equiĺıbrio E0(0,0,0), E1(k1,0,0), as matrizes Jacobianas podem ser
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escritas como

J =


r1 −d1 0 0

0 −d2 0

0 0 r2

 ,

e

J =


−r1 −d1 −α1k1 0

0 −d2 −α2k1 0

0 0 r2

 ,

respectivamente. Para ambos os estados, admite-se autovalor positivo r2, sendo assim,

resultam em um equiĺıbrio instável.

Já para o estado E2(0,0,k2), observa-se a matriz Jacobiana:

J =


r1 −d1 0 0

0 βk2e−λτ −d2 0

0 −βk2e−λτ −r2

 ,

com autovalores r1 −d1, βk2e−λτ −d2, −r2. Neste caso a estabilidade se torna dependente

do tempo de atraso. O mesmo caso repete-se no caso do equiĺıbrio E3(k1,0,k2), onde a

matriz Jacobiana pode ser escrita na forma:

J =


−r1 −d1 −α1k1 0

0 βk2e−λτ −d2 −α2k2 0

0 −βk2e−λτ −r2

 ,

com autovalores {−r1 −d1,βk2e−λτ − (d2 +α2k2),−r2}.

Sendo assim, os estados E0(0,0,0) e E1(k1,0,0) atingem equiĺıbrio instável, já os estados

E2(0,0,k2) e E3(k1,0,k2) a estabilidade se torna dependente do tempo de atraso.

2.3 Resultados Numéricos

Conforme apresentado, o modelo proposto é composto por três equações diferenciais,

e conta ainda com um tempo de atraso. É importante salientar a possibilidade de se

encontrar bifurcações de Hopf quando se utiliza equações diferenciais com atraso. Em
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trabalhos anteriores Iarosz e colaboradores [69], Borges e colaboradores [63] descrevem um

crescimento de órbitas periódicas a partir de um ponto fixo de equiĺıbrio de um determinado

sistema [70]. Representam o comportamento mutável da proliferação das células tumorais

quando um tempo de atraso é inserido. O valor de τ utilizado neste trabalho (τ = 45),

corresponde ao comportamento onde a recorrência das células tumorais é regular [69] e os

demais valores são descritos na Tabela 2.1.

Evidências experimentais mostram que tumores malignos apresentam resistência à

apoptose, porém, com fármacos espećıficos é posśıvel reverter esse quadro e induzir a apop-

tose em células tumorais [71]. Na Figura 2.2, apresenta-se o comportamento da interação

entre células tumorais e sistema imunológico conforme o termo de morte programada é

inserido no modelo. Observa-se na Figura 2.2 (a) a evolução do sistema com a presença de

células tumorais se proliferando, enquanto as células de repouso convertem-se em células

de caça, que por sua vez tentam aniquilar as células tumorais. Neste caso não há presença

de morte programada das células tumorais, ou seja, o termo −d1M presente na equação

(2.1) é nulo, pois para essa simulação considera-se d1 = 0.

Afim de observar a influência da apoptose na interação tumor-sistema imunológico,

mostra-se nas Figuras 2.2 (b) e (c) a redução das células tumorais quando considera-se

d1 = 0,02 e d1 = 0,04, respectivamente. É posśıvel notar que com o acréscimo no termo

que representa a apoptose na equação (2.1), o número de células tumorais decresce em um

tempo cada vez menor em comparação com o ocorrido na Figura 2.2 (a). Logo, pode-se

concluir que a apoptose celular tem uma influência significativa na dinâmica do tumor.

Conforme observado na Figura 2.2, quando considera-se a apoptose no modelo, o nú-

mero de células tumorais diminui consideravelmente, na Figura 2.3 apresenta-se a relação

do tempo (t) para o qual as células tumorais (M) decrescem em função de d1. Observa-se

que quanto maior o valor da variável que controla o termo −d1M, menor será o tempo para

que a aniquilação das células tumorais aconteça. Tem-se na Figura 2.3 um comportamento

tipo lei de potência e demonstra-se que a supressão do número de células tumorais tem

dependência com a apoptose celular. Para complementar esse resultado, observa-se na Fi-

gura 2.4 a região onde ocorre a supressão do número de células tumorais (M). Essa análise

mostra que os valores que delimitam as regiões obedecem um comportamento linear. Em

preto tem-se a região onde os valores do número de células tumorais oscilam e atinge um
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Figura 2.2: Evolução temporal de células tumorais e sistema imunológico conforme um
termo de morte programada é inserido no modelo. Em (a) considera-se d1 = 0, em (b) d1 =
0,02 e (c) d1 = 0,04, para os demais parâmetros utilizados nas simulações estão presentes
na Tabela 2.1 com as condições iniciais M(0) = 2700000; N(0) = 204000; Z(0) = 7180000

FONTE: [64].

equiĺıbrio diferente de zero, e em branco apresenta-se a região onde ocorre a supressão do

número de células tumorais. Nota-se que para valores de d1 > 0,2 ocorre a supressão para

quaisquer valores de α1, que é a variável associada a interação tumor-sistema imunológico.
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Figura 2.3: Representação do tempo para que ocorra a supressão do número de células
tumorais considerando-se o termo de apoptose no modelo.

FONTE: [64].

2.4 Discussões

Neste caṕıtulo foi apresentado a análise dos efeitos das interações entre células tumorais

e células do sistema imunológico por meio de um sistema de equações diferenciais não-

lineares com atraso. A principal diferença entre o sistema apresentado e os outros nesse

sentido é o uso da equação diferencial com atraso e a consideração de um termo para

apoptose celular, que aparece naturalmente quando se consideram as interações celulares.

O termo de apoptose que inserimos no modelo, vem reforçar a influência significativa em

tratamentos para tumores.
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Figura 2.4: Supressão do número de células tumorais considerando-se a presença de apop-
tose celular.

FONTE: [64].
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3 Modelo para o tratamento de
tumor por quimioterapia

Uma das formas de tratamento para o câncer, tumor maligno, é a quimioterapia, que

envolve a injeção no corpo de um agente projetado para atacar as células infectadas. Porém,

este agente ataca também as células normais provocando efeitos colaterais comuns, tais

como a perda de cabelo. Pesquisas que envolvem o projeto do agente quimioterápico visam

maximizar o efeito sobre o câncer e minimizar esses efeitos colaterais [2].

Em muitos casos de câncer, ele se espalha a partir de um foco1 primário num dado

órgão para um foco secundário em outro órgão fisiológico por meio da corrente sangúınea

ou do sistema linfático. Este processo é conhecido como metástase. Em alguns casos o

tumor secundário, ou seja, o câncer no foco secundário, que é o fatal. Por esse motivo,

é importante considerar um modelo de tratamento por quimioterapia quando ocorre a

metástase. A metástase ocorre em órgãos seletivos. Os locais mais comuns de metástase

são o pulmão e o f́ıgado [72].

A metástase aumenta conforme cresce o tamanho do tumor no foco primário. Devido

aos processos envolvidos, muitas vezes há um atraso de tempo (por vezes significativo) para

a metástase ocorrer. Dessa forma, é razoável modelar a interação entre as células tumorais

e as células normais em dois focos espećıficos com metástase entre os focos primário e o

secundário com um atraso de tempo.

Aqui é considerado um sistema com seis equações diferenciais, três representando as

interações entre as células normais, as células tumorais, e os agentes de quimioterapia no

foco primário e as mesmas três interações no foco secundário. Também é levado em conta

1órgão fisiológico infectado pelo tumor [72].
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a migração das células tumorais a partir do foco primário para o foco secundário com

um tempo de atraso [72]. Considerado apenas o não-tratamento e os casos de tratamento

cont́ınuo. Devido a dimensão do modelo, não é posśıvel obter uma análise matemática com-

pleta. No entanto, é posśıvel obter resultados variados utilizando análise computacional.

Na sequência é apresentado o modelo e realizado uma análise computacional verificando a

existência de soluções de equiĺıbrios e estabilidade local.

3.1 Formulação do modelo

O modelo é descrito por meio de cinco equações diferenciais ordinárias e uma equação

diferencial funcional, ou seja, uma equação em que a variável dinâmica, e possivelmente suas

derivadas, possuem argumentos calculados em instantes distintos. O modelo visa simular

as interações entre as células normais, as células tumorais e os agentes de quimioterapia

em cada foco, com metástase2 do câncer do foco primário para o foco secundário.

Sejam, respectivamente, x1(t) e x2(t) as concentrações de células normais e tumorais

no foco primário e y(t) a concentração do agente de quimioterapia no foco primário. Da

mesma forma, define-se u1(t) equivalente a x1(t), u2(t) equivalente a x2(t) e z(t) equivalente

a y(t) no foco secundário. Isso leva ao modelo [72]:

ẋ1(t) = α1x1(t)
(

1− x1(t)
K1

)
−q1x1(t)x2(t)−

p1x1(t)y(t)
a1 + x1(t)

,

ẋ2(t) = α2x2(t)
(

1− x2(t)
K2

)
−q2x1(t)x2(t)−

p2x2(t)y(t)
a2 + x2(t)

−δx2(t),

ẏ(t) = ∆−
[
ξ +

c1x1(t)
a1 + x1(t)

+
c2x2(t)

a2 + x2(t)

]
y(t),

u̇1(t) = β1u1(t)
(

1− u1(t)
L1

)
− r1u1(t)u2(t)−

s1u1(t)z(t)
b1 +u1(t)

,

u̇2(t) = β2u2(t)
(

1− u2(t)
L2

)
− r2u1(t)u2(t)−

s2u2(t)z(t)
b2 +u2(t)

+ εδx2(t − τ),

ż(t) = Φ−
[
η +

d1u1(t)
b1 +u1(t)

+
d2u2(t)

b2 +u2(t)

]
z(t), (3.1)

2Processo pelo qual o câncer se espalha a partir de um foco primário num dado órgão para um foco
secundário em outro órgão fisiológico por meio da corrente sangúınea ou do sistema linfático.
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onde

• αi, i = 1,2 são as taxas de proliferação espećıficas das células normais e canceŕıgenas

para pequenas concentrações no foco primário;

• Ki, i = 1,2, são os respectivos números máximos posśıveis de células;

• qi, i = 1,2, são os coeficientes de competição entre x1 e x2;

• pi, i = 1,2, são os coeficientes de predação de y sobre xi;

• ai, i= 1,2, determinam a velocidade em que xi, na ausência de competição e predação,

atinge sua capacidade;

• ∆, é a taxa de infusão cont́ınua de quimioterapia para o foco primário;

• ξ , é a taxa de eliminação do agente de quimioterapia neste foco;

• ci, i = 1,2, são as taxas de combinação do agente de quimioterapia com as células,

por isso, eles são proporcionais ao pi, i = 1,2.

Interpretações semelhantes para o foco secundário podem ser dadas para βi, Li, ri, si,

bi, Φ, η , di, i = 1,2, respectivamente.

Além disso,

• δ é a velocidade com que as células tumorais deixam o foco primário;

• τ é o tempo de atraso no efeito da metástase;

• ε ,0 < ε ≤ 1, é a proporção de células tumorais que chegam e interagem no foco

secundário, depois de ter deixado o foco primário.

Aqui é utilizado o crescimento loǵıstico para as células normais e tumorais em ambos

os focos com a concorrência em cada foco entre as células normais e as canceŕıgenas. O

agente de quimioterapia age como um predador em ambas as células normais e canceŕıgenas

em cada foco. Além disso, há um posśıvel tempo de atraso de tamanho τ que as células

tumorais levam ao sairem do foco primário e a chegarem a interagir no foco secundário.
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Para tornar este modelo mais realista, é imposto certas desigualdades entre os parâme-

tros. Como as células tumorais crescem num ritmo muito mais rápido que as células normais

e se o tratamento não é oferecido, na maioria das vezes, as células tumorais competem

com as células normais independente das condições iniciais. Além disso, os agentes de

quimioterapia devem ser consideravelmente mais eficazes em destruir células tumorais que

em destruir as células normais para que o tratamento seja eficaz. Estes argumentos levam

ao seguinte conjunto de desigualdades:

α2 > α1,β2 > β1; (3.2)

e

p2 � p1,s2 � s1. (3.3)

Para realizar a análise numérica é importante selecionar os valores dos parâmetros

adequados, uma vez que determinam a dinâmica do sistema. Para os parâmetros apre-

sentados é imposto algumas condições baseadas tanto em resultados anaĺıticos como em

alguns argumentos fisiológicos. Os parâmetros estimados são apresentados na Tabela (3.1):

Tabela 3.1: Valores dos Parâmetros Utilizados para a Análise Numérica [72].
Parâmetros Valores Parâmetros Valores

α1 1,5 β1 2
α2 10 β2 12
K1 1460 L1 1750
K2 2100 L2 2300
q1 0,0075 r1 0,002
q2 0,005 r2 0,001
p1 0,0008 s1 0,0006
p2 0,08 s2 0,1
a1 1,0 b1 1,0
a2 1,0 b2 1,0
δ 0,1 ε 0,0001
∆ 2000 Φ 2000
ξ 20 η 20
c1 0,0024 d1 0,0018
c2 0,24 d2 0,3

FONTE: Adaptado de Pinho 2002 [72].
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3.2 Caso sem tratamento

Nesta seção, discute-se o caso particular em que não existe um tratamento no sistema

(3.1), ou seja, não é considerado o efeito da quimioterapia. Dessa forma, o sistema fica

reduzido a 4 equações, sendo que as 2 equações para modelar a quimioterapia em ambos

os focos, ẏ(t) e ż(t) não são consideradas. é introduzido um conceito chamado de “hipótese

de câncer” o qual afirma que, na ausência de tratamento, o câncer acabará por ganhar em

qualquer foco com ou sem metástase [72], e apresentados alguns resultados numéricos.

Aqui, o modelo é reduzido para a forma

ẋ1(t) = α1x1(t)
(

1− x1(t)
K1

)
−q1x1(t)x2(t),

ẋ2(t) = α2x2(t)
(

1− x2(t)
K2

)
−q2x1(t)x2(t)−δx2(t),

u̇1(t) = β1u1(t)
(

1− u1(t)
L1

)
− r1u1(t)u2(t),

u̇2(t) = β2u2(t)
(

1− u2(t)
L2

)
− r2u1(t)u2(t)+ εδx2(t − τ), (3.4)

onde

x1(0),x2(0),u1(0),u2(0)≥ 0. (3.5)

3.2.1 Equiĺıbrio e Estabilidade

Os pontos de equiĺıbrio são denotados por E. Alguns destes equiĺıbrios representam a

morte do indiv́ıduo, no entanto, eles são listados em razão do posśıvel interesse matemático

e interpretativo.

Observando o sistema (3.4), os seguintes equiĺıbrios sempre existem: E0(0,0,0,0),

E1(K1,0,0,0), E2(0,0,L1,0) e E3(K1,0,L1,0). Em particular, E3 representa o estado de

equiĺıbrio com ambos os focos saudáveis. O equiĺıbrio E4(K1,0,0,L2), também existe, mas

representa o caso em que o tumor tomou completamente o foco secundário. Também

considera-se um equiĺıbrio da forma E5(0,K2,0,L2), que representa o estado que o tumor

tomou completamente ambos os focos.

É posśıvel, conforme apêndice A, determinar a matriz Jacobiana para um equiĺıbrio
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genérico E(x̃1, x̃2, ũ1, ũ2) que assume a forma

J =


J11 −q1x̃1 0 0

−q2x̃2 J22 0 0

0 0 J33 −r1ũ1

0 εδe−τλ −r2ũ2 J44

 ,

com os valores da diagonal escritos como

J11 = α1

(
1− 2x̃1

K1

)
−q1x̃2,

J22 = α2

(
1− 2x̃2

K2

)
−q2x̃1 −δ ,

J33 = β1

(
1− 2ũ1

K1

)
− r1ũ2,

J44 = β2

(
1− 2ũ2

K2

)
− r2ũ1. (3.6)

Observa-se que a análise de estabilidade local em torno de qualquer equiĺıbrio não depende

do tempo de atraso τ . Sendo α2 > δ , E0 é instável pois seus equiĺıbrios são

E0(0,0,0,0)



λ (0)
1 = α1 > 0,

λ (0)
2 = α2 −δ > 0,

λ (0)
3 = β1 > 0,

λ (0)
4 = β2 > 0.

Os autovalores de E1, E2, E3 e E4 são respectivamente,

E1(K1,0,0,0)



λ (1)
1 =−α1 < 0,

λ (1)
2 = α2 −q2K1 −δ ,

λ (1)
3 = β1 > 0,

λ (1)
4 = β2 > 0.

E2(0,0,L1,0)



λ (2)
1 = α1 > 0,

λ (2)
2 = α2 −δ > 0,

λ (2)
3 =−β1 < 0,

λ (2)
4 =−β2 − r2L1.
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E3(K1,0,L1,0)



λ (3)
1 =−α1 < 0,

λ (3)
2 = α2 −q2K1 −δ ,

λ (3)
3 =−β1 < 0,

λ (3)
4 = β2 − r2L1.

E4(K1,0,0,L2)



λ (4)
1 =−α1 < 0,

λ (4)
2 = α2 −q2K1δ ,

λ (4)
3 =−β1 − r1L2,

λ (4)
4 =−β2 < 0.

Os autovalores para E5(0,K2,0,L2) são

λ (5)
1 = α1 −q1x̃2 = α1 −

q1K2(α2 −δ )
α2

,

λ (5)
2 = α2 −δ − 2α2x̃2

K2
=−(α2 −δ )< 0,

λ (5)
3 = β1 − r1ũ2 = β1 −

r1L2

2
− r1

[L2
2

4
+

δεL2K2(α2 −δ )
α2β2

]1/2
,

λ (5)
4 = β2

(
1− 2ũ2

L2

)
=−2β2

L2

[L2
2

4
+

δεL2K2(α2 −δ )
α2β2

]1/2
< 0.

Impondo as seguintes condições como suficientes para a “hipótese de câncer”:

α2 −δ > q2K1, (3.7)

β2 > r2L1, (3.8)

α1α2 < q1K2(α2 −δ ), (3.9)

β1 < r1L2

[
1+

r1δεL2K2(α2 −δ )
β1β2α2

]
. (3.10)

Sendo α2 > δ , as condições de (3.7) e (3.8), juntamente com β1 6= r1L2 garantem o caráter

hiperbólico3 dos equiĺıbrios E1,E2, E3 e E4, e se as condições de (3.9) e (3.10) são satisfeitas,

então E5 é um equiĺıbrio local assintoticamente estável.

3O paraboloide hiperbólico possui um formato semelhante a uma sela e pode possuir um ponto cŕıtico
chamado de ponto de sela.
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3.2.2 Resultados Numéricos

Para realizar as simulações numéricas do sistema (3.4) foi desenvolvido uma rotina

em linguagem C, também foi admitido condições iniciais baseadas tanto em resultados

anaĺıticos como em alguns argumentos fisiológicos conforme Tabela (3.1).

Apresenta-se na Figura 3.1 a evolução temporal do número de células quando não há

atraso para a metástase ocorrer, isto é, τ = 0. Observa-se na Figura 3.1 (a) a evolução das

células normais no primeiro foco do tumor, verificando que sem tratamento mesmo com

a condição inicial x1 = K1 = 1460, isto é, com o número máximo de células normais que

o sistema suporta, rapidamente chega a zero, representando um estado em que as células

tumorais vencem as normais. Pode ser observado na Figura 3.1 (b) que mesmo iniciando

com um número pequeno de células tumorais, x2 = 0,01, rapidamente atinge-se o limite

x2 = K2 = 2100, que representa número máximo de células tumorais que o primeiro foco

suporta.

Nas Figuras 3.1 (c) e 3.1 (d) observa-se o comportamento das células normais e tumo-

rais, respectivamente, no segundo foco do tumor é posśıvel verificar um comportamento

semelhante ao do primeiro foco, ou seja, mesmo com a condição inicial u1 = L1 = 1750,

o número de células normais vai rapidamente a zero, assim como, o número de células

tumorais atinge rapidamente o limite u2 = L2 = 2300. Dessa forma, a Figura 3.1 representa

o equiĺıbrio E5(0,K2,0,L2), que representa o estado que o tumor tomou completamente

ambos os focos.

Na Figura 3.2 também é apresentado a evolução do número de células normais e tumo-

rais em ambos os focos, mas agora para τ 6= 0, ou seja, τ = 20, onde observa-se o mesmo

comportamento do caso anterior no foco primário, conforme Figuras 3.2 (a) e 3.2 (b), onde

o sistema evolui para o equiĺıbrio E5 mesmo partindo-se de condições iniciais distantes.

Contudo, conforme observa-se nas Figuras 3.2 (c) e 3.2 (d), as células tumorais no segundo

foco dominam as células normais, mas há um atraso.

Portanto, o efeito de τ atrasa o momento em que as células tumorais do foco secundário

dominam as células normais, conforme pode ser observado na Figura 3.3, onde tc indica

o tempo necessário para que as células tumorais do foco secundário dominem as células
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Figura 3.1: Evolução temporal (t em dias) da concentração de (a) células normais no
primeiro foco, (b)células tumorais no primeiro foco, (c) células normais no segundo foco e
(d) células tumorais no segundo foco, com condição inicial x1 = 1460, x2 = 0,01, u1 = 1750,
u2 = 0,0 e τ = 0 e parâmetros de acordo com a Tabela 3.1.
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FONTE: A autora.

normais deste mesmo foco. Isso significa que, sem tratamento, as células tumorais de ambos

os focos vencem a competição com as células normais, como era suposto pela “hipótese de

câncer”.
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Figura 3.2: Evolução temporal (t em dias) da concentração de (a) células normais no
primeiro foco, (b)células tumorais no primeiro foco, (c) células normais no segundo foco e
(d) células tumorais no segundo foco, com condição inicial x1 = 1460, x2 = 0,01, u1 = 1750,
u2 = 0,0 e τ = 20 e parâmetros de acordo com a Tabela 3.1.
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FONTE: A autora.

3.3 Caso com tratamento

Aqui, é considerado o modelo completo do sistema com as 6 equações apresentado em

(3.1). Estuda-se a estabilidade local de alguns equiĺıbrios relevantes por meio de métodos

numéricos.
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Figura 3.3: Tempo de domı́nio das células tumorais tc no foco secundário pelo atraso τ .
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3.3.1 Equiĺıbrios e Estabilidade

Neste caso, denotamos os equiĺıbrios por E como variações em x1, x2, y, u1, u2 e z e,

novamente, alguns deles representam a morte do indiv́ıduo.

Analisamos a estabilidade local dos equiĺıbrios E1(x̂1,0, ŷ, û1,0, ẑ), E2(0, x̂2, ŷ,0, û2, ẑ) e

E3(x̂1,0, ŷ,0, û2, ẑ) que são chamados, respectivamente, o equiĺıbrio de células não tumorais

(não há células tumorais em ambos os focos), o equiĺıbrio de células não normais (não há

células normais em ambos os focos) e o equiĺıbrio de células metastáticas (não há células

tumorais no foco primário e não há células normais no foco secundário).
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A matriz Jacobiana para um equiĺıbrio genérico pode ser escrita na forma

J =



J11 −q1x̃1 − p1x̃1
a1+x̃1

0 0 0

−q2x̃2 J22 − p2x̃2
a1+x̃2

0 0 0

− a1c1ỹ
(a1+x̃1)2 − a2c2ỹ

(a2+x̃2)2 J33 0 0 0

0 0 0 J44 −r1ũ1 − s1ũ1
b1+ũ1

0 εδ exp(−µτ) 0 −r2ũ2 J55 − s1ũ1
b1+ũ1

0 0 0 − b1d1z̃
(b1+ũ1)2 − b2d2z̃

(b2+ũ2)2 J66


,

com os valores da diagonal escritos como

J11 = α1(1−
2x̃1

K1
)−q1x̃2 −

p1a1ỹ
(a1 + x̃1)2 ,

J22 = α2(1−
2x̃2

K2
)−q2x̃1 −

p2a2ỹ
(a2 + x̃2)2 −δ ,

J33 = −(ξ +
c1x̃1

a1 + x̃1
+

c2x̃2

a2 + x̃2
),

J44 = β1(1−
2ũ1

L1
)− r1ũ2 −

s1b1z̃
(b1 + ũ1)2 ,

J55 = β2(1−
2ũ2

L2
)− r2ũ1 −

s2b2z̃
(b2 + ũ2)2 ,

J66 = −(η +
d1ũ1

b1 + ũ1
+

d2ũ2

b2 + ũ2
). (3.11)

Tal como no caso sem tratamento, a análise da estabilidade local em torno de qualquer

equiĺıbrio não depende do tempo de atraso τ . Realizamos a análise numérica da estabilidade

local dos equiĺıbrios E1(x̂1,0, ŷ, û1,0, ẑ), E2(0, x̂2, ŷ,0, û2, ẑ) e E3(x̂1,0, ŷ,0, û2, ẑ).

3.3.2 Resultados Numéricos

Primeiramente considera-se o conjunto de parâmetros informados na Tabela (3.1), tais

que o sistema (3.1) possui um tipo de cada equiĺıbrio E1, E2 e E3. Supondo que o equiĺıbrio

de células não normais e o equiĺıbrio de células metastáticas, E2 e E3, são localmente

estáveis, mas o equiĺıbrio de células não tumorais E1, é localmente instável, verifica-se que

o estado estacionário ao qual as soluções se aproximam dependem de x2.

Apresenta-se na Figura 3.4 a evolução temporal do número de células com x2 = 0,5.
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Nas Figuras 3.4 (a) e 3.4 (d) apresenta-se o comportamento do agente de quimioterapia no

foco primário e secundário, respectivamente. Observa-se na Figura 3.4 (b) a evolução das

células normais no primeiro foco do tumor, verificando que com a condição inicial x1 = 500,

e quimioterapia y= 90, rapidamente o sistema dobra o número de células normais, contudo,

na sequência vai a zero, representando um estado em que as células tumorais vencem as

normais. Pode ser observado na Figura 3.4 (c) que iniciando com o número de células

tumorais, x2 = 0,5, rapidamente atinge-se o limite x2 = K2 = 2100, que representa número

máximo de células tumorais que o primeiro foco suporta.

Figura 3.4: Evolução temporal (t em dias) da concentração de (a) quimioterapia no pri-
meiro foco, (b) células normais no primeiro foco, (c)células tumorais no primeiro foco, (d)
quimioterapia no segundo foco, (e) células normais no segundo foco e (f) células tumorais
no segundo foco, com condição inicial y = 90, x1 = 500, x2 = 0,5, z = 90, u1 = 100, u2 = 0
e τ = 1 e parâmetros de acordo com a Tabela 3.1.
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Nas Figuras 3.4 (e) e 3.4 (f) observa-se o comportamento das células normais e tumorais,

respectivamente, no segundo foco do tumor. É posśıvel verificar um comportamento seme-

lhante ao do primeiro foco, ou seja, com a condição inicial u1 = 100, rapidamente atinge-se

o limite u1 = L1 = 1750 e na sequência vai a zero, assim como, o número de células tumorais

atinge rapidamente o limite u2 = L2 = 2300. Dessa forma, na Figura 3.4, com x2 = 0,5, as

soluções aproximam-se do equiĺıbrio E2(0, x̂2, ŷ,0, û2, ẑ), isto é, aproximam-se do equiĺıbrio

de células não normais, ou seja, não há células normais em ambos os focos, representando

o estado em que as células tumorais venceram em ambos os focos.

Na Figura 3.5 é apresentada a evolução do número de células normais e tumorais em

ambos os focos, bem como os agentes quimioterápicos, com as mesmas condições iniciais da

Figura 3.4 exceto para x2 = 0,1. Nas Figuras 3.5 (a) e 3.5 (d) apresenta-se o comportamento

do agente quimioterápico no foco primário e secundário, respectivamente. Observa-se na

Figura 3.5 (b) a evolução das células normais no primeiro foco do tumor, verificando que

rapidamente o sistema atinge o limite x1 = K1 = 1460, que representa número máximo de

células normais que o primeiro foco suporta.

Pode ser observado na Figura 3.5 (c) que iniciando com o número de células tumorais,

x2 = 0,1, rapidamente vai a zero, que representa um estado de cura. Nas Figuras 3.5 (e)

e 3.5 (f) observa-se o comportamento das células normais e tumorais, respectivamente, no

segundo foco do tumor, sendo um comportamento diferente do primeiro foco. Em 3.5 (e)

com a condição inicial u1 = 100, rapidamente atinge-se o limite u1 = L1 = 1750, contudo,

com a condição inicial de quimioterapia z = 90, na sequência vai a zero. Em 3.5 (f),

observa-se o número de células tumorais.

Dessa forma, na Figura 3.5 observa-se que as soluções aproximam-se do equiĺıbrio

E3(x̂1,0, ŷ,0, û2, ẑ), isto é, aproximam-se do equiĺıbrio de células metastática, ou seja, não

há células tumorais no foco primário e não há células normais no foco secundário.

Na Figura 3.6, utilizando-se as mesmas condições iniciais da Figura 3.4, contudo o

tempo de atraso aumentado para τ = 10, observa-se que o efeito de τ atrasa o momento

em que as células tumorais do foco secundário dominam as células normais.

Na Figura 3.7 é posśıvel observar o equiĺıbrio de células não tumorais E1(x̂1,0, ŷ, û1,0, ẑ),

ou seja, não há células tumorais em ambos os focos, representando um estado de cura. Para
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Figura 3.5: Evolução temporal (t em dias) da concentração de (a) quimioterapia no pri-
meiro foco, (b) células normais no primeiro foco, (c)células tumorais no primeiro foco, (d)
quimioterapia no segundo foco, (e) células normais no segundo foco e (f) células tumorais
no segundo foco, com condição inicial y = 90, x1 = 500, x2 = 0,1, z = 90, u1 = 100, u2 = 0
e τ = 1 e parâmetros de acordo com a Tabela 3.1.
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se obter tal resultado foi necessário diminuir a taxa de eliminação do agente quimioterápico

em ambos os focos de ξ = 20 e η = 20 para ξ = 0,2 e η = 0,2 no primeiro e segundo foco,

respectivamente.

Sendo assim, na Figura 3.4, com x2 = 0,5 e τ = 1, observa-se as soluções aproximando-

se do equiĺıbrio E2. Se o valor de x2 = 0,5 for alterado para x2 = 0,1, mantendo as demais

condições, as soluções aproximam-se do equiĺıbrio E3, conforme pode ser observado na

Figura 3.5. Contudo, se for mantido o valor de x2 = 0,5 e alterado o valor de τ = 1 para τ =

10, as soluções continuam aproximando-se do equiĺıbrio E2, entretanto as células tumorais
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Figura 3.6: Evolução temporal (t em dias) da concentração de (a) quimioterapia no pri-
meiro foco, (b) células normais no primeiro foco, (c)células tumorais no primeiro foco, (d)
quimioterapia no segundo foco, (e) células normais no segundo foco e (f) células tumorais
no segundo foco, com condição inicial y = 90, x1 = 500, x2 = 0,5, z = 90, u1 = 100, u2 = 0
e τ = 10 e parâmetros de acordo com a Tabela 3.1.
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do segundo foco levam um tempo maior para dominar as células normais, conforme observa-

se na Figura 3.6. Para obter o equiĺıbrio E1 é necessário diminuir a taxa de eliminação

do agente quimioterápico em ambos os focos de ξ = 20 e η = 20 para ξ = 0,2 e η = 0,2,

conforme apresentado na Figura 3.7.
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Figura 3.7: Evolução temporal (t em dias) da concentração de (a) quimioterapia no pri-
meiro foco, (b) células normais no primeiro foco, (c)células tumorais no primeiro foco, (d)
quimioterapia no segundo foco, (e) células normais no segundo foco e (f) células tumorais
no segundo foco com ξ = 0,2, η = 0,2 e τ = 1.
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3.4 Discussões

Estudamos um modelo de tratamento de câncer por quimioterapia em que ocorre a

metástase das células tumorais. Foi utilizado um sistema de seis equações diferenciais para

o modelo. Nas análises, foi incorporado a“hipótese de câncer”, que afirma que não havendo

o tratamento, o câncer sempre ganha a competição com as células normais em qualquer

foco da doença. Sendo assim, exceto em poucos casos em que as respostas imunológicas

naturais são capazes de conter o câncer, as células tumorais acabam por superar as células

normais a ponto de causar a morte, independentemente de quando ocorre a metástase, ou
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seja, independente do valor do tempo de atraso τ .

Foi posśıvel observar que, mantendo as mesmas condições iniciais e variando-se apenas

o tempo de atraso o modelo atinge o mesmo equiĺıbrio. Contudo, o efeito de τ atrasa o

momento em que as células tumorais do foco secundário dominam as células normais desse

foco.
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4 Modelo para o tratamento do
glioma por quimioterapia

4.1 Introdução

É necessário compreender as interações entre os principais elementos envolvidos na rede

de câncer para o tratamento e a supressão do seu crescimento. Neste caṕıtulo é proposto um

sistema de equações diferenciais acopladas para modelar um tumor cerebral em tratamento

por quimioterapia, que considera as interações entre as células gliais, as células cancerosas,

os neurônios e os agentes quimioterápicos. Analisamos as condições para o crescimento do

tumor a ser eliminado, e identificamos os valores dos parâmetros para os quais a inibição

do crescimento do tumor é obtida com o mı́nimo de perda de células saudáveis.

O crescimento celular é um fenômeno que tem sido estudado nas áreas de matemática,

biologia e f́ısica [74–76]. O crescimento celular não regulado pode ser associado a um vasto

grupo de doenças, em que as células se tornam uma doença ou causa de protuberância.

Como resultado, vários modelos de crescimento associados aos tumores apareceram na

literatura [77,78], tais como os modelos para a metástase [72], a falta de nutrientes [79], a

competição pelos recursos e a atividade citotóxica produzida pela resposta imune [80,81].

Os tumores malignos intŕınsecos primários de cérebro humano adulto mais comuns são

os gliomas [82]. Os gliomas são tumores das células gliais neoplásticas. Eles são classifi-

cados pela Organização Mundial de Saúde como oligodendroglioma, astrocitoma, oligoas-

trocitoma misto, e ependimoma [83,84]. O glioma provoca efeitos por invasão, compressão
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e destruição do parênquima cerebral1, arterial e venosa hipóxia2 [85]. Há liberfluiação e

recrutamento de mediadores celulares que perturbam a função do parênquima normal [86].

As células do glioma migram ao longo dos vasos sangúıneos, deslocando-se entre as células

da glia e os vasos sangúıneos. Desta forma, as células do glioma podem extrair nutrientes

da corrente sangúınea.

Os deslocamentos produzem rupturas das funções gliais, comprometendo a distribui-

ção adequada de glicose e oxigênio para os neurônios [85]. Além disso, as interrupções das

células gliais afetam os neurônios, porque elas são responsáveis pela entrega de nutrientes,

que fornecem suporte estrutural para eles [12], e ainda controlam as composições bioqúı-

micas do fluido que envolve os neurônios. Os neurônios são os principais responsáveis pelo

processamento de informações a partir de ambientes externos e internos [87–89]. As célu-

las glias também são responsáveis pelo processamento de informações para mediar o sinal

neural. Os neurônios e suas sinapses não conseguem funcionar sem as células gliais.

A modelagem matemática do glioma é uma área bastante explorada, com uma grande

variedade de modelos matemáticos que exploram múltiplas complexidades. Uma aborda-

gem para a modelagem do glioma é a utilização de equações diferenciais para o total de

células. Neste caso, o modelo ignora os aspectos espaciais. Kronik e colaboradores [90]

propuseram um modelo matemático utilizando equações diferenciais para o glioma e as

interações do sistema imunológico. Incorporaram estudos sobre tempos de imunoterapia

melhoradas e intervenções que podem conduzir a uma cura do glioma.

4.1.1 Sistema Nervoso

O Sistema Nervoso humano é subdividido em Sistema Nervoso Central e Sistema Ner-

voso Periférico. O Sistema Nervoso Central (SNC) humano aloja a maioria dos neurônios,

e está contido no interior da caixa craniana (o encéfalo) e da coluna vertebral (a medula

espinhal). Já o Sistema Nervoso Periférico (SNP) é constitúıdo de uma proporção menor

de neurônios, mas apresenta uma extensa rede de fibras nervosas espalhadas por quase

todos os órgãos e tecidos do organismo [91].

1Parênquima cerebral é o tecido com a função principal do cérebro.
2Hipóxia significa baixo teor (concentração) de oxigênio.



51

Para que as possibilidades de compreensão da organização estrutural do sistema nervoso

não fiquem limitadas, é necessário estudar a estrutura microscópica do tecido nervoso.

Aliás, este foi um passo histórico da maior importância para a Neurociência, ocorrido

ao final do século 19, e que possibilitou identificar as unidades estruturais funcionais do

sistema nervoso - o neurônio e o gliócito (ou célula glial) [91].

Em uma visão clássica, o neurônio é considerado como a unidade morfofuncional3 fun-

damental do sistema nervoso, e o gliócito como unidade de apoio. Isso porque verificou-se

que a célula nervosa produz raros sinais elétricos que são verdadeiros bits de informação,

capazes de codificar tudo o que é posśıvel perceber a partir do mundo exterior e do inte-

rior do organismo, os comandos dados aos efetuadores do corpo humano (como músculos

e glândulas), e tudo que é posśıvel sentir e pensar a partir da atividade mental. Por

essa visão clássica, o gliócito seria encarregado apenas de alimentar e garantir a saúde

do neurônio. Contudo, a importância dessas células de apoio cresceu muito em tempos

recentes [88,92,93], depois que se constatou que elas também lidam com sinais, embora de

tipos diferentes - sinais qúımicos de orientação do crescimento e da migração dos neurônios

durante o desenvolvimento, de comunicação entre eles durante a vida adulta, de defesa e

reconhecimento na vigência de situações patológicas e outra funções. Constatou-se que os

gliócitos interferem na comunicação entre os neurônios, podendo assim modificar o con-

teúdo da informação transmitida [87]. Na Figura 4.1 está ilustrado algumas células do

sistema nervoso central.

4.1.2 Glias

O termo glia provém do grego e significa cola. Neuroglia (ou neuróglia) seria “cola

neural”. Isso porque os primeiros histologistas consideraram que as células da neuroglia -

os gliócitos - desempenhariam papel de agregação e sustentação entre os neurônios. Este

conceito não está de todo errado, contudo hoje sabe-se que as funções dos gliócitos são

muito mais complexas e fundamentais [88,91–93].

Os gliócitos são tão numerosos quanto os neurônios, no encéfalo como um todo, e

3Morfofuncional: Morfo = formas; Funcionais = funcionamento. Adquirir novas fomas de funciona-
mento.
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Figura 4.1: Células do Sistema Nervoso Central.

FONTE: Dispońıvel em: http://www.medicinageriatrica.com.br/tag/microglia/ Acesso em: 01 dez. 2014.

apresentam diferentes tipos morfológicos. O corpo celular geralmente é menor que o dos

neurônios, e o núcleo ocupa grande proporção dele. Os gliócitos não apresentam axônios.

Seus prolongamentos podem contactar capilares sangúıneos, células nervosas e outros glió-

citos, estabelecendo entre eles uma“ponte”metabólica. Podem também englobar sinapses4,

formando cápsulas de isolamento em relação ao meio extracelular. Nesses casos considera-

se que os gliócitos participam da regulação de ı́ons, nutrientes e mensageiros qúımicos nas

proximidades do neurônio. Frequentemente, prolongamentos de gliócitos enrolam-se em

torno de fibras nervosas para formar a bainha de mielina, importante na condução dos

impulsos nervosos. Certos gliócitos são representantes do sistema imunitário do sistema

nervoso. Assim, desempenham funções de proteção contra agentes agressores, de absorção

de parte dos neurônios que eventualmente se degeneram, e até de delineamento inicial para

a regeneração de fibras nervosas em casos de lesão [91].

4Os neurônios estabelecem comunicações entre si por meio de estruturas denominadas sinapses nervosas.
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Figura 4.2: Ilustração com as funções dos astrócitos.

FONTE: Roberto Lent [91].

No sistema nervoso central consideram-se duas grandes classes de células glias: a ma-

croglia e a microglia, assim chamadas pelas dimensões de seus corpos celulares. A macroglia

é formada por astrócitos, oligodendrócitos e células NG25. Os três tem origem embrionária

neuroectodérmica, como os neurônios. A microglia é formada por um conjunto homogêneo

de células aparentadas às células do sistema imunitário em estrutura e função. Na Tabela

(4.1) está apresentada as funções dos diferentes tipos de células glias [91].

Os astrócitos, um tipo de gliócito, são células responsáveis por múltiplas funções con-

forme ilustrado na Figura 4.2. Dentre elas, recobrem os vasos sangúıneos; envolvem as

sinapses com ped́ıculos que participam da reposição de ı́ons e moléculas envolvidas na

transmissão sináptica e ancoram-se na camada epedimentária dos ventŕıculos e da pia mas-

ter, participando da troca de moléculas entre o ĺıquido cefolorraquidiano e o tecido nervoso.

Outra importante função dos astrócitos é a capacidade de reação a traumatismos [91].

5Células progenitoras que tem a capacidade de se desenvolver em oligodendrócitos [94].
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Tabela 4.1: Funções dos diferentes tipos de células glias.
Tipo Celular Funções

Hiperemia funcional (regulação neurodependente do
fluxo sangúıneo local)
Formação e manutenção da barreira hematoencefálica
Célula-tronco durante e após o desenvolvimento
Orientação do crescimento axônico durante o desenvol-
vimento
Promoção de sinaptogênese durante e após o desenvol-
vimento

Astrócito Migração radial de neurônios durante o desenvolvimento
Modulação da transmição sináptica (comunicação glio-
neuronal bidirecional)
Recaptação de glutamato, proteção antiexcitotóxica

Macroglia Proliferação (gliose) reativa
Mobilização de outros gliócitos durante inflamação e/ou
trauma
Sincronização neuronal via junções comunicantes
Modulação da secreção de hormônios pela neuro-hipófise
(tanicitos e pituicitos)
Mielinização durante o desenvolvimento

Oligodendrócito Propagação do inpulso nervoso em alta velocidade
Regeneração axônica

Célula NG2 Células-tronco durante o desenvolvimento
Controle do brotamento oxônico nos nodos de Ranvier

Microglia Microgliócito Resposta imunitária (fagocitose, apresentação de ant́ı-
genos)

Células de
Schwann

Mielinização durante o desenvolvimento

Glia perifé-
rica

Regeneração axônica

Célula ganglio-
nar satélite

Isolamento elétrico de neurônios

Regulação da troca de substâncias entre o sangue, o te-
cido nervoso e o ĺıquido cefalorraquidiano (ĺıquor)

Ependimócito Formação do plexo coroide (estrutura especializada na
produção de ĺıquor)

Não classi-
ficadas

Participação no fluxo direcional de ĺıquor

Manutenção da barreira hematoliquórica
Glia embai-
nhante olfatória

Mielinização

Célula-tronco olfatória

FONTE: Roberto Lent [91].



55

4.1.3 Tumores de cérebro

Tumores de cérebro são neoplasias raras, representam menos de 2% de todas as neo-

plasias malignas, mas apresentam importância epidemiológica devido à sua crescente in-

cidência e elevada morbimortalidade6 [95]. O termo “tumor de cérebro” é bastante geral

visto que inclui vários tipos de tumores benignos e malignos, classificados com base na his-

topatologia em: tumores do tecido neuroepitelial, também conhecidos por neuroglioma ou

glioma, incluindo o astrocitoma, astrocitoma anaplásico, glioblastoma, oligodendroglioma

e ependimona; tumores das meninges, incluindo meningioma e hemangioblastoma; tumo-

res de células germinativas e tumores da região selar, incluindo tumores da pituitária e

craniofaringioma. Os tumores de cérebro mais comuns são os gliomas, que se desenvolvem

nas células da glia [96].

Não há como definir grupos de risco para gliomas. Homens e mulheres são afetados

igualmente, porém a idade adulta é mais afetada. A razão para tal fato é a cumulatividade

das mutações. Ou seja, quanto mais mutações a células for acumulando, maior a chance de

transformar-se em uma neoplasia. E esse processo de acumulação ocorre em anos de vida.

Além disso, quanto maior o número de mutações, maior será a agressividade da neoplasia.

Por isso os gliomas ocorrem, mais frequentemente, na faixa etária entre os 30 a 60 anos [97].

Gliomas é o termo utilizado para designar os tumores (neoplasias) originários das células

da glia encefálica [97]. Há vários tipos do gliomas: os tumores astroćıticos (astrocitoma

pilórico, astrocitoma difuso, astrocitoma anaplásico, glioblastoma multiforme, xantoastro-

citoma pleomórfico e astrocitoma de células gigantes subependimário) que se desenvolvem

nos astrócitos; os oligodendrogliomas que se originam dos oligodendrócitos, sendo loca-

lizados mais frequentemente na região frontal; e o ependimona que se origina nas células

ependimárias ou ependimócitos [96].

Os astrocitomas correspondem à grande maioria dos gliomas, perfazendo até 70% do

total [97]. Os astrocitomas têm origem definida pelos astrócitos. Glioblastoma é um

astrocitoma de grau avançado, ou seja, muito agressivo. O Glioblastoma Multiforme, ou

GBM, trata-se de uma forma de tumor maligno comum no cérebro e na maioria dos casos,

é letal. Não existe cura para este tipo de tumor, porém terapias alternativas em conjunto

6Morbimortalidade refere-se ao impacto das doenças e das mortes que incorrem em uma sociedade.
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com o tratamento padrão (cirurgia + quimioterapia + radioterapia) podem aumentar a

sobrevida do paciente.

O grande problema deste tipo de tumor é o seu rápido crescimento, e mesmo após a

cirurgia, um novo aumento é esperado. Mesmo que a operação remova 99,99% do tecido

neoplásico, o restante é capaz de se multiplicar e dependendo do caso, volta ao tamanho

inicial em até 30 dias. É praticamente imposśıvel efetuar a remoção completa do tumor

pois isso acarretaria diretamente em lesão cerebral. A remoção é feita pelo cirurgião até

uma“área de segurança”, e o restante é combatido posteriormente por meio de terapias [98].

Aqui será descrito o tratamento de um glioma por quimioterapia. A quimioterapia

consiste na aplicação de substâncias que de certa forma inibem o crescimento tumoral e

que possuem efeito citotóxico sobre o tumor. Utiliza compostos qúımicos, chamados qui-

mioterápicos, no tratamento de doenças causadas por agentes biológicos. Quando aplicada

ao câncer, a quimioterapia é chamada de quimioterapia antineoplásica ou quimioterapia

antiblástica.

O primeiro quimioterápico antineoplásico foi desenvolvido a partir do gás mostarda,

usado nas duas Guerras Mundiais como arma qúımica. Após a exposição de soldados a

este agente, observou-se que eles desenvolveram hipoplasia medular e linfóide, o que levou

ao seu uso no tratamento dos linfomas malignos. A partir da publicação, em 1946, dos

estudos cĺınicos feitos com o gás mostarda e das observações sobre os efeitos do ácido fólico

em crianças com leucemias, verificou-se avanço crescente da quimioterapia antineoplásica.

Atualmente, quimioterápicos mais ativos e menos tóxicos encontram-se dispońıveis para uso

na prática cĺınica. Os avanços verificados nas últimas décadas, na área da quimioterapia

antineoplásica, têm facilitado consideravelmente a aplicação de outros tipos de tratamento

de câncer e permitido maior número de curas [99].

Os gliomas afetam as células glias comprometendo a atividade neural e causando perda

de neurônios. Neste trabalho propõe-se um modelo que incorpora a dinâmica do sistema

de células glias e neuronais acopladas. Considera-se a dinâmica do crescimento de tumor

acoplada com as células glias, além disso um agente quimioterápico influenciará a dinâ-

mica de todo o sistema. Nas últimas décadas tem sido realizada uma grande quantidade

de experimentos para o estudo de tumores canceŕıgenos. O trabalho teórico é dif́ıcil devido
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a complexidade dos mecanismos biológicos e f́ısicos envolvidos. Os modelos usualmente

requerem simplificações, necessárias para derivar soluções anaĺıticas para as equações ma-

temáticas propostas.

4.2 O modelo

Neste trabalho, é proposto um modelo matemático utilizando equações diferenciais

para o crescimento do glioma, onde as células do glioma atacam as células da glia [100].

O aumento do glioma ocorre a partir das células gliais [101], as células do glioma nunca

mais voltam a ser células gliais, resultando na invasão e destruição de tecido saudável

circundante [3, 102]. Neste modelo, considera-se as interações entre as células gliais, os

neurônios, as células do glioma, e o agente quimioterápico. A novidade deste modelo foi

introduzir a interação entre as células gliais e neurônios. Essa interação é biologicamente

relevante, pois as células gliais fazem contribuições cruciais para a formação, funcionamento

e adaptação de células neurais. As células da glia são essenciais para a sobrevivência

neuronal, uma vez que a sua remoção provoca a morte neuronal [103]. Com isto em mente,

as principais caracteŕısticas deste modelo são: (i) o tratamento provavelmente irá preservar

as células gliais, (ii) glioma pode ser eliminado, mas não sem também destruir neurônios.

Se o tratamento é cessado sem a eliminação completa das células do glioma, a concentração

de células do glioma aumenta, (iii) existe uma duração ótima para o tratamento que reduz

significativamente o número de células do glioma, preservando os ńıveis de células gliais e

minimizando o impacto sobre as populações neuronais.

Um grande impedimento para a infusão de quimioterapia no glioma é a barreira he-

matoencefálica (blood brain barrier - BBB). A BBB é uma estrutura fisiológica única que

regula o movimento de moléculas, células entre o tecido do cérebro e do sangue [104]. É

necessário fornecer drogas antiglioma através da BBB intacta para se obter um tratamento

eficiente para o glioma [105]. Há agentes quimioterápicos que são capazes de penetrar a

BBB [106]. Yang e colaboradores [107] mostraram o rompimento da barreira hematoen-

cefálica por meio de ultrassom para o fornecimento de drogas espećıficas. Além disso, a

heterogeneidade fenotipica do glioma contribui para a falha da quimioterapia [108]. Gerlee

e Nelander [109] estudaram o impacto da mudança fenotipica no crescimento e invasão do
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glioma.

As células glias dão suporte estrutural e metabólico para os neurônios. Os neurônios

não são afetados diretamente pelas células canceŕıgenas, contudo, o câncer afeta as células

glias e não é posśıvel afetar um conjunto de células glias sem afetar de alguma forma os

neurônios [12].

A Figura 4.3 mostra um diagrama que ilustra os diversos agentes, e as suas interações

que são consideradas neste modelo. As células cancerosas só atacam as células da glia. Os

neurônios não são atacados por células cancerosas, e eles interagem com as células gliais. O

agente quimioterápico se comporta como um predador atuando em todas as células [110].

Figura 4.3: Representação esquemática dos agentes (em caixas de cor cinza), e suas inte-
rações (ligações) consideradas no modelo.

FONTE: [111].

A modelagem matemática da dinâmica tumoral é uma área de pesquisa ativa, e vários

modelos matemáticos têm sido propostos [10, 11, 13–20, 22, 66, 72, 112, 113]. Entre estas,

particularmente pertinentes a este estudo são modelos que consideram o crescimento de
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células tumorais e a sua interação com as células normais e agentes quimioterápicos. Assim,

o modelo, inspirado nos modelos abordados nos caṕıtulos anteriores e em [113], resulta em:

dG(t)
dt

= Ω1G(t)
(

1− G(t)
K1

)
−Ψ1G(t)C(t)− P1G(t)Q(t)

A1 +G(t)
,

dC(t)
dt

= Ω2C(t)
(

1− C(t)
K2

)
−Ψ2G(t)C(t)− P2C(t)Q(t)

A2 +C(t)
,

dN(t)
dt

= ψĠ(t)H(−Ġ)N(t)− P3N(t)Q(t)
A3 +N(t)

,

dQ(t)
dt

= Φ−ζ Q(t), (4.1)

em que G representa a concentração de células da glia (em kg/m3), C a concentração de

células do glioma (em kg/m3), N a concentração de neurônios (em kg/m3), Q a concentração

do agente quimioterápico (em mg/m2), e H(x) é a função de Heaviside (função degrau),

definida como

H(x) =
1+ sgn(x)

2
=


0, se x < 0,

1/2, se x = 0,

1, se x > 0,

onde a função sinal sgn é a função que retorna o sinal do número real, dada por

sgn(x) =


−1, se x < 0,

0, se x = 0,

1, se x > 0,

com

• Ωk, k = 1,2 são as taxas de proliferação espećıficas das células glias e canceŕıgenas;

• Ψk, k = 1,2, são os coeficientes de competição entre G e C;

• ψ , é o coeficiente de predação de N devido a G;

• Kk, k = 1,2, são as capacidades de suporte das células glias e canceŕıgenas;

• Pk, k = 1,2,3, são os coeficientes de predação de Q sobre G, C e N;
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• Ak, k = 1,2,3, determinam a velocidade em que G, C e N, na ausência de competição

e predação, atingem a capacidade máxima;

• Φ, é a taxa de infusão cont́ınua de quimioterapia;

• ζ , é a taxa de eliminação do agente de quimioterapia;

• H(Ġ) descreve a perda de neurônios somente quando existe perda de glias, isto é,

quando Ġ < 0.

Consideramos o crescimento loǵıstico para a concentração de células glias e canceŕıge-

nas. Consideramos ainda que há um decréscimo no número de células glias devido ao

encontro com células canceŕıgenas, bem como um decréscimo no número de células cance-

ŕıgenas pelo encontro com células glias, explicando os termos −Ψ1G(t)C(t) e −Ψ2G(t)C(t)

nas duas primeiras equações. Há também um decréscimo de células glias e canceŕıce-

nas devido ao efeito da quimioterapia, o que explica os termos −P1G(t)Q(t)/(A1 +G(t)) e

−P2C(t)Q(t)/(A2 +C(t)). Para descrever tais termos que referem-se ao efeito da quimiote-

rapia, é considerado a resposta funcional do tipo Michaelis-Menten7 [78], sendo a taxa de

mortalidade per capita das células pelo efeito da quimioterapia.

Embora existam casos de renovação funcional do neurônio lesado ou a formação de um

novo neurônio, este modelo desconsidera tais casos, visto que a formação de um neurônio,

denominada neurogênese, é um processo lento e, na maioria das vezes, a nova célula nervosa

nasce em determinada região cerebral para depois migrar em direção ao local onde outro

neurônio foi destrúıdo. Em muitos casos, as redes de neurônios são rearranjadas e as

sinapses (conexões entre eles) são reforçadas por meio de estimulações.

Dessa forma, a equação que descreve a dinâmica da concentração de neurônios deve

incluir o termo ψĠ(t)H(−Ġ)N(t) que descreve o dinâmica de neurônios em relação as

glias. Este termo descreve o decréscimo de neurônios quando existe decréscimo de células

glias, isto é, quando Ġ < 0. Se Ġ > 0, significa que não há decréscimo de células glias

e neste caso não há decréscimo de neurônios, isto justifica o uso da funcão Heaviside H
7Em bioqúımica, cinética de Michaelis-Menten é um dos modelos mais simples e mais conhecido da

cinética enzimática. Foi nomeada pelo bioqúımico alemão Leonor Michaelise pelo médico canadense Maud
Menten.
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que controla o sinal de Ġ de forma que, no caso de sinal positivo, fica apenas o termo

−P3N(t)Q(t)/(A3 +N(t)) que descreve o efeito da quimioterapia sobre os neurônios.

A resposta funcional do tipo Michaelis-Menten PKCQ/(AK +C) é interpretada como a

perda de viabilidade celular por ação de droga, onde Q é a concentração local de quimio-

terapia; Pk e Ak podem ser escolhidos de modo a refletir o impacto do ciclo espećıfico da

droga. Ak segue a partir das observações em que a saturação do efeito do fármaco ocorre

para uma certa concentração de droga, e Pk, resulta da correspondente fração sobrevi-

vente de droga. A dinâmica de concentração de agentes quimioterápicos é descrita pela

diferença Φ−ζ Q(t) onde Φ é a taxa de infusão cont́ınua de quimioterapia e ζ é a taxa de

eliminação do agente de quimioterapia.

Sendo assim, em 4.1, Ω1G(t)
(

1− G(t)
K1

)
e Ω2C(t)

(
1− C(t)

K2

)
representam a loǵıstica de

crescimento, e Ψ1G(t)C(t) e Ψ2G(t)C(t) representam a interação entre as células da glia

e glioma. Estes termos são devido a células da microglia, que são um tipo de células gli-

ais, que agem criando uma defesa imunológica ativa. Elas têm a capacidade de gerar a

resposta imune inata e adaptativa [114]. O glioma é atacado por microglias, e como re-

sultado, as células do glioma descarregam um fator imunossupressor para defendê-lo que

paralisa o mecanismo imune [115]. Os termos −P1G(t)Q(t)
A1+G(t) e −P2C(t)Q(t)

A2+C(t) representam o efeito

do agente quimioterápico. Foi considerado que a quimioterapia atua destruindo as cé-

lulas com diferentes intensidades de acordo com a função de extermı́nio Holling tipo 2.

Holling [116] sugeriu tipos de respostas funcionais para modelar fenômenos de predação.

Holling descobriu que o predador tem uma resposta funcional Holling 2 tendo em conta

o tempo que um predador tem para lidar com a presa capturada [117]. Ainda em 4.1 o

termo ψĠ(t)H(−Ġ)N(t) está relacionado com a diminuição da população neural devido a

morte de células da glia, e o termo −P3N(t)Q(t)
A3+N(t) é a interação com o agente quimioterápico.

A equação dQ(t)
dt = Φ−ζ Q(t) descreve a dinâmica do agente quimioterápico, que apresenta

um decaimento exponencial da concentração do agente quimioterápico. A taxa de agente

ζ nesta equação está associada ao decréscimo da quimioterapia que é fornecida às célu-

las. Como um resultado da eliminação, e principalmente pela a barreira hematoencefálica

(BBB), que impede a entrada de agentes quimioterápicos para o cérebro.



62

4.3 Estimativa dos parâmetros do sistema

O encéfalo humano possui, em média, 86 bilhões de neurônios distribúıdos entre o

cérebro, cerebelo e demais regiões, conforme apresentado na Figura 4.4. É posśıvel estimar

com precisão o número de neurônios e gliócitos do cérebro humano utilizando a técnica

do fracionador isotrópico. A referida técnica consiste em um procedimento onde o cérebro

é transformado em uma mistura homogênea. Uma amostra é então colhida e analisada

ao microscópio para que o número de núcleos presentes seja contabilizado. Os núcleos

de neurônios são marcados com corante para serem identificados. A partir da quantidade

de neurônios existente na amostra, é posśıvel estimar o número dessas células em todo o

cérebro [91].

Figura 4.4: Número de neurônios.

FONTE: Roberto Lent [118].

Sendo assim, estima-se que o cérebro humano possui aproximadamente 61 bilhões de

células glias e 16 bilhões de neurônios [91]. Sabe-se ainda, que para ser detectado clinica-

mente, o tumor deve ter um tamanho mı́nimo de aproximadamente 1 grama, ou seja, de

10 bilhões células (1010) [1]. Com base nessas informações, será considerado as condições

iniciais G(0) = 4,9×1010, C(0) = 1,1×1010, N(0) = 1,2852×1010 e Q(0) = 13,238 para o

modelo descrito em (4.1).

Os demais parâmetros, do modelo estão apresentados na Tabela 4.2.
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Tabela 4.2: Parâmetros do Modelo.
Descrição Parâmetro Valor Comentário/Referência

Taxa de proliferação Ω1 para G 0,0068 dia−1 Ω1 < Ω2 [113]

Ω2 para C 0,012 dia−1 Referência [119]

Coeficiente de eliminação ψ para N

devido a G

0−0,02 Referência [113]

Coeficiente de predação de

glias

P1 para G 2,4×10−5 m2(mg.dia)−1 Referência [113]

P2 para C 2,4×10−2 m2(mg.dia)−1 P2 > P1 [120]
P3 para N 2,4×10−5 m2(mg.dia)−1 P3 = P1

Taxa de quimioterapia Φ para infu-

são

0−100 mg m−2 dia−1 Dose diária do agente

quimioterápico [121]

ζ para eli-

minação

0,2 dia−1 Referência [63,122]

Holling tipo 2 A1,A2,A3 510 kg/m3 A1 = A2 = A3 = Ki
Coeficiente de competição Ψ1 entre G

e C

3,6×10−5 dia−1 Hipótese do câncer [113]

Ψ2 entre C

e G

3,6×10−6 dia−1 Ψ2 < Ψ1

Capacidade de suporte K1,K2,K3 510 kg/m3 Referência [123]

FONTE: [111].
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As células gliais são necessárias, tanto in vitro como in vivo, para a sobrevivência dos

neurônios com as quais eles interagem. A remoção de células gliais resulta em morte neural,

a menos que fatores de sobrevivência espećıficos sejam adicionados [124]. Há estudos que

mostram que a morte dos neurônios na ausência de glias é melhor ajustada por um decai-

mento exponencial. Clarke e colaboradores [125] verificaram um decaimento exponencial

na cinética da morte neuronal em 12 modelos de degeneração foto-receptor, neurônios do

hipocampo submetidos a morte celular excitotóxica, um modelo de degeneração cerebelar

em ratos, e de Parkinson e doença de Huntington. Portanto, a principal contribuição neste

trabalho é modelar a dependência das células gliais pelos neurônios, descritos pelo termo

ψĠ(t)H(−Ġ)N(t), em 4.1. Este termo representa uma função de decaimento exponencial

de N(t), dado por N(t) = exp(ΛG(t)), onde Λ = ψH(Ġ). Quando a concentração glial dimi-

nui, Ġ torna-se negativa, fazendo com que este termo contribua negativamente para N(t),

que conduz a uma diminuição na concentração de neurônios. Considerando que, o termo

é nulo se a taxa de concentração glial, Ġ, é nula ou positiva. Portanto, um decréscimo

na concentração da glia provoca a morte dos neurônios, enquanto que um aumento não

contribui para uma mudança na população neural.

Nos últimos anos houve um aumento nos estudos sobre a interação glial-neuronal,

fornecendo insights sobre o papel das células gliais na função neuronal [126,127]. Com isto

em mente, foi considerado neste trabalho a interação glial-neuronal devido ao fato de que

o glioma é originado das células da glia, que são participantes ativos no sistema nervoso.

Acredita-se que o este modelo é um primeiro passo no sentido de técnicas avançadas de

modelagem para tratar tumor no cérebro levando-se em consideração as interações glia-

neuronal, que por sua vez pode ter relevante impacto tanto na pesquisa do tumor quanto

na prática cĺınica.

Para que o tratamento faça sentido, o agente quimioterápico deve agir com maior inten-

sidade nas células tumorais, donde tem-se que P2 >> P3. Quanto às taxas de proliferação,

tem-se que as células tumorais crescem mais rapidamente que as células normais Ω1 < Ω2.

Pela “hipótese do câncer” na ausência de tratamento, o câncer sempre vence as células

normais, sendo assim para os coeficientes de competição tem-se que Ψ2 < Ψ1. Os neurô-

nios não são afetados diretamente pelo câncer, mas são afetados pelo decréscimo de células

glias. Como o número de células glias é maior que dos neurônios então para o coeficiente
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de eliminação dos neurônios tem-se ψ > Ψ1.

4.4 Normalização

O modelo descrito em (4.1) pode ser normalizado, introduzindo as variáveis de norma-

lização:

g =
G
K1

, c =
C
K2

, n =
N
K3

, (4.2)

onde K1, K2 e K3 são, respectivamente, a capacidade de suporte de células glias, células

canceŕıgenas e neurônios.

O modelo normalizado é descrito por:

dg(t)
dt

= Ω1g(t)(1−g(t))−β1g(t)c(t)− p1g(t)Q(t)
a1 +g(t)

,

dc(t)
dt

= Ω2c(t)(1− c(t))−β2g(t)c(t)− p2c(t)Q(t)
a2 + c(t)

,

dn(t)
dt

= α ġ(t)H(−ġ)n(t)− p3n(t)Q(t)
a3 +n(t)

,

dQ(t)
dt

= Φ−ζ Q(T ), (4.3)

com

β1 = Ψ1K2, β2 = Ψ2K1, α = ψK1,

a1 =
A1

K1
, a2 =

A2

K2
, a3 =

A3

K3
,

p1 =
P1

K1
, p2 =

P2

K2
, p3 =

P3

K3
. (4.4)

A Tabela 4.3 apresenta os valores dos parâmetros normalizados. O modelo normalizado

fornece variáveis que refletem a densidade relativa de uma população de células no que diz

respeito à densidade de massa do cérebro aproximadamente K = 510 kg/m3. Por exemplo,

n= 0,3 significa 30% do número total de neurônios que um indiv́ıduo pode ter. Este modelo

normalizado permite fazer a análise comparativa, quando o modelo é usado para simular o

desenvolvimento do câncer em diferentes indiv́ıduos. Um indiv́ıduo saudável, neste modelo
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normalizado, seria descritos pelas variáveis de estado g = 1, c = 0 e n = 1.

Tabela 4.3: Parâmetros do modelo normalizado.
Parâmetros Valores

β1 1,8×10−2 dia−1

β2 1,8×10−3 dia−1

α 0 - 10
a1 = a2 = a3 1

p1 = p3 4,7×10−8 m2(mg.dia)−1

p2 4,7×10−5 m2(mg.dia)−1

FONTE: [111].

4.5 Resultados Numéricos

Primeiramente, pode-se verificar o comportamento do glioma, sem a infusão de um

agente quimioterápico. Uma vez que não existe qualquer tratamento as células do glioma

destroem as células gliais conforme observado na Figura 4.5 (a), ao passo que as células do

glioma crescem como pode ser verificado na Figura 4.5 (b). Sem o apoio glial, os neurônios

morrem, o que pode ser observado na Figura 4.5 (c). Para t = 500 há cerca de 34% de

células gliais, e cerca de 27% dos neurônios. Devido ao crescimento loǵıstico das células

gliais, elas resistem mais do que os neurônios do ataque do glioma. Como resultado, sem

quimioterapia, Figura 4.5 (d), as células do glioma destroem todas as células.

Em seguida, foi utilizado a infusão de um agente quimioterápico, a fim de suprimir

o crescimento do glioma. A Figura 4.6 mostra um caso onde o modelo exibe um estado

suprimido. No intervalo 0 < t < 50 há redução de concentração de células gliais, conforme

observado na Figura 4.6 (a), devido ao ataque do glioma e a presença do agente quimiote-

rápico, bem como, para t > 50 tem-se c < 0,005 como pode ser verificado na Figura 4.6 (b).

A Figura 4.6 (c) mostra uma deterioração rápida dos neurônios, devido ao efeito do agente

quimioterápico na população de neurônios e a deterioração das células gliais. As células

da glia recuperam seu ńıvel de concentração normal que retarda a decadência de células

neuronais. Se o agente quimioterápico não for suspenso, eventualmente pode levar a morte

de todos os neurônios, uma vez que no modelo não está considerado a neurogênese. O fato

dos agentes quimioterápicos induzirem os neurônios à morte é um efeito colateral conhe-
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Figura 4.5: Evolução temporal (t em dias) da concentração de (a) células glias, (b)células
canceŕıgenas, (c) neurônios e (d) sem quimioterapia com Φ = 0. Considerado g(0) = 0,99,
c(0) = 0,01, n(0) = 0,99 e q(0) = 0,0, e parâmetros de acordo com a Tabela 4.3.
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cido como neurotoxicidade. Lomustina, cisplatina, topotecano, e vincristina são agentes

anti-tumorais que induzem a morte celular. Antje Wick e colaboradores [128] analisaram

o efeito destas drogas sobre os neurônios. Eles verificaram que as drogas levam à morte

celular em neurônios grânulos de cerebelo8 de uma forma dependente da concentração.

8Células de grânulos de cerebelo estão entre os mais pequenos neurônios no cérebro, são também os
mais numerosos neurônios no cérebro.
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Figura 4.6: Evolução temporal (t em dias) da concentração de (a) células gliais,(b) células
canceŕıgenas, (c) neurônios e (d) infusão de agente quimioterápico constante Φ = 100.
Considerando g(0) = 0,99, c(0) = 0,01, n(0) = 0,99, Q(0) = 0 e demais parâmetros de
acordo com a Tabela (4.3).
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4.6 Estabilidade local

O estudo da estabilidade local é importante para verificar se a supressão de câncer é

estável ou instável, ou para entender se um estado não desejado é estável. O modelo tem

alguns pontos de equiĺıbrio de E(g,c,n,Q), que são soluções do sistema de ġ(t) = 0, ċ(t) =

0, ṅ(t) = 0, Q̇(t) = 0. A estabilidade local de um equiĺıbrio indesejável é E0(0,0,0,Φζ−1),

em que todas as células são destrúıdas pelo agente quimioterápico.
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Os autovalores associados a matriz Jacobina são dados por:

λ (0)
1 = Ω1 −

p1Φ
ζ a1

, (4.5)

λ (0)
2 = Ω2 −

p2Φ
ζ a2

, (4.6)

λ (0)
3 = − p3Φ

ζ a3
, (4.7)

λ (0)
4 = −ζ . (4.8)

Por meio do sinal da parte real de cada autovalor é posśıvel verificar a estabilidade do

equiĺıbrio. Em um equiĺıbrio hiperbólico, se a parte real de cada autovalor é estritamente

negativa, então o equiĺıbrio é localmente assintoticamente estável. Se positivo, então o

equiĺıbrio é instável. A fim de assegurar a estabilidade do equiĺıbrio E0(0,0,0,Φζ−1) é

necessário que

Φ >
Ω1a1ζ

p1
, (4.9)

e

Φ >
Ω2a2ζ

p2
, (4.10)

em que estes resultados são obtidos de λ (0)
1 < 0 e λ (0)

2 < 0. Os valores dos parâmetros

normalizados são positivos, então os autovalores λ (0)
3 , e λ (0)

4 são negativos. Considerando

a1 = a2 = 1, Ω1 = 0,0068, Ω2 = 0,012, p1 = 4,7×10−8, p2 = 4,7×10−5, e ζ = 0,2 conforme

Tabela 4.2. Com estes valores obtem-se que E0 é linearmente assintoticamente estável para

Φ > 28936,17. Em outras palavras, se Φ > 28936,17 o agente quimioterápico mata todas

as células, que nunca podem se recuperar. Estabilidade do estado E0 é obtido para um

valor muito grande, at́ıpico da taxa de infusão Φ.

Analisamos o equiĺıbrio E1(g,0,n,Q), que representa a eliminação completa das células

cancerosas no modelo normalizado, mas preservando as células gliais e neurônios. Este

equiĺıbrio é obtido pela solução de
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Ω1g(1−g)− p1gQ
a1 +g

= 0,

p3nQ
a1 +n

= 0,

Φ−ζ Q = 0, (4.11)

onde obtem-se n= 0 e Q=Φζ−1. Assim, o equiĺıbrio de E1(g,0,n,Q) é dado por E1(g,0,0,Φζ−1),

o que significa que todos os neurônios são também eliminados.

A primeira equação de (4.11) pode ser reescrita como

g2 +(a1 −1)g−a1 +
p1Φ
Ω1ζ

= 0, (4.12)

com solução

g =
1
2

{
1−a1 ± [(a1 −1)2 +4(a1 − p1Φ/Ω1ζ ]1/2

}
. (4.13)

Desta forma, verifica-se que g tem uma solução nula quando p1Φ/Ω1ζ = a1, e uma solução

real, positiva e não nula quando p1Φ/Ω1ζ < a1. Usando os parâmetros da Tabela 4.3, g

tem uma solução real, positiva e não nula quando Φ < 28936,17.

Calculando uma faixa inferior para o valor de Φ para que o equiĺıbrio E1(g,0,0,Φζ−1)

seja estável, determina-se a estabilidade deste equiĺıbrio. Os autovalores da matriz Jaco-

biana são

λ (1)
1 = Ω1(1−2g)− p1a1Φ

ζ (a1 +g)2 , (4.14)

λ (1)
2 = Ω2 −β2g− p2Φ

ζ a2
, (4.15)

λ (1)
3 = − p3Φ

ζ a3
, (4.16)

λ (1)
4 = −ζ . (4.17)
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A fim de garantir a estabilidade da E1(g,0,0,Φζ−1) é necessário

p1Φζ−1 >
Ω1(1−2g)(a1 +g)2

a1
, (4.18)

e

p2Φζ−1 > a2(Ω2 −β2g), (4.19)

em que estes resultados são obtidos através λ (1)
1 < 0, e λ (1)

2 < 0. Os valores dos parâmetros

são adimensionais positivos, então os autovalores λ (1)
3 , e λ (1)

4 são negativos.

Para a1 = 1,0 (Tabela 4.3) a equação (4.18) é satisfeita para todos os g ≥ 0,5. Conside-

rando a2 = 1,0, Ω2 = 0,012, p2 = 4,7×10−5, ζ = 0,2, e β2 = 1,8×10−3, conforme Tabela

4.3 na equação (4.19), tem-se Φ > 51,064−7,660g. Como resultado, para E1(g,0,0,Φζ−1)

o sistema apresenta um equiĺıbrio assintoticamente estável para Φ > 43,189. Portanto,

para valores realistas da taxa de infusão de 43,189 < Φ < 28979,255, deve-se esperar que

o câncer seja eliminado, ou seja, c ≤ 10−11. Realizando análises semelhantes no sistema,

observa-se que o equiĺıbrio E(g,0,n,Q) também é estável enquanto 43,189<Φ< 28979,255.

Foi constrúıdo o espaço dos parâmetros apresentado na Figura 4.7 para obter uma

imagem de estabilidade de acordo com os parâmetros relacionados com a quimioterapia. É

posśıvel observar três regiões. A região I representa parâmetros que as células cancerosas

matam as células gliais e neurônios, a região II representa os parâmetros para os quais

o equiĺıbrio E1(g,0,0,Φζ−1) é localmente estável, e a região III representa os parâmetros

para os quais a equiĺıbrio E0(0,0,0,Φζ−1) é localmente estável. A região II indica que o

câncer pode ser eliminado sem a eliminação das células gliais. No entanto, quanto maior

o tempo de tratamento, maior será a redução na população neural. Portanto, é vital para

entender quais são os parâmetros ideais para os quais c ≤ 10−11 é alcançado no menor

tempo posśıvel.

Um equiĺıbrio fortemente desejado é E2(g,0,n,0). Neste caso, tem-se g = 1 e n tem

um valor constante. Os autovalores são λ1 = −Ω1, λ2 = Ω2 − β2, λ3 = 0, e λ4 = −ζ .
Usando os parâmetros constantes na tabela 4.3 obtem-se valores negativos para λ1 e λ4,

λ2 tem um valor positivo, e λ3 apresenta um valor nulo. Este equiĺıbrio é um ponto de

sela instável. Então, se o tratamento for deixado sem a eliminação completa das células
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Figura 4.7: Espaço de parâmetros ζ por Φ: na região I, as células cancerosas matam as
células gliais e neurônios, a região II mostra que o equiĺıbrio E1(g,0,0,Φζ−1) é localmente
estável, e na região III, o equiĺıbrio E0(0,0,0,Φζ−1) é localmente estável.

FONTE: [111].

cancerosas (c = 0), a concentração do câncer no modelo aumenta.

4.7 Eliminação do Glioma

Nesta seção será analisado o desempenho do modelo para entender quais são as condi-

ções tais que a concentração do glioma no modelo normalizado atinge ńıveis relacionados

a eliminação do glioma (c ≤ 10−11), enquanto a concentração de células gliais e neurônios

são mantidos elevados.

A Figura 4.6 apresenta um processo para o glioma eliminado. Contudo, a concentração

de neurônios é reduzida em 1,5%, quando o tumor diminui de forma significativa. Neste

caso, o glioma é eliminado, mas uma população significativa de neurônios é danificada.



73

Por esta razão é importante otimizar os valores dos agentes quimioterápicos, a fim não

só de minimizar o impacto sobre os neurônios, mas também para maximizar o efeito da

droga sobre as células do glioma. O objetivo é entender como a população de neurônios se

comporta quando c ≤ 10−11.

A implicação terapêutica para neurônios é apresentada na Figura 4.8, a concentração de

neurônio (barra de cor) quando c≤ 10−11, como uma função dos parâmetros α e Φ. A região

de valores de α e Φ responsáveis pela redução de aproximadamente 2% na concentração

de neurônios (região amarela) é 0,96 ≤ n ≤ 0,98, enquanto a região de 0,80 ≤ n ≤ 0,84

(região azul escuro) apresenta, aproximadamente, uma redução de 17% . Esta região de

parâmetros provoca uma grande taxa de mortalidade das glias (ġ grande). A taxa de

quimioterapia Φ também contribui para a redução de neurônios n.

Figura 4.8: Concentração de neurônios em função de α por Φ, onde g(0) = 0,99, c(0) =
0,01, n(0) = 0,99, e Q(0) = 0,0. A barra de cor representa o valor da concentração de
neurônios, n, após uma quimioterapia com sucesso.

FONTE: [111].



74

Como as células gliais fornecem funções de suporte para os neurônios, também é anali-

sada a concentração das células gliais com o tratamento de quimioterapia. Para os valores

de parâmetros apresentados na Figura 4.8, o percentual de células gliais permanece supe-

rior a 95%. As equações (4.3) mostram que a equação de células gliais não depende do

parâmetro α , mas depende do parâmetro Φ devido a Q. Quando Φ aumenta, verifica-se

que c diminui. No entanto, não há uma variação significativa em g devido ao tempo de

vida τ do glioma de acordo com a taxa do agente de quimioterapia. Em outras palavras,

com o aumento do valor de Φ o tempo de vida do glioma diminui rapidamente, e neste

intervalo de tempo, a concentração de células gliais não tem uma alteração significativa,

devido ao fato de que as células gliais são capazes de recuperar o seu estado inicial.

Figura 4.9: τ por Φ, e os mesmos valores que a Figura 4.8. A inclinação para Φ ≤ 60 é de
cerca de −12,36, e para Φ > 60 a inclinação é de cerca de −1,41.
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A Figura 4.9 mostra o tempo τ para se atingir a supressão do glioma como uma função

de Φ. Há uma relação de lei de potência do tipo τ ∝ Φσ , com σ =−12,36 para Φ ≤ 60 e

σ = −1,41 para Φ > 60. Esta lei de potência mostra que um decréscimo significativo em
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τ acontece se Φ ≤ 60, enquanto que uma pequena modificação em τ acontece se Φ > 60.

Portanto, a melhor maneira de reduzir o tempo de tratamento, utilizando a quantidade

mı́nima de Φ é obtido se Φ ≈ 60. Observando a Figura 4.8, os neurônios também serão

preservados significativamente se α ≤ 2. Os mesmos resultados são obtidos se outro valor de

α for considerado. O agente quimioterápico que fornece isso mais rapidamente é Φ ≤ 60. O

tratamento causará menor impacto sobre a população neural, se o indiv́ıduo a ser tratado

(caracterizado por um determinado α) é submetido a uma taxa de infusão Φ tal que o

ponto (Φ,α) cai na região amarela da Figura 4.8.

Muitas vezes, os tratamentos de quimioterapia são realizados em ciclos, onde as drogas

são aplicadas repetidamente por um curto peŕıodo de tempo. No caso do glioma, e temo-

zolomida, após a terapia de radiação, é inserida durante 5 dias com 23 dias de descanso.

Houveram experiências cĺınicas com temozolomida considerando a quimioterapia pulsada

em pacientes com glioma [106, 129]. Os pacientes receberam radioterapia antes da quimi-

oterapia. Verificou-se que a quimioterapia temozolomida foi uma opção válida. A Figura

4.10 (a) mostra o padrão de injeção de droga para a quimioterapia pulsada. Considerado

cinco dias com Φ = 400mg(m2.dia)−1 e 23 dias de descanso. Nas Figuras 4.10 (b), (c) e

(d) apresenta-se a evolução temporal da concentração de células gliais, células do glioma, e

neurônios, respectivamente. Não há uma redução significativa na concentração de células

da glia (Figura 4.10 b), mas a concentração do glioma vai para um estado suprimido (

Figura 4.10 c) e a concentração de neurônios diminui aproximadamente 1,3%.

4.8 Discussões

Neste caṕıtulo foi proposto um modelo matemático para a evolução de um tumor

cerebral sob o ataque de agentes quimioterápicos. O modelo descreve as interações entre

células gliais, neurônios e glioma, com quimioterapia para suprimir o tumor cerebral. A

novidade neste modelo é o efeito da glia sobre os neurônios.

Foram estudados alguns aspectos da dinâmica do crescimento do glioma, bem como,

foi analisado sua supressão e eliminação variando os parâmetros do sistema. O principal

objetivo do tratamento é a diminuição do número de células do glioma. A quimioterapia

de sucesso elimina todas as células do glioma minimizando a eliminação de neurônios e
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Figura 4.10: A evolução temporal: (a) infusão de quimioterapia, concentração de (b) células
da glia, (c) células do glioma e (d) neurônios.

FONTE: [111].

células gliais. Por meio da estabilidade local encontra-se uma gama de valores para a

taxa de infusão (43,189 < Φ < 28979,255) que permite a eliminação do glioma, bem como,

que o glioma não voltará. A temozolomida é uma droga quimioterapêutica usada para o

tumor do cérebro, onde a taxa de infusão é de 75 < Φ < 200(mg/m2) [130]. De acordo

com o modelo, esta taxa elimina todas as células do glioma, e, além disso, preserva ńıveis

elevados de população neural.

A gama de valores para a taxa de infusão é clinicamente relevante porque revela a efi-

cácia das estratégias de tratamento por administração de fármacos quimioterápicos. Brock

e colaboradores [131] usaram um calendário bucal cont́ınuo e prolongado de temozolomida

contra gliomas. Eles verificaram que os pacientes com glioma recorrente eram o grupo prin-

cipal em que as respostas tumorais foram verificadas. Os estudos cĺınicos efetuados pelo

Cancer Research Campaign (Londres, Reino Unido) demonstraram que a temozolomida
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tem eficácia importante e um perfil de segurança aceitável no tratamento de doentes com

glioma [106]. As novas estratégias foram desenvolvidas com o objetivo de obter benef́ıcios

para a saúde de pacientes, que seria a eliminação de células do glioma [132]. Independente-

mente se os médicos vão utilizar as taxas ótimas obtidas a partir deste modelo, o trabalho

pode ajudar os médicos a acessar os riscos de um tratamento em uma base individual. Por

exemplo, a Figura 4.8 mostra que, dependendo do valor de α (um parâmetro que depende

do indiv́ıduo), a gama de valores entre a taxa de infusão pode ser maior quanto menor

para uma aplicação ótima. Por meio de simulações numéricas obteve-se valores da infusão

de quimioterápicos em que o crescimento do glioma é eliminado no prazo mais curto. Foi

considerado uma infusão cont́ınua ao longo de todo o peŕıodo de simulação. No entanto,

Φ pode ser dependente do tempo para simular quimioterapia pulsada.

O principal resultado foi mostrar que se for utilizada a taxa apropriada de quimi-

oterapia é posśıvel atenuar os efeitos secundários dos medicamentos sobre a morte dos

neurônios. Mecanismos de neurotoxicidade induzida por quimioterapia não foram comple-

tamente elucidados. Wick e colaboradores [128] analisaram os efeitos de quatro fármacos

quimioterápicos (lomustina, cisplatina, topotecano, e vincristina) nos neurônios e glias de

ratos. Eles observaram morte dos neurônios em um modo dependente da concentração.

Gong e colaboradores [133] também analisaram a neurotoxicidade devido à quimioterapia

contra o glioma. Eles conclúıram que novos agentes quimioterápicos (inibidor do pro-

teassoma bortezomib, e de crescimento epidérmico receptor do fator inibidor da tirosina

quinase erlotinib) são eficazes contra células do glioma, produzindo efeitos mı́nimos sobre

os neurônios. Drogas mais antigas (temozolomida e cisplatina) são mais tóxicas para os

neurônios do que para as células do glioma. Com isto em mente, é posśıvel obter uma taxa

de infusão adequada, se ocorrer a evolução temporal da concentração de neurônios, quando

um agente de quimioterapia é aplicada no cérebro.

O modelo sugere que a morte de um glioma pode ocorrer depois de 20 semanas. Por

outro lado, em 10 semanas, o modelo apresenta uma redução de cerca de 70% na concen-

tração de células do glioma. Por exemplo, a temozolomida tem boa penetração no cérebro,

e Oshiro e colaboradores relataram a eficácia cĺınica da temozolomida em pacientes com

glioma [134]. Eles observaram a diminuição maior ou igual a 50% no tamanho do tumor

para um peŕıodo maior ou igual a 4 semanas de 40% dos pacientes. O efeito depende da
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taxa de infusão, que está associada com a droga e métodos de tratamentos. Além disso, a

taxa de dose também depende dos efeitos secundários da quimioterapia sobre o corpo, de-

vido ao fato de que diferentes drogas causam diferentes efeitos [131]. Os resultados obtidos

aqui estão na mesma linha desta observação experimental. O tumor não é eliminado, mas

reduzido. Acredita-se que este modelo, que considera a interação entre neurônio e glia,

constitui um passo importante para o desenvolvimento de estratégias para o tratamento do

glioma. A compreensão da dinâmica do crescimento do tumor pode ajudar no tratamento

de doenças.
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5 Conclusões

Neste trabalho, foram analisados modelos matemáticos que descrevem a dinâmica de

populações, ou seja, conjuntos de organismos que podem ou não pertencer a mesma espécie,

porém possuem comportamento semelhante no que refere-se à sua dinâmica. Foi tratado

de forma especial modelos de populações de células que consideram o tempo de retardo,

isto é, aqueles descritos por equações diferenciais com atraso.

Primeiramente, no caṕıtulo 2 foi apresentado a análise dos efeitos das interações entre

células tumorais e células do sistema imunológico por meio de um sistema de equações dife-

renciais não-lineares com atraso. O modelo proposto é relativamente simples. A principal

diferença entre o sistema apresentado e os outros nesse sentido é o uso da equação diferen-

cial com atraso, que aparece naturalmente quando se consideram as interações celulares.

Nessa dinâmica, efeitos importantes são reproduzidos pela taxa de ativação das células do

sistema imunológico de repouso para a fase de caça, β , a taxa à qual as células tumorais

são destrúıdas, α1 e o tempo de atraso na conversão de células em repouso para células de

caça, τ .

Na sequência, no caṕıtulo 3, foi analisado um modelo de tratamento do câncer por

quimioterapia em que ocorre a metástase das células tumorais. Foi utilizado um sistema

de seis equações diferenciais para o modelo. Nas análises, foi incorporado a “hipótese de

câncer”, que afirma que não havendo o tratamento, o câncer sempre ganha a competição

com as células normais em qualquer foco da doença. Sendo assim, exceto em poucos casos

em que as respostas imunológicas naturais são capazes de conter o câncer, as células tumo-

rais acabam por superar as células normais a ponto de causar a morte, independentemente

de quando ocorre a metástase, ou seja, independente do valor de τ . Foi posśıvel observar

que, mantendo as mesmas condições iniciais e variando-se apenas o tempo de atraso τ o
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modelo atinge o mesmo equiĺıbrio. Contudo, o efeito de τ atrasa o momento em que as

células tumorais do foco secundário dominam as células normais desse foco.

Finalmente, no caṕıtulo 4, foi proposto um modelo matemático para a evolução de um

tumor cerebral com aplicação de agentes quimioterápicos. O modelo descreve as interações

entre células gliais, neurônios e câncer, com quimioterapia para suprimir o tumor cerebral.

A novidade neste modelo é o efeito da glia sobre os neurônios. Foram estudados alguns

aspectos da dinâmica do crescimento canceroso, bem como, foi analisado sua supressão e

eliminação variando os parâmetros do sistema. O principal objetivo do tratamento é a

diminuição do número de células de câncer. A quimioterapia de sucesso elimina todas as

células cancerosas minimizando a eliminação de neurônios e células gliais. Por meio da

estabilidade local encontra-se uma gama de valores para a taxa de infusão (43,189 < Φ <

28979,255) que permite a eliminação do glioma, bem como, que o glioma não se recupera.

A temozolomida é uma droga quimioterápica usada para o tumor do cérebro, onde a taxa

de infusão é de 75 < Φ < 200(mg/m2). De acordo com o modelo, esta taxa é suscet́ıvel

para preservar a ńıveis elevados da população neural, apesar de não ser a taxa que diminui

o câncer mais rapidamente.

Por meio de simulações numéricas obteve-se valores de infusão de agentes quimioterá-

picos em que o crescimento do glioma é eliminado no menor tempo. O principal resultado

foi o de mostrar que a quimioterapia pode ser aplicada e atenuar os efeitos secundários dos

medicamentos sobre a morte neurônios, se a taxa apropriada é utilizada. Acredita-se que

este modelo, que considera a interação entre neurônio e glia, constitui um passo importante

para o desenvolvimento de estratégias para o tratamento do glioma. A compreensão da

dinâmica do crescimento do tumor pode ajudar no tratamento de doenças.

Em trabalhos futuros pretende-se considerar modelos de espaço [135] para descrever os

padrões de evolução espaço-temporais do glioma. Também pretende-se considerar a apop-

tose para as células em repouso do modelo de interação do tumor com o sistema imunológico

bem como, o tempo de atraso para o modelo do glioma tratado por quimioterapia.
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16, n. 2, p. 81-87, 2010.

[47] BOONDIREK, A., LENBURY, Y., WONG-EKKABUT, J., TRIAMPO, W., TANG,
I.M., PICHA, P. A stochastic model of cancer growth with immune response. Journal
of the Korean Physical Society, v. 49, n. 4, p. 1652-1666, 2006.

[48] FREEDMAN, H.I., PINHO, S.T.R. Stability criteria for the cure state in a cancer
model with radiation treatment. Nonlinear Analysis: Real World Applications,
v. 10, p. 2709-2715, 2009.



85

[49] WATANABE, S. The Metastasizability of tumor cells. Cancer [0008-543X], v. 7, p.
215-223, 1954.

[50] STEEG, P.S. Tumor metastasis: mechanistic insights and clinical challenges. Nature
Medicine, v. 12, n. 8, p. 895-904, 2006.

[51] VIRK, G.S. Runge Kutta method for delay-differential systems. IEE Proceedings,
v. 132, p. 119-123, 1985.

[52] BAKER, C.T.H., PAUL, C.A.H. Computing stability regions - Runge-Kutta methods
for delay differential equations. IMA Journal of Numerical Analysis, v. 14, p.
347-362, 1994.

[53] BARTOSZEWSKI, Z., JACKIEWICZ, Z. Stability analysis of two-step Runge-Kutta
methods for delay differential equations. Computers and Mathematics with
Applications, v. 44, p. 83-93, 2002.

[54] BELLEN, A. Contractivity of continuous Runge-Kutta methods for delay differential
equations. Applied Numerical Mathematics, v. 24, p. 219-232, 1997.

[55] OWREN, B. Continuous explicit Runge-Kutta methods with applications to
ordinary and delay differential equations, Ph.D. thesis, Norges Tekniske Hogs-
kole, Trondheim, 1989.

[56] VERHULST, P. F. Noticesur la loi que la population poursuit dans son accroissement.
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[77] MENCHÓN, S.A., CONDAT, C.A. Cancer growth: predictions of a realistic model.
Phys. Rev. E, v. 78, p. 022901, 2008.

[78] AROESTY, J., LINCOLN, T., SHAPIRO, N., BOCCIA, G. Tumor Growth and Che-
motherapy: Mathematical Methods, Computer Simulations, and Experimental Foun-
dations. Mathematical Biosciences, v. 17, p. 243-300, 1973.

[79] SCALERANPDI, M., ROMANO, A., PESCARMONA, G.P., DELSANTO, P.P.,
CONDAR, C.A. Nutrient competition as a determinant for cancer growth. Phys.
Rev. E, v. 59, p. 2206-2217, 1999.

[80] CATTANI, C., CIANCIO, A. Qualitative analysis of second-order models of tumor-
immune system competition. Math. Comput. Model, v. 47, p. 1339-1355, 2008.

[81] WHELDON, T.E. Mathematical Models in Cancer Research. Taylor and Francis, Lon-
don, 1988.

[82] INABA, N., KIMURA, M., FUJIOKA, K., IKEDA, K., SOMURA, H., AKIYOSHI,
K., INOUE, Y., NOMURA, M., SAITO, Y., SAITO, H., MANOME, Y. The effect
of PTEN on proliferation and drug-, and radiosensitivity in malignant glioma cells.
Anticancer Res., v. 31, p. 1653-1658, 2011.

[83] LOUIS, D.N., OHGAKI, H., WIESTLER, O.D., CAVENEE, W.K., BURGER, P.C.,
JOUVET, A., SCHEITHAUER, B.W., KLEIHUES, P. The 2007 WHO classification
of tumours of the central nervous system. Acta Neuropathol, v. 114, p. 97-109,
2007.

[84] GOODENBERGER, M. L., JENKINS, R. B. Genetics of adult glioma. Cancer Ge-
netics, v. 205, p. 613-621, 2012.

[85] CUDDAPAH, V.A., ROBEL, S., WATKINS, S., SONTHEIMER, H. A neurocentric
perspective on glioma invasion. Nature Rev. Neurosci., v. 15, p. 455-465, 2014.

[86] YE, Z. C., SONTHEIMER, H. Glioma cells release excitotoxic concentrations of glu-
tamate. Cancer Res., v. 59, p. 4383-4391, 1999.



88

[87] OTIS, T. S., SOFRONIE, M. V. Glia get excited. Nature Neuroscience, v. 11, n.
4, p. 379-380, 2008.

[88] FIELDS, R. D. Advances in understanding neuron–glia interactions. Neuron Glia
Biology, v. 2, p. 23-26, 2006.

[89] , SHAHAM, S. Glia-neuron interactions in nervous system function and development.
Curr. Top. Dev. Biol. 69, 39-66, 2005.

[90] KRONIK, N., KOGAN, Y., VAINSTEIN, V., AGURA, Z. Improving alloreactive CTL
immunotherapy for malignant gliomas using a simulation model of their interactive
dynamics.Cancer Immunol., Immunother. DOI 10.1007/s00262-007-0387-z, 2007.
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APÊNDICE A -- Jacobiano

A.1 Sistema caṕıtulo 2

Para determinar a matriz Jacobiana do sistema dado em (2.4) é necessário a troca da

variáveis M(t) = M∗, N(t) = N∗, Z(t) = Z∗ e Z(t − τ) = Z∗e−λτ , assim,

dM∗

dt
= r1M∗

(
1− M∗

k1

)
−α1M∗N∗,

dN∗

dt
= βN∗Z∗e−λτ −d1N∗−α2M∗N∗,

dZ∗

dt
= r2Z∗

(
1− Z∗

k2

)
−βN∗.

Aplicando a propriedade distributiva:

dM∗

dt
= r1M∗− r1

M∗2

k1
−α1M∗N∗,

dN∗

dt
= βN∗Z∗e−λτ −d1N∗−α2M∗N∗,

dZ∗

dt
= r2Z∗− r2

Z∗2

k2
−βN∗Z∗e−λτ .

Derivando-se em relação a t:

d2M∗

dt2 = r1
dM∗

dt
− 2r1M∗

k1

dM∗

dt
−α1M∗dN∗

dt
−α1

dM∗

dt
N∗,

d2N∗

dt2 = β
dN∗

dt
Z∗e−λτ +βN∗dZ∗

dt
e−λτ −d1

dN∗

dt
−α2M∗dN∗

dt
−α2

dM∗

dt
N∗,

d2Z∗

dt2 = r2
dZ∗

dt
− 2r2Z∗

k2

dZ∗

dt
−β

dN∗

dt
Z∗eλτ −βN∗dZ∗

dt
e−λτ .



94

Agrupando os termos semelhantes:

d2M∗

dt2 =
[
r1 −

2r1M∗

k1
−α1N∗

]dM∗

dt
−α1M∗dN∗

dt
,

d2N∗

dt2 =
[
βZ∗e−λτ −d1 −α2M∗

]dN∗

dt
+βN∗dZ∗

dt
e−λτ −α2

dM∗

dt
N∗,

d2Z∗

dt2 =
[
r2 −

2r2Z∗

k2
−βN∗e−λτ

]dZ∗

dt
−β

dN∗

dt
Z∗eλτ .

Reescrevendo na forma matricial obtém-se a matriz Jacobiana dada por:

J =


J11 −α1M∗

1 0

−α2N∗ J22 βN∗e−λτ

0 −βZ∗e−λτ J33

 ,

onde

J11 = r1 −2r1
M∗

k1
−α1N∗, (A.1)

J22 = βZ∗e−λτ −d1 −α2M∗, (A.2)

J33 = r2 −2r2
Z∗

k2
−βN∗e−λτ . (A.3)

A.2 Sistema caṕıtulo 3

De forma análoga, para determinar o Jacobiano apresentado em (3.6) é necessário a

troca das variáveis x1(t) = x̃1(t), x2(t) = x̃2(t), x2(t − τ) = x̃2(t)e−λτ , u1(t) = ũ1(t) e u2(t) =

ũ2(t) em (3.4) obtendo:

˙̃x1(t) = α1x̃1(t)
(

1− x̃1(t)
K1

)
−q1x̃1(t)x̃2(t),

˙̃x2(t) = α2x̃2(t)
(

1− x̃2(t)
K2

)
−q2x̃1(t)x̃2(t)−δ x̃2(t),

˙̃u1(t) = β1ũ1(t)
(

1− ũ1(t)
L1

)
− r1ũ1(t)ũ2(t),

˙̃u2(t) = β2ũ2(t)
(

1− ũ2(t)
L2

)
− r2ũ1(t)ũ2(t)+ εδ x̃2(t)e−λτ , (A.4)
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Aplicando a propriedade distributiva e agrupando os termos semelhantes tem-se:

˙̃x1(t) = α1x̃1(t)−
α1x̃2

1(t)
K1

−q1x̃1(t)x̃2(t),

˙̃x2(t) = α2x̃2(t)−
α2x̃2

2(t)
K2

−q2x̃1(t)x̃2(t)−δ x̃2(t),

˙̃u1(t) = β1ũ1(t)−
β1ũ2

1(t)
L1

− r1ũ1(t)ũ2(t),

˙̃u2(t) = β2ũ2(t)−
β2ũ2

2(t)
L2

− r2ũ1(t)ũ2(t)+ εδ x̃2(t)e−λτ , (A.5)

Derivando as equações anteriores obtem-se:

¨̃x1(t) = α1 ˙̃x1(t)−
2α1x̃1(t) ˙̃x1(t)

K1
−q1x̃1(t) ˙̃x2(t)−q1 ˙̃x1(t)x̃2(t),

¨̃x2(t) = α2 ˙̃x2(t)−
2α2x̃2(t) ˙̃x2(t)

K2
−q2x̃1(t) ˙̃x2(t)−q2 ˙̃x1(t)x̃2(t)−δ ˙̃x2(t),

¨̃u1(t) = β1 ˙̃u1(t)−
2β1ũ1(t) ˙̃u1(t)

L1
− r1ũ1(t) ˙̃u2(t)− r1 ˙̃u1(t)ũ2(t),

¨̃u2(t) = β2 ˙̃u2(t)−
2β2ũ2(t) ˙̃u2(t)

L2
− r2ũ1(t) ˙̃u2(t)− r2 ˙̃u1(t)ũ2(t)+ εδ ˙̃x2(t)e−λτ ,

Ou ainda:

¨̃x1(t) =
[
α1

(
1− 2x̃1(t)

K1

)
−q1x̃2(t)

]
˙̃x1(t)−q1x̃1(t) ˙̃x2(t)

¨̃x2(t) =
[
α2

(
1− 2x̃2(t)

K2

)
−q2x̃1(t)−δ

]
˙̃x2(t)−q2 ˙̃x1(t)x̃2(t),

¨̃u1(t) =
[
β1

(
1− 2ũ1(t)

L1

)
− r1ũ2(t)

]
˙̃u1(t)− r1ũ1(t) ˙̃u2(t),

¨̃u2(t) =
[
β2

(
1− 2ũ2(t)

L2

)
− r2ũ1(t)

]
˙̃u2(t)− r2 ˙̃u1(t)ũ2(t)+ εδ ˙̃x2(t)e−λτ ,

Dessa forma é posśıvel reescrever o sistema apresentado em (3.4) na forma matricial X = JX

em que X é o vetor coluna X = [x̃1, x̃2, ũ1, ũ2] e J é o Jacobiano dado por

J =


J11 −q1x̃1 0 0

−q2x̃2 J22 0 0

0 0 J33 −r1ũ1

0 εδe−τλ −r2ũ2 J44

 ,
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onde

J11 = α1

(
1− 2x̃1

K1

)
−q1x̃2,

J22 = α2

(
1− 2x̃2

K2

)
−q2x̃1 −δ ,

J33 = β1

(
1− 2ũ1

K1

)
− r1ũ2,

J44 = β2

(
1− 2ũ2

K2

)
− r2ũ1. (A.6)
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