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Resumo

A variabilidade da dimensao instavel (VDI) € uma forma extrema de ndo-hiperbolicidade.
E um fendmeno estruturalmente estdvel, tipico para sistemas cadticos de alta dimensionalidade,
que implica restricoes severas ao sombreamento de solucdes perturbadas. As perturbagcdes sao
inevitdveis na modelagem de fendmenos fisicos, uma vez que nenhum sistema pode ser iso-
lado completamente, os estados e os parametros ndo podem ser determinados sem incertezas e
qualquer abordagem numérica dos modelos € afetada por erros de arredondamento e/ou trun-
camento. Portanto, a falta da sombreabilidade em sistemas exibindo VDI apresenta um desafio
a modelagem. Visando revelar os efeitos das perturbagdes, uma classe desses sistemas nao-
hiperbolicos € estudada. Esses sistemas apresentam variabilidade da dimensao instavel trans-
versal (VDIT), significando que a dinamica pode ser decomposta na forma de um produto direto
assimétrico, i. e. o espaco de fase € dividido em dois componentes: um hiperbdlico e cadtico,
dito longitudinal, e um transversal e nao-hiperbdlico. Mais ainda, na auséncia de perturbacoes,
o componente longitudinal é um atrator global do sistema. Um prot6tipo composto de dois ma-
pas caoticos lineares por partes acoplados € apresentado para o estudo dos efeitos da VDIT. Esse
sistema possui um subespaco invariante .%” que caracteriza a sincronizacdo completa de caos e
a VDI, quando presente, € transversal a esse subespago. Valendo-se da linearidade (por partes)
das equacdes, um método analitico para o célculo das 6rbitas periddicas instaveis € apresentado.
O conjunto de todas as Orbitas periddicas instaveis (OPIs) é um dos fundamentos da dinamica
caodtica e suas propriedades fornecem informacdes valiosas sobre o comportamento assintdtico
do sistema como, por exemplo, a medida natural invariante. Assim, a intensidade da VDIT ¢é
estudada analiticamente pelo cédlculo da medida de contraste, que quantifica a diferenca entre o
peso estatistico associado as OPIs com dimensao instdvel distintas. O efeito das perturbagdes é
modelado pela introdu¢do de um pequeno desvio nos parametros, ao invés da adi¢ao de ruido,
a fim de manter o determinismo do modelo. Consequentemente, a caracteriza¢do da dinamica
em termos das OPIs ainda é possivel. Demonstra-se a existéncia de um conjunto denso ¢
de OPIs fora do subespago invariante consistente com um repulsor cadtico. Na presenca de
perturbagoes, ¢4 se funde com o conjunto 7 das OPIs previamente em ., dando origem a
um novo estado estacionario nao-hiperbodlico. A andlise de ¢ U # fornece uma explicacdo
topoldgica ao comportamento de sistemas com variabilidade da dimensao instavel sob a acao
de perturbagdes. Mais ainda, a relagdo entre o conjunto de OPIs imersas em um atrator cadtico
e sua medida natural, provada apenas para sistemas hiperbdlicos, € aplicada com sucesso nesse
sistema: mostra-se que o erro entre as medidas naturais estimadas numericamente e pelas OPIs
¢ decrescente com p, o periodo das OPIs consideradas. Conjectura-se, portanto, a coincidéncia
entre ambas no limite p — c. Logo, apresenta-se uma resposta positiva a estimativa numérica
da medida natural em sistemas nao-hiperbdlicos via variabilidade da dimensao instavel.

Palavras-chave: variabilidade da dimensao instavel, caos, medida natural invariante, siste-
mas nao-hiperbdlicos, drbitas periddicas instaveis.



Abstract

Unstable dimension variability (UDV) is an extreme form of nonhyperbolicity. It is a struc-
turally stable phenomenon, typical for high dimensional chaotic systems, which implies severe
restrictions to shadowing of perturbed solutions. Perturbations are unavoidable in modelling
Physical phenomena, since no system can be made completely isolated, states and parame-
ters cannot be determined without uncertainties and any numeric approach to such models is
affected by truncation and/or roundoff errors. Thus, the lack of shadowability in systems exhi-
biting UDV presents a challenge for modelling. Aiming to unveil the effect of perturbations
a class of nonhyperbolic systems is studied. These systems present transversal unstable di-
mension variability (TUDV), which means the dynamics can be split in a skew direct product
form, i. e. the phase space is decomposed in two components: a hyperbolic chaotic one, called
longitudinal, and a nonhyperbolic transversal one. Moreover, in the absence of perturbations,
the longitudinal component is a global attractor of the system. A prototype composed of two
coupled piecewise-linear chaotic maps is presented in order to study the TUDV effects. This
system has an invariant subspace .’ which characterizes the complete chaos synchronization
and UDV, when present, is transversal to it. Taking advantage of (piecewise) linearity of the
equations, an analytical method for unstable periodic orbits’ computation is presented. The set
of all unstable periodic orbits (UPOs) is one of the building block of chaotic dynamics and its
properties provide valuable informations about the asymptotic behaviour of the system as, for
instance, the invariant natural measure. Therefore, the TUDV’s intensity is analytically stu-
died by computing the contrast measure, which quantifies the difference between the statistical
weights associated to UPOs with different unstable dimension. The effect of perturbations is
modelled by the introduction of a small parameter mismatch, instead of noise addition, in order
to keep the model’s determinism. Consequently, the characterization of dynamics by means of
UPOs is still possible. It is shown the existence of a dense set ¢4 of UPOs outside the invari-
ant subspace consistent with a chaotic repeller. When perturbation takes place, ¢ merges with
the set ¢ of UPOs previously in ., given rise to a new nonhyperbolic stationary state. The
analysis of ¢ U JZ provides a topological explanation to the behaviour of systems with TUDV
under perturbations. Moreover, the relation between the set of UPOs embedded in a chaotic
attractor and its natural measure, proven only for hyperbolic systems, is successfully applied to
this system: the error between the natural measure estimated both numerically and by means
of UPOs is shown to be decreasing with p, the considered UPOs’ period. It is conjectured the
coincidence between both in p — oo limit. Hence, a positive answer to reliability of numerical
estimation to natural measure in nonhyperbolic systems via unstable dimension variability is
presented.

Keywords: unstable dimension variability, chaos, invariant natural measure, nonhyperbolic
systems, unstable periodic orbits.
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1 Introducao

O inicio da Teoria dos Sistemas Dinamicos se funde com a origem da Fisica como ciéncia
exata, pois foi com a descricdo matematica do movimento de corpos que Galileu Galilei intro-
duziu o método cientifico nas ciéncias naturais. Ao equacionar, por exemplo, a posicdo de um
corpo em um plano inclinado em funcao do tempo de deslocamento e de sua localizacdo inicial,
Galileu associou ao problema fisico um sistema dindmico. Basicamente, um sistema dindmico
¢ um conjunto de regras matematicas que determinam como o estado do sistema se altera com

a variagdo de um parametro independente, usualmente denominado tempo.

Enquanto o objetivo principal da Fisica é, a partir da observagado, descrever fendmenos na-
turais com a elaboracdo de modelos, o objetivo da Teoria dos Sistemas Dinamicos €é determinar
as propriedades matematicas desses modelos. As Mecanicas Classica e Quantica representam
muito bem essa associagdo, pois valem-se da descricio matemdtica para caracterizar o estado
de um sistema fisico, bem como sua evolu¢do. A derivagao da Mecanica Estatistica em termos
da Mecanica Cléssica feita por Boltzmann utiliza-se massivamente de ferramentas da teoria
dos sistemas dindmicos e o formalismo de ensembles, introduzido por Gibbs, fundamenta-se na

descricdo de estados estaciondrios de sistemas dinamicos.

A Teoria dos Sistemas Dinamicos surgiu, portanto, como um ramo da Matematica Aplicada,
valendo-se de ferramentas da Algebra Linear, do Calculo, da Analise, da Teoria de Medidas e
Probabilidades, da Geometria, da Topologia e da Teoria dos Numeros. Nao sendo possivel pre-
cisar a data, a especificidade dos trabalhos matematicos tratando das propriedades desses siste-

mas consolidou a Teoria dos Sistemas Dinamicos como uma area fundamental da Matematica,
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sendo o seu objeto de estudo representado por [1]
x(t) =d'x(1y), (1.1)

com 9, € Tex(t) € Q C RY sendo d € N a dimensio de Q e & o operador de evolugio. O

conjunto T' € dado por R, ou N dependendo da natureza do operador de evolucao.

A Eq. (1.1) descreve em simbolos matematicos um sistema dindmico. O parametro escalar
t é comumente denominado fempo e o vetor x(t) o estado do sistema dindmico no instante
de tempo 7. O conjunto de todos os estados possiveis do sistema define o espago de fase Q.
Fixando-se x (tp), denominado estado ou condi¢do inicial, e t, a Eq. (1.1) descreve uma solugio
especifica do sistema dindmico, sendo o operador @' uma representagdo formal dessa solugdo.
Para T = N, a sucessdo de solugdes x (t;) parat; | > t; define uma trajetoria em Q, representada
pela sequéncia

{x(t())vx(tl)v"' 7x(tn)}5{x(ti)}?:0' (12)

Tipicamente, uma representagdo explicita para o operador @' em termos de 7 e x(#y) néo é
possivel, sendo o sistema dinamico definido por uma regra de evolugao implicita. Por exemplo,
a equacdo de Newton [2],

e 1
@x(t) =x(r) = _qu) (x,1) (1.3)

que descreve a posi¢do de uma particula de massa m, sob a acdo de um potencial @ (x,7), em
funcdo do tempo ¢ e das condigdes iniciais x (tp) e x (p), define um sistema dindmico. Todavia,
exceto para alguns potenciais especificos, a Eq. (1.3) ndo pode ser explicitamente resolvida,
i. e. o vetor de estado x(r) ndo pode ser escrito em termos de func¢des analiticas. Isso ndo
significa, no entanto, que x(¢) ndo possa ser determinado. Pelo contrério, sob condi¢des bas-
tante brandas, o Teorema de Cauchy-Lipschitz garante a existéncia e unicidade das solucdes
de equagdes diferenciais [3]. Eis um exemplo do objetivo principal da Teoria dos Sistemas
Dinamicos: a possibilidade de fazer afirmagdes sobre as propriedades das solugdes de um sis-
tema dindmico sem, necessariamente, conhecé-las. Nesse caso, a propriedade em questao € a
existéncia, determinada unicamente pelas condi¢des iniciais e pelas propriedades matematicas

do potencial ¢ (x,7). Contudo, a obtenc¢do de outras propriedades pode requerer informagdes
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adicionais sobre o sistema dinamico.

Os sistemas dinamicos podem ser separados em diferentes classes de acordo com as pro-
priedades das regras de evolu¢@o que os definem. Por exemplo, um sistema dindmico pode ser
deterministico ou estocdstico. No primeiro caso, as regras de evolu¢do' determinam unicamente
o estado x (7) em funcdo de x(7y). No segundo, as regras de evolug@o definem as probabilidades
de cada um dos estados possiveis no tempo ¢ como uma funcao de x (fp). Deve-se ressaltar, no
entanto, que um sistema dindmico estocastico cuja varidvel de estado € x (¢) define um sistema
dindmico deterministico cuja variavel de estado é W (x,7), a densidade de probabilidade dos
estados x € Q. Se as regras de evolu¢do ndo dependem explicitamente do tempo, o sistema
dinamico € dito auténomo. Sistemas dinamicos estocasticos sao classificados em markovianos
e ndo-markovianos segundo a dependéncia das probabilidades de transi¢do de um estado x (¢)
com os estados anteriores x (t’ ), t" < t. Um sistema dindmico deterministico € dito limitado se
existe um ¢’ tal que x (1) € Q' C Q para todos x (fy) € Q et > ', sendo Q' um subconjunto finito

de Q. Caso contrario o sistema € dito ilimitado ou aberto.

As propriedades do espaco de fase Q e do parametro livre ¢ também classificam os sistemas
dinamicos. Casot € Z (t € R), diz-se que o sistema dinamico € a tempo discreto (a tempo
continuo). Sistemas dinamicos deterministicos, autbnomos a tempo discreto ou continuo sao,

respectiva e tipicamente representados por mapas,

x(t+1)=F(x(r), t€Z  x(0)eQcCRY (1.4)
e fluxos,
%x(;)zx:F(x(t)), teR, x(t) € Q C RY, (1.5)

sendo, em cada caso, F a respectiva representacdo para a regra de evolu¢do. Ainda, caso o
espaco de fase do mapa possa ser mapeado em Z?, i. e. caso os estados possiveis do sistema

definam um conjunto enumerdvel, tal sistema € denominado automato celular.

Assim, os sistemas dindmicos autdonomos, deterministicos e limitados definem uma sub-

classe dos sistemas dinamicos. Por fim, esses sistemas dinamicos ainda podem ser classificados

Para o caso de um sistema dindmico a tempo continuo, requer-se que a unicidade das solugdes da equagio
diferencial definida pelo sistema.
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segundo caracteristicas compartilhadas por suas solu¢des como, por exemplo, a estabilidade.
A estabilidade € determinada em termos das propriedades da evolugdo temporal de condi¢des
iniciais proximas em €. Na Figura 1.1 os conceitos de estabilidade, estabilidade assintotica
e instabilidade estdo ilustrados pela representacdo de duas trajetdrias iniciadas em xg = x (¢p)
e yo = x(to) + 8 sendo & um pequeno desvio tal que x e y, representam pontos distintos mas
muito préximos em Q.
(a)
x(t) ¢

(1) (o)

Figura 1.1: Representacdo esquemadtica dos conceitos de (a) estabilidade, (b) estabilidade as-
sintética e (c) instabilidade da solugdo x () de um fluxo. Fonte: adaptado de [4].

Sistemas mecénicos descritos pela Eq. (1.3) com potenciais satisfazendo V¢ (x) = 0 sdo
ditos sistemas conservativos e ndo podem apresentar estabilidade assintdtica, pois satisfazem
o teorema de Liouville e preservam volumes no espaco de fase Q [5]. Quando volumes em Q

finito ndo sdo preservados pela regra de evolugdo F o sistema € dito dissipativo [4].

Nesse trabalho, sistemas dinadmicos da classe caracterizada como deterministico, limitado
e instavel serdo estudados. Tal classe foi primeiramente identificada e estudada por Henri Poin-
caré, no inicio do século XX, em seus famosos estudos sobre a estabilidade do sistema solar [6].
Seguindo o processo cientifico, Poincaré reduziu o problema ao estudo da estabilidade de um
sistema dinamico composto por um corpo puntual de massa m orbitando em torno de dois cor-
pos massivos de massa M, M >> m, estéticos, sob a acdo de seus campos gravitacionais [7].
Poincaré verificou, ja nesse modelo bastante simplificado, a possibilidade de solucdes instdveis
em sistemas deterministicos e limitados. Mais especificamente, demonstrou a existéncia de
intersecdes de variedades? invariantes no espago de fase do problema. Tais variedades repre-
sentam estados instaveis do sistema e, por serem invariantes, a existéncia de uma interseccao

implica a existéncia de infinitas outras [8]. Esta ideia estd ilustrada na Figura 1.2. Poincaré

2Uma variedade d-dimensional é um conjunto que, localmente, é representado por um espago Euclidiano d-
dimensional. Por exemplo, uma curva suave e diferenciavel no plano RR2 define uma variedade unidimensional,
pois pode ser retificada ponto a ponto.
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utilizou essa estrutura geométrica, denominada emaranhado homoclinico, para inferir que a
evolucdo temporal de qualquer configuragdo tipica desse problema de trés corpos seria instdvel
e aperiodica. Ap6s o também famoso trabalho de Li e Yorke [9], essa forma de comportamento

passou a ser denominada cadtica.

Figura 1.2: Representacdo esquemdtica do emaranhado homoclinico introduzido por Henri
Poincaré. As linhas vermelhas (azuis) representam variedades instaveis (estaveis) e os simbolos
e indicam as interse¢des entre as mesmas. Fonte: adaptado de [4].

Ao longo do século XX, diversos matemadticos dedicaram suas carreiras ao estudo de sis-
temas dinamicos que apresentavam, em seus espacos de fases, comportamentos semelhantes
aos representados na Figura 1.2; para citar alguns: Kolmogorov (1903-1987), Arnold (1937-
2010), Moser (1928-1999) e Smale (1930-). Propriedades matemadticas importantes como
a existéncia e a tipicidade do emaranhado homoclinico e suas consequéncias, como a ergo-
dicidade de solugdes tipicas, foram demonstradas para uma grande classe de sistemas. En-
tretanto, foi na década de 1960, com o artigo intitulado Deterministic Nonperiodic Flow [10]
que Edward Lorenz (1917-2008) introduziu uma mudancga de paradigma nas ciéncias naturais,
principalmente na Fisica. Estudando um modelo bastante simplificado para a convecgao, Lo-
renz constatou que o comportamento agora dito cadtico poderia ser tipico em sistemas fisicos;
até entdo, era consenso na comunidade cientifica que modelos como o estudado por Poincaré
eram frutos das simplificagdes e aproximacdes matematicas e ndo uma propriedade instrinseca

do sistema [11].

Para ilustrar os conceitos e motivar o objeto primeiro de estudo desta tese, considere alguns
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resultados referentes ao sistema proposto e estudado por Lorenz:

X = aly—x
y = Bx—y—xz (1.6)
Z = xy—Y

em que o, B e vy sdo pardmetros reais. A Eq. (1.6) define um fluxo, um sistema deterministico
a tempo continuo, como na Eq. (1.5), dissipativo, com Q C R3. Dependendo dos pardmetros
escolhidos, as solucdes da Eq. (1.6) podem apresentar comportamentos distintos: as trajetorias
podem convergir para um estado estaciondrio fixo, para estados estacionarios periddicos, podem
divergir ou apresentar comportamento cadtico. Um exemplo desse ultimo caso estd indicado na
Figura 1.3, para os pardmetros cldssicos o = 10, B =28 e y = 8/3 [12]. Percebe-se, a partir das
séries temporais indicadas, que a trajetéria gerada pela Eq. (1.6) (para os parametros escolhidos)

¢ aperiodica.

a=10 B=28 y=873

L 1 . [ | .
20 100 0 10 20

Figura 1.3: Uma representacdo do atrator do sistema de Lorenz, Eq. (1.6), sendo a projecao de
uma trajetoria tipica no plano x X z indicada a direita, e as séries temporais de x, y e z a esquerda.
Os pontos indicados em verde representam os maximos locais de z (7). Fonte: adaptado de [12].

Devido a nao-linearidade das Eq. (1.6), na década de 1960, Lorenz estudou numericamente
as solugdes. Ao tentar reproduzir alguns resultados previamente obtidos e impressos com trés
algarismos significativos®, ele notou que o computador apresentava solugdes distintas e com-

pletamente descorrelacionadas a previamente obtida, a despeito do determinismo da Eq. (1.6).

3Nessa época, os computadores eram valvulados, e seus hardwares eram muito mais lentos que os atuais.
Lorenz optou por imprimir apenas alguns algarismos significativos para otimizar o tempo de execugao dos calculos.
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Inicialmente, Lorenz chegou a cogitar que tal observagdo fosse resultado de uma falha em seu
computador [11]. Mas, descartada essa hipdtese, Lorenz, que possuia um alto grau de instru¢do
matematica, iniciou uma anélise detalhada das solucdes da Eq. (1.6). Introduzindo uma varidvel

discreta i, como sendo o maximo local de z(z),

hy € R, Vn ez, hy=2z(sy), sp= lim min {r:z(t£6r)<z(t)}, (1.7)

Or—01>8p—1

Lorenz reduziu o estudo do fluxo tridimensional a analise de um mapa, da forma da Eq. (1.4),

unidimensional de primeiros retornos dado por

hpst = L(hy). (1.8)

Depois de seu trabalho, o mapa (1.8) é denominado mapa de Lorenz. Na Figura 1.4 a
acao do mapa (1.8) estd indicada. Lorenz percebeu uma grande semelhanca, denominada equi-
valéncia topoldgica, entre 0 mapa L e o mapa da tenda, definido no intervalo unitério [0, 1] por

(a acdo do mapa da tenda pode ser visualizada na Figura 3.1)

2x, se 0<x,<1/2
Xpt1 = : (1.9)

2—2x, se 1/2<x,<1
O mapa da Eq. (1.9) ja era bastante conhecido pelos matemdticos, sabendo-se gozar
das propriedades de instabilidade, aperiodicidade e ergodicidade [13]. Suportado por essa
semelhanca, Lorenz concluiu que o sistema (1.6) € cadtico. Os resultados indicados na Figura
1.4 ilustram bem que as soluc¢des do sistema de Lorenz sdo aperiddicas e limitadas. A instabi-
lidade dessas solugdes pode ser quantificada determinando-se a evolugao de uma perturbacao
inicial, como foi ilustrado na Figura 1.1. A Figura 1.5 indica tal evolucao para duas condicdes
iniciais muito préximas, |§| ~ 10712, A linha indicada representa um ajuste da seguinte ex-

pressao

|6 (1) =16 (0)|exp (Ar). (1.10)

Tipicamente, a divergéncia média entre duas trajetorias inicialmente proximas ndo depende da
localizagdo das condigdes iniciais e a taxa de divergéncia exponencial A é determinada pelo

expoente de Lyapunov mdximo. A partir de um determinado instante (¢t ~ 80 na Figura 1.5) as
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Figura 1.4: (a direita) O mapa de primeiro retorno do sistema de Lorenz, dado pela Eq. (1.8),
para os mesmos parametros da Figura 1.3. (a esquerda) A série temporal de duas condi¢des
iniciais muito préximas, indicadas pelas cores verde e azul. Percebe-se que apesar de apresen-
tarem evolucdes temporais completamente distintas, as duas solu¢des resultam no mesmo mapa
de primeiro retorno. Fonte: adaptado de [11].

trajetorias se afastam a ponto de perderem a correlagdo. Deste instante em diante tipicamente

|6 (¢)| apresenta oscilagdes em torno da ordem de grandeza do atrator.

50 60 70 80 90 100

Figura 1.5: A separacdo de duas trajetdrias inicialmente proximas para o sistema de Lorenz,
com os mesmos parametros da Figura 1.3. Fonte: adaptado de [12].

A apresentagdo do sistema de Lorenz é motivada por ilustrar as principais caracteristicas da
classe de sistemas dindmicos estudada nesse trabalho. Primeira: sistemas fisicos podem exibir
comportamento cadtico. Segunda: que perturbagdes |§| sdo exponencialmente magnificadas
devido a instabilidade das solucdes de sistemas dinamicos cadticos. Outro elemento importante

€ que o comportamento dindmico de um fluxo pode ser estudado a partir da introdugdo de
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um mapa. O mapa de Lorenz, Eq. (1.8), € uma ilustracdo de uma maneira sistemética de se
fazer tal discretizagdo temporal: com a defini¢do de uma secdo de Poincaré. Seja & (x) =0
uma hipersuperficie definida no espaco de fase Q tal que toda trajetoria do fluxo F a intersecta
transversalmente. Como o fluxo é deterministico, cada ponto de intersecao € univocamente
definido pelo ponto anterior, o que define um mapa P, dito mapa de Poincaré. Tipicamente,
o intervalo de tempo entre duas interse¢des nao € idéntico (exceto para solucdes periddicas)
e, portanto, existe uma outra funcdo 7 que determina esse intervalo de tempo, dita fungdo de

tempo de primeiro retorno. Assim, P e T reduzem o fluxo F a um mapa
Xn+1 = P (xp) e thr1 =th + T (x), (1.11)

sendo x € R~ as coordenadas sobre a superficie escolhida [1]. Assim, todo fluxo dado pela
Eq. (1.5) pode ser reduzido a um mapa, Eq. (1.4), sendo a escolha da se¢ao de Poincaré mais

apropriada dependente das propriedades do fluxo.

O quarto ponto a ser salientado é a Figura 1.4. A semelhanca entre a agcdo do mapa de
Lorenz com o mapa da tenda (ou mais ainda, com o mapa do bangald, definido na Eq. (3.1), no
Capitulo 3) justifica a introdu¢do na Fisica de modelos dindmicos simples, cujas propriedades
matematicas podem ser rigorosamente determinadas. Os resultados matematicos existentes para
o mapa da tenda, que nio possui, em principio, nenhuma motivagdo fisica, fundamentaram

Lorenz na caracterizacdo da dindmica de seu modelo.

A instabilidade, a aperiodicidade e a perda da correlacio das solucdes, ilustradas também
na Figura 1.4, indicam que sistemas cadticos podem e devem ser estudados a partir da anélise
estatistica de suas trajetorias. A superposicao do mapa de Lorenz construido a partir das duas
condicdes iniciais distintas na Figura 1.4 ilustra o fato que o atrator de Lorenz € ergddico, no
sentido que trajetorias diferentes percorrerdo, ao longo da evolugao temporal, diferentes regides

do espago de fase com uma mesma frequéncia especifica.

Por fim, a divergéncia exponencial das solugdes levanta uma questdo fundamental a mo-
delagem: dado que sistemas cadticos sdo presentes na natureza e que suas solucdes sao in-

trinsecamente instdveis, qual a capacidade e a significancia de fazer predicdes em um modelo
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que apresenta dinamica cadtica? Esse questionamento, posto em um nivel mais pratico, repre-

senta o seguinte: qual é a confiabilidade das solugdes numéricas®

, invariavelmente sujeitas a
erros de arredondamento e/ou truncamento, desses sistemas? Para ilustrar como essas questdes
sdo respondidas, na Figura 1.6 esta indicada a evolucdo temporal de trés condi¢Oes iniciais
x(19), y(to) = x(tp) + 0 (com |8| < 1) e z(tp) de um fluxo F cadtico arbitrario. Como x (fo) e
y(t) estdo inicialmente préximos seguem, por um certo periodo de tempo ¢, trajetérias apro-
ximadamente idénticas, mas, devido a instabilidade, afastam-se e tornam-se descorrelaciona-
das parat > 1" > . A trajetria de z(r), entretanto, apés um tempo 7, torna-se € mantém-se
préxima a trajetoria y () para todo ¢ > 7, a despeito de suas condi¢des iniciais bastante distintas
ly(to) —z(to)| > |8|. Diz-se, entdo, que a trajetdria z (1) sombreia a trajetdria y(¢) ou, equiva-
lentemente, que a trajetdria y (¢) é sombreada por z(t) [14]. Note que o esquema indicado na

Figura 1.6 pode ser estendido para perturbagdes 6 — 6 (), 0 que representaria um modelo para

os erros introduzidos sistematicamente pelo cdlculo numérico da solugao.

yft)

Figura 1.6: Representacdo esquemadtica do sombreamento da trajetéria y(¢) por z (). Fonte:
adaptado de [4].

O sombreamento de trajetdrias €, portanto, a justificativa para o uso de cédlculos numéricos
na andlise de sistemas cadticos. E também, em um nivel muito mais fundamental, a razio pela
qual € possivel descrever matematicamente sistemas naturais que apresentam comportamento
cadtico. Na Figura 1.6, a trajetdria y(z) pode representar uma solugo obtida a partir de um
erro 6 na determinacdo da condicdo inicial real dada por x (¢p). Tal erro pode ser de cunho ex-
perimental ou pode representar, por exemplo, a limitagdo computacional no armazenamento de

x (o). A evolugdo temporal de y (¢) representa, apés um certo intervalo de tempo, uma trajetoria

“Deve-se salientar que o comportamento cadtico requer a nio-linearidade das equacdes que definem o sistema
e, portanto, tipicamente, solucdes analiticas fechadas nao sao possiveis.
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ndo-perturbada iniciada em z(zp). Assim, qualquer estatistica computada sobre y(¢) (ou seja,
sobre a condig¢do inicial x (fy) com uma perturbagio d) no limite r — oo representara, fielmente,
a estatistica proveniente da solug@o real z(t). A ergodicidade entdo fornece o fundamento final
para a caracterizac¢ao dos sistemas caéticos, pois qualquer condi¢do inicial tipica y (#p) assinto-
ticamente fornecerd a estatistica verdadeira do sistema. Em outras palavras, o sombreamento

garante a caracterizacao estatistica do estado assintético (nesse caso, do atrator cadtico).

Ressalta-se que as perturbagdes 6 nao precisam ser, necessariamente, provenientes de erros
numéricos. Ao descrever um sistema natural com a introdu¢do de um modelo matematico,
algumas simplificagdes sdo necessariamente feitas. Restringindo-se ainda ao ambito da Fisica

Cléssica’

, nenhum sistema pode ser completamente isolado ou completamente descrito por
equacOes matemadticas. Assim, modelar qualquer observacao fisica y(¢) por um sistema dina-
mico F € assumir, explicita ou implicitamente, que as solu¢des x(7) de F s3o sombreadas por

y (). Portanto, o modelo F deve admitir a existéncia de sombreamento.

O sombreamento das trajetérias pode ser matematicamente demonstrado para uma sub-
classe dos sistemas dindmicos aqui considerados: os deterministicos, limitados, a tempo dis-
creto ou continuo, cadticos e hiperbdlicos. A hiperbolicidade ¢ uma propriedade matematica
bastante restritiva (vide se¢do 2.1.4 do proximo capitulo) que, em poucas palavras, se refere a
possibilidade de uma lineariza¢do do sistema dindmico F em cada ponto x € £ que seja con-
sistente com a evolucdo da dinamica. Mas também é uma propriedade bastante poderosa, pois

possibilita a obten¢do de diversos resultados matematicamente rigorosos.

Basicamente, existem duas maneiras de um sistema dindmico violar a hiperbolicidade: (1)
quando a linearizacao de F em alguns pontos de Q resulta em um sistema de dimensao inferior a
d; ou (i1) quando a linearizac¢do ndo € consistente com a dinamica de F'. O primeiro caso ocorre
tipicamente tanto em sistemas cadticos Hamiltonianos quanto dissipativos, sendo caracterizado
principalmente pela existéncia de pontos de tangéncias entre as variedades estavel e instavel em
Q [11]. Nesses casos, demonstra-se que o sombreamento sé € possivel para tempos finitos, mas

que podem ser feitos arbitrariamente longos (vide Figura 2.2 do préximo capitulo) [15,16]. O

3Qu seja, desconsiderando-se o principio da incerteza da Mecanica Quantica, o qual implica na impossibilidade
intrinseca de se fazer § = 0.
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segundo caso € observado em sistemas dindmicos cujas trajetdrias sao repelidas em dire¢des
distintas para diferentes regioes do espaco de fase. Tais sistemas sdo ditos ndo-hiperbdlicos via
variabilidade da dimensdo instdvel e pode-se demonstrar que sao ndo-sombredveis mesmo para

intervalos de tempos finitos e muito pequenos® [17, 18] (vide, também, a Figura 2.2).

O primeiro sistema fisico reportado com essa forma de ndo-hiperbolicidade foi o0 modelo
para um rotor duplo periodicamente pulsado, na presenca de dissipacao [19]. Verifica-se, no en-
tanto, que a variabilidade da dimensao instavel € tipica nos sistemas dinamicos cadticos [20,21],
sendo verificada na descricdo de sistemas mecanicos [22], elétricos [23], sistemas espacial-
mente estendidos descritos por redes de osciladores acoplados [23] e por equagdes diferenciais
parciais [24] e sistemas bioldgicos [25,26]. Mais ainda, demonstra-se que esta forma de nio-
hiperbolicidade € o suporte para algumas classes de sistemas observados na natureza como, por
exemplo, sistemas dindmicos com multi-estabilidade e com bacias de atracdo crivadas [27], i.
e., quando nas vizinhancas de qualquer ponto x € Q que converge para um determinado atra-
tor ./ existe um ponto y que pertence a bacia de atragdo de um atrator 4 distinto. Esse é o
mecanismo para a representacio deterministica de certas formas de bi-estabilidade [22,26, 28].
Assim, faz-se fundamental a compreensdo da dinadmica de sistemas com variabilidade da di-
mensao instdvel, bem como o estudo da significancia da modelagem nessa classe de sistemas

nao-hiperbolicos.

Um passo importante nesse sentido foi dado por Ying-Cheng Lai e colaboradores [20,21],
ao investigar as propriedades da caracterizacao estatistica de sistemas apresentando variabili-
dade da dimensao instdvel com a introducao artificial de perturbacdo nos modelos. Estes veri-
ficaram, por exemplo, que no modelo do rotor duplo pulsado a energia média do sistema varia
suavemente com a intensidade do pulso no intervalo de parametros em que ocorre a variabili-
dade da dimensao instavel. Mais ainda, demonstraram que essa energia ndo € sensivel a adi¢do
de perturbacdes de diversas ordens de grandeza. Portanto, do estudo de um exemplo especifico,
Lai e colaboradores levantaram a conjectura de que embora ndo-sombredveis, algumas quan-

tidades estatisticas podem bem ser determinadas em sistemas com variabilidade da dimensdo

®Da mesma ordem de grandeza das escalas de tempo caracteristicas do sistema dinimico, como o tempo de
Lyapunov ou de correlacdo, por exemplo.
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instdvel. Ou seja, embora a modelagem deterministica ndo seja possivel nesses sistemas, 0

tratamento numérico-estatistico € ainda possivel.

Alguns anos depois, Timothy Sauer [18,29] elaborou um contra-exemplo para a referida
conjectura. Sauer analisou o efeito da introdugdo de perturbagdes artificiais na determinagao
numérica da medida natural invariante do sistema proposto. A medida natural invariante ¢ uma
funcdo que associa a cada subintervalo &/ C Q a fracdo de tempo que uma trajetoria tipica in-
finitamente longa permanece imersa em ./. A andlise estatistica de qualquer quantidade em
um sistema cadtico € fornecida pela medida natural invariante. Portanto, a abordagem adotada
se refere a todas as quantidades estatisticas possiveis do sistema (e ndo uma quantidade es-
pecifica, como a energia total, por exemplo). Sauer verificou que para uma classe de sistemas
caoticos nao-hiperbdlicos via variabilidade da dimensdo instavel a determina¢do numérica da
medida natural invariante é extremamente sensivel a introducdo de perturbacdes. Mais preci-
samente, demonstrou que o erro entre a medida natural invariante determinada numericamente
para os sistemas com e sem ruido apresenta um comportamento algébrico com a magnitude da

perturbacao:
()5 — ()| = K 8" (1.12)

em que (U)s e (U) sdo, respectivamente, as representagdes para a medida natural do sistema
com e sem a adi¢do de um ruido branco de magnitude & e K, uma constante. O expoente /,
dito expoente de hiperbolicidade, pode ser calculado em termos de propriedades fundamentais
do sistema dinamico [17]. Esse expoente, que pode ser utilizado para quantificar a intensi-
dade da nao-hiperbolicidade em sistemas com variabilidade da dimensdo instavel, assume, para
certas configuracdoes de parametro, valores arbitrariamente pequenos. Nesses casos, mesmo
perturbacdes muito pequenas podem representar desvios vérias ordens de magnitude maiores

na medida natural invariante.

O contra-exemplo proposto por Sauer define uma subclasse dos sistemas dindmicos nao-
hiperbdlicos via variabilidade da dimensao instdvel. O espaco de fase de tais sistemas é bi-

dimensional, Q C R?, mas a dindmica pode ser decomposta na forma de um produto direto
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assimétrico, i. e. o sistema dinamico x — F (x) pode ser escrito como

x = (x6y) = (f (%) 8 (x,5)) - (1.13)

Mais precisamente, a evoluc¢ao temporal de x influencia a dindmica de y mas a reciproca nao
¢ verdadeira. Mais ainda, assume-se que f € um mapa unidimensional cadtico e que existe uma
variedade unidimensional invariante .# definida por g, (x,y) = C, sendo C € R uma constante.
A decomposicao descrita pela Eq. (1.13) define duas direcoes em €, a dinamica longitudinal,
contida em . e regida por f, e a dindmica transversal, contida em Q\. e regida por g, (x,y).
Como f € unidimensional, a variabilidade da dimensao instavel nos sistemas descritos pela
Eq. (1.13), quando presente, ocorre necessariamente na direcdo transversal e diz-se que o
sistema dinamico apresenta variabilidade da dimensdo instdvel transversal (vide defini¢do 1

no préximo capitulo).

Portanto, o objeto de estudo da presente tese € a classe de sistemas dindmicos deterministicos,
a tempo discreto, cadticos e ndo-hiperbdlicos via variabilidade da dimensao instavel transver-
sal, sendo voltada a atencdo a inclusdo de perturbacdes nesses sistemas. O principal resul-
tado obtido € a caracterizacao do estado estaciondrio assintdtico (atrator) do sistema em termos
do conjunto de Orbitas periddicas instaveis existentes no espaco de fase. Demonstra-se que a
adi¢do de qualquer perturbacio no sistema destroi a invariancia de .%’, nao sendo mais possivel
a decomposi¢do da dindmica na forma do produto assimétrico (1.13). Assim, a variabilidade da
dimensao instavel ndo mais ocorre em uma direcao transversal e espera-se a concordancia da
abordagem numérico-estatistica com a estatistica real do sistema. Demonstra-se também, que
na auséncia de perturbagdes, a variabilidade da dimensao instavel é, para um dado conjunto de
parametros, um efeito transiente. Nesses casos, as trajetdrias tipicas do sistema aproximam-se
assintoticamente de . e o sistema &, finalmente, regido apenas pela dinamica longitudinal.
Em suma, apresenta-se um estudo detalhado com a elucida¢do do mecanismo dinamico por trés
da Eq. (1.12) e uma resposta positiva a conjectura de Ying-Cheng Lai sobre a caracterizagao

estatistica de sistemas dinamicos nao-hiperbdlicos via variabilidade da dimensao instével.

A exposicao esta organizada da seguinte maneira: no proximo capitulo encontram-se uma
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revisdo das defini¢des e dos resultados referentes a sistemas dindmicos cadticos necessarios
para o desenvolvimento da tese. No Capitulo 3 o modelo matemaético escolhido para o estudo
€ descrito e suas propriedades dindmicas calculadas. Ainda nesse capitulo, um método original
para a determinac¢do das Orbitas periddicas instaveis no modelo proposto € apresentado e exem-
plificado. A andlise das 6rbitas periddicas instaveis compdem o cerne dessa tese. Os resultados
estdo indicados e discutidos no Capitulo 4, sendo as conclusdes deixadas para o capitulo final.
Ainda, encontra-se no Apéndice A uma relagdo da producgdo bibliogréfica do autor durante o

periodo de doutoramento.
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2  Fundamentagdo teorica

Nesse capitulo estao apresentadas as defini¢des e os resultados referentes a Teoria dos Siste-
mas Dindmicos necessarios para o desenvolvimento da tese nos proximos capitulos, bem como
para a fundamentacdo e formaliza¢do da exposicdo feita no capitulo anterior. Evidentemente,
esse capitulo ndo visa compilar toda a teoria, tampouco apresenta exaustivos exemplos sobre
os assuntos abordados. H4 tempos o comportamento cadtico esta presente nos livros didéticos
de Mecanica Classica, por exemplo, tornando os conceitos de hiper-sensibilidade as condicoes
iniciais, aperiodicidade, imprevisibilidade e caos comuns a qualquer pesquisador e/ou admira-
dor entusiasta das ciéncias naturais. Também € verdade que a onda de cientificismo, iniciada
no século XIX, encarregou-se de divulgar, e muitas vezes distorcer, tais conceitos. Assim,
definicdes e resultados associados a sistemas cadticos que podem ser encontrados na literatura
nao-especifica de Sistemas Dindmicos (como os livros de Mecanica Classica [2, 7, 30]) estao
brevemente apresentados. O que se refere a desenvolvimentos mais recentes e/ou mais es-
pecificos, como as defini¢des de nao-hiperbolicidade e sombreamento, estdo expostos em mais
detalhes e exemplificados no presente capitulo. Sempre que possivel, visando a coeréncia e
brevidade, os exemplos apresentados sdo relacionados aos resultados indicados nos Capitulos
3 e 4. Quando ndo indicado o contrario, o conteido aqui presente representa uma sintese dos
livros da K. Alligood [11], do P. Cvitanovic [31], do J. Dorfman [32], do P. Gaspard [1], do J.
Guckenheimer [5], do D. Gulick [13], do A. Katok [3], do E. Ott [4] e da coletanea de artigos

intitulada The theory of chaotic attractors [33].



27

2.1 Os sistemas dinamicos caoticos

Conforme indicado na Introdugdo, os sistemas dindmicos deterministicos a tempo continuo,
descritos por fluxos, podem ser reduzidos a mapas a partir da introdu¢do de uma secdo de
Poincaré apropriada. Assim, as definicdes e propriedades aqui apresentadas restringem-se a
mapas. Seja x,+1 = F (x,), n € Z+ e xp € Q um sistema dindmico deterministico, limitado e
a tempo discreto definido pelo mapa F (Q) C Q. O conjunto Q C R? ¢ dito ser o espaco de
fase e d € a dimensao do mapa. A sequéncia gerada pelas sucessivas aplicacdes de F' definem a

trajetoria de xo denotada por

{x0,x1, s xn = {xa o - (2.1)

Convenciona-se F" como a n-ésima composicio de F, i. e. F"(x)=F" ! (F(x)). O

conjunto limite (para frente), também dito conjunto limite @, de xo € definido como
o(x) ={xecQNecZi,ec R:VN,e,3n> N, |F" (x0) —x| < €}

ou seja, o conjunto de todos os pontos em £ que a trajetdria de xp torna-se arbitrariamente
préxima um nimero indeterminado de vezes. Caso o conjunto limite @ de um ponto y € Q esteja
contido em o (xp), diz-se que a trajetdria iniciada em y € atraida para @ (xg). Por defini¢do,

pontos fixos,

x"=F(x"), (2.2)
e pontos p-periddicos (ou p-fixos),
x=FP?(x), (2.3)
satisfazem
o (%) = {d )1 (2.4)

Uma trajetéria {x;} de F é dita cadtica se é aperiddica e instivel. Uma trajetéria é dita
aperiddica se

e —xj| >0 (2.5)

para todo k,j € Z., com j > k, e instavel se possui pelo menos um expoente de Lyapunov
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positivo (definicdo dada na secdo 2.1.3). Se {x;} é uma trajetdria cadtica e xy € ® (xp), entdo

o (xg) = < é dito um conjunto cadtico.

Se # C Q é tal que

/@ dx >0, (2.6)

diz-se que % possui medida de Lebesgue positival. Caso exista um conjunto % de medida de
Lebesgue positiva tal que para todo y € A seja verdade que @ (y) C @ (xp), diz-se que o7 é um

atrator cadtico. A bacia de atracdo de .7 é dada por

By={xeQ:0(x)CH}. (2.7)

Note que para .o/ ser um atrator cadtico € necessario que A, possua medida de Lebes-
gue positiva. Isso representa que uma condi¢do inicial xo € € tomada aleatoriamente em €
possui uma probabilidade ndo-nula de convergir para .27 com a evolucdo temporal. Define-se
aqui o conceito de para quase-todo x € 8 como o conjunto de todos os pontos em A exceto,
possivelmente, os compreendidos por um subconjunto ¢ C % de medida de Lebesgue nula.

Denomina-se os x € 4 de pontos tipicos e, analogamente, de atipicos todos os pontos contidos

em %.

Caso ¥ = Q\A,, seja um conjunto de medida de Lebesgue nula, diz-se que o atrator
cadtico ./ é um atrator global de F: todas as condig¢des iniciais fipicas convergem assintotica-

mente para <7 .

A um ponto x € Q podem ser definidas duas variedades invariantes quanto a F. Denota-se
por

Yelw) = {y €Q: lim |F" (x) ~F" ()| = 0} 23)

a variedade estdvel de x e por

Wi (x) = {yeQ: fim [|F~" (x) = F~" (3)|| :0}, 2.9)

n—oo

sua variedade instdvel. Para qualquer x € A, tipico, C1 #; (x) = <7, ou seja, o fechamento da

"Por exemplo, dado um conjunto aberto .7 = ¥ (ax,by) composto da unidio de intervalos disjuntos, a medida
de Lebesgue de . é dada por Y (by — ay.).
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variedade instdavel de x € o conjunto limite @ que define o atrator cadtico 7.

A caracterizagdo estatistica de um atrator cadtico se d4 pelo calculo de médias temporais de
uma fung¢do de interesse ¢ calculada sobre qualquer trajetéria {x;} com xg € %A,,. Denota-se
essa média por

n—1
(9 (o)) = lim - Y ¢ () = (9. (2.10)

n—een (=

Por defini¢do, a média acima deve ser independente de x( para quase-todo xo € &, e, por

isso, denota-se (@), como o valor esperado para a média temporal da fungio teste para o atrator

o

Uma funcao teste bastante util na caracteriza¢do da dinamica cadtica € a funcao indicadora
X2 (x) definida por
1 se x€(2Ud9)
X0 (x) = . @.11)

0 caso contrario

A notag@o d & representa a borda de & de tal modo que
(.@UB.@):(%ir%{xeﬂ,ye.@:dist(x,y) <d}, (2.12)
—

sendo dist (x,y) a distancia Euclidiana entre x e y ou qualquer outra métrica apropriada definida

em Q. Ou seja, dZ = ClZ —Int Z, sendo Int Z a notagéo para o interior de 2.

Uma medida probabilistica® u (Z;xq) pode ser associada a cada subconjunto 2 C Q por

U (9 X() = lim — Z Xj xk Xj ()C())> (2.13)

n—oon

Se o7 for um atrator (caédtico) global em Q, a Eq. (2.13) ndo depende explicitamente de xq
e define a medida natural de F em 2, denotada por u (2). Nesses casos, também, omite-se 0

indice .« .

A medida natural representa, portanto, a fracado de tempo que uma trajetéria tipica do sis-

tema permanece em um dado subconjunto ou, equivalentemente, a probabilidade de que um

“Matematicamente, uma medida g (/) é uma maneira de se associar um nimero real nio-negativo a um
conjunto </ de tal modo que u (/' URB) = (/) + pu(A) sempre que o, 8 C Q, o/ N %A = 0. Uma medida é
dita probabilistica se i () = 1, implicando 0 < u (&7) < 1 para quaisquer o7 C Q.
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ponto arbitrario da trajetdria esteja contido nesse subconjunto. A definicdo da medida natural
pela Eq. (2.13) € uma manifestacdo da ergodicidade tipica dos sistemas cadticos, para os quais

observa-se a igualdade:
(@)= [ p)du .14

ou seja, as médias temporais definidas em (2.10) sdo equivalentemente determinadas por médias
espaciais em €, ponderadas pela medida natural u de F. A densidade de medida natural du (x)

na Eq. (2.14) é definida implicitamente por

w(@)= [ du). (2.15)

para todo e qualquer & C Q, tal que a medida natural define, também, uma densidade natural
invariante p (x) tal que

dpt (x) = p (x) dx. (2.16)

Assim, a Eq. (2.14) relaciona a média temporal de uma fung@o teste ¢ (x) com uma média

espacial ponderada por p (x) de ¢ (x) em Q.

De posse da medida natural i (2) V2 C Q ou, equivalentemente, da densidade invariante
p (x), Vx € Q, é possivel o calculo da estatistica de qualquer fungdo teste. Ou seja, a dindmica
de F estd completamente caracterizada. Mas, tipicamente, ndo € possivel obter uma expressao
analitica para a medida e métodos aproximativos ou numéricos sao utilizados. Numericamente,
p (x) pode ser determinado a partir do particionamento de Q em diversas caixas de volume €,
indexadas por 7, determinando-se ( x@q> para cada uma das caixas, truncando o limite da Eq.

(2.10) para algum n finito suficientemente grande, e assumindo p (x) constante em %,. Entao,
p(x)= e‘l<x@q> Vx € 9,.

Conforme € — 0" e n — o essa aproximagio se torna cada vez mais refinada.

2.1.1 A evolucao de medidas e densidades

A densidade natural invariante pode ser também definida a partir da introducdo de um ope-

rador de evolucao de densidades [31]. Seja p (x,7) a representacdo de uma densidade de tra-
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jetérias em Q em um determinado instante de tempo 7, e seja .’ um operador de evolugdo tal
que

p(x,t)=Z"p(x,0). (2.17)

Observe que a Eq. (2.17) define um sistema dinamico para a “variavel” de estado p (x,). A Eq.

(2.17) pode ser re-escrita da seguinte forma:

pO.0) = [ 8(y=F'(x)p (x0)ds 2.18)

sendo 6 (-) a fungdo delta de Dirac d-dimensional. Das propriedades de integracdo da fungio

0, o operador " pode ser escrito como

' o p (x)
Z2p0) _XZFZ,@) detDF ()| 2.19)

Nessa expressdo, DF' (x) representa a matriz Jacobiana (vide Eq. (2.33)) aplicada a fungdo F’
e calculada no ponto x; e o somatodrio € sobre todos os pontos em £ que satisfazem

F'(x) =y, (2.20)

em que F pode ser uma fun¢do ndo-invertivel, significando que a Eq. (2.20) possui mais de
uma solugdo para um mesmo x. As Egs. (2.17), (2.18) e (2.19) definem o operador de Perron-

Frobenius para o mapa F [31]:

L (x,y) =8 (x—F'(y)). (2.21)

Conforme definido na secao anterior, o sistema dinamico F que contém um atrator global

e cadtico o7 define unicamente uma densidade invariante p (x). Ou seja, p (x) deve ser uma
solucdo da Eq. (2.17) parat = 1:

Zp(x)=p (x), (2.22)

definindo p (x) como uma auto-fungdo de £ associada ao autovalor unitario.

Em alguns casos>, a densidade invariante é intrinsecamente uma fungio constante por partes

em Q, de tal modo que a Eq. (2.21) define um operador matricial. Seja ¢ = {C;,C»,---,Ck}

3Quando o mapa F admite um particionamento de Markov em Q.
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um particionamento fechado de Q tal que p (x) = p; é constante em cada uma das particdes C;.

Entdo x e y na Eq. (2.21) sdo substituidos por indices i, j = 1,--- , K, tal que

Z (x,y) = [L]; (2.23)

J

e L é uma matriz K x K cujos elementos sdo [L]. ..

ij Nesses casos, a Eq. (2.22) se torna um

problema de autovetor e autovalor,

Lp=p, (2.24)
sendo p um vetor K-dimensional definido por seus componentes p(i) = pi, sendo
pi=Uu (Cl-)/ . dx . (2.25)

Na versdo matricial, o elemento [L]; j representa a probabilidade de transi¢do entre a parti¢ao C;
e Cj, ou seja, representa a fragdo de C; que € mapeada em C; por F. Logo, L define uma matriz
estocdstica [34] pois

K
L];;=>0vi,j e Y [L];=1vj (2.26)
i=1

Portanto, o teorema de Perron-Frobenius [1] garante a existéncia e unicidade de um autovetor
p associado ao autovalor unitdrio. Mais ainda, garante que todos os outros autovalores de L sdao
menores que um, em norma. Assim, qualquer densidade inicial considerada, p (x,0), constante

nas parti¢des C; pode ser escrita como um vetor (¢t = 0)
p() = 0= [ plend / dx @.27)
C,‘ Ci
que, por sua vez, pode ser expandido em termos dos autovetores ry de L:
K
p(0)=1Y (p(0)-ri)rs. (2.28)
k=1

Denotanto r; como o autovalor associado ao autovetor r de L, a evolugdo da densidade inicial

p (x,0) com F pode ser calculada por

K K
p()=Lp0)=Y (p(0)-ri)L'ri =Y (p(0)-rz) (ri)' rx. (2.29)
=1 =1

Seja r; = 1 tal que r; = p. Como |r| < 1 para todo k > 1, o limite de t — oo na equagdo acima
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resulta

limp (1) =p, (2.30)

t—ro0
indicando que a evoluc¢ado de qualquer densidade inicial da forma (2.27) evolui para a densidade

invariante de F que é dada pelo autovetor de L associado ao autovalor unitario.

2.1.2 Particoes e dinamica simbdlica

A forma matricial do operador de Perron-Frobenius, Eq. (2.23), esta intimamente ligada a

matriz de transicdo T de F associada ao particionamento % de Q.

1 F(C)NC; #0
T],; = se F(G)NG;# . (2.31)
0 se F(Cl')ﬂCjZQ

Enquanto os elementos de L representam a probabilidade de transi¢do, os de 7' indicam apenas
a possibilidade de transi¢do. Diz-se, portanto, que T representa topologicamente a dinamica de
F (com relagdo ao particionamento %) enquanto que L caracteriza metricamente a dinamica.

Perceba que a distin¢do € apenas quanto ao peso associado a cada uma das transicoes.

Os elementos das poténcias da matriz de transi¢ao fornecem informagdes sobre as combinagdes
F(C)NF (F(C))N---NCj. Ouseja, [T"];; representa o nimero de caminhos distintos que sdo

possiveis para, partindo-se de C;, alcancar a particdo C; com n iteradas de F.

Um particionamento bastante ttil para a anélise da dindmica é dado por ¢ = {C},C3,--- ,Cx }
tal que dC; = CIC;\ IntC; é composto, exclusivamente, de por¢des das variedades estdvel e
instavel de .. Ou seja, a borda de cada célula C, pode ser decomposta tal que dCy = 9,Cy U d;Cy
e d,,iCy pertencem, respectivamente, a variedade estdvel e instdvel de 7. Requer-se ainda, que

as variedades estavel e instavel de quaisquer dois pontos em C; se interseccionem em C;:
Vx,x' € C;. %(x)ﬂ%(x’) e C;.

Tal particionamento, definido em termos das variedades estavel e instavel de .<7, pode represen-

tar um particionamento de Markov para Q se satisfizer as seguintes condi¢des:

1. KeN, K < oo
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. IntG;NIntC; =0, Vi, j;
iii. Sex € IntC;e F (x) € IntCj, entdo

F(#(x)NC) D H(F(x)NC; e F(We(x)NC) D We(F (x))NC;.

Ou seja, o particionamento deve ser finito, disjunto e as bordas de cada particdo devem ma-
pear completamente a borda de uma outra particao (ou uma unido de varias outras). Sistemas

dinamicos hiperbolicos sempre admitem uma particao de {2 com essas propriedades [33].

A principal vantagem do particionamento de Markov € que as transi¢des possiveis a partir
de uma particdo C; independem das particoes que mapeam C;, i. e. dado que uma trajetéria
encontra-se em C; no instante de tempo T, as possiveis parti¢des alcangadas por F (x;) indepen-

dem de {x;}7_5.

Assim, um particionamento de Markov %" permite uma associacdo biunivoca do sistema
dindmico F e uma sequéncia simbdlica tomada de um alfabeto A = {1,2,--- K} cuja gramadtica
¢ determinada pela matriz 7. Assim, qualquer ponto xp € £ pode ser representado por uma

sequéncia infinita de simbolos S = {s; }. Tal sequéncia é definida implicitamente pela transformagao

ou seja, xi € Cy,.

2.1.3 Os expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov de uma trajetoria {x; } quantificam a estabilidade desta quanto
a perturbacoes infinitesimais tipicas. Para a definicdo, considere g : @ — ® um mapa cadtico

d-dimensional e sua expansao em série de Taylor até primeira ordem:
8(x) ~ (x =) + Dg(x) v (x — '), (232)

em que Dg(x) é a matriz Jacobiana d-dimensional cujos elementos sao dados por

_ 98a(x)
o oxb)

[Dg(x)]ab (2.33)
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Assim, a cada iterada, duas trajetdrias infinitesimalmente préximas, dadas por {x;} e {x}}

afastam-se (ou aproximam-se) segundo
0x, = Dg(xn) |y , (2.34)
que, pela regra da cadeia, € dado por

n—1
Sxn = [ [ Dglx) - (2.35)
k=0
Assim, define-se os d expoentes de Lyapunov de g(x) calculados sobre {x;} como [35]

1
A = lim —log|[Dg"™ (xo) v, (2.36)
n—oon

)

sendo v, um vetor tipico em ]E,(Ck)\IE)(CkJrl , com ]E)(cl) = Q. A Figura 2.1 representa, de modo
esquemadtico, a acdo do mapa g nas trajetorias vizinhas a x. A deformacgdo do espago de fase
€ quantificada pelos expoentes de Lyapunov. A esfera d-dimensional em 2.1(a) se deforma em
um elipsoide cujos eixos sdo ampliados ou reduzidos exponencialmente a uma taxa dada por
Ax. Tais eixos sdo determinados pelas autodirecdes de Dg(x, ), dadas pelos vetores Dg™ (xg) v,
na Eq. (2.36). Esses vetores definem, portanto, dire¢cdes principais para a dinamica. De fato, as
variedades estavel e instavel, indicadas pelas linhas azul e vermelha, respectivamente, na Figura

2.1, sdo tangentes aos subespacos definidos pelos autovetores estdveis e instaveis de Dg(" (x0)-

Define-se um autovetor v, como estavel se A4, < 0 e instdvel caso A; > 0.

(a) (b)

Figura 2.1: A ilustracdo pictérica da deformacgado do espaco de fase quantificada pelos expoentes
de Lyapunov. (a) Uma esfera de condic¢des iniciais proximas a um ponto x € mapeada para um
(b) elipsoide em torno de g(x), sendo que os eixos se expandem nas dire¢cdes instdveis e se
contraem nas estaveis. Fonte: adaptado de [11].
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Embora os expoentes de Lyapunov sejam definidos em termos de uma trajetdria {x; }, esse
nio deve depender da condicao inicial xg, desde que esta seja tipica, devido a ergodicidade
indicada na Eq. (2.14). Percebe-se, por fim, que se d = 1, a expressdo (2.36 ) se torna:

A= lim — Z log

2.37
Jim = ‘ —¢ (2.37)

A demonstracdo da existéncia e unicidade dos expoentes de Lyapunov € possivel apenas
para algumas classes de sistemas [11]. A positividade de pelo menos um expoente de Lyapu-
nov implica hipersensibilidade as condigoes iniciais, caracteristica fundamental dos sistemas

cadticos. Assim, usualmente, associa-se A; > 0 ao comportamento cadtico.

2.1.4 A hiperbolicidade

Deve-se salientar que, como ja foi indicado na Introdug¢do, a grande maioria dos resultados
e propriedades apresentadas até aqui nesse capitulo requerem, explicita ou implicitamente, que

o sistema dinamico F' seja hiperbdlico. Um subconjunto & C Q € dito hiperbdlico se [5]

1. para qualquer x € Z o espaco tangente* de uma trajetéria pode ser decomposto como
TQ(x) = Ei(x) & Ee(x) @ F(x),

ou seja, respectivamente, em subespacgos instavel e estavel, juntamente com a direcdo do

fluxo;

2. existe uma constante positiva k¥ e uma fungdo positiva c(x,x’) tais que, V¢ > 0, u € E;(x),

s € E,(x) e para qualquer x € , as seguintes condigdes sdo sempre satisfeitas

v
(. F (%))
DF' (x)u| > clxF" (x))e™ ],

[DF!(x)s|

N

—K'I|S|

Oie(F' (x) = c(x,F'(x))Bie(x),

sendo 6;5(x) o Angulo entre os subespagos instavel e estavel de x.

40 espaco tangente é o espaco definido por x e pelos autovetores de DF (x).
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O termo sistema dindmico hiperbdlico se refere a qualquer sistema dinamico F em que o
espaco de fase seja hiperbdlico, i. e. Z = Q. Se qualquer uma das condi¢des acima for violada,
o sistema é dito ndo-hiperbdlico. Ainda, se Q for nao-hiperbdlico, mas existir um subconjunto
2 C Q hiperbdlico tal que F(Z) C &, entao o sistema € dito globalmente nao-hiperbdlico com

uma por¢ao hiperbdlica (ou com um subespaco invariante hiperbodlico).

A hiperbolicidade € uma propriedade atipica dos sistemas dindmicos mas amplamente uti-
lizada na andlise destes sistemas. Isto decorre do fato de que a imensa maioria dos resultados
analiticos em sistemas dinamicos s6 podem ser derivados e/ou demonstrados sobre a hipotese
da hiperbolicidade. Vé-se, da propria definicao (Secao 2.1.3), que a validade da andlise de es-
tabilidade linear de um determinado estado do sistema s6 € garantida se este estiver contido em

um subespaco hiperbélico. Sistemas hiperbélicos e mixing> sio ditos satisfazer o Axioma-A [3].
As formas de nao-hiperbolicidade e 0 sombreamento

Em muitos dos sistemas dindmicos cadticos ndo € possivel encontrar solucdes analiticas
exatas e apenas solucdes numéricas sao obtidas. Invariavelmente, estas solugdes ditas pseudo-
trajetdrias ou S-trajetorias, sdo inexatas devido a discretizag¢@o de sistemas a tempo continuo e

a precisao finita dos computadores [14].

Para sistemas hiperbdlicos, pode-se mostrar [5, 14] que qualquer pseudo-trajetoria pode
ser continuamente deformada em uma trajetéria real (vide Figura 1.6 no capitulo anterior).
Isso significa que a cada iterada do mapa (ou passo da integracdo) existe uma trajetdria real
tdo proxima da pseudo-trajetoria quanto se desejar. Assim, apesar da solucdo numérica ser
apenas aproximada, estard sempre proxima a uma solugdo real. Diz-se entdo que a trajetéria real
sombreia a pseudo-trajetoria por um tempo indeterminadamente longo. Portanto, quantidades

estatisticas calculadas sobre a pseudo-trajetéria serdo consistentes com as das solugdes reais®.

Para sistemas ndo-hiperbdlicos este sombreamento por tempo indeterminado ndo € garan-

tido. Na verdade, para essa classe de sistemas, o tempo que uma pseudo-trajetéria é continu-

SUm sistema é dito mixing se para quaisquer dois subconjuntos </ e 98 mensurdveis de Q tem-se que
lim, oo it (F " (/) N ) = 1 () 1 (B).
SEmbora, muitas vezes estas nio possam ser verificadas.
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amente sombreada por uma trajetdria real, dito tempo de sombreamento [18], esta relacionado
com o tempo que a pseudo-trajetdria permanece em uma regido hiperbdlica do sistema. Quando
a pseudo-trajetdria visita uma regido nao-hiperbodlica nenhuma trajetéria real é capaz de som-
bred-la. Isto porque nestas regides, ditas “glitches™, todas as trajetérias reais divergem da

pseudo-trajetoria.

Nao-hiperbolicidade via Tangéncias Seja x* € Q um ponto fixo isolado cujas variedades
estavel e instavel sdo, respectivamente, %, (x*) e #;(x*). Se #,(x*) e #;(x") forem tangen-
tes em algum ponto x € o7 C Q, &7 é dito ndo-hiperbélico. Uma representacio esquematica
de como isso implica ndo-sombreamento estd indicada na Figura 2.2 (esquerda). Os pontos y,
pertencem a Orbita de uma pseudo-trajetdria sujeita a algum tipo de erro, como por exemplo
erros de arredondamento/truncamento. Considere que nas (k — 1) iteradas, esta trajetoria visita
regides distintas de Q e hiperbdlicas. Portanto, durante as (k — 1) iteradas a pseudo-trajetéria
¢ continuamente sombreada. Agora, assuma que o erro afete a proxima iterada de tal maneira
que o ponto y; seja projetado para o outro lado de #, (x*). A partir deste momento, qualquer
trajetoria real que poderia sombrear as iteradas de y, divergird exponencialmente da pseudo-
trajetoria. Isto porque todas as trajetorias reais seguirdo a variedade instavel indicada na Figura
2.2. Logo, existe um glitch na k-ésima iterada de y, e nenhuma trajetoria sombreia continua-

mente a pseudo-trajetoria.

Assim, apds visitar uma regido ndo-hiperbdlica por tangéncias, qualquer quantidade calcu-
lada a partir de uma pseudo-trajetéria pode n@o mais representar uma boa aproximacgao do valor

real desta quantidade. Neste caso, o tempo de sombreamento seria (k — 1) iteradas.

Nao-hiperbolicidade via Variabilidade da Dimensao Instavel Outro tipo de glitch ocorre
quando a pseudo-trajetdria visita regioes na qual a dimensdo da variedade instdvel (e, conse-
quentemente, estavel) é diferente. Diz-se, entdo, que este glitch é devido a variabilidade da

dimensdo instdvel destas regides. Isto pode ocorrer quando pontos periddicos imersos nestas

"Nio existe na literatura uma traducio padrio para o termo glitch - cuja tradugio literal é pequeno defeito ou
pequena falha. Mas a idéia € justamente que nestes glitches a trajetoria sente os efeitos da nao-hiperbolicidade do
sistema.



39

w*
) e pseudo-trajetoriz
Yn @ P j
Yl’l - ] T O trajetorias reais
[ ] d / k -
;’ . | ;/ ) disco e
t ] o
X *k

Figura 2.2: Ap6s o glitch nenhuma trajetdria real é capaz de continuar sombreando a 6rbita de
¥o- Fonte: adaptado de [14].
regides apresentam um numero diferente de autodire¢des instaveis. Neste caso, pelo menos um

expoente de Lyapunov calculado a tempos finitos deve flutuar em torno de zero [19] (vide Se¢ao

24.1).

Como a variedade da dimensao instavel implica glitch esta representado, de forma pictdrica,
na Figura 2.2 (direita). Considere um sistema tridimensional com pelo menos dois pontos
periddicos x} e x5, sendo a dimensdo de #;(x]) (#i(x3)) um (dois), e uma pseudo-trajetoria
iniciada nas vizinhangas de x]. Agora, assuma que todas as trajetdrias reais distando no maximo
¢ da pseudo-trajetdria sdo capazes de sombred-la®. Portanto, todas as trajetérias (reais) contidas
em uma bola # de raio € (regido em amarelo na Figura 2.2(a)) centrada no ponto inicial da
pseudo-trajetdria sao “candidatas” a trajetorias sombreantes. Como a pseudo-trajetdria esta na
vizinhanga do ponto periddico x7, suas primeiras iteradas permaneceram proximas a sua Orbita.
Mas 4 ¢ deformada, alongando-se nas dire¢Ges instaveis e se contraindo nas dire¢des estaveis

que sdo aproximadamente’ as direcdes de #;(x}) e #.(x}), respectivamente. Embora ainda

8Em sistemas hiperbélicos a0 menos uma trajetéria satisfaz esta condicdo por toda a evolugio temporal do
sistema mesmo no limite € — 0.
“Pois a pseudo-trajetdria estd na vizinhanca da 6rbita de X7
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existam trajetorias reais distando menos que € da pseudo-trajetéria, como indicado na Figura
2.2(b), esta ndo pertence mais a regiao %. Ou seja, passa a existir uma distincia 9 finita entre
a pseudo-trajetdria e todas as trajetdrias reais. Esta situacdo permanece até quando a pseudo-
trajetdria alcanga a vizinhanga de x5. Nesta regido existe uma nova diregdo instdvel e, com
a evolugdo temporal do sistema, a distincia O passa a crescer exponencialmente nesta nova
direcdo. Em algum momento esta divergéncia resulta em 6 > € e portanto ndo existe nenhuma

trajetoria real sombreando continuamente a pseudo-trajetdria [36].

Como foi discutido na Introdugdo, Lai e colaboradores apresentaram a conjectura, base-
ada na anélise numérica dos efeitos de perturbacdes no calculo de médias temporais, de que a
andlise estatistica de sistemas ndo-hiperbodlicos via variabilidade da dimensao instdvel ainda se-
ria possivel, a despeito da quebra do sombreamento das trajetérias. Como um contra-exemplo
a essa conjectura, Sauer apresentou e analisou uma classe de sistemas nao-hiperbdlicos cuja
medida natural invariante é extremamente sensivel a perturbagdes. Tal classe de sistemas, defi-
nidos aqui como sistemas ndo-hiperbolicos via variabilidade da dimensdo instdvel transversal,

formam o objeto primeiro desse estudo.

Definiciio 1 Seja F : Q— Q C RY um mapa cadtico d-dimensional. Seja . C Q um subespago
invariante, F () C ., com dimensdo d» < d. Seja, ainda, a dindmica em . cadtica e

descrita pelo mapa d o-dimensional f : . — ., de tal modo que

x—= F(x) = (y,2) = (f(9),8,(0,2),

T
comye S, zel'=Q\.Y ex= [ y z } . O mapa f define a dindmica longitudinal e g,

a dindmica transversal a ., parametrizada por a € R. A matriz Jacobiana de F é bloco-

diagonal,
a0
DF(x)= | * ,
Jdg  9dg
dy 0dz

com d o autovalores longitudinais e dr = d — d o transversais. O sistema F apresenta variabi-
lidade da dimensao instavel transversal para um dado a quando existe em . pelo menos dois

pontos periodicos, y; e y,, com periodos pi e pa, respectivamente, cujo niimero de autovalores



41

de DFPi(y;) associados a autodirecées instdveis em I é distinto.

2.2 Os sistemas espacialmente estendidos

Um mapa N-dimensional composto de uma rede de N mapas cadticos linearmente aco-
plados pode ser definido para se estudar as propriedades dinamicas de sistemas espacialmente
estendidos. Seja f: @ — @, @ = [0, 1], um mapa unidimensional cadtico e seja A uma matriz

N x N. Define-se a rede como
Xpp1 = F (x0) = Af (xn) , (2.38)

sendo x, = | () @ ... x(N)]T,f(x,,)é [f(x(1)> f(x(2)> f(x(N)> ]TeF:

Q— Qcom Q = @". A matriz A, dita matriz de acoplamento, define a interacao entre os N

elementos da rede.

A rede (2.38) pode representar a discretizacdo espacial de uma equacao diferencial parcial

em N elementos, por exemplo. Definindo a matriz A por

(I—¢€) se i=j
[A];; = 5 se i=(j+1)modN (2.39)
0 caso contrario

vé-se que o sistema (2.38) se torna

f<x’(1i+1)> +f<x}(1i71))
5 )

A =(—e)f (xfj)) te (2.40)

uma representacao para um acoplamento difusivo entre os elementos em um anel (i. e. condi¢des

de contorno periddicas).

Sistemas definidos na forma da Eq. (2.38) fornecem também uma maneira sistematica para
se construir modelos de alta dimensionalidade. Dependendo das propriedades da matriz de
acoplamento A, bem como da dindmical local f escolhida, diversos fendmenos caracteristicos
de sistemas cadticos espacialmente estendidos, como caos espagco-temporal, a sincronizacao e

a supressao de caos podem ser sistematicamente estudados [37].
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2.2.1 A sincronizacao completa de caos

O comportamento da evolucao temporal das redes definidas pela Eq. (2.38) separa também
esses sistemas em diversas classes. Seja x;,, o vetor de estado da rede no instante de tempo n.

Diz-se que a rede apresenta sincronizagdo completa de caos se [37]
x’(j) :x}(lj) Vi,j=1,---,N, (2.41)

i. e., todos os elementos que compdem a rede estdo exatamente no mesmo estado no mesmo
instante de tempo. Como as redes na forma da Eq. (2.38) podem definir, e historicamente o
definem, o acoplamento entre osciladores, costuma-se denominar essa forma de sincronizagao

como sincroniza¢do de amplitude.

A Eq. (2.41) define um subespaco . C Q, dito o subespago de sincronizagdo, dado por
7= {x cQsecm:x)= s,Vi}. (2.42)

De acordo com as propriedades da matriz de acoplamento, o subespago .’ pode ser invariante

quanto a dinamica. De fato, .7 € invariante se e somente se
N
[Al; =0 Vij e Y [Al=1 v, (2.43)

ou seja, se a A é uma matriz estocdstica. Assim, para x € .7, f(x) = f(s) 1, sendo 1 um vetor

N dimensional com todos os componentes unitarios, e

Xnp1 = F (xn) =Af (xn) = f (sn) AL = f (sn) 1,
ou seja, a dindmica em .7 € determinada apenas pela dindmica local f.

Como F (&) C .7, o subespaco . pode ser feito um atrator global do sistema. Para isso,
a matriz de acoplamento A deve ser escolhida tal que todos os expoentes de Lyapunov calcula-
dos, via Eq. (2.36), para as dire¢oes v, € I' = Q\.¥ sejam negativos. O sistema da Eq. (2.38),
satisfazendo as condicoes da Eq. (2.43), define um sistema que, por construgdo, satisfaz diver-
sas condi¢des para a ocorréncia de variabilidade da dimensao instavel transversal (defini¢ao 1).

A dindmica longitudinal é governada pelo mapa local f cadtico, por constru¢do, e a dindmica
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transversal € N — 1 dimensional, definida em I'. Caso f ndo seja um mapa hiperbélico uni-
. d ~ . . , .

formemente expansor, i. e. caso % ndo seja constante para todo s € @, é possivel ajustar

os componentes de A para que o nimero de autovalores de DF (x) associado a direcdes trans-

versais instaveis seja diferenre para pelo menos dois pontos p-periddicos, x| € xp, imersos em

.

2.3 As orbitas periddicas instaveis

Seja, aqui e no que segue, o conjunto de pontos fixos de F* imersos em . denotado por
F (S F)={xe S F'(x)=x} (2.44)

e, quando ndo houver risco de confusdo, por #; = Z; () = Z¢ (S F). Assim, .7;(Q)
representa o conjunto de todos os pontos 7-fixos do sistema F. A entropia topoldgica hr de F

¢, para sistemas hiperbodlicos, dada por [38]:

1
hr (p) = Slogh, (Q,F),  hr=limhr(p). (2.45)

p—ree

Sistemas cadticos possuem entropia topoldgica positiva (A7 > 0) e, portanto, a unido de .%, (Q, F)

para todos p — oo forma um conjunto infinito enumerdvel.

Os principais resultados indicados no Capitulo 4 baseam-se na andlise das propriedades

topoldgicas e métricas de F em termos de .7, (Q).

2.3.1 A medida natural

Nesta se¢ao uma expressao para a medida natural de um atrator em funcdo das drbitas
periddicas instdveis contidas neste atrator € derivada. Tal resultado justifica, de maneira formal,
a afirmacdo de que o conjunto das Orbitas periddicas instaveis compde o esqueleto sobre o
qual a dinamica cadtica € construida. O desenvolvimento apresentado a seguir assume que
f:Q — Q ¢ um mapa cadtico d dimensional satisfazendo o Axioma A e é devido a Grebogi,

Ott e Yorke [39].
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Uma maneira sistemaética de se particionar o espaco de fase € considerar células delimitadas
pelas variedades estavel e instavel. Denote cada célula por Cy. Se estas particdes forem peque-
nas, a curvatura das variedades podem ser desprezadas e pode-se aproximar estas células por
paralelogramos, como indicado na Figura 2.3. Devido a hipétese do sistema ser hiperbdlico, as
variedades cruzam-se sempre de modo ndo tangente, donde a construcao destes paralelogramos

€ sempre possivel.

(a) (b)

Figura 2.3: (a) Ilustracdo esquemadtica da particao do espaco de fase em termos das variedades
estavel, indicada em azul, e instavel, indicada em vermelho. (b) Aproximacao por paralelogra-
mas: as células Cy sdo suficientemente pequenas para que a curvatura das variedades possa ser
desprezada. Fonte: adaptado de [39].

Considere agora uma parti¢do especifica C; e um conjunto de condigoes iniciais respeitando
a medida natural do atrator cadtico nesta particdo. Apés n iteradas, algumas destas condi¢des
iniciais podem retornar a C;. Como estamos assumindo sistemas que satisfazem o Axioma A,
a fracdo de condicdes iniciais!® que retornam para C i quando n — o € igual a medida natural

desta célula, u(C;).

Seja xp uma das condicdes iniciais que retorna a C; apOs n iteradas. Esta construcdo esta
representada esquematicamente na Figura 2.4, na qual a variedade estavel estd representada
na horizontal e a variedade instdvel na vertical. Embora a figura esteja ilustrando um espago
bidimensional, entende-se que localmente, dentro e nas vizinhangas de cada célula C;, tais va-
riedades sdo representadas por espacos Euclidianos com dimensao d,, para a variedade estavel,

e d;, para a variedade instdvel, sendo, portanto, as linhas apenas uma representacdo pictdrica

10para isto, assumem-se infinitas condigdes iniciais.



45

unidimensional de espacos com dimensdes d, € d;.

~ a o
*—0—©
iy

*—0—©
SIS T
~ Y
4\9
R*

Ay
o9 =

Figura 2.4: Representagdo esquemadtica da fragdo da area de C; que retorna apos n iteradas.
Fonte: adaptado de [39].

As linhas ab e /d’ formam um segmento das variedades estdvel e instavel, respectivamente.
A imagem ap6s 7 iteradas do segmento sobre a variedade estével esté indicada pela linha a'D’,
enquanto que a n-ésima pré-imagem do segmento sobre a variedade instavel € dada pela linha
cd. Agora, pode-se determinar o conjunto de pontos dentro de C j que retornam a esta parti¢ao
ap6s n iteradas. Para isto, considere os segmentos da variedade instivel ¢/ f’ e g’h’ passando
por d' e b, respectivamente (ver Figura 2.4). Por construgdo, estes dois segmentos formam a
imagem apds n iteradas dos segmentos ef e gh, que representam por¢des da variedade estavel.
Assim, todos os pontos no interior do retangulo efgh hachurado na Figura 2.4 retornam a C;

ap6s n iteradas e estdo contidos no retangulo ¢’ f'g'h’.

Necessariamente, a intersecao dos dois retangulos contém um ponto fixo do mapa n-vezes
iterado, seja ele um ponto de periodo n ou m tal que n = rm e r € Z,.. Por hipbtese, este
ponto € uma sela com dimensao instavel d; e dimensao estiavel d,. A expressdao para a medida
pode entdo ser relacionada as orbitas periddicas fazendo este argumento com x, = xg = x*, ou
seja, construindo os retangulos indicados na Figura 2.4 considerando o ponto de periodo n. As
dimensdes de tais retingulos podem agora ser associadas aos autovalores de x*. Sejam L(x*) e

L) (x*) respectivamente o produto da magnitude dos autovalores instaveis e estiveis de x*:

d,’*l

L(x*) = J] Imx") (2.46)
k=0
d—1

L9 = T Im@)l, (2.47)

k=d—d,
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sendo 1 (x*) os autovalores de D /" (x*) decrescentemente ordenados segundo suas magnitudes,

o) = M) = = Mg 1 () > 1> Mg, &) =+ = Na—1(x7)]. (2.48)

Ao assumir C; tdo pequena de maneira que a curvatura das variedades seja nula, considera-se

que a dindmica em C; é dominada pelo termo linear de f”, ou seja,
xn = (xo—x")+Df"(x")(xg —x"), (2.49)

portanto, todos os segmentos considerados na constru¢ao dos retangulos na Figura 2.4 sobre a
variedade estdvel tém sua magnitude reduzida pelo fator L (x*) e aqueles sobre a variedade
instavel t8m sua magnitude ampliada pelo fator L(x*). Assim, a drea do retdngulo efgh, que
forma a pré-imagem de €' f'g’'h’, delimitado verticalmente pelas por¢des da variedade instdvel
¢ determinada pelo fator 1/L(x*). Uma vez que a medida natural do atrator varia suavemente
na dire¢do instdvel e C; € pequena, pode-se assumir que nesta c€lula a medida do atrator €
uniforme. Logo, a fragdo da drea de C; ocupada pelo retangulo efgh ¢ dada por 1/L;(x").
Como para n — oo esta fracdo € igual a fracdo de condicdes iniciais que retornam a C;, tem-se a

expressdo para a medida natural da célula em func¢ao dos autovalores instaveis de x*:

1 (Cj) = lim :
o xXEFy (C,) L (x)

(2.50)

na qual o somatério foi introduzido de maneira a considerar a contribui¢dao de todos os pontos
fixos x* do mapa n vezes iterado contidos em C;. Isto € possivel, pois pode-se decompor C; em
diversas células disjuntas menores, de modo que cada uma contenha apenas um ponto 7-fixo.

Como a medida natural € aditiva, devido a ergodicidade, tem-se a expressao (2.50).

Duas observacdes sao necessdrias na derivagao da Eq. (2.50). Primeiro, embora este re-
sultado seja obtido através da aproximagdo linear do mapa f? dentro de C;, a expressao para
a medida é formalmente valida, pois pode-se mostrar que esta aproximacao difere no méximo
por um fator 1+ € do valor obtido por um célculo mais detalhado, sendo € dependente das
dimensdes de C; e da segunda derivada de f”(x*). Como se pode escolher C; arbitrariamente
pequeno, sempre € possivel fazer € — 0 e, portanto, (2.50) é formalmente valida. O segundo

fato é que na constru¢do dos retangulos na Figura 2.4 considera-se que a imagem de ab e a
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pré-imagem de ¢’d’ estio completamente contidas em C ;. Esta € uma condig¢ao necessaria para
o desenvolvimento da Eq. (2.50). O ponto a ser considerado € que tais células podem ser es-
colhidas como particdes de Markov do espago de fase e, como consequéncia, um segmento
interior de C; ndo pode ser mapeado, nem pode ter sua imagem, parcialmente fora de C;, por
definicdo. Como sistemas que satisfazem o axioma A necessariamente possuem particoes de

Markov, situacdes como a indicada na Figura 2.5 ndo ocorrem.

°
“'o—ole b
X, 'xn
a ¢ oxo o b ¢
|
d d’

Figura 2.5: Exemplo de localizacdo proibida para as imagens e pré-imagens quando as células
Cy formam particoes de Markov. Fonte: adaptado de [39].

2.3.2 A enumeracao de orbitas periddicas instaveis

Fica claro, portanto, que o conhecimento do conjunto das 6rbitas peridédicas de um mapa
cadtico F possibilita uma caracterizacdo sistemdtica e, em muitos casos, rigorosa da dinamica.
No entanto, a determinacdo de .7, p Ndo €, tipicamente, uma tarefa trivial. Formalmente, a Eq.
(2.44) define tais pontos como, simplesmente, o conjunto de zeros da funcdo d-dimensional
definida por

G)(x) =FP(x)—x. (2.51)

A nio-trivialidade surge do fato que F (x) é necessariamente uma fun¢ao nao-linear. Lem-
brando que F” (x) = FoF o---oF (x), ou seja, p composi¢des de F, G, (x) é, tipicamente, uma
fungdo extremamente irregular. Geralmente, os métodos numéricos sio iterativos!! e tém sua

eficiéncia associada a suavidade da func¢do. Por exemplo, o método de Newton-Raphson [13]

T Apenas como uma curiosidade, tais métodos definem um sistema dinimico e muitas das ferramentas aqui
apresentadas podem, e de fato sdo [40], ser utilizadas em seu estudo e otimizacao.
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necessita de uma condig¢do inicial y, na vizinhanga linear do zero z para que y,, — z, com con-
vergéncia quadrdtica. Quanto mais irregular € G, (x), menor é a regido em que y, pode ser
escolhido. Mais ainda, como indicado na sec¢do 2.1.2, o nimero de elementos de gzp cresce
exponencialmente com p. Ou seja, o numero de zeros da Eq. (2.51) torna-se exponencial-
mente grande com p. Assim, o desenvolvimento de métodos numéricos otimizados para o
célculo de pontos periddicos instaveis em sistemas cadticos tornou-se, por si s6, um ramo de
pesquisa [41-43]. Na secdo 3.3, no proximo capitulo, um método analitico, otimizado semi-
analiticamente, € apresentado para estudar o modelo proposto na presente tese. Tal método &,
no entanto, bastante restrito, pois vale-se da linearidade por partes das equacdes que definem o
sistema, propriedade que ndo esta presente nos sistemas tipicos. Mas vale aqui salientar que, de
posse dos métodos propostos por Biham e Wenzel [44], Schmelcher e Diakonos [45] e David-
chack e Lai [42], os resultados aqui apresentados podem ser estendidos para sistemas suaves,
ou suaves por partes, limitando-se a anélise apenas a viabilidade computacional da aplicacdo de

tais métodos.

2.4 A caracterizacao da variabilidade da dimensao instavel

2.4.1 Os expoentes de Lyapunov locais

Os expoentes de Lyapunov, definidos na Secdo 2.1.3, sdo quantidades asssintdticas que
caracterizam o comportamento médio do sistema nas d diferentes direcdes. Mas, exceto para
sistemas uniformemente hiperbdlicos, as taxas de contracdo e expansao nao sao constantes para
todos os pontos em Q. Define-se, portanto, o espectro de expoentes de Lyapunov locais, também

denominados como expoentes de Lyapunov a tempo finito, como

1
Ak (x,n) = ZlnHDF”(x)ka. (2.52)

Percebe-se duas diferencas com a Eq. (2.36): (i) a quantidade A (x,n) é definida a tempo fi-
nito n, tal que a dependéncia com x deve ser explicitamente mantida e (ii) os vetores v agora sao
definidos como os autovetores de DF" (x), indexados de tal modo que o espectro definido pela

Eq. (2.52) seja nao-crescente com k. Essa segunda diferenca é crucial pois o particionamento
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de © nos subespacos E®), como no caso a tempo infinito, ndo é mais tnico. Evidentemente,
tem-se

Ay = lim Ay (x,n) (2.53)
n—yoeo
para quase todo x € Q.

Os expoentes de Lyapunov a tempo finito s@o entdo estudados a partir de suas distribui¢des.
Seja y (A (n)) a densidade de probabilidade de se obter um A (x,n) entre A/ (n) e A] (n) +
dA; (n) para uma amostragem de um ensemble de trajetérias de tamanho n distribuidas em Q
de acordo com a densidade natural invariante p (x). Entdo, o expoente de Lyapunov (a tempo

infinito) também é dado por

h= [ M) () ax(m), (2.54)
para qualquer n > f., o tempo de correlacdo do sistema.

A distribui¢ao dos expoentes de Lyapunov locais pode entdo ser utilizada para a caracterizacao

da dindmica nao-hiperbélica em sistemas com variabilidade da dimensao instdvel. Seja ¢ (n)
definido por

o = [ v (R ) k), 259
ou seja, ¢ (n) representa a probabilidade de se obter o k-ésimo expoente de Lyapunov a tempo
n positivo. Para n suficientemente grande, ¢ (n) ¢ {0,1} é um indicativo de que o sistema
apresenta variabilidade da dimensao instdvel na k-€sima direcao [46]. No entanto, a Eq. (2.55)
pode nao ser um indicativo preciso para a variabilidade da dimensao instavel, pois os vetores vy
utilizados no cdlculo de Ay (x,n) ndo sdo invariantes. Ademais, sistemas ndo-hiperbdlicos via
tangéncias homoclinicas também podem exibir uma flutuacdo de algum (ou alguns) expoente
de Lyapunov a tempo finito em torno de zero, i. e., assumindo valores positivos e negativos para

diferentes x € Q.

2.4.2 A medida de contraste

Um diagnostico robusto para a variabilidade da dimensao instavel transversal foi introdu-

zido por Ying-Cheng Lai [47], baseado na determinacdo da medida natural invariante de um
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sistema cadtico em termos de suas Orbitas periddicas instdveis. Seja .7, (.#’) o conjunto de to-
dos os pontos p-fixos de F restritos a ., o subespaco invariante. Assuma, por simplicidade (e
por ser suficiente para o tratamento nos proximos capitulos) que € é bidimensional e, portanto,
dim (') = 1. Sejam, portanto, 11 (¢) e 1| (¢) os autovalores transversal e longitudinal, respec-
tivamente, de DF? (x(g)), a matriz Jacobiana calculada sobre o g-ésimo elemento de .7, (.¥).

Define-se, respectivamente, o peso associado aos pontos p-peridédicos com dimensao instavel 1

e 2 por
1
= —0O(1— 2.56
wp)= Y 0(n. (@) 1), 2.57)

X(q)EFH(S) n)(q)]

sendo O (-) a funcdo degrau de Heaviside. Percebe-se, por comparagdo com os resultados in-
dicados na sec¢do 2.3.1, que u; (p) e W (p) representam uma aproximagao de ordem p para a
medida natural, restrita a ., associada as regides com dimensao instavel distinta'2. Portanto, a

seguinte quantidade, denominada medida de contraste,

C, =

i (p) — w2 (p)
wi (p) +u2(p) ’ (25%)

quantifica a variabilidade da dimensao instdvel transversal em .. Note que 0 < C), < 1 implica
a existéncia de pontos p-fixos com dimensao instavel distinta. Assim, apenas quando C, = 1
para todos os valores de p o subespago .’ € hiperbdlico. No outro extremo, quando C, =0 a
variabilidade da dimensdo instavel transversal € dita mais intensa, pois a medida associada as

regides com dimensao instavel um e dois € idéntica.

Do mesmo modo que espera-se que a medida natural seja melhor representada pelos ele-
mentos de ., conforme maiores perfodos p sdo considerados, a caracterizacdo da variabilidade
da dimensao instavel transversal via medida de contraste se torna mais acurada para periodos
mais altos. A Figura 2.6 representa a dependéncia de C,, com p e com um parametro de con-
trole € (para a defini¢do do sistema dinamico em questdo, vide capitulo 3). Esse parametro de

controle € influencia apenas a dindmica transversal a . (a¢ = € na defini¢do 1) de tal modo

2Por construgio, nesse caso, todo ponto p-fixo possui pelo menos uma diregio instdvel associada a ..
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que o comportamento indicado na Figura 2.6 € tipico para sistemas dindmicos nao-hiperbodlicos
com variabilidade da dimensao instdvel transversal. Percebe-se que o sistema € ndo-hiperbdlico
para um grande intervalo do pardmetro € e que C), torna-se mais suave com o incremento de p.
Mais ainda, a linha vertical na Figura 2.6 representa o parametro critico €. para o qual .# torna-
se instdvel (nesse caso, como decréscimo de €) e percebe-se que a variabilidade da dimensao

instavel € mais intensa para parametros proximos ao parametro critico.

: : S Ve S0 06046604088 880 04
: e : e
08 r E: :'. : i : ]
:; =i : sos :
C‘p 0,6 5:':::;: ]
Lo
RN p=100 -
A .I p= 50 -+
0,2 t “'I’_".;&&; p= 25 - ||
‘“ p= 12 e
0,2 0,22 0,24 - 0,26 0,28

Figura 2.6: Exemplo do cédlculo da medida de contraste, Eq. (2.58), para um sistema com
variabilidade da dimens@o instdvel transversal (vide Eq. (3.9) do préximo capitulo). A linha
tracejada vertical indica o pardmetro critico para o qual o subespaco . perde a estabilidade
transversal. Fonte: o autor.

2.4.3 O expoente de nao-hiperbolicidade

Timothy D. Sauer e colaboradores [17] derivaram uma expressao para a distancia de som-
breamento, definida como a distincia entre um dado ponto da pseudo-trajetdria e seu corres-
pondente na trajetdria real sombreante, em termos do nivel de perturbagdo 8 e das propriedades
dos expoentes de Lyapunov a tempo finito que flutua em torno de zero. Mais especificamente,
foi demonstrado que a distribui¢do do logaritmo das distancias de sombreamento, y, € aproxi-

madamente exponencial, dada por

p(y) = he tb—10gd) (2.59)
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sendo y > log & e h, dito expoente de hiperbolicidade, dado em termos da magnitude do expo-

ente de Lyapunov a tempo um que oscila em torno de zero, |m|, e de sua variancia 6:
2|m|
h=—-. 2.60
= (2.60)

Assim, as Egs. (2.59) e (2.60) relacionam as propriedades de sombreamento de um sis-
tema com variabilidade da dimensao instdvel transversal com os dois primeiros momentos da
distribui¢cdo do maior expoente de Lyapunov transversal que oscila em torno de zero. Dessa
relacdo, Sauer derivou uma expressao para o desvio esperado na determinacdo numeérica da

medida natural em termos do nivel de perturbacdo 6 (idem a Eq. (1.12)):

()5 — (u)| = Ky 8", 2.61)

sendo /1 dado pela Eq. (2.60), K, uma constante positiva e |(i)s — (i)| o desvio entre as

medidas naturais obtidas pelas trajetérias com e sem perturbacao.

A principal consequéncia da variabilidade da dimensdo instavel evidenciada pela a Eq.
(2.61) € que, caso h < 1, mesmo perturbagdes muito pequenas podem resultar em grandes
desvios (varias ordens de magnitude maiores) na determinacdo da medida natural. Como dito na
secdo anterior, quando a variabilidade da dimensao instdvel é muito intensa, |m| ~ 0 e 62 > |m|
de modo que # < 1. Nos proximos capitulos ¢ demonstrado que, na presenca de perturbagdes,
o subespago .’ nao € mais invariante e, portanto, os resultados derivados a partir da Eq. (2.59)

nao mais se aplicam, pois em sua deducao requer-se a existéncia de um subespaco invariante.
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3  Metodologia

Nesse capitulo estdo descritos o modelo e os métodos utilizados para a caracterizacdo da
variabilidade da dimensao instdvel transversal, bem como o efeito de perturbacdes no sistema.
Conforme descrito nos capitulos anteriores, um modelo para avaliar a variabilidade da dimensao
instavel transversal deve possuir um subespaco invariante que contenha, para algum conjunto
de parametros, um atrator global cadtico. Uma maneira sistemdtica de construir tal modelo
¢ considerar mapas cadticos linearmente acoplados, assumindo o subespago que caracteriza a
sincroniza¢do completa de caos como o referido subespaco invariante. Na Secdo 3.1, o modelo é
construido a partir do acoplamento difusivo de dois mapas do bangal6 acoplados. Devido a line-
aridade por partes do mapa do bangald, diversos resultados analiticos podem ser derivados e essa
€ a principal motivagdo de sua escolha. Os critérios para que o subespaco de sincroniza¢ao seja
um atrator global do sistema estdo descritos na Secdo 3.2. A existéncia (e intensidade) da varia-
bilidade da dimensao instavel transversal nesse subespaco forma um dos resultados da presente
tese e estd demonstrada no préximo capitulo, Secao 4.1.1. A caracterizacdo da dindmica do
modelo apresentado na presenga de perturbacdes requer a determinagao das dorbitas periddicas
instdveis do sistema e, para esse fim, um método analitico para o célculo de tais 6rbitas foi de-
senvolvido e encontra-se descrito na Sec¢ao 3.3. Por fim, a Se¢do 3.3.2 descreve uma otimizacao,
que pode ser obtida analiticamente ou semi-analiticamente, para o referido método. Deve-se
acrescentar, também, que os resultados apresentados no proximo capitulo sao qualitativamente
independentes da precisdo computacional utilizada nos experimentos numéricos. Aqui, todas
as simulacdes foram implementadas em linguagem C, utilizando varidveis do tipo long double'

— o erro no célculo das 6rbitas periddicas é da ordem da precisdo numérica.

IPrecisio dupla, até ~ 10718,
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3.1 O modelo
3.1.1 O mapa do bangal6

Seja f : @ — ® um mapa unidimensional caético do intervalo ® = [0, 1] nele mesmo, defi-

nido por [48]:

( 1—
—4x se xel; =[0,a)
2a 1-3a — 1
=5+ 15 se xe€h=a,3)

f(xa)= 2aa “ s | (3.1

2-(1—x)+ 132 se xehh=[51-a)
1— _

| 4 (1—x) se xely=[l—a,l]

sendo a € (0,1/2) um pardmetro real de controle. Por razdes notacionais, que ficardo evidentes

nas secdes 3.3 e 4.2, o mapa (3.1) também pode ser escrito como
oy — R (i) 39
f(xa)=PBa'x+aa’, (3.2)

sendo i determinado tal que x € [; e

BV = L e a = 0

2 a 2 —Jla

ﬁa() = IEZa € (Xa() = }—%a (33)
T I s

B — al = g o @ _ 1 — g0

O mapa (3.1) € cadtico e seu expoente de Lyapunov possui uma dependéncia suave com o
parametro a [49]. A forma (3.2) reforca o fato que o mapa do bangald € linear por partes, com
quatro intervalos de linearidade I;, i = 1,2,3 e 4, exceto para o caso em que a = 1/3. Para esse

valor de parametro a Eq. (3.1) se reduz ao mapa da tenda usual [11] (mesmo que na Eq. (1.9)),

2x  se 0<x<1/2
X (3.4)

2—2x se 1/2<x<1
com apenas dois intervalos de linearidade.

Exemplos da a¢do do mapa do bangald estdo indicados na Figura 3.1(a), sendo a fungdo

f (x;a) definida na Eq. (3.1) indicada para trés valores do pardmetro de controle: a=0,25,
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a=0.25 — (a)

= a ~

a=045 — | :
o5t LI L (1)

06 | |

02 | -

f(x)

Figura 3.1: (a) Representagdo da fungdo f(x;a) que define o mapa do bangald para trés
pardmetros distintos: a = 0,25, a = 1/3 e a = 0,45. As parti¢des indicadas se referem ao
primeiro caso. (b) Grafo representando as possiveis transagoes dos intervalos de linearidade do
mapa do bangald. Fonte: o autor.

a=1/3ea=0,45. O mapa é simétrico em torno de x = 1/2 e possui um ponto fixo (x = f (x))
a direita exatamente no ponto de descontinuidade do mapa. Nos trés casos, percebe-se que
os intervalos de linearidade do mapa do bangal6 também representam particoes de Markov de
® (vide secdo 2.1.2). De fato, o mapa (3.1) foi definido de tal forma que essa propriedade é

satisfeita para qualquer valor de a. Essa afirmacao pode ser facilmente verificada observando-se

a linearidade de f em cada um dos intervalos /; e a imagem de seus extremos [50]:

f(0;a) =0 /
f(]l) = (11U12UI3)
fla;a) = 1—a
fh) = L
f(1/2;a) = 1 = (3.5)
fB) = L
f(l—a;a) = l—a
f(]4) = (I]U12UI3)
f(lia) =0 )
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Segundo a notacdo definida na sec¢do 2.1.2, a Eq. (3.5) pode ser representada pelo grafo in-
dicado na Figura 3.1(b). As setas indicam quais intervalos de linearidade podem ser alcangados,
com uma iterada do mapa, a partir de cada intervalo ;. Ainda segundo indicado na secdo 2.1.2,

a esse grafo estd associada uma matriz de transferéncia 7 dada por

(3.6)

o O
oS O

O maior autovalor dessa matriz é t = 2 de tal modo que a entropia topolégica do mapa (3.1) é

hr =log?2 para todo valor de a.

Embora a dindmica topoldgica do mapa do bangal6 seja independente de a, as propriedades
métricas dependem suavemente desse parametro. A determinacdo da densidade natural invari-
ante de f pode ser intuitivamente obtida, exemplificando o formalismo apresentado na Secao

2.1.1. Assuma que f admite uma densidade invariante p (x) tal que

Assuma ainda que p (x) = ¢; para x € [;, sendo ¢; € R. Devido a linearidade de f em I;, a

“quantidade de medida”, dada por

ui:/d‘u:/p(x)dxzci/dxzcivila
I; I I;

sendo |[;| a medida de Lebesgue do intervalo [;, deve ser uniformemente distribuida nos in-
tervalos f (I;). Assim, segundo o grafo da Figura 3.1(b) ou, equivalentemente, a Eq. (3.5), a
medida u; € distribuida, pela acdo de f, nos intervalos Iy, I, e I3 de acordo com as proporcdes
a, (0,5—a) e (0,5—a), respectivamente, todas normalizadas por suas somas a+ (0,5 —a) +
(0,5—a) = (1 —a). Note que esses propor¢des sdo nada mais que a medida de Lebesgue dos
referidos intervalos. Portanto, a densidade invariante do mapa do bangalo deve satisfazer as

seguintes relagdes:

1 1

a —d 5—da
pi=g (), =t (), =

1—a 1—a

(Mi+ps) e Ha=o+Us.
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Tais relacdes formam um sistema linearmente dependente de 4 equacdes e 4 incognitas. A

indeterminacdo desse sistema pode ser eliminada observando-se a condicao de normalizacao

M1+ +p3+ps =1

Assim, obtém-se

a o 1—2a _1—2a
Iiz—.u3—2(2_3a)

Como y; = ¢;|I;|, a densidade invariante é finalmente obtida:

c—&— ! C_,Ltz_ ! =c e C_&_—1—2a
'“a 2-32 7 Lm 2-3 ° e

271351 se x¢€ (11 Ubh UI3) = [(),(1 —a))

p(x)= : (3.7

a(lzizfa) se xelh=[1-a),l]

De posse da densidade natural invariante e valendo-se da ergodicidade dos mapas (for-
temente) cadticos, Eq. (2.14), o expoente de Lyapunov do mapa do bangald em funcdo do
pardmetro a pode ser facilmente obtido pelas Equagdes (2.37) e (3.7), observando que f” (x;a) =

B dado pela Eq. (3.3):

, - 1—a\ 1-2 2
/l(a)z/wlog\f (x;a)}du(x):z_;alog( a“)+2_321og(1_“2a). (3.8)

Como a fungdo log (x) é suave para x # 0, a expressao (3.8) confirma a dependéncia suave do

expoente de Lyapunov do mapa do bangald com o parametro de controle a [48,49].

As propriedades dinAmicas determinadas nessa se¢do serdo de grande valia na caracterizagdao

da dinamica transversal apresentada nas secoes 3.2 e 4.1.1.

3.1.2 Os mapas acoplados

Conforme discutido na Se¢do 2.2, sistemas compostos de mapas acoplados podem represen-

tar modelos para problemas espacialmente extensos. Dentre os possiveis fendmenos dinamicos
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exibidos por esses sistemas estd a sincronizacdo completa de caos e, como ja foi reiteradamente
nesse texto, o subespaco de sincronizacao € o modelo simplificado escolhido para o estudo da
variabilidade da dimensao instavel transversal. Assim sendo, nessa secdo um sistema minimo
para a sincronizacdo (completa) de caos € definido pelo acoplamento, simétrico e difusivo, de

dois mapas do bangalo.

Seja, portanto, x — F' (x) um mapa bidimensional com

F(x)=A(e)f(x;a), (3.9)
tal que
Ale) = S (3.10)
€ (1—¢)
(&
T . .
fEwa)=| fWca) fOa) | 1 ma)=r(xDa). (3.11)

NaEq. (3.11), T indica a opera¢do matricial de transposi¢do. A matriz de acoplamento A (€)
na Eq. (3.9) descreve a interac@o, quantificada pelo pardmetro € € [0, 1], entre os dois mapas,

representando uma versao bidimensional do acoplamento difusivo presente na Eq. (2.40).

A matriz de acoplamento A (€) dita uma matriz estocéstica [34], pois a soma dos elementos
de cada uma de suas linhas € igual a unidade e todos seus elementos sdo ndo-negativos. Isso

garante que o espaco de fase do mapa (3.9) definido por
Q=0xw=10,1]x[0,1]

seja invariante: F () C Q. Por consisténcia com a dindmica local, requer-se que toda condi¢io

inicial para a Eq. (3.9) satisfaca x(()i) € o tal que xg € Q.

Outra vantagem do acoplamento dado pela Eq. (3.10) é que o subespaco de sincroniza¢ao

., definido na Eq. (2.42) é mantido invariante quanto a acdo de F: F () = .. Isso é
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facilmente verificado pois, para x € ., tem-se

1
f(xa) = f(s;a) 1

2

T
em que s = x) = %@ Como a Eq. (3.10) define uma matriz estocdstica, { 1 1 } € o

autovetor de A (€) associado ao autovalor igual a 1 e, portanto, tem-se
x+— f(x;a)

que, evidentemente, pertence a .. Uma vez que isso é verdade para todo s € @ (equivalente-

mente x € .%) e f (w;a) = , a invariancia de . quanto a F' estd demonstrada.

3.2 A sincronizacao de caos

Na secdo anterior a existéncia e a invariancia do subespaco de sincronizagdo . para o
modelo (3.9) foram demonstradas. Entretanto é necessario determinar a estabilidade transversal
desse subespago. Novamente, as escolhas da dinamica local, Eq. (3.1), e do acoplamento, Eq.

(1) (2)

(3.10), simplificam a tarefa. Seja xo € .7, tal que x;, * = x;’ = 5o, uma condi¢@o inicial tipica.

Segundo a Eq. (2.36), o espectro de expoentes de Lyapunov de . é dado por
A = lim ~log |DF" (xo) ex|
k = n1_f>£1° " og X0) €k

em que e; € um vetor unitdrio tipico satisfazendo e € ]E(k)\lE(k“) com EV =Q. Em .7,
a matriz Jacobiana assume a seguinte forma simplificada (aqui e no que segue, A = A (&) por
simplicidade de nota¢do):
n—1 n—1 n—1 n—1
DF" (xo) = [ DF (x1) = [T (Af (x)) = [T(f (s1)A) = | [T/ (s0) | A"
=0 =0 =0 =0
de modo que

o1 = 1 )
A = lim —log —r}grgo;;)log]f(s,)]+nh_r£ozlog |A"ey| . (3.12)

n—soo

n—1
(Hf(&)) Aley

t=0
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O primeiro termo da dltima equacdo nada mais €, segundo a Eq. (2.37), que o expoente de
Lyapunov da dindmica local, Af, regida por f, nesse caso dado por (3.8). O segundo termo
pode ser facimente calculado a partir da expansao de e; em termos dos autovetores da matriz de

acoplamento A. Resolvendo o problema de autovalores (e autovetores):
Avj = Xivi

obtém-se

n=1, v=— . p=1-2 e wm= (3.13)

1
V2 | V2| g |
sendo os autovetores v; devidamente normalizados.

Assim, o vetor e pode ser escrito como

2
Zek Vt

de modo que

(e vi) xi'vi= (ex-vi)vi + (ex-v2) (1 —2€)" vy

Mm

2
Z ex-vi)Alvi =
i=1 i=1

Uma vez que e; é um vetor tipico em Q, (e;-v;) #Oparai=1,2e |l —2¢e| <l para0 < e <1,
tem-se

lim A"e; = (81 -vl)vl + (61 -Vz) V2r}i_r>1’olo(1 —28)" = (el 'VI)V17 (3.14)

n—soo

Substituindo na Eq. (3.12), obtém-se
At = A+ lim Llog|(ey - vi)vi| = A
1 = Af nl_{rolon ogller-vi)vi| = Ay,

ou seja, o maior expoente de Lyapunov de . € dado pelo expoente de Lyapunov da dindmica
local e o vetor de Lyapunov associado €, pela Eq. (3.14), o autovetor v; de A. Logo, e; deve ser
um vetor tipico em Q\ span (v}), ou seja, e = vo. Observando que (e, - v;) = J; e substituindo

na Eq. (3.12), obtém-se

.1 n
QLQ—?LJ-%—nlgI;ZlogKl—Ze) | = Ar+log|l —2¢].
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Assim, a dindmica em .%’ é sempre cadtica, pois Ay > 0, e o segundo expoente de Lyapunov de

. depende apenas de A, e da intensidade do acoplamento.

Figura 3.2: Representagdo das diregdes longitudinal e transversal em €. Fonte: o autor.

Novamente, a andlise dindmica do modelo (3.9) revela uma conveniéncia. Como encontra-
se esbocado na Figura 3.2, os autovetores de A definem direcdes preferenciais em Q. Mais
precisamente, v e v, coincidem com os vetores de Lyapunov em todos os pontos de .. Define-
se, portanto, v; como a dire¢do longitudinal relativa a ., pois v; € paralelo a . e, por questdes

”. Por

mnemonicas, as quantidades associadas a essa direcdo sao representadas pelo simbolo *
exemplo, v — v € A = Ay = 4. Analogamente, define-se v, como a direcdo transversal de

< e utiliza-se o simbolo “1”. Assim, a estabilidade transversal de . é determinada por

A,J_=l||+10g’1—28|. (3.15)

As direcdes longitudinal e transversal indicadas na Figura 3.2 sugerem a introdu¢do de um

novo sistema de coordenadas:

xﬁll) +x,(12) x,(ll) —x,(lz)
Uy = —— e n = B —

> (3.16)

representando a projecdo (a menos de um fator de proporcionalidade) de x;, nas dire¢des vy e v,

respectivamente, ou, equivalentemente, uma rotagdo por —m /4. Essa rota¢do nas coordenadas
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¢ conveniente para a andlise da dinimica transversal a . pois |z,| quantifica a distancia entre o
ponto x, € Q da trajetdria e o subespaco invariante .. Evidentemente, z, = 0 implica x, € .7

Em diversas situagdes, no préximo capitulo, o sistema de coordenadas (3.16) sera utilizado.

A dinamica transversal €, segundo a Eq. (3.15), parametrizada pela intensidade do aco-
plamento € e pelo pardmetro a do mapa do bangald (uma vez que 4| = A (a) dado pela Eq.
(3.8)). Conforme ficard claro na Secao 4.1.1, a variabilidade da dimensao instdvel transversal,
objeto primeiro dessa tese, varia de intensidade com a altera¢ao dos parametros a e €. A fim de
quantificar os efeitos devido apenas a ndo-hiperbolicidade de .7 € conveniente fixar o compor-
tamento médio da dindmica transversal, parametrizando a dindmica transversal por A | ao invés

de €. Para isso, evidencia-se € na Eq. (3.15) para obter:

I:I:CXp (AL—AH)
E =
2

) (3.17)

Devido ao médulo presente na Eq. (3.15), a inversao de € como uma fungdo de A | ndo é dnica.

Define-se, portanto,
1—exp (A, — A (a))

e(A:a) = .

(3.18)

1+exp (AL — A (a)) |

e (Aa) = 5

(3.19)

Assim, a intensidade de acoplamento pode ser ajustada de tal modo que a dindmica transversal
¢ caracterizada pelo dado A | . Evidentemente, deve-se observar as restrigdes 0 < € < 1 para que

os resultados aqui apresentados mantenham-se formalmente vélidos.

De posse das Egs. (3.15) ou (3.17) a estabilidade transversal de .¥ pode ser facilmente
determinada. A transicdo de transversalmente estavel para instavel (ou vice-versa) se da quando
A =0. Denomina-se intensidade de acoplamento critica o valor de € para o qual A| =0, sendo

tais intensidades dadas por

_ I—exp(=4(a))
2

. ,_1texp(~2 (a))

SC 2 [} (3 .20)

com A (a) dado pela Eq. (3.8). A dependéncia de A, com a e €, bem como as curvas criticas &

e €! estdo indicadas na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Curvas de nivel no plano de pardmetros a X € caracterizadas pelo mesmo expoente
de Lyapunov transversal A| = A;. As linhas acompanhadas dos simbolos e representam os
resultados para €’. Percebe-se a simetria dos resultados com rela¢do a € = 0, 50, intensidade do
acoplamento que resulta em super-estabilidade transversal de .. As linhas em vermelho (azul)
indicam A|; >0 (A, <0) e as em verde representam €., dado pela Eq. (3.20). Fonte: o autor.
Toda a andlise apresentada nessa secdo se refere a estabilidade transversal local de .. A
estabilidade global de . é extremamente dificil de ser demonstrada para sistemas compostos
de mapas cadticos acoplados, sendo possivel em alguns casos especificos em a que dinamica é

globalmente hiperbdlica [51]. No presente modelo, a estabilidade global de . ¢ demonstrada

na préxima se¢@o apenas para a = 1/3.

Conforme discutido na Sec¢do 2.1.3, os expoentes de Lyapunov representam quantidades
assintdticas locais e, portanto, a negatividade do expoente de Lyapunov transversal garante a

sincronizacao de trajetdrias em
YA={xeQ:dist(x,) < A}

apenas para A suficientemente pequenos”. Tipicamente, observa-se empiricamente (numerica-
mente) que a estabilidade linear de .# coincide com a estabilidade global de .. Em todos

os exemplos estudados no préoximo capitulo, as solu¢cdes numéricas da Eq. (3.9) tornam-se

20 valor de A estd relacionado ao “tamanho” da vizinhanga linear de ., ou seja, a medida de Lebesgue da
regido em torno de .’ em que o mapa € linear (ou sua componente linear € a dominante).
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arbitrariamente proximas (até a precisdo do cédlculo numérico) de . sempre que 4| < 0.

3.2.1 O caso hiperbdlico

Como foi dito, o mapa do bangald recupera o mapa da tenda para a = 1/3. Para esse valor
de parametro o mapa f, escrito de maneira mais compacta na Eq. (3.4), exibe apenas dois
intervalos de linearidade, I} = [0,1/2) e I, = [1/2,1]. Mais ainda, os coeficientes ﬁl% dados
pela Eq. (3.3) sdo todos iguais a 2, em moddulo. Assim, a Eq. (3.9) pode ser conveniente

reescrita como

A= (-2l +ean?
se x, € Qg

x,(i)l = (1—8)2x,(12)+82x§l1)

x,(llle = (1—¢) <2—2x§l1))+82x512)
se X, € Qo

= -2 +e(2-24Y)

e de maneira andloga para x, € Q2 € x, € Q), sendo £;; = I; X I; os quatro intervalos de
linearidade do sistema. A convergéncia ao subespaco .7 transversalmente estidvel pode ser

demonstrada considerando a coordenada z,, introduzida na Eq. (3.16):

(

2(1—28)Zn se x, € Qi

nH _ @ 2(1-2¢)(u,—1) se x,€Q
- _ Tt 2xn+1 _ ( ) (ttn —1) nErEl (3.21)

2(1 —28) (1 —I/tn) se x, € Qq»

—2(1—-2¢€)z, se x,€Qn

\

Da Eq. (3.15), com )L” = log2, obtém-se
A =log2+log|l —2¢] = [2(1—2¢)| =M.
Quando x, € Q,, tem-se, pela definicao dos intervalos, 1 > xﬁll) > 1/2 de tal modo que
W12 = 1-aV<12 = 1= <

e, portanto

<@

~

= 1= )21 = [ (1 =) =2

< ’Zn’



65

Com isso, encontra-se

Zn+1
Zn

Zn+1
Zn

Za

se xn€<.Q.11U.Q.22) e Seh se XHG(QQIU.Q.Q).

Portanto, quando A, < 0, ou seja, quando .# é transversalmente estavel, M<le qualquer
trajetoria em Q aproxima-se de .’ com a a¢ao do mapa. Esse resultado garante a estabilidade
transversal global de .. Observa-se, também, que a convergéncia deve ser monotonica. E, por
fim, quando |z,| < 1, a trajetéria encontra-se principalmente em Q;; U ), de tal modo que a

distancia ao subespaco .¥ decai exponencialmente a uma taxa dada por A | .

3.3 As orbitas periodicas instaveis

3.3.1 A solucao formal

A principal motivacdo para a utilizacdo de mapas lineares por partes acoplados é a possi-
bilidade da determinac¢do sistematica e completa de todos os pontos periddicos do sistema. A
metodologia aqui descrita para o célculo de tais 6rbitas € original e compde um dos fundamen-
tos dos resultados da presente tese. No entanto, por se tratar essencialmente de um exercicio de

Algebra Linear e nocdes basicas de Dindmica Simbélica, optou-se por expd-la neste capitulo.

O sistema (3.9) com a dindmica local dada pela Eq. (3.1) pode ser escrito convenientemente
na seguinte maneira:

Xnt1 =A(B,xn+ ), (3.22)

sendo A = A (€) a matriz de acoplamento dada na Eq. (3.10), 3, uma matriz e @, um vetor

definidos segundo os intervalos de linearidade da dinamica local,

ﬁrgl) 0 Oc,gl)
ﬁn = € OCn = )
0 ﬁrgz) OC,(lz)

(i)

nos quais ﬁnm e oy W

representam os coeficientes do intervalo de linearidade em que x;’ se

encontra no tempo n.
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A resolucio recursiva da Eq. (3.22) fornece:
Xn+l = Aann +Ax,

Xn+3 = ABn+2ABn+1Aann +ABn+2ABn+1Aaﬂ +ABn+2Aan+1 +An 2

m—1 m—1 [ m—1
Xnbm = (H (A[%,H,€)>x,,4r ) ( I1 (Aﬁn+,)>Aan+s (3.23)

k=0 s=0 \I=s+1

convensionando-se os produtérios como produtos pela esquerda, i. e.

2
Hﬁk = B1B1Bos
k=0

e, por simplicidade notacional,

M=
=
I

b
€ HM[ =1
l=a

N
Il
Q

sempre que a > b.

A Eq. (3.23) € a solugdo formal do sistema (3.22) e, portanto, os pontos p-periodicos ou,

mais precisamente, os pontos p-fixos, sao dados por
Xnyp = FP (x) = xp.

Assim, qualquer ponto p-fixo da Eq. (3.22) é formalmente escrito como

k=0 s=0 \/=s+1

p—1 -1 p—1 [/ p—1
x= (1 -11 (Aﬁk)> Y ( I1 (Aﬁl)> Aat, (3.24)
na qual m — p e o indice n foi assumido nulo e omitido.
Todos os pontos p-fixos da Eq. (3.22) s@o dados pela Eq. (3.24), mas a reciproca ndo é

verdadeira. Uma maneira sistematica de se obter os pontos p-fixos dessa solucao formal esta

descrita na proxima se¢ao.
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3.3.2 As solucgoes periodicas

A Eq. (3.24), além de fornecer todos os pontos p-fixos possiveis, associa univocamente a
cada um uma representacdo simbdlica. A sequéncia {(BO, o), (B 01),- -, (Bp_l, Otp_1> },
que pode ser mapeada em

S = {so,sl,--- ,sp_l}

com s; = <s,(<1),s,(€2)> de tal modo que x;(j) € I s> representa unicamente um ponto p-fixo. A

unicidade é garantida pela linearidade do sistema em cada um dos intervalos [;. Assim, o

seguinte algoritmo € capaz de determinar fodos os pontos p-fixos para um p arbitrério:

i. Construa todas as sequéncias S de tamanho p possiveis;
ii. Substitua cada sequéncia S na Eq. (3.24) para encontrar x (S);
iii. Verifique se F? (x(S)) =x(S):

e se sim, x(S) € um ponto p-fixo de F, armazene-o;

e se ndo, x(S) ndo é um ponto p-fixo de F, descarte-o;

. A . ‘ D .
O ndmero de sequéncias S na etapa (i.), #(S), é dado por (N f) P sendo Ny o nimero de
intervalos de linearidade da dinamica local f e D o nimero de mapas acoplados. Ou seja, a
quantidade de sequéncias a serem consideradas cresce exponencialmente com o periodo p, a

uma taxa dada por Dlog Ny. Para o modelo em questdao, Ny =4 ¢ D = 2 e, portanto,
#(S) = ePloelt — 167,

Como foi argumentado no capitulo anterior, Se¢ao 2.3.1, pontos com periodos relativamente
longos devem ser utilizados na caracterizacdo de um sistema dindmico em termos de suas
orbitas periodicas. Assim, embora esse algoritmo seja extremamente simples em sua esséncia €,
atualmente, computacionalmente impraticavel uma vez que, para p = 15, por exemplo, a etapa

(i.) teria #(S) ~ 10'® repeticdes.

Uma otimizag¢do do algoritmo pode ser obtida a partir de algumas no¢des bésicas de dinamica

simbolica. A apresentacdo de tal otimizacdo fornece também a explicacdo da existéncia de
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solugdes da Eq. (3.24) que ndo representam pontos p-fixos do sistema (3.22).

Um ponto p-periddico x(§) caracterizado pela sequéncia S de tamanho p é também um
ponto 7-periédico caracterizado pela sequéncia S’ toda vez que T seja um miiltiplo positivo de
p, T=kp, e S’ seja composto de k repeticdes da sequéncia S. Ou seja, a existéncia do ponto
p-periddico x (S) representa a possibilidade de infinitas repeti¢des da sequéncia S. Mas existem
sequéncias que nao podem se repetir indefinidamente. Um exemplo simples foi discutido na

Secdo 3.1.1.

Dado que uma trajetdria € caracterizada por s, = (f,,, &), ou, de maneira mais geral, por
{sk}i_o. no instante de tempo n, o conjunto de todos s, definem a gramdtica desta sequéncia
simbdlica. O algoritmo apresentado anteriormente despreza as regras de transi¢do entre os
sibolos s, € 5,41 €, por isso, tipicamente, torna-se extremamente ineficiente (embora totalmente
eficaz). A otimizagdo da determinagdo dos pontos p-fixos € obtida pela consideracdo dessas

regras de transicao.

Se um ponto x (P, ) obtido pela Eq. (3.24) ndo satisfaz F” (x(P,)) = x(P),), entdo existe um
7 finito para o qual a sequéncia P’ » gerada por 7 repeti¢des de P, contém uma transi¢do proibida
entre dois intervalos de linearidade do sistema (3.22). Deve-se salientar que este T pode ser um
numero natural arbitrariamente grande. Assim, a Eq. (3.24) fornece todos e apenas os pontos
p-fixos do mapa F quando apenas sequéncias S, cujas infinitas repeti¢cdes sdo permitidas, sao
consideradas. Evidentemente, a determinagdo dessas sequéncias S, € tipicamente nao-trivial.
Por exemplo, para dois mapas do bangal6 acoplados, apenas para € =0, € =1/2 e € =1 as

regras de transicdo entre os intervalos de linearidade sdo trivialmente obtidas.

Computacionalmente, a otimizac¢do da determinacdo dos pontos p-fixos se faz a partir do
refinamento das sequéncias simbdlicas possiveis. Dado que uma sequéncia Py € proibida, todas
A . / ~ . . . , N .
as sequéncias S, que contem Py sdo eliminadas, reduzindo o nimero total de sequéncias a ser
considerado. A determinagdo de sequéncias proibidas, ou das regras de poda®, é uma ferramenta
importante do estudo da dinamica simbdlica em sistemas dindmicos. Tipicamente, as regras

de poda resultam em uma redugdo exponencial do nimero de simbolos admissiveis com o

Do inglés, pruning rules.
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incremento do tamanho das sequéncias simbdlicas consideradas. Assim, a determinacdo do
conjunto de simbolos proibidos {P;} torna o algoritmo exponencialmente otimizado com o

incremento de k.

(1.4) 2.4) (4.4)

0.8

0.2
4.1)

Figura 3.4: Tlustracdo da acdo do mapa nos intervalos de linearidade. As linhas tracejadas repre-
sentam os intervalos para dois mapas do bangal6 acoplados com a = 0,25, sendo as particdes
indicadas (i, j) tais que PONS Iie 2 er . Em azul escuro (verde escuro) estdo indicados os
pontos da particao (1,1) ((1,2)) e em azul claro (verde claro) a imagem desta parti¢ao sobre o
mapa Eq. (3.22), com A, = —0,01. Fonte: o autor.

Para exemplificar o método, sejam F dado pela Eq. (3.22), f pela Eq. (3.1) com a = 0,25
e € =¢€(—0,01;0,25) dado pela Eq. (3.18). Na Figura 3.4 estdo indicados os 16 intervalos de

linearidade deste mapa. Cada parti¢do € definida por
I,'j = {x eQ: x(l) S I,-,x(z) S Ij}

e indexada por (i, j). Na mesma figura, estd ilustrada a aciio de F em dois intervalos de line-
aridade, viz. (1,1) e (1,2). Percebe-se que assumir que todas as transi¢des entre as parti¢des

sdo admissiveis considera um nimero de simbolos possiveis muito maior que o real. Por exem-
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plo, ao invés das 16 parti¢cdes, o intervalo (1, 1) alcanca apenas 9 e o intervalo (1,2) apenas
7. Devido a linearidade de F em [;;, F (I,- j) define um intervalo continuo em € que pode ser
determinado pelas imagens dos extremos (bordas) de /;;. Desta maneira, a possibilidade de
transicdo entre as 16 parti¢des € determinada, com os resultados para este exemplo sintetizados

na seguinte matriz de transi¢do (vide Eq. (2.31)):

i 1 11 1222233334444
i j 1 23 4123412341234
11 lI110111011100¢O0O00O0
1 2 00110011001 1O0O00O01
I 3 001 10011001T1O0¢0°¢O01
1 4 I110111011100¢O0°¢O00O0
2 1 0000O0O0OOOTTTI1TO0OT1TTITT11
2 2 0000O0OO0OO0OO0OOO0OOOOO0OTQO01
2 3 0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O®O0O01 (3.25)
2 4 0000O0OO0OOOT1TT1TO0T1T1T11 _ 7 '
31 0000O0OO0OOOTTTI1TOTITT1ITI11 -
32 000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOSO0O®O01
33 0000O0O0OO0OO0OOO0OOO0OOO0OOQ 01
3 4 0000O0O0OO0OO0OTT1TT1TOTI1IT1T11
4 1 lI11101110111000O0O00O0
4 2 001 100110011O0¢0¢O01
4 3 001 100110011O0¢0¢01
4 4 lI110111011100¢0°¢O00O0

Como discutido na Se¢ao 2.1.2, o nimero de pontos p-fixos € limitado por tr Tf . Como fica
evidente na Figura 3.4, os intervalos de linearidade de F' ndo definem parti¢des de Markov e,
portanto, o nimero de pontos p-fixos de F' €, tipicamente, muito menor que tr Tf . Para efeito de
comparacao, a Tabela 3.1 exibe o nimero de simbolos possiveis para a aproximacao de ordem
0 (T, uma matriz de transi¢ao 16 x 16 com todos os elementos iguais a 1), dada pelo algoritmo
nao otimizado descrito acima, para a aproximac¢ao de ordem 1, descrita por 7' na Eq. (3.25), e
o numero de pontos p-fixos de F', para os mesmos parametros da Figura 3.4, determinados pela

Eq. (3.24).

Pela Tabela 3.1 fica evidente que a consideracdo de 71 ao invés de T¢ na determinacao
dos simbolos possiveis representa uma otimizacao excelente para a utilizacdo da Eq. (3.24)

na determinacdo dos pontos p-fixos de F. Ainda assim, percebe-se que 7| superestima o
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p T} uT] | uTh | uTt |#F,(QF)
1 16 3 — - 2

2 256 35 11 - 4

3 4.096 159 — 15 14

4 65.536 93] 91 - 20

5 | 1.048.576 | 5.023 — - 37

6 |16777.216 | 27.827 | 833 345 124

@ 2,7726 | 1,7056 | 1,1208 | 0,9739 |  0,8034

Tabela 3.1: Comparacdo entre o nimero de simbolos periddicos possiveis (com restricao
simbdlica de ordem 0, 1, 2 e 3) e o nimero de pontos p-fixos de F para os mesmos parametros
da Figura 3.4. A ultima linha da Tabela fornece uma estimativa da otimiza¢ao do método com
o incremento da ordem das restri¢des simbolicas.

numero de sequéncias simbdlicas periddicas possiveis. Aproximagdes de ordem superior reque-
rem a andlise dos intervalos de linearidade de F¥, resultando em uma maior complexidade na
construcado de Ty, compensada por uma maior otimiza¢ao na determinacao da lista de simbolos
periddicos admissiveis. Na Tabela 3.1 estdo indicados o nimero de simbolos possiveis para
T, e T3. Nesses casos, apenas os pontos p-fixos satisfazendo p = Tk com 7 = 1,2,--- estdo
acessiveis, pois sdo pontos T-fixos de F¥. A dltima linha da Tabela apresenta uma estimativa
da taxa de crescimento exponencial do nimero de simbolos possiveis em fun¢do de p, ficando
evidente a otimizacdo do método com aumento de k. Para comparacdo, na ultima coluna, a
entropia topoldgica de F foi estimada segundo a Eq. (2.45). Deve-se salientar que para k > 1

os intervalos de linearidade de F* se aproximam de parti¢des de Markov de tal modo que [11]

fim —TTe
k—oo #.71 (.Q., Fk)

= 0(1).
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4 Resultados

Neste capitulo estdo descritos os principais resultados referentes a caracterizacdo da dindmica
nao-hiperbdlica do modelo proposto no Capitulo 3. Na primeira secdo a variabilidade da di-
mensdo instavel transversal ao subespaco .’ € demonstrada e quantificada pelo cédlculo exato da
medida de contraste, definida na Eq. (2.58), para periodos p arbitrdrios. Apresenta-se, também,
que a convergéncia de trajetérias tipicas para . quando A; < 0 é afetada pela presenca e in-
tensidade da variabilidade da dimensdo instavel nesse subespaco. Na Secdo 4.2, o efeito da
introducdo de perturbacdes no sistema estd ilustrado pela evolucao temporal de trajetdrias sob
a acdo de um ruido estocdstico. A fim de caracterizar, topoldgica e metricamente a dinamica do
sistema com ruido, uma perturbacdo no parametro das dinamicas locais € introduzida na Secao
4.3.1, definindo um sistema de mapas quase-idénticos acoplados. Ainda nesta se¢do, a evolugdo
temporal desse sistema € investigada numericamente. Nas duas tltimas secdes o posiciona-
mento das drbitas periddicas instaveis, bem como a medida associada a estas, é estudado. Tais
orbitas sao obtidas pelo método descrito no capitulo anterior. O estado estaciondrio assintdtico
do sistema é determinado numericamente e em funcdo do conjunto de todos os pontos p-fixos
do sistema, demonstrando-se a concordancia entre ambas abordagens. Como consequéncia,
a validade da Eq. (2.50) € verificada para um sistema nao-hiperbdlico com variabilidade da
dimensao instdvel; é dada uma resposta positiva a conjectura de que solucdes numéricas repre-
sentam bem a estatistica desses sistemas e, por fim, 0 mecanismo para a suposta magnificacao

de ruido em sistemas com variabilidade da dimensdo instavel transversal é descrito.
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4.1 A variabilidade da dimensao instavel transversal

4.1.1 A medida de contraste

Conforme descrito na Secdo 2.4.2, a medida de contraste, dada pela Eq. (2.58), € um
quantificador preciso para o estudo da variabilidade da dimensao instavel, pois pondera sobre
0 peso estatistico de Orbitas periddicas com dimensoes instdveis distintas. Para o calculo desse
medida faz-se necessdria a determinacao do conjunto de pontos p-periddicos do sistema. Como
indicado na Figura 2.6, a caracteriza¢do se torna mais precisa com o incremento do periodo
p considerado. Embora existam métodos numéricos eficientes e precisos para a determinacao
dos pontos p-periddicos, devido ao crescimento exponencial da quantidade de tais pontos com
o periodo, a caracterizacdo da variabilidade da dimensao instdvel via medida de contraste nem
sempre € satisfatoria. Isso se deve a limitacdo dos recursos computacionais para o célculo do

conjunto de todos os pontos p-periddicos.

No modelo proposto no capitulo anterior, entretanto, a variabilidade da dimensao instavel
ocorre em um subespaco invariante do sistema. Devido a dinamica local assumida, regida pelo
mapa do bangald, uma expressao analitica e exata para a medida de contraste para periodos p
arbitrarios pode ser determinada. Assim, a caracterizacdo do grau de ndo-hiperbolicidade do
sistema da Eq. (3.9), indicada na Figura 4.1, € possivel. A derivagdo aqui apresentada pode
ser estendida para a andlise da variabilidade da dimensdo instavel de qualquer sistema cuja
dindmica no subespaco invariante seja linear por partes (isso inclui, por exemplo, o subespago

de sincroniza¢do de redes compostas de N mapas lineares por partes acoplados).

A determinacdo da medida de contraste C,, Eq. (2.58), requer o calculo dos autovalores
de todos os pontos p-fixos do sistema. Os autovalores longitudinais fornecem o peso associado
a cada ponto p-fixo e os transversais definem sua dimensdo instavel. Valendo-se da relativa

simplicidade da dinamica simbdlica do mapa do bangalo, representada pelo grafo na Figura
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05 . — 1
04 t 1+ 4 0.8
03 1k 4 06
a Cioo
02 1t o4
0.1 . 0.2
0 1 I 0

Figura 4.1: A medida de contraste C,, com p = 100, indicada em escala de cores, calculada no
subespaco invariante . da Eq. (3.9) em func¢do da dindmica local, Eq. (3.1), parametrizada por
a, e da dindmica transversal, parametrizada por A| = A;, sendo a intensidade do acoplamento €
determinada pela Eq. (3.18). A linha vertical tracejada representa € = € (0,a), valor para qual
o subespago . altera sua estabilidade transversal. Fonte: o autor.

3.1(b), tais autovalores podem ser sistematicamente calculados. Seja Ty, a matriz

A D D

2)
0 0 0 1

Sy
[le

@.1)
0o 0 0 )

LRI

Uma vez que t‘(,f) = 1Vi recupera a matriz de transferéncia 7" do mapa do bangald, Eq. (3.6),
a matriz dada na Eq. (4.1) € dita uma matriz de transferéncia generalizada. Exatamente como

[T7], j Tepresenta o nimero de caminhos distintos com p passos no grafo da Figura 3.1(b) ini-

ciados em i e que alcancardo j, os elementos de [Tlﬂ i retém o itinerdrio de cada um desses
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caminhos possiveis. Por exemplo,

[T3]11 =3,

ou seja, existem trés caminhos distintos iniciando em /; que retornardo a esse intervalo apds 3

passos, €

73], = R P D,

especificando os trés itinerdrios possiveis como 111, 124 e 134. Como os intervalos de lineari-
dade do mapa do bangald definem uma particao geratriz de @, qualquer itinerario indicado por
um elemento na diagonal de Tl,’,’ representa um ciclo periédico do mapa f. Assim, o trago de
Tlf,’ fornece todos os itinerarios p-periddicos possiveis para o grafo da Figura 3.1 e, consequen-

temente, para os pontos p-periddicos imersos em ..

A unica ressalva a ser considerada na associacao dos itinerarios periddicos dados pelo trago
de Tll’,7 com os pontos p-periddicos do mapa do bangald € o ponto fixo x* = 1 — a. Pela defini¢ao
do mapa, esse ponto estd sempre na fronteira dos intervalos I3 e I; (ponto de ndo diferencia-
bilidade de f) e a vizinhanca a esquerda de x* mapeia a vizinhanga a sua direita, e vice-versa.
Assim, o ponto fixo x* é caracterizado pelo itinerdrio periédico 343434 --- = 34 que seria, er-
roneamente, associado a uma Orbita de periodo 2, contendo dois pontos 2-fixos. Portanto, ao
elemento [Tlﬂ 44 deve ser subtraido (tf,f )tl(; )),;/2 quando p é par e adicionado (tl(; )t$ ))p/z

quando p é impar.

p trTlf,’

! W4 (1)

2 <tl(,,1)>2—|—2t‘(,,2)t$)—|— <t$>t§f)>

3 D

4| () +a () 12 14 (1)) ) 14 (80) 2 (1) + (400)

Tabela 4.1: Lista do trago das primeiras p-ésimas poténcias da matriz de transferéncia genera-
lizada, Eq. (4.1), ja aplicada a correcdo relacionada ao itinerario do ponto fixo x* =1 —a. Em

(3) (4))1’/2

azul (vermelho) estdo indicados os termos corrigidos pela adi¢do (subtragdo) de (tw by

1

Observada essa pequena’ ressalva, uma lista do traco de le’,7 para ps pequenos estd indicada

Note que para p >> 1 essa corregio se torna desprezivel.
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na Tabela 4.1. Por exemplo, no tragco de Tv‘} ficam claros os pontos fixos, a 6rbita de periodo
dois e os 12 pontos de periodo 4. Mais ainda, vé-se que o traco de Tl,’,’ representa uma soma
sobre todos os pontos p-fixos do mapa do bangald, sendo cada termo ponderado pelo nimero

()

de pontos p-fixos associados aos respectivos simbolos (indices e expoentes de 7y,

A expressdo para a medida natural em termos das Orbitas periddicas requer o somatdrio,
sobre todos os pontos p-fixos, de L(x), a magnitude do produto dos autovalores instdveis de
DFP? (x). Para mapas lineares por partes, esses autovalores dependem apenas dos intervalos
de linearidade visitados pela drbita p-periddica. Para mapas unidimensionais, como o mapa
do bangald, a matriz Jacobiana € substituida pela derivada do mapa e essa derivada nao mais
depende da ordem cronoldgica em que os intervalos de linearidade sdo visitados. Fica agora
evidente a motivagdo para a definicdo da matriz de transferéncia generalizada, Eq. (4.1), e

() _ ||~

das elucubracdes sobre o traco de Tl,’,) . Fazendo-se 1,/ = , ou seja, associando-se ao
itinerario dos intervalos visitados /; o inverso da magnitude da derivada de f, dados pela Eq.

(3.3), obtém-se
—1

w(@) =Ty,  w=|p| 4.2)

sendo 1, (w) definido pela Eq. (2.50) a periodo p finito.

Como o autovalor transversal de cada ponto p-fixo de F' € dado, segundo a Eq. (3.15), por

ni(q)=01-2¢)"n(q)), (4.3)

sendo ¢ um indice associado a cada ponto em ﬁp (F,.7), a Eq. (4.2) fornece, termo a termo,
toda a informacdo necessdria para o cdlculo da medida de contraste. Cada termo representa a
medida associada a todos os itinerdrios possiveis cujos simbolos sdo determinados pelos ex-
poentes de l//(i), e os coeficientes desses termos representam a multiplicidade dos respectivos
autovalores. Determinando pela Eq. (4.3) a estabilidade transversal de cada termo, as medi-
das associadas aos pontos p-fixos transversalmente estaveis e instdveis, dadas respectivamente

pelas Egs. (2.56) e (2.57), sdo determinadas.

Assim, a determina¢do da medida de contraste depende somente do cdlculo do traco indi-

cado na Eq. (4.2), que pode ser facilmente obtido pela relacdo entre o traco de uma matriz e
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seus autovalores [52]:
N
ul" =Y 1 (4.4)
i=1

sendo 7" a n-ésima poténcia de 7', uma matriz quadrada N-dimensional cujos autovalores sao

Ti.
Os autovalores de Ty, podem ser encontrados a partir da fatora¢do do determinante carac-

teristico [52],
sendo [ a matriz identidade quadridimensional. Substituindo e fatorando, tem-se

A g DD

(1) (1) (1)
(2) v v
det 5) = tdet 0 —T ty — 1y det 0 o —t1 |=0.
0 0 Ty @& W @ @@
t(4) t(4) t(4) T 4 v 4 v
% v ly —
Resolvendo para 7, encontra-se
4.5)

tl(,,l) +6
Ti2=—"—> e T34 =0,

(3)

sendo
0= \/<t$)>2+4t$) (tf,,z) +1y >

por simplicidade de notacdo. Assim, o traco na Eq. (4.2) € obtido pelas Eqs. (4.4) e (4.5):

4 t(1)+9 p t(l)_e p 1 & n I k B
eg=Er= (M) (S70) g B ] @y e,
i=1 =0\ k
(4.6)
n n! ~ . ~
sendo = H(u_g) & hotagdo para a combinacdo de n elementos k a k.

k
A fim de se obter uma expressao para tr TIII,’ e termos explicitos dos autovalores, 8" pode

ser escrito como

k[ n—k
A

2w
0\ w i)> YO @) @)@ e

{a
ly



78

de tal modo que

p p B 2t 1\P2"
uTy= = k;) . [1+(—1)” "] Z <§) X
= w=0

SN[y @ e

observando que o termo [1 +(=1)? 7"} elimina todos (p — k) impares. Deve-se observar, no

entanto, a correcao a expressao (4.8) exemplificada na Tabela 4.1.

A Eq. (4.8) fornece, portanto, todas as possiveis combinagdes dos simbolos associados aos
. . . . . ni np
intervalos de linearidade /;. A soma dos coeficientes de um determinado termo, (tl(,,l )) (tl(,,z )) X
1) " T " t i d t fi ja Orbita a t isita n;
v v representa o nimero de pontos p-fixos cuja Orbita a tempo p visita n; vezes

cada intervalo /;.

(i) _ B
Fazendo by =

B

cada termo e tl(,j) = ‘(1 —2¢) ﬁa(i)

na Eq. (4.8) para calcular o peso dos pontos p-fixos associados a

para determinar a respectiva dimensao instavel, a medida de

contraste para p = 100 foi calculada como uma fun¢do do parametro a da dindmica local e do
expoente de Lyapunov transversal, A |, determinando a intensidade de acoplamento € pela Eq.
(3.18). Os resultado estd indicado em escala de cores na Figura 4.1. A opg¢do de parametrizar o
acoplamento por A, ao invés de € no célculo da medida de contraste visa salientar que, para um
mesmo expoente de Lyapunov transversal, a intensidade da variabilidade da dimensao instdvel
pode ser bem distinta. Destaca-se que a Figura 4.1 apresenta regides suaves-por-partes. As
curvas limitrofes dessas regides sdo determinadas pelos parametros em que algum itinerdrio
ny, ny, n3 € ng resulta em |1, | = 1. Como o mapa (3.9) é linear por partes, essas regides sao

suaves-por-partes para qualquer p finito.

A Figura 4.1 mostra o intervalo de parametros para o qual o sistema (3.9) € nao-hiperbdlico,
caracterizando a variabilidade da dimensdo instdvel como um fendmeno tipico e robusto, pois
o conjunto dos pontos no plano a x € (A, ;a) para os quais C,, # 1 possui medida de Lebes-
gue positiva. Verifica-se, também, que a nao-hiperbolicidade de .¥ ndo estd associada com a

estabilidade transversal desse subespaco. Nas se¢Oes seguintes apenas os casos com A < 0
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foram analisados pois apenas quando . é transversalmente estavel os efeitos da perturbagcao

sao evidentes.

Por fim, destaca-se que para a = 1/3, caso em que o mapa do bangald recupera o mapa da
tenda, C, = 1 para todo A4, caracterizando o sistema composto de dois mapas da tenda aco-
plados como hiperbélicos. E justamente apenas nesse caso em que a convergéncia monotdnica
das trajetdrias ao subespaco de sincronizagdo € observada e demonstrada. Deve-se ressaltar, no

entanto, que apenas a hiperbolicidade da dinamica ndo garante essa convergéncia monotona.

4.1.2 A convergéncia ao subespaco invariante .

O efeito da variabilidade da dimensdo instdvel transversal a . pode ser verificado na
convergéncia de trajetorias tipicas ao subespago de sincronizagdo, quando este € transversal-
mente estidvel (A, < 0). De um modo geral, espera-se que a convergéncia a . se dé, em
média, a uma taxa exponencial dada pelo maior expoente de Lyapunov transversal a .%. Por-
tanto, para salientar o efeito da VDI transversal a ., a evolugdo temporal da distancia ao
subespaco de sincronizac¢do estd indicada na Figura 4.2 para diferentes realizagdes do sistema.
Trés parametros distintos para a dinamica local estdo representados: a = 0,25, a = 0,30 e
a = 1/3. Em todos os casos, a intensidade do acoplamento € foi ajustada pela Eq. (3.18) para
que A; = —0,01. Para destacar que os comportamentos apresentados so tipicos, 0 mesmo con-
junto de condi¢des iniciais (aleatdrias) foi utilizado para cada valor do parametro a. Percebe-se
que, embora a dinAmica transversal seja caracterizada pelo mesmo expoente de Lyapunov trans-

versal, o comportamento dinamico nos trés casos € bastante distinto.

Primeiramente, para a = 1/3, observa-se a convergéncia monotdnica das trajetorias para .,
conforme demonstrado na se¢@o 3.2.1. O decaimento de log, |z,| com n é dado por A, /log 10.
Neste caso, o sistema € hiperbdlico e ndao ha VDI, como foi quantificado pela medida de con-
traste na secdo anterior (Figura 4.1), pois C, = 1 para qualquer p quando a = 1/3. Deve-se
salientar, no entanto, que a hiperbolicidade de F' ndo implica a convergéncia uniforme das tra-

jetorias [S1].

Para os outros dois casos indicados na Figura 4.2, observa-se |z,| — 0 para n — oo mas a
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Figura4.2: A série temporal do logaritmo (na base 10) do valor absoluto de z,, = (xg,l) — xf,z)) /2
para diferentes valores de parametros do sistema com A, = —0,01. Em tons de verde (respec-

tivamente azul e vermelho) estdo indicadas as evolucdes de trés condi¢des iniciais tipicas para
a=0,25(a=0,30e a=1/3), cuja medida de contraste em .% é Cjoo = 0,2065 (Cj9p = 0,5508
e Cioo = 1,0000). A trajetdria com z5090 > 10~ 14 alcanga . para n ~ 10.000 (ndo mostrado
para ndo prejudicar a visualizac@o da figura). Fonte: o autor.

convergéncia nao ¢ monotdnica. Esse comportamento coincide com o fato de que, para esses
parametros, F é ndo-hiperbdlico pois existe variabilidade da dimensao instdvel transversal a
7. Percebe-se, também, que a evolucio temporal de z, € mais irregular para a = 0,25 que
para a = 0,30 embora, novamente, a dindmica transversal seja caracterizada pelo mesmo A .
O que difere, nesses dois casos, € a intensidade da VDI, quantificada pela medida de contraste:
Ci00 = 0,2065 para a = 0,25 enquanto que Cjgg = 0,5508 para a = 0,30. Ou seja, a VDI
¢ muito mais intensa quando a = 0,25, causando uma maior flutuagdo na série temporal da

distancia ao subespaco de sincronizagao.

Ainda na Figura 4.2 fica claro que a ndo-hiperbolicidade de . ndo dificulta, necessari-
amente, a sincronizacdo de caos. O mecanismo dinamico responsavel pela VDI transversal

fornece, simultaneamente, “barreiras” e “atalhos” a sincronizagdo. A existéncia de Orbitas
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periddicas transversalmente muito instaveis, responsaveis pelo rdpido distanciamento da tra-
jetdria de . € condicao suficiente para a existéncia de orbitas periddicas transversalmente muito
estdveis, responsaveis por uma convergéncia mais rapida a ., devido a imposi¢ao A| < 0. Esse
mecanismo foi descrito e quantificado por Lai e colaboradores [53, 54], além de outros auto-

res [27,55,56], no estudo de bifurcacdes do tipo blowout.

4.2 O efeito do ruido

O comportamento apresentado na Figura 4.2 foi utilizado para argumentar que sistemas
dinamicos ndo-hiperbdlicos via variabilidade da dimensao instdvel seriam extremamente sensiveis

a adi¢do de ruido [18]. Seja o sistema (3.9) perturbado na seguinte forma:

Xnp1 =Af (xn) +&, (4.9)

sendo &, um ruido aleatério” satisfazendo |&,| =& < 1 para todo n. A motivagdo dessa forma
ruido € simular os efeitos de erros de truncamento e arredondamento presentes em simulagdes
numéricas de sistemas dinamicos, erros esses que podem ter implicacdes severas em sistemas

dinamicos nao-hiperbdlicos (vide Se¢ao 2.1.4).

A evolugao temporal da Eq. (4.9) estd indicada na Figura 4.3 para o mesmo conjunto de

parimetros utilizados na Figura 4.2, fazendo-se & = 1075, Primeiro, nota-se que, evidente-

mente, |z,| — 0 ndo é mais observado em nenhum dos casos.

Para a = 1/3, Figura 4.3(c), a trajetéria com a a¢do do ruido permanece nas vizinhangas de
<, oscilando em torno de |z,| ~ &. Este comportamento é facilmente explicado com argumen-
tos locais: a dindmica em . € hiperbdlica e cadtica, ou seja, perturbacdes sao magnificadas
nas direcOes instaveis e atenuadas nas direcoes estdveis. Devido a hiperbolicidade de F' em
7 essas direcOes sao bem definidas e variam suavemente em todos os pontos do subespaco de
sincronizagdo. Como A < 0, a magnifica¢ao do ruido se da apenas ao longo de .. Embora

tal justificativa pareca suficiente, deve-se salientar que, para a = 1/3, pode-se demonstrar que,

2 Assume-se que a amplitude do ruido é constante e apenas a diregdo de £, é determinada aleatoriamente, com
uma distribui¢do uniforme e d-correlacionada.
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Figura 4.3: A evolugdo temporal da Eq. (4.9) para os mesmos parametros utilizados na Figura
42: (a)a=0,25,(b)a=0,30e (c)a=1/3, e =&(—0,01;a) de tal modo que A, = —0,01
e £ =107 A linha tracejada representa o nivel de ruido adicionado a cada iterada do mapa.
Fonte: o autor.

na auséncia de ruido, |z,| descresce monotonicamente com n, em qualquer ponto de Q (e ndo

apenas na vizinhanca linear de ., vide Secdo 3.2.1).

Para a = 0,25 e a = 0,30, Figuras 4.3(a) e 4.3(b), respectivamente, o ruido § = 10-°
¢ magnificado em varias ordens de grandeza, embora A, = —0,01 em todos os casos. Estd
evidente na Figura 4.3 que a magnificacdo do ruido € mais intensa e frequente para a = 0,25,
justamente o caso (dentre os trés apresentados) em que a variabilidade da dimensao instavel é
mais intensa. A andlise local, nas vizinhangas de ., fornece uma explicacdo satisfatéria para

tal observacdo, devido a presenca de drbitas periddicas transversalmente mais instaveis para
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a = 0,25 que para a = 0,30, como discutido na se¢do anterior.

O fendmeno da magnificacdo de ruido em sistemas cadticos nao-hiperbdlicos com varia-
bilidade da dimensao instavel transversal a um subespaco invariante € tipico [18,55,57] e foi
caracterizado na literatura a partir da introducao do expoente de nao-hiperbolicidade (vide se¢ao
2.4.3). Tal expoente € determinado a partir de quantidades locais no subespaco invariante. Na
proxima secdo, uma andlise nao-local da dinamica € apresentada a partir das Orbitas periddicas
instaveis existentes em € (e ndo apenas em .¥) e da introducdo de sistemas acoplados quase-

idénticos.

4.3 O estado estacionario para sistemas quase-idénticos

Os resultados desta se¢@o sdo motivados pela seguinte observagdo: a adi¢do de um ruido &
a cada instante de tempo, considerada na secdo anterior, destroi a invariancia do subespaco de
sincronizac¢do, fazendo com que os efeitos da variabilidade da dimensdo instavel transversal a
. se tornem permanentes. Assim, mesmo quando A; < 0, o estado assint6tico do sistema nao
¢ mais o subespago .’ e uma trajetéria infinitamente longa define uma medida invariante no
espaco de fase que é ndo nulaem I' = Q\.. Esta medida caracteriza um estado estaciondrio de
nao-equilibrio, pois no momento em que o ruido é feito nulo, a convergéncia a .’ é novamente
observada. Visando construir um sistema deterministico nao-hiperbdlico cuja medida invariante
possua propriedades similares as do sistema (4.9) com & > 0, a Eq. (3.9) é reescrita da seguinte

maneira:

x,(11+)1 = (1 —8)f<x;(11);a(1)) +ef (x£,2>;a<2>)
o= 8f(X§zl);a(l)>+(l—£)f<X,(,2);a(2)) '

Na Eq. (4.10) o acoplamento ainda ¢ linear, descrito pela matriz A = A (€) dada na Eq. (3.10),

(4.10)

mas agora os parametros que definem a dinamica local sdo explicitamente distintos, al) #£
a'?. Como, tipicamente f (s;a(1)> #<f (s;a(2)>, o subespaco de sincronizagio .¥’ nao é mais
invariante mediante a acdo de F. Se f (s;a) for um mapa suave por partes, tem-se f <s, a(1)> R

f (s,a(2)> quando a) ~ a® para quase todo s € @. Nesse caso, .’ ainda é ndo-invariante
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quanto a acgdo de F, mas observa-se F (.¥) ~ ..

A seguir, na se¢do 4.3.1, esse abuso de notacdo F (.) ~ .7 esta especificado para o se-

guinte modelo: Seja

= -e)f (wsa-58/2) +ef (Pia+8/2)

) 4.11)
W= e (Wia=8/2) +(1-e) f (5a+6)2)

x—F(x):

um sistema dindmico composto de dois mapas do bangald (Eq. (3.1)) quase-idénticos linear-
mente acoplados. Por “quase-idénticos” entende-se que a) =a—6 /2 e a® =a+8 /2 com
|6] < 1 de tal modo que (a(l) — a(z)) = 0. Pode-se interpretar o sistema (4.11) como um mo-
delo para dois mapas idénticos acoplados com imprecisdo § na determinagdo do pardmetro a.
O espago de fase de F ainda é Q = ® X o, sendo ® = [0, 1] o espago de fase da Eq. (3.1). A
equacdo (4.11) ainda define um sistema bidimensional linear por partes, cuja solu¢do formal
€ dada pela Eq. (3.23), de modo que o método descrito na sec¢do 3.3 para a determinagdo dos

pontos periddicos igualmente se aplica.

4.3.1 O nivel de perturbacao

A dependéncia da dinimica do mapa do bangal6 com rela¢do a uma perturbag@o 0, |6| < 1,
(i)

A . ~ . i
no parametro a pode ser estudada considerando-se a expansao dos coeficientes BCS Ve o’ em O

até primeira ordem:

1y _ 1—=(axd) 1—-a_9o n ) O

Puis = atd a :IZE—Fﬁ(S)NBa :F;

2 _  2(@£6)  2a 20 ) 20
Puxs = 1—2(ai5)_I—Zai(l—za)ﬁﬁ(g>Nﬁ“ i(1—2a)2
2  1-3(a+0) 1-3a 0 N o (2) 0
s = 1—2(ai5)_1—2a$(1—2a)2+ﬁ(5)Na“ 227
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Os coeficientes restantes sao determinados por combinagdes lineares destes:

ols = 0

R

oly = el B 0
N

il = Bls=p"=

Assim, para uma condi¢do inicial tipica s € [;, tem-se

A )= 1fa ()~ furs ()1 =| (B s+ o) = (B g5+ a5 )| = | (B = B)5) s+ (ol — o

Aqui e no que segue, assume-se que os intervalos de linearidade /; do mapa f, e f, s sdo os
mesmos. Como a medida de Lebesgue destes intervalos depende linearmente de a e f, é uma

funcdo continua em @ = [0, 1], a intersecc@o de Iﬂ(,i) com Ic(l'rsl) tem medida de Lebesgue 6 e

medida natural proporcional a §. Uma vez que 0 € uma perturbagdo no pardmetro satisfazendo

|6| < 1, o erro introduzido na aproximagio / W =@

s = ¢ desprezivel.

Assim sendo, obtém-se

(

A(ilg(s) = ‘:I:a%s — %S
(2) — 20 s o s B
s M50 = FemE | = ahpa-2
3) . 25 5 5
A:té (S) = ‘i(172a)zs:F (—227| = (-2ap (2S— 1)
A5G0 = Rl = d0ey

Portanto, o erro médio obtido em uma iterada do mapa do bangalé6 com uma incerteza 8 no

parametro a é dado por
Bis)= [ Ars(s)au ()
sendo du (s) = p (s)ds dado pela Eq. (3.7). Como a densidade natural invariante do mapa do

bangal6 € constante por partes, tem-se

4 . .
= Y [, a0 0 as

i=1/1a

[ A5 () du ()

i)
+6

)|
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com

/1(1) A(il?(i (s)ps’ds =

(=%

[ A% pl%as (2_13a)
(%)
(

5 2o (@—atyg)
((1—2a>2>/a A2 ds = T 2P’
5 o o (@—a+g)
<(1_2a>2>/1/2 (25 1)ds_<2_30)(1_2a)25

msa) (@) [ 0= s

/1(3) A(i)s (s)psds =
/1(4) A(ﬁ()s (s)psds =

tal que

(Arg)=—— =8D(a). (4.12)

Logo, percebe-se que (A.g) € linear em &, mas possui uma dependéncia ndo-trivial com a.
D (a) possui seu minimo em a = 1/3, exatamente no caso em que o mapa do bangald recupera
o mapa da tenda. Para 0 < a < 1/3 o coeficiente D (a) é crescente e ilimitado com o decréscimo
de a, observando-se D (a) ~a ! para0 < a < 1/3. Para 1/3 > a > 1/2, D(a) é crescente com
a tal que

lim D(a)=2.
a—1/2

Determinado o efeito médio da perturbagdo no parametro do mapa do bangald, pode-se carac-

terizar a acdo da Eq. (4.11) no subespaco de sincronizacio .#. Seja

Axn+1 =

=il =11=2el £ (- 8/2) = (7104 8/2) .
Assim, a discrepancia da evolucdo de um estado s € . é dada por
As=[1-2¢[|f (s;a—8/2) = f(s;a+8/2)],
de tal modo que
(As) = |1 =2¢|(|f (s;a—6/2) = f(s:a+8/2)|) = [1—2¢| D(a) 6, (4.13)

Nota-se que esta discrepancia média representa a acdo média a tempo 1 da evolucao de dois ma-
pas quase-idénticos. Evidentemente, devido a natureza cadtica das dindmicas locais, qualquer

discrepancia é magnificada, em média, por um fator eM a cada instante de tempo. A expressao
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(4.13) indica qual o valor de 0, para a e € dados, que resultard em uma discrepancia média
(As). Ou seja, pela Eq. (4.13), pode-se determinar o nivel de perturbagdo & nos pardmetros da
dinamica local para que o subespago de sincronizagio . seja deformado de maneira andloga a

adi¢do de um ruido com médulo & = (As) nas varidveis de estado.

Assim, o efeito da adi¢do de ruido & no sistema (4.9), pode ser deterministicamente mode-

lado pelo sistema (4.11) fazendo-se

8

5:—|1—2g|0(a)' (4.14)

Deve-se salientar que € deve estar limitado entre €. (a) < € < €. (a), dados pela Eq. (3.20),
de modo que . seja transversalmente estivel (no regime & = 0). Mais ainda, & deve ser
suficientemente pequeno para que a aproximacao linear nos coeficientes da dindmica local seja

vélida.

Na Figura 4.4 estdo indicadas trés evolucdes temporais tipicas para o sistema composto
de dois mapas do bangald quase-idénticos acoplados, Eq. (4.11). Para efeito de comparagao,
os parametros foram ajustados de acordo com os utilizados na evolucdo do sistema com ruido
aditivo, Eq. (4.9), Figura 4.3. Nos trés casos da Figura 4.4, a intensidade do acoplamento € foi
ajustada para que A, = —0,01 pela Eq. (3.18) e entdo o desvio & nos parametros da dindmica
local foi determinado pela Eq. (4.14) (§ =1,22x107%, § =1,32x10%e § =1,34 x 107

nas Figuras 4.4 (a), (b) e (c¢), respectivamente).

As Figuras 4.3 e 4.4 devem ser comparadas qualitativamente. Primeiro, em ambas a con-
vergéncia |z,] — 0 com n — o ndo é mais observada, como esperado. Segundo, a agdo da
perturbacdo 6 nos parimetros da dinidmica local na Figura 4.4 recupera alguns aspectos apre-
sentados pelo sistema sob acdo de ruido, Figura 4.3: a distancia da trajetdria ao subespaco .
fica oscilando em torno do nivel de ruido & ~ 10~° no caso hiperbdlico, Figura 4.4(c), e exibe
afastamentos em varias ordens de grandeza nos casos ndo-hiperbdlicos, Figuras 4.4(a) e Figura

4.4(b), sendo tais afastamentos mais expressivos e frequentes para a = 0,25 que para a = 0, 30.

A principal diferenca entre os resultados da Figura 4.3 e Figura 4.4 € o sistema dinamico

que os geraram. Enquanto que no primeiro ha a adi¢dao de ruido, o segundo é um resultado
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Figura 4.4: A evolucdo temporal do sistema (4.11) com € ajustado para A, = —0,01, o dado
por (4.14) com & = 10 %e(a)a= 0,25, (b)a=0,30e (c) a=1/3. A linha tracejada representa
o nivel de ruido & = 10~ a ser simulado pelo desvio nos pardmetros a'!) = a — § /2e a? =
a+ 6/2. Fonte: o autor.

puramente deterministico. A invariancia de . € quebrada devido a prépria a¢do do mapa, mas
a Eq. (4.11) ainda permite a determina¢do exata das Orbitas periddicas instaveis em Q. Na

proxima se¢do estd demonstrado como estas orbitas explicam o comportamento observado nos

dois sistemas e, ainda, como caracterizam o estado estaciondrio da Eq. (4.11).

4.3.2 As orbitas periodicas instaveis

Essa secdo pode ser considerada uma abordagem topoldgica ao fendmeno observado na

secdo anterior. Valendo-se da linearidade por partes da Eq. (4.11) e do método descrito na Secao
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3.3, o conjunto de pontos p-fixos da Eq. (4.11) pode ser determinado. Como descrito na Secao
2.3.1, a localizagdo (bem como os autovalores) dos pontos periddicos fornecem informagdes

sobre a dindmica.

Na Figura 4.5 estd indicada a localiza¢do dos pontos p-fixos para dois mapas do bangald
idénticos acoplados, Eq. (3.9), Figuras 4.5(a) e 4.5(c), e para dois mapas do bangald quase-
idénticos (6 = 1,22 x 1079 acoplados, Eq. (4.11), Figuras 4.5(b) e 4.5(d), com a = 0,25,
A, =—0,01 e p =20 em todos os casos. Note que o exemplo dado na se¢do 3.3 para o calculo
dos pontos periddicos descreve a metodologia utilizada na geracdo desse resultado. As Figuras
4.5(c) e 4.5(d) indicam a (o logaritmo na base 10 da) distancia que os pontos p-fixos estdo do

subespaco ..

(@) ' _ (b)

0 05 xM 1 0 05 x® 1

0 05 u 1 0 05 u 1

Figura 4.5: Representacdo de todos os pontos p-fixos para a = 0,25 e A| = —0,01 para os
mapas idénticos (coluna da esquerda) e quase-idénticos, com & = 1,22 x 107 (coluna da di-
reita), acoplados. Na primeira linha, os pontos p-fixos estdo indicados em Q = [0, 1] x [0, 1].
Na segunda, o sistema de coordenadas foi rotacionado, via Eq. (3.16), para salientar a

localizagdo e a estrutura das Orbitas periddicas nas vizinhangas de .%: u = <x(1) +x(2)> /2 e

= <x(1) —x(2)> /2. Os pontos p-fixos em vermelho pertencem a ¥, e os em azul a .77}, (vide
Eq. (4.15)). Em todos os casos, p = 20. Fonte: o autor.

Como descrito na Secdo 3.3, cada 6rbita p-periddica pode ser unicamente representada por
uma sequéncia de simbolos S, associados a sequéncia de intervalos de linearidade do mapa

visitados pela 6rbita. Seja S, (¢) uma sequéncia simbdlica que caracterize um ponto p-fixo
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x, (¢) indexado por ¢ tal que

$0= 6@ = (@l @).  Fen@e (g, xlp, )

Ou seja, s,(cl) (q) representa o indice do intervalo de linearidade que contém o i-ésimo com-
ponente da k-ésima iterada de x(g). Evidentemente, para mapas idénticos acoplados, todos e

somente os pontos p-periédicos imersos em . satisfazem s,(cl) (q) = s,(cz) (@) Vk=0,1,--- ,p—1.

Assim, os pontos p-peridédicos podem ser separados em dois subconjuntos .7, e ¥,:

A= Aw@en@n Tl o @] =0} s
9 = {n(@) e @F) |4 @57 @) >0} =7, @F)\%

Ou seja, para sistemas compostos de mapas idénticos acoplados, ¢, C . ¢ ¥, CI',sendo I' =
Q\.7. Assim, denomina-se qualquer x,, (¢) € .7, de um ponto p-fixo associado a sincronizagdo
e qualquer x, (q) € ¢, de um ponto p-fixo associado a dessincronizagdo. Uma vez que ma-
pas quase-idénticos acoplados representam pequenas perturbag¢des nesses subconjuntos, essa
denominagdo serd mantida em ambos os casos. Na Figura 4.5 os pontos p-fixos pertencentes a
J, e 9, estdo indicados em azul e vermelho, respectivamente. Na Figura 4.5(c) os pontos em
Jt, C ./ foram deslocados de log; |z| = —co para log; |z| = —12 para efeitos de vizualizag¢do

apenas.

As Figuras 4.5(a)—(d) apresentam uma explicacao topoldgica aos comportamentos apresen-
tados nas Figuras 4.2 e 4.4. Para o caso de mapas idénticos acoplados, coluna da esquerda
da Figura 4.5, observa-se que ¢, possui alguns poucos pontos proximos a . e uma grande
densidade de pontos distantes de .. Como discutido e demonstrado na secdo 4.1.1, ocorre
variabilidade da dimensao instdvel transversal a . e, portanto, trajetérias proximas, mas fora
de ., podem ser repelidas por um tempo finito. Seja {x;} uma dessas trajetdrias. E possivel
que em um dado instante de tempo n essa trajetdria se afaste de . e alcance a vizinhanca de um
ponto x, (g) pertencente a %,. Assim, para algum m finito?, observa-se x, 11 ~ F* (x, (¢)) para
k=0,1,---,m. Ao escapar das vizinhancas de x,(g), a trajetoria pode voltar as vizinhancas

de . ou alcangar a vizinhanga de outro ponto p-periédico contido em %,. Esse mecanismo,

30 valor exato desse m depende do quio préximo a trajetéria estd do ponto p-periédico e da magnitude do
maior autovalor da matriz Jacobiana de F? calculada sobre esse ponto.
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completamente andlogo a existéncia de uma sela (ou repulsor) caético em I', explica o compor-

tamento errdtico de z, na Figura 4.2 antes de |z,| — 0.

Para o caso dos mapas quase-idénticos acoplados, Figuras 4.5(b) e (d), observa-se que os
conjuntos %, € ¢, se misturam em uma grande regido do espago de fase. Isto se deve princi-
palmente ao fato da quebra da invariancia de .’ quanto a F'. Assim, 0 mecanismo transiente
descrito acima para a Eq. (3.9) torna-se permanente para a Eq. (4.11), pois .77}, ndo estd mais
contido em um subespaco invariante. Note que os resultados apresentados para o sistema pertur-
bado por ruido, Eq. (4.9), na se¢do 4.2, sdo igualmente explicados por este mecanismo, apenas

sendo o ruido a causa das recorrentes visitas de trajetorias tipicas as vizinhangas de ¥,,.
A Figura 4.6 sintetiza em um esquema o mecanismo dinadmico descrito nessa se¢ao.

A partir da relac@o entre as Orbitas periodicas instaveis e a medida natural invariante de
um sistema dindmico, Eq. (2.50), os argumentos heuristicos e topoldgicos aqui apresentados
sdo quantificados, na proxima se¢do, a partir da abordagem métrica do sistema (4.11). Vale
salientar que a validade da Eq. (2.50) é demonstrada apenas para sistemas hiperbdlicos [39],
tendo sido verificada para sistemas ndo-hiperbdlicos via tangéncias homoclinicas [58, 59], e
sendo originalmente aplicada em sistemas com variabilidade da dimensao instavel no presente

trabalho.

4.3.3 A medida natural invariante

Seja, nessa se¢do, F o sistema formado por dois mapas do bangal6 quase-idénticos acopla-

dos, Eq. (4.11).

Uma vez que, tipicamente, os intervalos de linearidade de F* nio definem em Q um par-
ticionamento de Markov (para k finito), os intervalos em que a densidade natural invariante €
constante por partes nao sao facilmente identificados. Portanto, para a caracterizacdo métrica

da dinamica de F' o seguinte particionamento de € foi utilizado:

%ij 2931']' (8) = {XE Q: LX(I)/SJ =i, Lx(z)/é‘J Zj}, (4.16)
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Figura 4.6: Representacdo esquematica do mecanismo para a magnificacdo das perturbacdes
em sistemas com variabilidade da dimensdo instavel transversal, presente na dire¢do vertical.
As caixas azuis e vermelhas ilustram, respectivamente, as vizinhancas de orbitas periddicas per-
tencentes a 77, com dimensdo instdvel um e dois. As caixas verdes ilustram as vizinhangas das
drbitas pertencentes a . As setas pequenas, formando um sinal de +, ilustram as autodire¢des
estaveis (em azul) e instaveis (em vermelho) dos pontos p-fixos, representados por . As se-
tas grandes ilustram transicdes possiveis entre as caixas. Seguindo as setas verdes, a trajetoria
mantém-se nas vizinhangas de ¥,; seguindo as amarelas, nas vizinhangas de .7Z;,. As setas em
vermelho ilustram as transi¢des de .77, para ¥, e as azuis, de ¢, para JZ,,. Note que essas duas
tltimas estdo relacionadas com a dimensio instdvel dos pontos pertencentes a .7,. Fonte: o
autor.

sendo, para qualquer x € R,

= k<xj},
[x] = max {k < x}

ei,j=0,1,---,B. AEq. (4.16) define um gradeado particionando © em B? caixas de tamanho

€. Define-se a medida natural invariante da parti¢do %;; como

1 (%ij) :IéiHif‘N (%)),
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sendo

i (%) :%#{o<n<N:F"(xo)e%ij}, (4.17)

para qualquer xq tipico. Desconsidera-se, aqui, a possibilidade da dependéncia de u (%’i j) com

xo. Nos limites N — e € — 0 a Eq. (4.17) reproduz a densidade invariante de F:

p(x) = lim lim FLN (%z‘j (8)), xE%’U (8)

E—30N—o0

(b)

e
N

()

log jpp (Bij)
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Figura 4.7: Estimativa para a medida natural invariante em um gradeado com caixas quadradas
de lado £ = 1072, indicada na escala de cores, para o sistema (4.11) coma = 0,25, 1, = —0,01
ed=122x10"° gerada (a) via Eq. (4.17), com uma trajetéria numérica tipica com N = 108
pontos e (b) via Eq. (4.19), utilizando o conjunto de todos os pontos p-fixos em  com p = 18.
Fonte: o autor.

Para efeito da caracterizacdo numérica da medida natural de F', as particdes e as trajetorias
consideradas devem ser, evidentemente, finitas. Os resultados aqui apresentados foram gerados

2 ¢ 0 niimero de pontos N fornece

com N = 103 e ¢ = 1072, A razio entre o niimero de caixas £~
uma estimativa da flutuagao estatistica na determinacgdo de fi (,%’i j) uma vez que, para mapas
lineares por partes, p (x) é, tipicamente, finita. Na Figura 4.7(a) essa estimativa numérica para
a medida natural no gradeado %;; estd indicada em escala de cores para os mesmos parametros
na Eq. (4.11) utilizados na secé@o anterior: a = 0,25, € = €(A,,a) com A, = —0,0l ¢ § =
1,22 x 1079 ajustado por & = 107° pela Eq. (4.14). Percebe-se que a maior densidade da

medida natural se concentra nas vizinhangas de ., consistente com o fato de A, < 0 para o

caso 0 = 0. Mas fica também evidente que u (%’i j) > 0 para diversas caixas %;; com i # j, ou
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seja, caixas em I, caracterizando o comportamento ilustrado na Figura 4.4(a) como permanente.

Para os parametros utilizados, motivados pela andlise da intensidade da variabilidade da
dimensao instavel no inicio do capitulo, a medida natural é nula em uma grande regido de €2
e fortemente concentrada em torno de .. Para caracterizar o estado estaciondrio de F nas

vizinhangas de . o seguinte particionamento de € foi utilizado:

- _ x(l) _|_x(2) x(l) __x(

2)
=y (e) = {x € Q== T e =i o |

/eJ it
(4.18)

min

ou seja, considerando a rotagdo do sistemas de coordenadas, dado pela Eq. (3.16), e o logaritmo
da distancia |z| ao subespaco .. Na Eq. (4.18) |zmin| representa a menor distincia observada.
Para as perturbagdes consideradas, zmi, = 10712, A Figura 4.8(a) apresenta fi (,%_’,- j) para os
mesmos parametros da Figura 4.7(a). Observa-se que [i (@i j) concentra-se em torno de |z| &~
0 e também que [i (@i j) > 0 para caixas associadas a |z| > 8. Esse resultado corrobora as

argumentagdes sobre o estado estaciondrio de F' apresentadas nas se¢Oes anteriores.

Figura 4.8: O mesmo resultado da Figura 4.7 utilizando as caixas %; j para salientar o compor-
tamento da medida natural nas vizinhangas de .. Fonte: o autor.

A determinagdo da medida natural invariante até o momento foi realizada em termos da
evolucdo numérica de uma trajetdria tipica de F'. Para tal, fez-se uso da conjectura langada por
Y.-C. Lai e colaboradores [60] (vide secdo 2.1.4) sobre a caracterizacdo estatistica de sistemas
cadticos nao-hiperbodlicos via variabilidade da dimensao instavel: embora ndo-sombredveis, as

solucdes numéricas nesses sistemas sdo capazes de reproduzir, com alto grau de fidelidade,
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a estatistica do sistema dinamico. As Figuras 4.7(b) e 4.8(b) apresentam um resultado inde-
pendente da validade de tal conjectura, pois indicam a caracteriza¢do da medida natural de F
em termos das Orbitas periddicas instdveis. A aproximacdo de ordem p da Eq. (2.50) para o

particionamento %;; de € € dada por:

(4.19)

wy (%)) = )

xeZ,(%ij.F) Ly (x)’
sendo L, (x) a magnitude do produto dos autovalores instdveis da matriz Jacobiana calculada em
FP (x). Os valores de Wp (@i j) e Up (,@i j) estdo indicados em escala de cores nas Figuras 4.7(b)
e 4.8(b), respectivamente, para os mesmos parametros da Figura 4.7(a) com p = 18. Percebe-se
a semelhanca entre as medidas i, e fi. Na Figura 4.8 fica claro que a medida natural aproximada

pela Eq. (4.19) revela nuances existentes na medida determinada por (4.17).

Entretanto, a Figura 4.8(b) apresenta algumas estruturas ndo observadas na Figura 4.8(a).
Observa-se, por comparagao com o resultado exibido na Figura 4.5(d), que tais estruturas coin-
cidem com o posicionamento das 6rbitas periddicas pertencentes a .77, (6rbitas associadas ao
subespaco de sincronizag¢ao no caso 0 = 0). A diferenca entre os resultados das Figura 4.8(a)
e 4.8(b) € devida, essencialmente, a erros introduzidos no calculo de u, com periodo p finito.

Tais erros podem ser quantificados pela introdu¢do da seguinte quantidade

1 B—1 ~
At =5 ..ZO (1 (B1) —1p (%)) (4.20)
i,j=

A Eq. (4.20) foi introduzida na Ref. [58] para verificar a aplicabilidade da Eq. (2.50) em
sistemas ndo-hiperbdlicos via tangéncias homoclinicas. O decaimento tipico de Ay, com p €
um indicativo de que, no limite p — oo, a Eq. (2.50) fornece a medida natural de um subconjunto
&/ C Q em termos dos infinitos pontos periddicos instaveis contidos em .<7. Demonstra-se que
para sistemas hiperbolicos uniformemente expansores o decaimento de Au, € exponencial e
regido pela entropia topoldgica de F'. Em casos mais gerais, 0 comportamento decrescente
ainda € observado mas a determinacdo da forma funcional e taxa do decaimento ainda é um

problema em aberto [58].

Os resultados apresentados nessa secdo consideraram apenas os parametros tipicos a =
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a=0,25

3 6 9 : 12 15 18

Figura 4.9: A dependéncia do erro A, com p na determina¢do da medida natural em termos
dos pontos p-fixos para € = € (—0,01,a) (linhas cheias) e € = € (—0,05,a) (linhas tracejadas)
e o parametro a indicado pelas cores na legenda. Fonte: o autor.

0,25, A, = —0,01 e § = 1,22 x 107!, Tal conjunto de pardmetros foi escolhido por carac-
terizar bem o fendmeno de variabilidade da dimensdo instavel transversal intensa. Testes com
outros niveis de ruido § (satisfazendo 8§ < 10~%) e outros valores de a e A | (observando a
existéncia de VDI pelos resultados da secdo 4.1.1) apresentaram resultados semelhantes. Por
fim, para ilustrar a robusteza e eficiéncia dos resultados, na Figura 4.9 a dependéncia de Ay,
dado pela Eq. (4.20), com p estd indicado para diversos parametros. Em todos os casos,
percebe-se o decaimento do erro na determinac¢ao da medida natural com o aumento no periodo,
indicando que no limite p — oo as medidas obtidas numericamente, via Eq. (4.17), e em termos
das orbitas periddicas instaveis, via Eq. (4.19), coincidem em sistemas nao-hiperbdlicos que

apresentam variabilidade da dimensdo instavel.
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5 Conclusoes

A variabilidade da dimensao instavel € uma forma de ndo-hiperbolicidade que resulta em
severas restricdes ao sombreamento de solucdes perturbadas. Ao visitar uma regido do espaco
de fase com dimensao instavel distinta, todas as possiveis trajetdrias reais sombreantes divergem
exponencialmente da solucdo perturbada. Uma vez que a variabilidade da dimensao instavel é
um fendmeno dinamico robusto e frequente em sistemas dindmicos de alta dimensionalidade,
a quebra do sombreamento apresenta um desafio a aplicabilidade dessa classe de sistemas nao-
hiperbdlicos na construcao de modelos matemdticos, bem como a sua andlise computacional.
A partir do estudo detalhado de alguns modelos Fisicos foi conjecturado na literatura [21] que,
a despeito da quebra do sombreamento, as solu¢cdes numéricas, invariavelmente perturbadas,
seriam capazes de reproduzir a caracterizagdo estatistica de sistemas nao-hiperbolicos com va-
riabilidade da dimensao instavel. Ainda na literatura [18], uma classe de sistemas dinamicos
foi construida fornecendo uma resposta negativa a essa conjectura. Tais sistemas possuem, con-
forme definido na presente tese (Definicao 1), variabilidade da dimensdo instavel transversal
e sdo ndo robustos a perturbacgdes, i. e., suas solucdes apresentam desvios varias ordens de

grandeza maiores que o nivel de perturbacao introduzido.

Definicdo. [Repeticio da Definicio 1] Seja F : Q +— Q C RY um mapa cadtico d-dimensional.
Seja . C Q um subespago invariante, F () C ., com dimensdo d» < d. Seja, ainda, a

dindmica em . cadtica e descrita pelo mapa d o-dimensional [ : ./ — ., de tal modo que

x=F(y)=(,2) = (f(0),8,(0,2),

T
comye .S, zel'=Q0\S ex= [ y z } . O mapa f define a dindmica longitudinal e g,

a dindmica transversal a ., parametrizada por a € R. A matriz Jacobiana de F ¢ bloco-
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diagonal,
a0
DF(x)= | % ,
Jdg  dg
dy 9dz

com d & autovalores longitudinais e dr = d — d » transversais. O sistema F apresenta variabi-
lidade da dimensao instavel transversal para um dado a quando existem em . pelo menos dois
pontos periddicos, y| e y,, com periodos pi e p,, respectivamente, cujo niimero de autovalores

de DFPi (y;) associados a autodirecées instdveis em I é distinto.

A caracteristica principal dos sistemas que se enquadram na Defini¢cdo 1 é que a varia-
bilidade da dimensao instdvel €, na auséncia de perturbagdes, um efeito transiente quando o
subespaco . é transversalmente estavel. Isto porque em . a dindmica se decompde na forma
de um produto assimétrico, sendo regida apenas pelo componente hiperbolico. Assim, o estudo
de sistemas com variabilidade da dimensao instdvel transversal foi desmembrado em duas eta-
pas na presente tese: (i) a caracterizacdo da variabilidade da dimensdo instavel transversal a .7
na auséncia de perturbagdes e (ii) a caracterizagao topolégica e métrica do estado assintético do

sistema dindmico quando a invariancia de . é destruida pela introducdo de perturbacdes.

Assim, um modelo matematico que apresenta variabilidade da dimensao instavel transver-
sal foi proposto e estudado. Esse modelo é composto de mapas cadticos linear e difusamente
acoplados. Requer-se apenas que tais mapas ndo sejam uniformemente expansores e que a
sincroniza¢do completa de caos seja um estado invariante e transversalmente estavel do sistema.
Nos sistemas caodticos, a dindmica assintética € regida pela variedade instavel do atrator cadtico
que, de maneira geral, possui uma geometria fractal. O subespaco de sincronizagdo €, por-
tanto, um caso bastante simplificado de estado assintético. Em contrapartida, a dindmica nesse
subespacgo é determinada pela dinamica local escolhida. Pode-se, convenientemente, escolher
um mapa cujas propriedades dindmicas s@o bem estabelecidas. Assim, a dindmica transversal

pode ser facilmente ou, pelo menos, sistematicamente, estudada.

Nesses sistemas, a variabilidade da dimensao instavel pode entdo ser caracterizada a par-
tir da medida natural associada as (vizinhancas das) drbitas periddicas instaveis contidas no

subespaco que define a sincronizagdo. As perturbacdes estocdsticas (ou ruidos) foram subs-
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tituidas por uma perturbacdo nos parametros dos mapas acoplados: o sistema caracteriza, entao,
mapas quase-idénticos acoplados. Devido a natureza cadtica da dindmica local, tal perturbagdo
nos parametros tem efeito semelhante a adi¢ao de ruido, com a grande vantagem de ainda de-
finir um sistema deterministico. A invariancia do subespago que caracteriza a sincronizagao
completa de caos € quebrada e, portanto, as trajetorias do sistema tornam-se permanentemente

sensiveis a variabilidade da dimensao instavel.

Como um exemplo concreto, um sistema composto de dois mapas do bangal6 linearmente
acoplados foi estudado em detalhes. A linearidade (por partes) do mapa do bangald permite
um tratamento rigoroso para a caracterizacao da variabilidade da dimensao instavel transversal
ao subespaco de sincronizagdo .. A medida de contraste, que quantifica a intensidade da
variabilidade da dimensao instavel em funcdo da medida associada aos pontos p-periédicos do

mapa em .7, foi calculada analiticamente para p arbitrario.

Um método sistematico para o cdlculo das 6rbitas periddicas desse modelo foi desen-
volvido valendo-se da linearidade por partes das equacdes. Considerando as possibilidades
das transi¢oes entre todos os intervalos de linearidade do sistema, a determinagdo das Orbitas
periddicas foi computacionalmente otimizada. Tal método, além de fornecer analiticamente,
ou semi-analiticamente, o conjunto de todos os pontos p-periddicos, permitiu a separacao das
érbitas periddicas em duas classes: o conjunto das associadas a sincronizagio, .7, € 0 conjunto

das associadas a dessincronizagdo, ¥,.

O efeito da intensidade da ndo-hiperbolicidade transversal na convergéncia ao subespaco .7
foi ilustrado através da evolugdo numérica de trajetorias para diferentes parametros do sistema.
O comportamento erratico e transiente da distancia das trajetérias ao subespaco . nos casos
em que ha variabilidade da dimensdo instavel foi associado a existéncia de Orbitas periodicas

instdveis fora de .’ (o conjunto ¥,).

De posse do método analitico para a determinacdo das Orbitas periddicas instaveis, 0 me-
canismo de magnificacdo da perturbacido em sistemas com variabilidade da dimensao instdvel
transversal foi elucidado a partir da andlise topoldgica do espago de fase. Os conjuntos 7, e

¢, foram determinados para o sistema perturbado. Demonstrou-se que as 6rbitas periddicas
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pertencentes a %, e ¢, tornam-se arbitrariamente préximas nesses casos. Assim, o repulsor
associado a %p funde-se ao atrator associado a %’j, tornando as vizinhangas das orbitas perten-
centes a ¢, permanentemente acessiveis por trajetdrias tipicas do sistema. A perturbagio que
causa a quebra da invariancia de . é também a que torna as vizinhangas dos pontos em ¥,

acessiveis, explicando a aparente magnificacdo do ruido.

Os argumentos topoldgicos foram fundamentados e quantificados pela andlise métrica do
sistema perturbado. O estado assintético desse sistema foi caracterizado pelo calculo numérico
da medida natural invariante em um particionamento do espago de fase. Esta medida foi com-
parada com a obtida a partir da relagc@o entre a medida natural e as 6rbitas periddicas instaveis,
formalmente demonstrada apenas para sistemas hiperbdlicos. Uma boa concordancia entre os
dois resultados foi observada. Ademais, verificou-se a redu¢do na dispersao entre essas duas
medidas com o incremento do periodo das drbitas consideradas, para diversos conjuntos tipicos

de parametros do sistema.

A deduc¢do da medida natural em termos das Orbitas periddicas instaveis requer, como des-
crito na Sec¢do 2.3.1, o particionamento do espaco de fases em pequenas células de Markov. Para
mapas cadticos lineares por partes, os intervalos de linearidade da k-ésima iterada do sistema
se aproximam de um particionamento de Markov com o incremento de k. Assim, espera-se que
a medida natural de um sistema linear por partes seja sempre bem representada pela medida
obtida em termos das Orbitas periddicas instdveis. Fixando-se k, cada particdo do espaco de
fase € localmente hiperbdlica; regides com dimensao instavel diferentes sdo representadas por

(ou pela unido de) particdes distintas.

Portanto, a concordancia entre as medidas obtidas numericamente e em termos das Orbitas
periddicas em um sistema nao-hiperbdlico via variabilidade da dimensado instavel, original-
mente reportada nessa tese, apresenta uma resposta positiva a conjectura de Lai e colaboradores:
embora nao-sombredveis, as solugdes numéricas de sistemas com variabilidade da dimensao
instavel sdo capazes de reproduzir a estatistica do sistema como, por exemplo, a medida natural

invariante.
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5.1 Trabalhos Futuros

Uma extensao direta dos resultados aqui apresentadas € a andlise de sistemas de alta di-
mensionalidade, como os compostos por diversos mapas cadticos linearmente acoplados. O
estudo do efeito de perturbacdes no subespaco de sincronizacio de tais sistemas pode ser feito
a partir da andlise do conjunto .77, i. e., do conjunto de pontos p-periddicos associados a
sincronizacdo na auséncia de perturbacdes. Alguns métodos numéricos para a determinagao de
orbitas periodicas instaveis em sistemas cadticos, como o de Biham e Wenzel [44], associam
a cada ponto periddico do sistema um simbolo, dado pelas propriedades de estabilizacdo do
ponto. Limitando a aplicagdo do método apenas a simbolos idénticos em todos os componentes
do vetor de estado (em todas as dimensdes da rede), apenas Orbitas pertencentes a .77, sdo de-
tectadas. A localizagdo dos elementos de .77, no espago de fases, bem como a medida natural
associada a cada um dos pontos p-fixos podem caracterizar, portanto, o estado estaciondrio de
sistemas ndo-hiperbdlicos com variabilidade da dimensao instdvel transversal mais genéricos

(eg. mapa de Hendn) e de alta dimensionalidade.

Outra possibilidade que se abre ao verificar a validade da andlise estatistica dos sistemas
aqui estudados € a caracterizagao da dinamica a partir do formalismo termodindmico de sistemas
dinamicos [61], desenvolvido essencialmente para sistemas hiperbodlicos [62]. Essencialmente,
associa-se a um particionamento do espago de fase pesos estatisticos dados pelas medidas natu-
ral e de Lebesgue das parti¢cdes. Os expoentes caracteristicos do sistema, como os expoentes de
Lyapunov e as entropias, e o espectro de dimensdes podem ser entdo determinados a partir da
fungdo de particdo associada. A caracteriza¢do “termodinamica” dos conjuntos .7, € ¢, em sis-
temas nao-hiperbdlicos com variabilidade da dimensao instavel transversal perturbados pode se
demonstrar valiosa na compreensdo dos efeitos da ndo-hiperbolicidade em sistemas dinamicos

mais genéricos.
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APENDICE A - Producao bibliogrdfica de
Mar/2009 a Dez/2012

Nesse Apéndice estdo listadas as publicacdes em revistas internacionais especializadas e
indexadas no SCI (Science Citation Index) realizadas pelo autor no periodo de doutoramento,
de Margo de 2009 a Dezembro de 2012. O modelo apresentado no capitulo 3 foi também
estudado, sob diferentes aspectos, na Ref. [63] (Secdo A.1). A sincronizagdo de caos em sis-
temas hiperbdlicos foi caracterizada em termos das 6rbitas periddicas instaveis na Ref. [51]
(Secao A.2). Os primeiros resultados indicados no capitulo 4, secdo 4.1.1, foram publicados
na Ref. [50] (Sec¢dao A.3). Os demais trabalhos tratam de redes de mapas acoplados com peri-
odicidade estatistica [64] (Secdo A.4), sincronizagdo de caos em sistemas nao-autdbnomos [65]
(Secao A.6) e caracterizacao da dinamica nao-hiperbdlica via tangéncias [66] (Se¢do A.5) em
abordagens distintas e descorrelacionadas aos resultados presentes nessa tese.

A.1 Physica A, 388:2515-2525 (2009)

Titulo: Riddling and chaotic synchronization of coupled piecewise-linear Lorenz maps
Autores: M. C. Verges, R. F. Pereira, S. R. Lopes, R. L. Viana e T. Kapitaniak

Resumo (traduzido do inglés):

Investigamos a evolugdo paramétrica das bacias crivadas relativas a sincroniza¢ao
de caos em dois mapas de Lorenz lineares por partes acoplados. Crivamento sig-
nifica que a bacia de atracdo da sincronizagdo € crivada por buracos pertencentes
a outra bacia em uma escala arbitrariamente fina, causando sérias consequéncias a
preditibilidade do estado final desse sistema acoplado. Encontramos um vasto inter-
valo de parametros para o qual dois mapas de Lorenz lineares por partes acoplados
exibem bacias crivadas (globalmente ou localmente), o que indica a existéncia de
bacias crivadas em equagdes de Lorenz acopladas, como sugerido por experimen-
tos numéricos anteriores. O uso de mapas lineares por partes torna possivel a prova
rigorosa dos requisitos matemdticos para a existéncia de bacias crivadas.

Data da publicacao: 15 de Junho de 2009
DOI: 10.1016/j.physa.2009.02.015
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A.2 Physica A, 389:5279-5286 (2010)

Titulo: Synchronization time in hyperbolic dynamical system with long-range interactions
Autores: R. F. Pereira, S. E. de S. Pinto e S. R. Lopes

Resumo (traduzido do inglés):

Mostramos que o limiar para a sincronizagao completa em uma rede de mapas
cadticos nao-suaves acoplados é determinada pela estabilidade linear das direcoes
transversais ao subespaco de sincroniza¢do. Examinamos cuidadosamente o tempo
de sincroniza¢cdo e mostramos que observacdes inadequadas da evolucdo do sis-
tema levam a resultados errados. Apresentamos experimentos numéricos cuidado-
sos e uma explicacdo matemadtica rigorosa confirmando esse fato, permitindo uma
generalizacdo para redes de mapas acoplados hiperbdlicas.

Data da publicacao: 15 de Novembro de 2010
DOI: 10.1016/j.physa.2010.06.051

A.3 Physical Review E, 83:037201(4) (2011)

Titulo: Parametric evolution of unstable dimension variability in coupled piecewise-linear
chaotic maps

Autores: R. F. Pereira, R. L. Viana, S. R. Lopes, M. C. Verges e S. E. de S. Pinto

Resumo (traduzido do inglés):

Na presenca de variabilidade da dimensao instdvel as solu¢des numéricas de
sistemas caoticos sdo validas apenas para periodos curtos de observacdo. Por
essa razao, resultados analiticos para sistemas que exibem esse fendmeno sdo ne-
cessarios. Visando avancgar no sentido da obtengdo de tais resultados, estuda-
mos a evolucdo paramétrica da variabilidade da dimensao instdvel em dois ma-
pas do bangal6 acoplados. Cada um desses mapas possui intervalos de linearidade
que definem particoes de Markov, recuperadas pelo sistema acoplado no caso de
sicronizagdo. Utilizando tais particdes encontramos resultados exatos para o inicio
da variabilidade da dimensao instdvel e para a medida de contraste, que quantifica a
intensidade do fendmeno em termos da estabilidade das orbitas periddicas imersas
no subespaco de sincronizacgao.

Data da publicacao: 24 de Marco de 2011
DOI: 10.1103/PhysRevE.83.037201

A.4 Journal of Physics: Conference Series, 285:012043(8) (2011)

Titulo: Locking-time and Information Capacity in CML with Statistical Periodicity
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Autores: R. M. Szmoski, R. F. Pereira, F. A. S. Ferrari e S. E. de S. Pinto

Resumo (traduzido do inglés):

Nesse trabalho focamos o fendmeno da periodicidade estatistica em uma rede
de mapas acoplados. O estudo foi baseado nos padrdes bindrios assintdticos. A
multiplicidade dos padrdes fornece a capacidade de informacgado da rede, enquanto
a taxa de entropia permite o calculo do tempo de travamento (“locking-time”’). Nos-
sos resultados sugerem que a rede apresenta tempo de travamento pequeno e alta
capacidade de informacdo quando o acoplamento € fraco. Essa € a condi¢do para o
sistema reproduzir uma classe de comportamentos observados em redes neuronais.

Data da publicacao: 06 de Abril de 2011
DOI: 10.1088/1742-6596/285/1/012043

A.5 Physical Review E, 86:016216(5) (2012)

Titulo: Anomalous transport induced by nonhyperbolicity
Autores: S. R. Lopes, J. D. Szezech Jr., R. F. Pereira, A. A. Bertolazzo e R. L. Viana

Resumo (traduzido do inglés):

Nesse artigo estudamos como propriedades deterministicas apresentadas por
um sistema podem ser utilizadas para realizar transporte em um sistema fraca-
mente dissipativo com um potencial quase-simétrico. Mostramos que a presenca
de regides nao-hiperbodlicas ao redor das dreas de aceleracdo do espaco de fase
influenciam fortemente a aceleracdo de particulas dando origem ao transporte di-
recionado no sistema. Tal efeito pode ser observado para um grande intervalo do
parametro do potencial assimétrico fraco possibilitando a obtencao de trabalho Ttil
a partir de flutuacdes de ndo-equilibrio em sistemas reais mesmo na presenca de
um potencial quase-simétrico.

Data da publicacao: 20 de Julho 2012.
DOI: 10.1103/PhysRevE.86.016216

A.6 Communications in Nonlinear Science and Numerical Si-
mulation, 18:1491-1498 (2013)

Titulo: Effective dynamics for chaos synchronization in networks with time-varying topo-
logy

Autores: R. M. Szmoski, R. F. Pereira e S. E. de S. Pinto

Resumo (traduzido do inglés):
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Uma rede de mapas acoplados cuja topologia varia a cada instante de tempo
¢ estudada. Mostramos que a dindmica transversal da variedade de sincronizacao
pode ser analisada pela introdu¢ao de quantidades dinamicas efetivas. Essas quan-
tidades sdo definidas como médias ponderadas sobre todas as topologias possiveis.
Demonstramos que um conjunto de observagdes a tempos pequenos pode ser uti-
lizada para predizer o comportamento assintdtico da rede. Finalmente, mostramos
que é possivel obter uma rede com topologia constante para a qual o comporta-
mento dinamico € assintoticamente idéntico ao da rede com topologia variando no
tempo.

Data da publicacao: (publicacdo on-line) 23 de Outubro de 2012
DOI: 10.1016/j.cnsns.2012.10.005



