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RESUMO

Difusdo € um dos fendmenos mais importantes presentes na natureza, estando presente em diver-
sas situacdes e sendo essencial em varios contextos abrangendo situagdes que vao desde contexto
fisicos a bioldgicos. Dentro deste contexto, este trabalho tem por objetivo investigar como a
difusdo pode ser influenciada por fendmenos que podem estar ocorrendo concomitantemente,
enquanto as particulas se difundem. Particularmente, vamos comegar por abordar um sistema
limitado por superficies com a possibilidade de absorver e/ou adsorver particulas do meio e
dessorver particulas para o meio. Tais processos vao ser considerados acoplados aos processos
difusivos por meio das condi¢des de contorno, as quais também vao levar em consideracao a
cinética de interacdo entre as particulas e a superficie. Seguindo, vamos considerar o processo de
resetting e sua influéncia durante a difusao das particulas em um sistema heterogéneo. Em todas
estas situagdes utilizaremos cdlculos analiticos e numéricos para investigar o comportamento
do sistema e mostrar a variedade de comportamentos difusivos obtidos em virtude da presenca

destes processos.

Palavras-chave: Difusdo andomala. Equagdo de Langevin. Processos de adsor¢do e dessor¢ao.

Processo de resetting.



ABSTRACT

Diffusion is one of the most important phenomena present in nature. It is present in various
situations and essential in many contexts, covering physical and biological contexts. In this
context, this work investigates how diffusion is influenced by phenomena that may occur
concomitantly while particles diffuse. In particular, we will start our analysis with a system
limited by surfaces with the possibility of absorbing and/or adsorbing particles from the medium
and desorbing particles into the medium. These processes will be coupled to diffusive processes
through boundary conditions, which will also consider the kinetics between the particles and the
surface. Next, we will consider the resetting process and its influence during particle diffusion in
a heterogeneous system. In all these situations, we will use analytical and numerical calculations
to investigate the system’s behavior and show the variety of diffusive behaviors obtained from

these processes.

Keywords: Anomalous diffusion. Langevin equation. Sorption-desorption process. Resetting

process.
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1 INTRODUCAO

Desde os relatos feitos pelo botanico inglés Robert Brown (por volta de 1827) [1] a res-
peito de seus experimentos, sobre o0 movimento aleatdrio de graos de pdlen que se encontravam
suspensos na superficie de um fluido, a comunidade cientifica vinha dispendendo esforcos para
descrever tal comportamento. Assim, comecava um campo da ciéncia que ganharia grande ampli-
tude em diversas dreas do conhecimento, os processos estocdsticos. Em 1905, esse fendmeno foi
explicado de forma satisfatdria por Einstein [2], a partir da qual levou a uma maior compreensao
da teoria molecular, onde para descrever o movimento aleatério das particulas ele considerou que
esse tal comportamento era causado devido a colisdes entre as moléculas do liquido e a particula
difusora, ocorrendo devido a agita¢do térmica das moléculas do liquido. Essa nova visdo sobre o
comportamento da matéria possibilitou também o trabalho de outros renomados cientistas nessa
area como Langevin [3] e Marian Smoluchowski [4], que contribuiram enormemente para o
desenvolvimento da fisica estatistica e processos estocdsticos, dando origem ao que conhecemos
hoje como fendmenos difusivos.

Os fenomenos de transporte, dentre eles os fendmenos difusivos vém sendo largamente
estudados desde as suas primeiras observacoes, entretanto com o avango das técnicas experi-
mentais a da capacidade observacional de sistemas microscopicos, permitindo assim o rastreio
das particulas difusivas em sistemas reais, foi percebido que para muitos casos a teoria e a
interpretacdo existente para sistemas mais complexos ja ndo eram suficientes para descrever
tais processos com exatiddo, onde os sistemas podem deixar de exibir um comportamento usual
(caracterizado por ((x — (z))?) o t, sendo x a posi¢do das particulas difusoras) e passar a ter
um comportamento andmalo, dominando todo o comportamento do processo ou estar presente
na forma de transientes. Apresentando um papel importante em inimeros processos fisicos,
como sistemas bioldgicos [5, 6], armadilhas 6pticas [7], células eletroliticas [8], dindmica de
transporte em fluidos complexos [9], entre outros. A origem desses processos difusivos andmalos
em diversos sistemas estd associado ha variadas situagdes, como um comportamento andémalo
da forca externa que age sobre a particula ou em sua maioria restri¢des na liberdade de mo-
vimento, impostas pela propria configuragdo do sistema, como a presenca de paredes, poros,
aprisionamento de particulas através de processos como adsorc¢ao e absor¢do, heterogeneidade no
meio difusivo, for¢a externa, entre outros inimeros casos possiveis, fendmenos os quais geram
um comportamento ndo trivial do sistema. Uma das principais caracteristicas de um sistema
que apresenta difusdo andmala € o comportamento nao linear do desvio quadritico médio com
relagdio ao tempo, possuindo um comportamento de forma que ((z — (z))?)  t%, onde a é um
parametro utilizado para classificar os diferentes tipos de comportamento andmalo, subdifusivo
caso 0 < a < 1, superdifusivo se 1 < o < 2, balistico caso o = 2 e turbulento se o > 2.

E notério que uma das principais revolugdes tecnoldgicas da era moderna foi a criagdo
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e disseminacao dos computadores, o qual vem sendo empregado cada vez mais e em todos os
processos na nossa sociedade. Além de permitir a colaboracio de grupos de pesquisa ao redor do
mundo em conjunto com a internet, os computadores trouxeram consigo uma incrivel capacidade
para efetuar calculos, tornando possivel a implementacao e o uso de forma pratica do célculo
numérico e de simulagdes computacionais, utilizado de forma a corroborar com as solug¢des
analiticas ou até mesmo resolver situacdes onde o calculo analitico ndo pode ser aplicado. Essa
nova maneira de se fazer ciéncia possibilitou nessas tltimas décadas um grandes avangos em
areas como na fisica dos materiais e criacdo de novos compostos [10], estudo e desenvolvimento
de novas moléculas na quimica [11], modelos astrondmicos [12], entre outros casos. O estudo de
fenomenos de transporte, o qual através do uso de simula¢des computacionais permite a anélise e
a observacgdo de fendmenos complexos como o de difusdo de particulas como mostrado na Figura
1.1, muitos dos quais necessitariam do uso de complexos aparatos experimentais para possibilitar

a sua observacao em sistemas reais, € uma forma rpida e prética do estudo de modelos tedricos.

Figura 1.1 — As linhas em branco representam a trajetoria de particulas se difundindo em um
volume, a simulagdo tridimensional foi realizada utilizando a equacao de Langevin
para difusdo com comportamento usual ({(z — (z))?) o t).

2 Varlance

Fonte: o autor.

Existem diversos métodos numéricos que podem ser aplicados para obter a solucdo de
um sistema difusivo, e entre eles estd o método de Euler-Maruyama aplica a discretizacdo da
equacao de Langevin, sendo esta uma equacdao de movimento para sistemas estocdsticos. Essa
abordagem numérica na investigacdo de um sistema difusivo é poderosa e permite a modelagem
de cendrios complexos de uma forma simples e elegante, onde podemos incorporar de forma

direta a dindmica de inimeros fendmenos; presenca de superficies (por exemplo, absor¢ao,
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adsorcao e/ou dessor¢do), forcas externas, heterogeneidade, fontes e sumidouros, entre outros
inimeros casos.

Assim, temos uma crescente necessidade da compreensao dos processos em sistemas
complexos que apresentam um comportamento difusivo andmalo, devido a sua aplicabilidade
em 4dreas de fundamental importancia [13, 14, 15, 16, 17]. Em associa¢do aos fendmenos de
transporte, em particular a difusdo an6mala, muitos outros fendmenos podem estar presentes
tais como a adsorcao e dessor¢cdo de particulas, comum em sistemas bioldgicos e relacionado a
indmeros processos bioquimicos, entre eles a entrega de nutrientes e proteinas, que vém a interagir
com a membrana celular e outras superficies. Pensando neste cendrio fizemos um estudo analitico
e numérico buscando compreender a influéncia causada da superficie (processo de adsorcao e
dessor¢do) no comportamento das particulas difusoras, onde o tempo de adsorcao/dessor¢ao,
ou seja, o periodo de permanéncia da particula na superficie é governado por uma distribuicao
de probabilidade. Outro fendbmeno em sistemas complexos que vém ganhando visibilidade nos
ultimos anos € a dindmica de resetting estocastico. Esta dindmica atua no sistema de maneira que
a particula difusora sofre um processo de constante reposicionamento, podendo vir a retornar ao
ponto de origem ou a alguma outra dada posi¢ao especifica, impondo um constante desequilibrio
sobre o sistema, presentes em estudos de dindmica populacional [18], processos de busca [19, 20]
e fluxo de particulas [21]. Em fendmenos de transporte muitas vezes os sistemas difusivos sdo
tratados como meios homogéneos, porém para muitos casos isso nao condiz com as observagoes
experimentais e pouca € a aten¢do dada na literatura acerca da difusdo em meios heterogéneo,
incorporando um coeficiente de difusao dependente da posicdo com o comportamento de uma
lei de poténcia do tipo D(x) ~ |x|~", nos permitiu incluir tal comportamento no sistema.

Este trabalho teve como principais objetivos:

* Apresentar conceitos tedricos fundamentais relacionados a processos estocdsticos em
sistemas difusivos e introduzir a base fundamental para o cdlculo numérico desse processo.

* Analisar o comportamento de um sistema difusivo com a presenga de uma parede reativa
que aplica um processo de adsor¢do-dessor¢ao quando em contato com a particula.

* Analisar o comportamento de um sistema difusivo em um meio heterogéneo com a

presenca de um processo de resetting estocdstico.

O corpo do presente trabalho estd organizado em seis capitulos e dois apéndices. Em
suma pode ser descrito da seguinte forma:

No Capitulo 2 é comentado sobre os principais modelos utilizados para a solugdo
analitica de sistemas difusivos e sobre a caracterizag@o de sistemas difusivos andmalos, estando
dividido em trés sec¢des. Nas Sec¢des 2.1 e 2.2 € feito uma introdugdo aos modelos e métodos
matematicos utilizados para solu¢cdo do movimento Browniano, onde € apresentado a equagdo de
Langevin e a equagdo de Fokker-Plank respectivamente. Na Secdo 2.3 tratamos sobre o conceito
de difusdo andbmala e os comportamentos desse fendmeno.

No Capitulo 3 € feita uma introducao a simulagdo numérica de sistemas estocdsticos,
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tratando sobre sistemas difusivos usuais e de sistemas mais complexos analisados nesse trabalho,
estando dividido em duas se¢des. Na Secdo 3.1 apresentamos o processo de discretizagdo da
equagao de movimento de uma particula Browniana a partir da equacdo de Langevin, utilizando
o método de Euler e mostrando como deve ser incorporado a forga estocdstica nesse sistema. Na
Secdo 3.2 é comentado sobre a simulagdo numérica dos sistemas estudados nos Capitulos 4 e 5.

No Capitulo 4 abordamos um sistema difusivo na presenca de uma parede reativa, onde
incorporamos diferentes comportamentos com relac@o as reagdes que podem ocorrer entre o
contato da parede com a particula, sendo trés os casos estudados: parede absorvedora, sistema de
aprisionamento da particula através do sistema de adsor¢do-dessor¢do, e terceiro caso durante o
processo de adsor¢c@o-dessor¢do a particula tem a liberdade de se difundir no plano da superficie
da parede [22].

No Capitulo 5 € investigado um sistema difusivo sujeito a duas dindmicas distintas.
A primeira dindmica estd relacionada a heterogeneidade do sistema, de forma a criar uma
dependéncia espacial no coeficiente de difusdo D(x) da particula, e a segunda dindmica estd
relacionada ao processo de resetting, que consiste no reposicionamento estocdstico da particula
para uma determinada posi¢ao [23].

No Capitulo 6 estd apresentado as conclusdes acerca dos dois modelos estudados nesse
trabalho.

E como material complementar para uma maior compreensdo desse trabalho constam
dois anexos. Nos dois primeiros € tratado de alguns dos principais métodos para obter a solu¢ao
analitica e numérica utilizados para estudar os dois sistemas propostos no trabalho. No Apéndice
A de forma breve descrevemos o método de Euler empregado na simulagdo numérica e na
discretizacao da equagao de Langevin. No Apéndice B sao citadas algumas das propriedades

acerca dos métodos matemadticos de transformadas integrais de Laplace e Fourier.
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2 DIFUSAO

O fendmeno de difusdo € um processo de transporte estocastico [24], consistindo no
estudo do espalhamento, ou melhor dizendo, do processo de como um grupo ou espécies de
particulas ocupam um determinado meio. Uma das formas de se fazer este estudo € utilizar a
lei de Fick, dada por J = —DV ¢, a qual nos diz que o fluxo difusivo J vai de uma regido de
concentracdo ¢ maior para uma de concentra¢do menor proporcional ao gradiente da concentra-
cdo, D é o coeficiente de difusdo. Esta lei combinada com a equagao de continuidade, dada por
09+ VJ = 0, nos leva a equagdo de difusdo. O caso mais simples desse processo é chamado de
movimento Browniano, o qual se trata da difusdo de uma espécie de particulas devido a colisdes
estocdsticas com as moléculas do meio onde estao inseridas, fazendo com que as particulas
descrevam um comportamento aleatério do ponto de vista microscopico, mas com regularidade
do ponto de vista macroscopico. E apesar de aleatério, o movimento causado pelas colisdes,
que aplicam forgas de cardter estocdstica nas particulas, deve poder ser descrito estatisticamente
utilizando equacdes de distribuicdo de probabilidade. De fato, o caso do movimento Browniano
(difusdo usual ou normal) € representado a partir da distribui¢do Gaussiana, permitindo que
possamos descrever tal comportamento de forma analitica. Se tratando de equacao de difusao,
existem diversos formalismos que podemos utilizar para obter a solu¢do analitica, ou numérica
vinculada a determinados sistemas, cada qual com as suas vantagens. Neste capitulo iremos tratar
de dois formalismos relevantes na descri¢dao dos fendmenos difusivos; a equacdo de Langevin
e a equacao de Fokker-Planck. Tais formalismos com modifica¢des adequadas nos permitem
descrever tanto processos usuais como andmalos de difusdo. Na tltima secao desse capitulo é
feita uma introducdo acerca dos principais conceitos envolvendo a difusdo andmala, um processo

que possui uma dindmica complexa e se faz presente em diversos sistemas fisicos.

2.1 EQUACAO DE LANGEVIN

O comportamento de uma particula sujeita a forcas aleatérias, como, por exemplo, um
grao de pdlen em suspensdo em um fluido, experimento que deu o inicio a drea relacionada
a processos estocdsticos (movimento Browniano), a dindmica de uma proteina em sistemas
biolégicos, 0 movimento de particulas carregadas dentro de um capacitor eletrolitico, o controle
do aprisionamento de nanoparticulas em armadilhas dpticas, entre outros sistemas fisicos. Por
mais complexo que sejam, esperamos que possam ser descritos através das leis da mecanica
cldssica ou da mecanica quantica. Neste processo de andlise, destes sistemas, 0 comportamento
estocdstico implica na presenca de forgas aleatdrias ou termos que reflitam a natureza destes
sistemas [25, 26].

Uma das formulagdes propostas para investigar estes sistemas € a equagdo de Langevin.
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Esta formulagdo foi originalmente desenvolvida por Paul Langevin em 1908 [3], a qual ainda
nos dias de hoje tem sido aplicada constantemente na investigacdo de diversos sistemas fisicos

[27]. Ela se baseia na equacao de Newton, ou seja,

d -
m%“@) = Ftotal<t)7 (21)

onde 9(t) é a velocidade de uma particula, m é a sua massa, e F}otal(t) € a soma das forgas que
atuam sobre a particula. Para aplicarmos a Equagdo (2.1) a descri¢do do movimento Browniano,
vamos inicialmente considerar que Fhotal (t) seja composta de uma forga viscosa e uma forga F'(t),
a qual discutiremos a sua natureza mais tarde. Assim, com estas consideragdes, a Equacao (2.1)

fica escrita na seguinte forma:

d N N —

mav(t) = —u(t) + F (1), (2.2)
o primeiro termo do lado direito da equacao € a forca viscosa onde y € o coeficiente de viscosidade
entre a particula e o meio, e ﬁ(t) representa as demais forcas no sistema. Considerando, por
simplicidade, um sistema unidimensional e inicialmente apenas com a presenga da forca viscosa,

a Equacdo (2.2) fica dada por:

d
mav(t) = —vyu(t), (2.3)
que € uma equacao diferencial linear de primeira ordem. A Equacao (2.3) possui, para a condi¢ao

inicial v(0) em t = 0, a solugdo
v(t) =v(0)e ™", (2.4)

que implica em um decaimento exponencial. Desta forma, para tempos longos (¢t — o0) a

velocidade média ao quadrado decai exponencialmente a zero

2 2 — 2y
(v (t))eq = (U7(0))ege™ " =0, (2.5)
o que ndo condiz com as observagdes fisicas para este tipo de movimento. Ressaltando que as
médias que estamos considerando sdo médias com relacdo a réplicas e consideradas no limite de
t — 00, para que possamos comparar com as médias da termodinamica de equilibrio. De fato,

uma particula em equilibrio térmico possui uma a velocidade média ao quadrado do tipo
1
(v (t))eg = —KpT. (2.6)

A discrepancia entre estes resultados se deve ao fato de que precisamos entdo levar em
consideracgdo outros fatores como a colisdo entre a particula que esta se difundindo e as particulas
do meio devido a agitacdo térmica. Isto indica que a forca f(t) tem um papel importante na
descricao deste movimento e precisa ser levada em conta de forma adequada a descrever este

cendrio. Para saber a natureza desta forca precisamos saber mais sobre os processos de colisoes.
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Em particular, em muitos fendmenos as colisdes entre particulas nesse tipo de fendmeno ocorrem
de forma estocdstica. Assim, a Equacdo (2.2) precisa incorporar este processo, o qual é feito

através de uma for¢a de natureza estocastica como segue:

Y = —(t) + Wald), @.7)

onde W, é a forga estocdstica, possuindo as seguintes caracteristicas

(Wa(t)) = 0 e 2.8)
(Wa(OWa(t))) = 2A5(t —t) . 2.9)

A func@o delta representa a ndo correlacdo entre as colisdes para qualquer intervalo de
tempo dt e dt’ e A é uma constante. Para o caso do movimento Browniano, onde temos a difusdo
usual, a forga estocdstica possui o comportamento da distribui¢do Gaussiana. Ficamos entdo com

e seguinte equacao diferencial para resolver

d B W.(t)
%U(t) = —Cu(t) + o (2.10)

onde ¢ = «/m. Assumindo que v(t) = e~'y(t) é solugdo da Equagio (2.10), temos

% (e “'y(t)) = —Ce 'y(t) + WT@) (2.11)
dy(t) = eCtW“—(t)dt, (2.12)
m
integrando com relagdo a t,
t
y(t) = y(0) + / e“/W“T(t/)dt’, (2.13)
0
onde y(0) = v(0) e y(t) = e**v(t), dessa forma
t
v(t) = e ' (0) + /eg(tt,)WaT(t/)dt’, (2.14)

0

considerando um ensemble de particula, temos que o valor médio esperado da velocidade é dado

por

t

(w(t)) = e v (0) + / e—<<t—t’>wcﬁ’, (2.15)

e considerando que (W, (t')) = 0, obtemos

(v(t)) = v(0)e . (2.16)
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Podemos calcular agora o valor esperado do desvio quadritico médio, a partir da

seguinte relacao:

t

N W (t
o) = (o) = |e<toi0) + [ e .17)
0
que implica em

t

v(t) — (v(t)) = e@/eC

0

o Wa(t)

m

dt'. (2.18)

O valor médio do quadrado da equagdo acima corresponde ao desvio quadratico. Assim,

temos que

t t
6_2Ct It ’ 1 M/
(@op) = [ [ waeyrar 219
0 0

onde temos que (W, (t)W,(t')) = 2A6(t — t'), dessa forma

_2Ct / "
((Av / / CWH) 12 A5(¢ — t)] dt'dt”, (2.20)

a func¢do delta nos permite simplificar uma das integrais, assim ficamos com a equagdo que segue

t

((Av)?) = Q—fe*w / S . (2.21)
m
0

que, apds a integragdo, resulta em

((Av)?) = C_:ﬂ(l — e, (2.22)

Assumindo que a distribui¢c@o de velocidade no equilibrio (f — c0) obedeca ao teorema
da equiparti¢ao de energia e substituindo ¢ por v/m, podemos obter o valor do pardmetro A. De

fato, parat — oo

A
2

que igualado ao valor médio da energia cinética obtido pelo teorema da equiparticdo resulta em

A KgT
ym o om
A = ~kgT. (2.24)

A Equacio (2.24) relaciona a constante A, que esta ligada com a for¢a do ruido, e as

forcas dissipativas que interagem com o movimento da particula, sendo conhecida como teorema
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da flutuagdo-dissipacao. Utilizando os resultados ja obtidos podemos também encontrar o desvio

quadratico médio para o deslocamento da particula Browniana, utilizando
t

z(t) = xo + /v(t')dt/, (2.25)

0

dessa forma, temos
t

(2(8)) = o + / (w(¥))d, (2.26)
0
utilizando a Equacgdo (2.16) e resolvendo a integral obtemos

(x(t)) = 7 + %[1 e (2.27)

Utilizando as equagdes acima € possivel encontrar o desvio quadratico médio para o desloca-

mento, chegando ao seguinte resultado

2kpT

(Ax(t)?) = S

— 2DT, (2.28)

sendo D = KgT /v o coeficiente de difusdo da particula Browniana.

2.2 EQUACAO DE FOKKER-PLANK

Apesar da equagdo de Langevin ser uma equacgdo simples, nem todos os problemas
de sistemas difusivos podem ser facilmente resolvidos por meio dela, de fato, obter a solucao
analitica como por exemplo para equacdes nao lineares, entre outros casos, pode requerer um
trabalho 4rduo. Nessa secdo iremos tratar da equacdo de Fokker-Planck, um formalismo que nos
permite encontrar a solucao analitica para problemas complexos através de um caminho que
pode ser menos trabalhoso dependendo das condi¢des requeridas pelo sistema.

Dessa forma nos resta encontrar a equagao de Fokker-Planck associada a equacgao de
Langevin. Considerando um processo estocdstico Markoviano com ruido branco, dessa forma
Gaussiano, temos que a equagdo de Langevin pode ser escrita da seguinte forma

CCZZ—;L = U;(ay, as,...) + W(t), (2.29)

K@)+ W), (2.30)

onde (ay, as, ...) sdo um conjunto de varidveis, ¥'(@) € uma fung@o arbitraria dada em termos das
variaveis a. A forca W estocdstica, conhecida como ruido, estd relacionada a uma distribuicio
Gaussiana que possui média zero e a variancia unitaria. A funcio de correlagcdo desta forca em

tempos distintos € dada pela Equacdo (2.31).

(W)W (t)) = 246(t —t), (2.31)
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na Equacg@o (2.31) a fungio ¢ de dirac representa que nao ha a correlagio entre tempos t # t'.
Na formulagdo da equacdo de Fokker-Planck, ao invés de procurar a solu¢do da Equacao
(2.30), buscamos a distribui¢do de probabilidade f(d,t) da varidvel @ no tempo ¢, para que assim
possamos saber a média dessa distribui¢do com rela¢io ao ruido. Neste sentido, primeiro devemos
fazer algumas considerac@o acerca desse nosso problema, dessa forma, assumindo que f(d,t) se

conserva, ou sej a.

/ daf(at) = 1. (2.32)

Como f(d,t) se conserva, podemos utilizar esse fato e pensar em termos da equag@o de
Liouville para esse nosso caso. A equagdo de Lioville nos diz que a derivada temporal de uma
quantidade que se conserva, mais o divergente do fluxo dessa quantidade € igual a zero, o que é

mostrado pela seguinte equagdo

of 0 [oa
L L Z([Z=f)=0. 2.
8t+86(8tf) 0 (233)
Utilizando a Equacdo 2.30 e substituindo o valor da derivada temporal na equacgdo
acima
of (@t 9 .. )

por conter o termo do ruido W (¢), ficamos com uma equagdo diferencial estocdstica. Para
facilitar a solu¢do podemos reescrevé-la definindo um operador L que age sobre uma fungdo @,

na seguinte forma

0
L = % (U(a@)P) . (2.35)
Utilizando esse operador na Equagdo 2.34 e ignorado momentaneamente a contribui¢ao

do ruido, ficamos com a seguinte equacao

af
S 2.36
que possui a solucio dada por
f@t) =etf(ao). (2.37)

Adicionando em nossa analise o termo do ruido, temos

of 9
S —Lf - W) (238)

t

f(@t) = et f(@0) / gt )

0

LQW(S) fat) . (2.39)



Capitulo 2. DIFUSAO 22

Substituindo a Equacgdo (2.39) na Equacao (2.38), ficamos com a seguinte equacao

9 9
9 / -
b / e 0L L W) f(a )] (2.40)

0

Fazendo a média sobre o ruido na Equacdo (2.40), podemos obter a equacdo de Fokker-

Planck para a func@o de distribui¢do (f(d,t)), dada na seguinte forma

o, . . . 0 .
5<f(a,t)> = —L<f(a¢)>—a—5<W(t)>f(a>0)
+ (%/dse—(t—t')La%<W(t)W(t’))<f(a,t’)>, (2.41)

da Equacdo (2.37) sabemos que o primeiro termo do lado direito da Equacao (2.41) nos leva a
f(@,0), sendo o valor inicial da fun¢éo de distribui¢io ele ndo é afetado pela média, o segundo
termo com um dnico W, sendo um ruido com caracteristica Gaussiana nos da média zero, o
terceiro e ultimo termo utilizamos a relacdo dada pela Equacao (2.31), ficamos assim com a

seguinte equagdo

5 {@0) = @@y + - { A @} 4

o primeiro termo da direita € o resultado que tinhamos obtido na auséncia do ruido, o segundo
termo esta relacionado a média da ruido, o termo A ndo foi definido, podendo vir a ser qualquer
funcdo de a. Vale notar que o resultado dessa demostracdo depende essencialmente de dois
fatores, que o ruido seja Gaussiano e que seja correlacionado pela funcdo delta, ou seja, o
processo deve ser Markoviano.

No desenvolvimento da Equacgdo (2.42) nada foi definido com relagdo ao comporta-
mento de (f(d,t)) para longos intervalos de tempo, sendo assim o seu comportamento se estd
relacionado com interagdo das forgas presentes. Caso ocorra um desequilibrio entre a forca
viscosa e a forca estocdstica, as particulas do sistema irdo se dissipar ndo atingindo um estado
estaciondrio caso a contribuicao da forca estocdstica seja maior, ou o sistema ird cessar a sua

agitacao, caso a contribui¢do da forca estocdstica seja menor que a contribuicao da forcga viscosa.

2.3 DIFUSAO ANOMALA

Os fendmenos difusivos podem, de forma geral, serem categorizados em dois proces-
sos distintos, os Makovianos e os nao Markovianos. No primeiro caso, a varidvel estocdstica
envolvendo o sistema depende apenas da varidvel anterior, fazendo com que o sistema nao sofra
influéncia do seu passado, ou seja, fazendo com que o sistema nio tenha memdaria. Dentro deste

contexto temos a difusdo usual, do qual o movimento Browniano faz parte. O segundo caso que
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corresponde aos processos nao Markovianos, estdo englobados os casos de difusdo andomala e
diferentemente do caso anterior os efeitos de memoria estdo presentes neste caso.

Ao contrario do que o termo “andémalo” nos leva a pensar, a difusdo andmala esta
presente em uma grande variedade de fendmenos de transporte como em sistemas bioldgicos
[28, 29], bioengenharia [30, 31, 32], transporte intracelular [33], difusdo e transporte de drogas
[34], impedancia [35], difusdo em ambientes lotados [36], entre outros fendmenos, podendo
dominar todo o comportamento do processo ou se fazer presente na forma de transientes. O
comportamento andmalo pode estar vinculado a indmeras situacdes, como por exemplo a forca
estocdstica devido a colisdes com as moléculas do sistema onde as particulas estdo presentes
pode possuir uma correlacao, onde a distribuicdo que representa essa forca estocastica obedece
uma lei de poténcia, conhecido como ruidos coloridos [37], ou o sistema onde as particulas estido
contidas impde restri¢cdes de movimento da particula, podendo haver a presenca de armadilhas de
aprisionamento, sistema poroso, paredes, membranas seletoras, for¢as externas devido a presenca

de campos elétricos, entre outros casos.

Figura 2.1 — Comparacdo da trajetéria de uma particula (linha em preto) com comportamento
subdifusivo (A) e superdifusivo (B). A simula¢do do sistema bidimensional foi feita
utilizando a equacdo de Langevin discretizada, para os dois casos foi utilizado o
mesmo nimero de passos € 0S mesmo parametros.

A) B)

Fonte: o autor.

O comportamento difusivo de um sistema pode ser definido utilizando a Equagao (2.43),
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sendo o expoente o = 2H (onde H é o expoente de Hurst ') o que ird determinar a nomenclatura
e o comportamento do sistema em questdo. Para a difusdo usual, como € o caso do movimento
Browniano, temos um comportamento linear, onde @ = 1. Para a difusdo an6mala, temos
como caracteristica uma dependéncia ndo linear com o tempo com relacdo ao seu deslocamento
quadratico médio, podendo ser subdifusivo se 0 < o < 1, onde o processo de difusdo ocorre
de maneira mais lenta, ou superdifusivo se 1 < o < 2 sendo caracterizado por uma difusdao
de forma mais rdpida, como pode ser observado na Figura 2.1, balistico se a = 2 e turbulento
quando o > 2 [40, 41], como mostrado na Figura 2.2. A difusdao andmala tem como uma de suas
caracteristicas uma correlagdo de grande alcance, ou seja, um forte efeito de memoria, fazendo

com que o passado do sistema interfira com o seu estado presente.

(Az)*) = {(z — (2))?) oc 1. (2.43)

Figura 2.2 — Gréfico comparando o comportamento do desvio quadritico médio entre a difusdo
usual (¢« = 1) e a difusdo andmala (superdifusivo: 1 < a < 2 e subdifusivo:

0<a<l).

1,5
R 3
I 8| |1
P%3 =
©
< 2
0,5
10—1 1 J 0
10’ 10 10°
Tempo (u.a.)

Fonte: o autor.

Na literatura existem diversas formulag¢des para investigar a difusdo andomala. As aborda-
gens mais utilizadas sdo o formalismo de caminhadas aleatérias (Continuous Time Randon Walk),

equacgOes generalizadas de Langevin e modelos que utilizam equagdes de difusdo fraciondrias

[42].

' Para mais informagdes acerca do exponente de Hurst ver referéncias [38, 39]
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3 SIMULACAO COMPUTACIONAL

Com o advento dos computadores houve um avanco significativo na capacidade para
realizacdo de calculos, permitindo assim a aplica¢do de forma mais simplificada e abrangente do
trabalho realizado de grandes fisicos e mateméticos como Euler, Gauss, Lagrange e Newton na
area de célculo numérico [43]. O uso de simulagdes computacionais e de cdlculos numéricos
estd cada vez mais presente na ciéncia, com o avango dessa ferramenta e o surgimento de
computadores de novas geracdes tornando possivel toda uma nova gama de aplicacdes [44, 45],
seja de forma a tornar possivel a solu¢do de problemas nio soliveis analiticamente, ou atuando
como ferramenta complementar para verificacdo de modelos tedricos analiticos e resultados
experimentais. As simulacdes numéricas deste trabalho? foram realizadas utilizando o método

de Euler-Maruyama descrito de forma mais detalhada no Apéndice A [46, 47, 48].

3.1 DISCRETIZACAO DA EQUACAO DE LANGEVIN

Pela simplicidade de poder incorporar sistemas complexos de forma direta, como a
presenca de forcas externas, paredes, membranas seletoras, resetting, processos envolvendo
fontes e sumidouros, entre outros, faz o uso da equagdo de Langevin em conjunto com o calculo
numérico ser uma incrivel ferramenta com uma facil implementacao.

Para abordar de forma numérica a equacdo de Langevin 2.7, vamos discretiza-14 e passar
a tratar ela como uma equacao tipo diferenca finita, com passos de tempo uniformes definido da

seguinte forma
t; = 1AL, (3.1)

onde 7 é um indice de valores inteiros (i = 0,1,2,...). Dessa forma se At for suficientemente
pequeno podemos considerar que z; ~ (i), consequentemente podemos fazer as seguintes
relagdes para a discretizacdo da primeira e segunda derivada temporal da posicdo, conforme

segue abaixo:

(CL’Z‘ — ZEZ_1>/At — (xz‘—l — ZEZ_2>/At
At '

Rearranjando os termos, podemos reescrever a Equacao (3.3) da seguinte forma

i(i) ~ (3.3)

s T — 201 + Tio
(1) ~ . 34
() o (3.4)
Configuragées do computador utilizadas para as simulagdes: AMD Ryzen 5 3500X, sistema operacional
Windows 10 com 16 GB de memdria ram, os programas foram feitos utilizando a linguagem C

2
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A partir da discretizacdo obtida das Equagdes (3.2) e (3.3), podemos voltar a tratar
da discretizacdo da equagdo de Langevin para uma particula Browniana, a qual € descrita pela

equacio que segue

mi(t) = yi(t) +/2kgTCW (), (3.5)

onde todos os termos podem ser aproximados através das relagdes a cima obtidas, menos o termo
W (t) relacionado a forga estocdstica. O termo de forga estocdstica requer uma atengdo especial,
por ser uma fung¢do descontinua, ndo podendo assim ser discretizado utilizando o mesmo método.
Para o caso de movimento Browniano o seu comportamento € dado pela distribui¢cdo Gaussiana,
também conhecido como ruido branco, possuindo média (W (t)) = 0, (W?2(t)) = 1, e W(t;)
e W (t;11) sdo inependentes entre si (veja Ref. [40]), necessitando assim ser tratado de forma
diferente que as demais fungdes. Existem algumas formas de lidarmos com esse problema, um
deles é a possibilidade de comprar um acesso a bancos de dados ou geradores de nimeros
aleatorios disponibilizado por algumas empresas, outra forma mais simples e ndo dispendiosa é
a utilizacdo de algoritimos capazes de gerar nimeros pseudoaleatorio, os quais podemos utilizar
para obter o ruido Gaussiano como Box-Muller, Marsaglia, entre outros [48]. Dessa forma W ()

Wi

fica discretizado da seguinte forma W (t;) = N onde w; sdo numeros aleatdrios gerados

através da distribui¢do Gaussiana. Nesse trabalho foi utilizado o gerador de Distribui¢do Normal
disponivel na biblioteca do Accord.Net Framework [49]. Fazendo uso das relacdes
obtidas e substituindo na Equacdo (3.5) podemos obter a equacdo de Langevin discretizada. Em

particular, temos que

Ty — 2w 1+ T o T — Ti1 1
=—(———— 2k T(——w; . 3.6
m e ¢ A + BT'C ’_Atw (3.6)
Isolando o termo x; na Equacgao (3.6), ficamos com
2+ Ats 1 V2kpT
€T; = UL 1 —BCAt?)/QUJZ s (37)

= ——¢%Ti-1— T2+
1+ At 1+ AT (14 AL

onde a Equacdo (3.7) é a equagdo de Langevin inercial por levarmos em conta a influéncia da
massa da particula que esta se difundindo. Tratando agora do caso da equacdo de Langevin ndo

inercial, ou seja, considerando m = 0 na Equagdo (3.5), ficamos com a seguinte equagao

0= —Ci(t) + /2ksTCW (1), (3.8)

fazendo uso das relacdes discretizadas anteriormente e substituido na Equacao (3.8), temos

T; — T q W;
LiZ Bicl ok T2 .

dessa forma

T, =Ti1+V 2DAth, (310)
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onde D = kpT'( € o coeficiente de difusdo. Na Figura 3.1 estd representada a simulacdo
da Equacdo de Langevin ndo inercial para o caso de um sistema bidimensional, onde se faz

necessario o uso de uma equacao discretizada para cada dire¢do (x,y), como mostra as seguintes

equacoes,
T, =Ti_1+V QDAth,x, (311)
Yi = Yi1 + V2D Atw; . (3.12)

Figura 3.1 — Simulac@o utilizando as Equacdes (3.11) e (3.12) para um sistema difusivo bidimen-
sional, a trajetdria da particula é representada pela linha preta.

Fonte: o autor.

Observando o comportamento do desvio quadratico médio das simulacdes numéricas da
equacdo de Langevin inercial (3.7) e ndo inercial (3.10) (Figura 3.2), podemos observar que para
tempos proximos ou inferiores que o tempo de momento de relaxagdo da particula (7 = %)[50],
ha uma discrepancia relevante entre os dois casos, isso ocorre devido a sua inércia apresentar uma
grande influéncia com relacdo ao seu comportamento inicial, havendo assim uma transi¢ao do
comportamento balistico da particula até atingir o comportamento difusivo. Porém parat >> 7 a

equacdo de Langevin ndo inercial além de ser uma equag@o mais simples € uma boa aproximagao
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para se estudar o comportamento de uma particula browniana. O processo de célculo do desvio
quadratico médio se da através da criacdo de um ensemble de particulas, onde nesse processo
simulamos repetidas vezes a equacao de Langevin, cada qual representando uma particula, para
que assim possamos calcular as suas médias e consequentemente o desvio quadratico médio.
Nesse trabalho em particular foi considerado 5 x 10* réplicas para o célculo do desvio quadratico

médio das simulagdes computacionais da equagdo de Langevin.

Figura 3.2 — Grafico do comportamento do desvio quadritico médio para o caso da equagdo
de Langevin inercial (3.7)(linha em preto) e da equagdo de Langevin ndo Inercial
(3.10)(linha tracejada).

VARIANCIA

0,01 0,1 1 10 100

t/t

Fonte: o autor.

3.2 EQUACAO DE LANGEVIN E SIMULACAO NUMERICA DE SISTE-
MAS MAIS COMPLEXOS: PROCESSO DE ADSORCAO-DESSORCAO
E RESETTING ESTOCASTICO

Como j4 dito anteriormente, um dos principais beneficios da equacao de Langevin € a
facil incorporacdo de processos mais complexos, onde isso pode nos levar a equacdes analiticas
de dificil solugao, entretanto essa complicagdo é facilmente contornada pelo cdlculo numérico.
Na simulagdo utilizando a equacdo de Langevin discretizada uma grande parte da parcela para
obtermos a solu¢do de um problema é dada por conseguirmos representar o meio e suas restricoes

impostas sobre a particula difusora, onde devemos tomar cuidado com relacdo a nossa escolha
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de referencial e posi¢c@o do sistema. Como exemplo desse caso temos a Figura 3.3, onde uma
particula se difunde em um volume e ao entrar em contato com a esfera que estd posicionada na
origem ¢ adsorvida, podendo ser dessorvida mais tarde, para esse caso 0 movimento da particula
enquanto livre no meio € tratado com coordenada cartesiana, porém quando adsorvida na esfera

passamos a tratar o seu movimento em coordenadas esféricas, visando simplificar o problema.

Figura 3.3 — Simulagdo ilustrando a trajetoria de duas particulas se difundindo (representado
pelas linhas em preto e vermelho) e ao entrar em contato com esfera (representado
pela circulo da cor cinza translicido) sdo adsorvidas e passam a se difundir na sua
superficie, podendo se dessorver e voltar a se difundir no volume.

/

Fonte: o autor.

Dessa forma cabe agora descrevermos em detalhes os principais aspectos dos sistemas
estudados nesse trabalho (os quais sdo tratados de forma analitica nos Capitulos 4 e 5) a fim de
nortear as simulagdes numéricas da equacdo de Langevin discretizada.

No problema tratado no Capitulo 4 foi considerado um sistema tridimensional ((x,y,2)),
precisando assim dessa forma de trés equacdes de Langevin, uma para cada componente de
7 para assim podermos representar o movimento da particula no sistema, como mostrado na
Equacao (3.13).

T, =Ti1+V 2DAth7“ Yi = Yi—1 + V QDAt’U)y’Z, 2 = Zi—1t+ V 2DAth’Z (313)

A liberdade de movimento das particulas estd restrita com relagdo a componente z

devido a presenca de uma parede localizada em z = 0, onde a interagdo da particula difusora
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ao entrar em contato com a parede, ou seja, quando a posi¢do da particula na componente z
€ igual a zero, se d4 através do processo de adsorcao-dessor¢do, com relagcdo a esse processo
foram considerados trés casos; no primeiro a particula apds entrar em contato com a parede
¢ adsorvida e fica estdtica na parede, ndo se dessorve e como consequéncia ndo voltando a se
difundir no volume; no segundo caso a particula ao entrar em contato com a parede é adsorvida,
permanecendo estatica durante um determinado tempo arbitrdrio, onde esse tempo é dado pela
distribuicao de Poisson, o qual foi gerado utilizando a biblioteca disponivel em Accord.Net
Framework [49], apds o término desse tempo de aprisionamento a particula € dessorvida e passa
a se difundir no volume; para o terceiro caso a particula ao entrar em contato com a parede é
adsorvida, porém a restricao de movimento da particula € imposta apenas sobre a componente
z, dessa forma a particula € livre para se movimentar sobre a superficie da parede, o tempo de
permanéncia da particula sobre a parede no terceiro caso também € dado pela distribuigcdo de
Poisson, o qual foi gerado utilizando a biblioteca disponivel em Accord.Net Framework, onde a
particula se dessorve e passa a se difundir no volume apds o término desse intervalo de tempo.
Esses trés casos e seus respectivos comportamentos podem ser observados através das Figuras
4.1,42e4.3.

Tratando do problema que serd estudado com mais detalhes no Capitulo 5, temos o
processo de difusdo unidimensional com a presenca do resetting estocéstico [51, 52, 53] em um
meio heterogéneo, onde o movimento das particulas difusoras é governado pelas Equacdes (3.14
e 3.15), onde o processo de resetting consiste no reposicionamento da particula difusora para
uma determinada posic¢do arbitraria X, como pode ser observado na Figura 3.4. Nesse trabalho
foi considerado que apds o processo de resetting a particula retorna para a sua posicao inicial, ou
seja, X, = x(0), esse reposicionamento da particula ocorre em intervalos de tempo aleatdrios,
onde a cada passo temporal a particula pode sofre esse processo de resetting, o qual se dd a
uma determinada taxa r, e apds o reposicionamento a particula volta a se difundir pelo meio. A
heterogeneidade do meio foi levada em conta considerando um coeficiente de difusao dependente
da posicao da particula, obedecendo uma lei de poténcia do tipo D(z) ~ |z|~", sendon > —1
um parametro, vale notar que caso seja escolhido 7 = 0, voltamos ao caso usual sem a presenga

da heterogeneidade no sistema dada pela Equacao (3.10).
r; = X, — com probabilidade rAt, (3.14)
ry = Tj—1 — 77D|SL’Z',1|71771A25(@($2‘,1> - @(—I1,1>)
+ 2D|x; 1|1 Atw; — com probabilidade 1 — rAt, (3.15)

o termo (O(z;—1) — ©(—xz;_1)) é a fungdo degrau, onde que para x > 0 seu valor é 1 e para
r<0é—1.
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Figura 3.4 — Ilustracdo da trajetéria de uma particula Browniana se difundindo em um sistema
unidimensional (linha preta) sob a influéncia do processo de resetting (seta em azul),
ocorrendo o reposicionamento da particula para a posicao X,., representado pela
reta em vermelho.

—~

Tempo

Fonte: o autor.



32

4 DIFUSAO EM UM SISTEMA 3D COM A PRESENCA DO
FENOMENO DE ADSORCAO-DESSORCAO

Os fendmenos de transporte desempenham um papel importante em inimeros sistemas
fisicos, apresentando os mais variados tipos de mecanismos, 0os quais em sua maioria nos
levam a sistemas complexos com comportamentos nao triviais. Entre eles temos o processo de
adsorcdo-dessor¢cdo, um mecanismo de fundamental importancia quando tratado de sistemas
bioldgicos [33, 54], invasdo cancerigena [55], dinAmica populacional [56], crescimento neuronal
em superficies com geometria controlada [57], entre outros. Esse tipo de processo associado
com processo difusivo possui uma grande complexidade, onde seu comportamento € diretamente
influenciado pelas caracteristicas do sistema, como o volume, superficie e de como se dd a
interface entre os dois.

E comum na literatura quando tratado de fendémenos difusivos com adsor¢io optar
por sistemas unidimensionais, onde a particula apds ser adsorvida nao volta a se difundir no
volume [58, 59, 60], essa consideracdo na sua grande maioria nos d4 uma 6tima aproximagao
para diversos sistemas e também uma maior simplicidade para obter a solucdo devido ao grau de
liberdade se comparado com casos multidimensionais. Entretanto na sua maioria os sistemas
difusivos apresentam comportamentos tridimensionais, como € o caso de proteinas que interagem
com moléculas especificas do DNA [61]. O processo de difusao das particulas adsorvidas sobre
a superficie € um cendrio que com muita frequéncia ndo € levado em consideragdo na literatura.
Entretanto resultados experimentais sugerem haver sim esse comportamento, ocorrendo a difusio
na superficie com as particulas indo de um local para outro [62, 63]. Tal fendbmeno desempenha
um papel importante em diversos sistemas [63], como adsor¢c@o de cargas em supercapacitores
[64], transporte de gds adsorvido através do xisto [65, 66], membranas finas [67], biossensores
colocados na superficie [68], difusdo de antibi6tico no cérebro de ratos [69], entre outros.

Neste sentido, vamos investigar o processo de difusao acoplado com fend6menos de
adsor¢do-dessorcao presentes sobre a superficie e também considerar que as particulas possam
se difundir sobre a mesma. A solu¢do analitica para o problema foi obtida utilizando o método da
funcao de Green, também tendo sido feito uso de simula¢gdes numéricas da equacao de Langevin,
que em conjunto foram utilizados para verificar a validade do sistema aqui proposto. O método
numérico utilizado nesse capitulo em conjunto com o método analitico para a interpretacdo e
valida¢ao do modelo tedrico proposto estd descrito de uma forma mais detalhada no Capitulo 3.

Devemos entdo definir o sistema com o qual iremos trabalhar. O problema consiste
em um sistema difusivo semi-infinito, tri-dimensional definido pelas coordenadas cartesianas
7 = (z,y,z), onde as particulas que estdo se difundindo no meio podem vir a interagir com
uma superficie localizada em z = (. Foram considerados trés casos onde a superficie apresenta

propriedades diferentes apds o contato com a particula difusora:
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* Para o primeiro caso as particulas se difundem livremente no volume e ao entrar em
contato com a superficie a particula € adsorvida, ndo voltando a se difundir no volume,
como ¢ ilustrado pela Figura 4.1;

Figura 4.1 — Simulacio da equacdo de Langevin para um sistema tridimensional ilustrando a
trajetoria de quatro particulas (linhas coloridas) se difundindo em um sistema com
uma parede adsorvedora (plano em cinza), onde as particulas sdo adsorvidas ao
entrar em contato com a parede.

Fonte: o autor.

* No segundo caso as particulas se difundem livremente pelo volume e ao entrar em contado
com a superficie sdo adsorvidas, apés um determinado periodo de tempo sdo dessorvidas e

voltam a se difundir pelo volume, como € ilustrado pela Figura 4.2;
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Figura 4.2 — Simulagdo da equagdo de Langevin para um sistema tridimensional ilustrando a
trajetoria de uma particula (linhas coloridas) difundindo em um sistema, onde a
particula ao entrar em contato com a superficie (plano em cinza) € adsorvida, vindo
a se dessorver da superficie apds um certo periodo de tempo, voltando assim a se
difundir no volume (ilustrado pela mudanca de cor).

Fonte: o autor.

* No terceiro caso as particulas se difundem livremente pelo volume e ao entrar em contato
com a parede sdo adsorvidas e passam a se difundir no plano da superficie da parede, apds
um determinado periodo de tempo sdo dessorvidas e voltam a se difundir no volume, como

¢ ilustrado pela Figura 4.3.
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Figura 4.3 — Simulagdo da equagdo de Langevin para um sistema tridimensional ilustrando a
trajetoria de uma particula se difundindo livremente no volume (linhas preta) que
¢ adsorvida ao entrar em contato com a superficie da parede (plano em cinza), e
apoOs esse contato passa a se difundir no plano (z,y) (linhas coloridas), vindo a se
soltar da superficie apés um determinado periodo de tempo voltando a se difundir
novamente no volume.

Fonte: o autor.

Onde podemos separar em dois tipos de difusdo presentes no sistema, uma relacionada a particula
se difundindo no volume e outra relacionada com a particula se difundindo na parede da superficie.
Dessa forma necessitamos de duas equagdes para sermos capazes de descrever todo o sistema.

Para o volume a equacao é dada da seguinte forma
0
ot

onde Vi = 92 e Vi = 92 + 0. Os termos K| e Kj,1 sdo os coeficientes de difusdo na

direcdo paralela e perpendicular a superficie respectivamente, e p(7,t) representa a distribui¢ao
de particulas no volume.

(Ft) = Ky Vip(Fit) + Ky, L V3 p(Fit), (4.1)

Para o processo ocorrendo na superficie, utilizamos a seguinte equacao [70]:

o ., . S L N A =
aC(TH?t) = KSVﬁO(TH,t) —l-/ dt'ks(t —t")p(Fit)| =0 — k’dC(TH,t), 4.2)
0

onde C'(7,t) representa as particulas a superficie, 7| = (x,y), K, é o coeficiente de difusdo

da distribui¢@o de particulas na superficie, k; € a taxa de dessor¢@o. O termo k(t) chamado
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de kernel ou nuicleo de integracao, define a natureza do processo de adsor¢ao, ditando o quao
importante o estado anterior da particula no volume € para o processo de adsor¢do (Figura 4.3).
Analisando a Equacao (4.2) podemos notar que ela atua como uma equagao de equilibrio, o
primeiro termo da direita nos da que variagdo temporal do nimero de particulas depende do
gradiente das particulas que se difundem na superficie, o segundo termo estd relacionado a
quantidade de particulas que estdo proximas a superficie e que podem ser adsorvidas, também
sendo um termo de acoplamento com a Equacdo (4.1), e o terceiro termo estd relacionado com o
processo de remocdo de particulas da superficie, ou seja, da dessor¢do da particula da superficie

para o volume. Sendo uma versio linear da equacdo cinética de Langmuir *

com a presenca de
efeito de memoria e da difusdo na superficie.

Para representar a dindmica de adsorcdo e dessorc¢do, onde essa dinamica é controlada
pelas taxas k; e k, respectivamente, conectamos a Equacao (4.1) e (4.2) por uma condicdo de

contorno em 2z = (, dada da seguinte forma

. d ., . b
K@ Voplly = GCE+ [ dtht= 0] 3

o primeiro termo da direita esta relacionado com a dindmica de adsorcdo e dessorcao entre a
superficie e o volume, e o segundo termo esta relacionado ao processo de reac¢do da particula, ou
seja, com a remocao da particula do volume para a superficie, por exemplo, por um processo
de absorcao. Dessa forma as particulas adsorvidas se difundem pela superficie e podem vir a
ser dessorvidas com uma taxa kg4, ou podem sofrer uma reagdo na superficie com uma taxa
k.. Para a solu¢do do nosso problema também foram consideradas as seguintes condi¢des de
=0, O.p(T'1)| =0, 9,p(7,t)| =0, @CC(FH,t)‘x_)ioo =0,¢e
= (. Como condic¢ao inicial do sistema pressupomos que qualquer configura-

contorno 0,p(7,t)|

83/0(7?” ’t) }y—>:|:oo
¢do inicial no volume pode ser admitida, ou seja, p(7,0) = ¢(7), e que no momento inicial ndo

z—+00 r—+o0 y—+oo

hd particulas na superficie, C'(7},0) = 0, estando todas presentes no volume.
Para analisar a mudancga causada no sistema devido aos processos ocorrendo na superfi-
cie, substituimos a equacgdo anterior na equacgdo de difusao e aplicamos as condicdes de contorno,

dessa forma ficamos com a seguinte equagao

%(/dﬂ/dmp(mH/C(r”tdr|) // (= (7))

o termo da direita, esta relacionado com o processo de reagdo das particulas do volume com a

dt’dﬁ, (4.4)

superficie, removendo-as ou imobilizando, onde esse processo ocorre a uma taxa k;.(¢). Podemos
notar também que se considerarmos um caso particular, de forma que &, = 0, obtemos a Equacdo
(4.5), que € uma consequéncia direta da conservagdo do nimero total de particulas presentes no

sistema.

/dﬂ/ drj; p(7,t) + /dFH C(7)|,t) = constante, (4.5)

Para mais informagdes acerca da equacio cinética de Langmuir ver referéncia [71]

3
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4.1 COMPORTAMENTO DE p(7,t) E C(7 )

Encontrar a solucdo para p(7,t) e C(7,t), consiste em resolvermos as equagdes acopla-
das relacionadas ao nosso problema. Dessa forma devemos utilizar as transformadas integrais,
descrita no Apéndice B [72]. Primeiramente aplicamos a transformada de Laplace na varidvel
temporal ¢, a partir da qual podemos de forma direta introduzir as condi¢des iniciais do pro-
blema estudado, utilizando a seguinte notagdo L[p(7,t)] = p(7.s) e L[C(7,t)] = C(7,s) . Em
sequéncia, foi aplicado a transformada de Fourier na varidvel espacial 7, utilizando a seguinte
notagdo F|p(7),2,t)] = ﬁ(l_c'H 2t) e FIC(7),t)] = C’(l;” ,t). Aplicando assim o método da funcéo

de Green [73], ficamos com a seguinte equacao

p(EHVZ’S) = _/ dZ/(,O(EH,Z,)G(EH,Z,Z/,S) + SC(E||7S)G(EH707278)’ (46)
0
e
- ks(s) -
k = ————p(k 4.7
O( H’S) S+Kskﬁ+kdp< H7078)a 4.7)
com a funcdo de Green dada por
_ /s 2 _|=—2'|

G(/;H,z,z’,s) =

2\/(S+Kb7|lg2> Kb,J_ 2\/(S+Kb’|k2|> Kb,J_
\/(s + K, Hkﬁ) Ky — k() — J R lo2/]
) ’ S M H\/m

X e , (4.8)
\/<S —+ K@Hk‘ﬁ) Kb,i —+ k’r(s)

a qual foi obtida por meio da seguinte equacio

0 7 / 7 7 / ’
Kb,L@G(k:H,z,z ,8) — (S + Kb,Hkﬁ) G(ky,2,2"\8) = 0(2 = 2') , 4.9)

sujeito as condicdes de contorno

— ko (s)G(k)1,0,2",8) = 0, (4.10)

0 -
K . /
bL azG(kH,z,z ,S) .

e G(Eu,oo,z’,s) = 0.
Considerando um caso particular onde k,(s) = k, = constante (ou k,.(t) = k.d(t)), e

aplicando a transformada inversa de Laplace e Fourier na fun¢do de Green, ficamos com
G(F,z2't) = =G, (7)) Gk, (z—2t) = Gk, (2 + 2 t)]

t
Gue, () [ d0a(t — )G (2 + 21 @i
: ,
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onde
1712 2 2
e 4Kp ||t 6_4Kb,ﬁ 1 ’2‘6_4Kb,Lt
G t) = —— , G z,t:—,G() 2t) = ——8=——, “4.12
) = gy a0 = ey O B0 =5 ey 41

1 k kit t
d(t) = — " )eFoterfe| kg —— 4.13
0= (o) e < K) @1

onde er fc(x) é a fungdo erro.
Por meio desses resultados € possivel agora obtermos o comportamento das particulas
presentes no volume (p(7,t)) e na superficie (C(7j,t)). Antes do processo de inversdo das

transformadas de Laplace e Fourier temos que

k(s) (\/ (s + Kok ) Koo+ /{:T(S))

C(EH,S) =
(s + Kokt + ka) <\/ (s -+ Kok ) Ko+ kr(s)) + sky(s)
X /OO dz’go(/gﬂ,z’)G(EH,O,z/,s) (4.14)
0
€
. (s + Kokt + ka) (\/<3 o+ Ky k) Koo+ kT(s)>
p(ky,0,s)

(S + Ksk‘ﬁ + k’d> (\/(S + K@Hk‘ﬁ) Kb,J_ + k,(s)) + Sk’5<8)
X / dz' (K2 )G (k1,02 s) . (4.15)
0

Invertendo as transformadas para voltarmos para o espago convencional, e utilizando o caso

particulas onde k,.(s) = k, = const (ou k,(t) = k,.6(t)), ficamos com as seguintes equagdes

00 t
C(F\lvt) = Q(Flbt) + Z(_l)n/o dtn/SdAne(Fl - F\lynvt —tn) -
n=1

[2)
X / dtl/dA1€(7?| — 7 1,t2 — 1) Q7 1,t1) (4.16)
0 S
€
00 t
p(7i,0,t) = Po(fﬂfHZ(—l)”/ dtn/dAnC(ﬁ — Tljst —tn) -+
n=1 0 S
t2
X / dtl / dA1€<7:i| — ﬁ"l,tg — tl)P()(??“’l,tl) s (417)
0 S
com

i) = [ k= 0)90)Gx ()

t
- / / QA (7| — 7t — ) ()G (7)), .18)
0 S
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sendo
/dA---—/ dy/ dr--- | (4.19)
S —00 —00
t !
Y (7)),t) = / dt'k(t —t")Op (e—kdt Gk (F,t’)) , (4.20)
0

t 4
Q7| t) = / dt / dA’e*kd(t*t')GKS(ﬁ—Fl",t—t’) / dt"ks(t' — ") Po (7 ,t') ., (4.21)
0 S 0

T‘H t / dZ /dA T’H - 77|,|,0,Z/,t) s (422)

onde G4 (7),t') = G (7),t') para K| — K. Utilizando os resultados obtidos anteriormente a

distribui¢do de particulas no volume fica dada pela seguinte equacao
p(Fit) = — / dA’ / d2' (1,2 )G (7)) — 7,2,2,t)
S 0

t
+ /dA// dt/G(T TH,O,Z,t ) a C(Tn,t/) . (423)
S 0 315’

Para o primeiro caso onde a particula é absorvida pela superficie e ndo ha a presenca de
difusdao na mesma, onde o desvio quadratico médio nas dire¢des z e y € mostrado na Figura 4.4.
Na figura é mostrado o resultado obtido da Equacdo 4.23, com condic¢ao de contorno levando em
consideracdo um sistema absorvedor, que para o caso unidimensional, com difusdo no sentido

do eixo z, temos

= / dA’ / dz'o(2")Gr,, (7| — Ft) [Gry, (2 = 2't) = G, (2 + 21)] , (4.24)
S 0

com condigdo inicial ¢(7) = d(z — 2")é(7). Como pode ser observado na Figura 4.4, o resultado
analitico (linha tracejada em vermelho) e numérico (linha em preto) estdo em perfeito acordo,
mesmo tendo sido obtido por métodos distintos, contribuindo assim para validar o sistema
proposto nesse trabalho. Para o caso do sistema onde as particulas podem vir a se difundir
na superficie apds serem adsorvidas, temos que o comportamento do seu desvio quadratico
médio nas dire¢des z € y € mostrado pela Figura 4.5, também sendo feita a comparacdo entre
o modelo analitico e o0 modelo numérico (linha em preto), mostrando assim a concordancia
entre os dois métodos. Como pode claramente ser observado através das Figuras 4.4 e 4.5, ha
uma mudanca no comportamento dos sistemas com relagdo ao desvio quadratico médio, tanto
para o caso onde hd a presenca de difusiao na superficie quanto para o caso onde nao h4, essa
mudanca de comportamento vém a ocorrer em ambas as dire¢des, estando ligado ao momento
onde as particulas atingem a superficie, comecando assim a serem adsorvidas impondo uma

restri¢do no movimento das particulas. Essa andlise pode ser confirmada quando observamos o
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comportamento inicial dos dois casos, onde € obtido um comportamento de difusdo usual devido
as particulas ainda nao terem alcancado a superficie.
Na Figura 4.5, como ja comentado, hd uma mudanca no comportamento difusivo tanto

para o volume quanto para a superficie, entretanto para a superficie pode ser observado que para

Figura 4.4 — Grafico do comportamento do desvio quadratico médio para a direcdo z € y no
volume quando consideramos uma parede absorvente no sistema. Mostrando a
comparacao entre o resultado analitico (linha tracejada em vermelho) obtido e a
simulagdo numérica (linha em preto), a qual foi realizada fazendo uso da equagdo
de Langevin discretizada com ruido branco. As linhas em verde representam o
comportamento do desvio quadritico médio com relacdo ao tempo ¢ para cada
intervalo. Foi utilizado K¢ = K| = K| = 5 X 1072, e 2/ = 1/2, em unidades

arbitrarias.
2 1/2
) - L. t)~t
10'1  —— Simulagdo Numérica o ()
— — Resultado Analitico
-~
10° 4
—
e
(\\l-/
©
10" 1
102 4 oo(t) ~ t
I I I I
10 10° 10’ 10? 10°

Fonte: o autor.

curtos periodos de tempo e para longos temos a presenca de uma difusdo usual, ocorrendo apenas
um transiente andmalo entre esses intervalos de tempo, esse pequeno transiente corresponde
ao periodo onde as particulas atingem a superficie e passam a ser adsorvidas. Entretanto o
comportamento do desvio quadratico médio das particulas no volume apresenta uma variacao
devido ao processo de adsor¢ido permanecendo usual em tempos longos. Por sua vez, as particulas
que sdo adsorvidas pela superficie atingem um comportamento andmalo em curto periodo de
tempo, apresentando uma caracteristica subdifusiva.

Como mostrado nas discussdes anteriores a solugdo analitica proposta estd em total
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concordancia com os resultados numéricos, demostrando a validade do sistema proposto, dessa
forma podemos entdo passar a analisar o comportamento das Equagdes 4.16 e 4.23, sempre
tendo em mente que elas refletem um sistema fisico onde processos estocasticos estao presentes.
Olhando primeiro para a distribui¢do associada a particulas no volume, temos uma distribuicdo
tridimensional, devido a caracteristica do sistema, apresentando um espalhamento causado pela
difusdo das particulas, como mostra a Figura 4.6, onde foi considerado dois intervalos de tempo
t', com as seguintes condigdes inicias do sistema p(7,0) = §(77)6(z — Z) com k,(t) = ksd(t). A
Figura 4.7 mostra a distribui¢do a superficie para um valor fixo de ¢/, considerado dois valores
diferentes da taxa kf, = 2*k,/ K, ). Na superficie também é observado um comportamento de

espalhamento a partir da origem de 7| devido a difusdo que ocorre na superficie.

Figura 4.5 — Gréfico do comportamento do desvio quadratico médio (o,(t'),0,(t)) entre o re-
sultado analitico (linha tracejada em vermelho) e o resulta numérico (linha em
preto) com relagdo ao tempo (t). A simulagio numérica foi realizada fazendo uso
da equacdo de Langevin com ruido branco e uma distribuicao exponencial para
o processo de dessorcdo da particula para voltar ao volume, para esse caso foi
utilizado a distribui¢do de poisson com média um. As linhas em verde representam
o comportamento do desvio quadratico médio com relacdo ao tempo ¢ para cada
intervalo. Foi utilizado Kg = K = K, = 5 x 1072, e 2/ = 1/2, em unidades

arbitrarias.
10° -
2
o, (t) ~ t
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10° -
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10,
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© 10°
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Fonte: o autor.

Por meio da andlise do desvio quadratico médio podemos compreender com uma
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maior clareza o comportamento dos sistemas difusivos, indicando o cendrio correspondente
ao processo estudado, fazendo com que possamos saber se o processo pertence a classe de
difusdo usual ou andmalo, e sendo assim permitindo a sua classificagdo. Como mostrado na
literatura [70], a presenca de uma superficie e de como se d4 a interac@o entre as particulas
difusivas com a mesma pode vir a levar a comportamentos difusivos ndo usuais. Em processos
com comportamento difusivo usual temos uma dependéncia linear com relagdo ao tempo de
forma que ((r — (r))®) ~ ¢, sendo uma caracteristica de processos Markovianos, entretanto
para processos andmalos ha um comportamento ndo linear com relagdo a dependéncia temporal
de forma que ((r — (r))?) ~ t*, podendo vir a assumir diferentes comportamentos difusivos,
sendo 1 < o < 2 superdifusivo e 0 < a < 1 subdifusivo. Porém existem outras formas de

comportamento possiveis como ((r — (r))?) ~ In® t ligados a processos difusivos super lentos.

Figura 4.6 — Comportamento de 27p/(7",t) por r{ e zZ para t’ = 0.5 e t' = 1, onde p'(7t)

= 2" p(rt), ry = mi/#, ez = z/z. Foi considerado por simplicidade que
Ks/Kb,L = 1/2, k‘/ = lekd/Kb,L = 01, Z’k)S/Kb7L = 1, kr = 0, t’ = Z/2t/Kb7L, €
Ky /Ky = 1.

o
N

2mwp(r,t)
©

40.0

Fonte: o autor.

Na Figura 4.8a mostra o comportamento do desvio quadritico médio na direcdo x

2 . . . . . '
(JE’TH (t) = <(r|| —(r) >), o qual estd relacionado com as particulas se difundindo na superfi-
cie, tendo sido obtido através da Equagdo 4.16. Vale notar o comportamento assint6tico do desvio
quadratico médio, possuindo um comportamento subdifusivo dado por o ;| ~ t1/2, esse tipo de

comportamento também foi obrservado em sistemas difusivos do tipo "pente"[14], um sistema
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também caracterizado por aplicar restrigdes de movimento sobre as particulas difusoras devido a
configuracdo do sistema. A Figura 4.8b mostra o comportamento do desvio quadratico médio
na diregdo x (o—im ) = ((r = (r)) 2)) relacionada com as particulas que estdo se difundindo
no volume, obtido da distribui¢do dada pela Equacao 4.23, onde o seu comportamento sofre
pouca perturbagdo devido a presenga do processo de adsor¢do, onde o desvio quadrdtico médio

em grande parte possui uma dependéncia linear com relagdo ao tempo t'. A Figura 4.9a e 4.9b,

2

mostra o comportamento de o7,

(t) e UZ,TH (t) respectivamente, para dois diferentes casos da
dependéncia temporal da taxa k,(t), onde essa diferenca na dependéncia temporal de k()
implica em um diferente comportamento com relagdo ao efeito de memoria da particula no
processo de adsor¢do. Em particular, essas escolhas de k() implicam em um comportamento
assintético de aim (t) ~ t (para ky(s) oc 1/(14+/5)) e a,ir” (t) ~ t + k/t (para k,(s) o< 1/+/5)

no limite t — oo.

Figura 4.7 — Gréfico do comportamento de C'(7,t) por r(, para k, = 0 e ¢’ = 1/2, onde C/(,t)
= 2?C'(Ft), t' = 2t/ Ky, 1, and 7| = 1) /2". Por simplicidade, foi considerado
que Ks/Kb,J_ = 1/2, kzli = lek‘d/Kb7J_, Zlks/Kb’J_ = 1, € Kva/Kva- =1.
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Fonte: o autor.

O desvio quadratico médio para a direc@o z pode ser visualizado na Figura 4.10a, a
distribuicdo reduzida p.(z,t), i.e., p.(z,t) = [;dA'p(Ft), obtida por meio da Equagdo 4.23 ¢
mostrada na 4.10b. Como pode ser visualizado por meio das figuras, o comportamento difusivo
das particulas na superficie apresentam um comportamento andmalo com comportamento
subdifusivo e contando com a presenca de um transiente inicial, devido as condicdes iniciais
escolhidas do sistema. Para o volume entretanto temos que para tempos iniciais e para tempos
longos o sistema possui um comportamento difusivo usual, porém para tempos intermediario

onde ocorre o processo de interacdo das particulas difusoras com a parede surge um processo
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andmalo no sistema.

;2#” () com relagdo

(t) = 2?02 (t') e t! = K, t/2". b: Gréifico do com-

S,T‘H

Figura 4.8 — a: Grafico do comportamento do desvio quadritico médio o

ao tempo (t'), onde o7,
portamento do desvio quadratico médio a,’fm (t') com relag@o ao tempo (¢'), onde
Ug,m(tl ) = 2’201’374”(# ) et = K, t/z". Por simplicidade, foi considerado que

Ks/Kb,H = 1/2, k:i = lek’d/KbJ_, k‘g = Z/kS/Kb7J_ = 1, k‘r = 0, (] Kb,||/Kb,L = 1.
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12

Figura 4.9 — a: Grafico do comportamento do desvio quadratico médio (US,TH (t')) com rela-

¢do ao tempo (t'), onde afm (t) = 2707, (t') e t' = Kj,1t/2". b: Gréfico do
comportamento do desvio quadratico médio (a,’fTH (t')) com relagdo ao tempo (t'),
onde oj, (t) = 203, (') e t' = I t/z". A linha preta tracejada considera
que k(t) = ky//nt (ks(s) = ky/+/5) e a linha tracejada pontilhada em verde
representa o caso onde ky(t) = k, /vt — kee'er fe (V) (ks(s) = ks /(1 + /).
Por simplicidade, foi considerado que K,/K, || = 1/2, kl, = 2%kq/ Ky, k., =
Z/ks/Kb,i = 1, k‘r = 0, k’r = 0, € Kb7|\/Kb7l =1.

4] .

10 -

—~ 10° ==

=_ 402 7
] w -

b 10-4_ '/

10° 4/

108

10" i

I I I I I I
10" 10°  10' 10> 10° 10*
]
10° t
10° 1 ’// ‘
e
- 104- s ,'

~
N

o 1024

10° - L\ N

10" o
////
P d
100_/,'/
10" L : : : : . .
10" 10° 10’ 10° 10° 10* 10°
tl

Fonte: o autor.



Capitulo 4. DIFUSAO EM UM SISTEMA 3D COM A PRESENCA DO FENOMENO DE
ADSORCAO-DESSORCAO 46

Figura 4.10 — a: Gréfico do comportamento do desvio quadratico médio ¢/?(¢') com relagdo ao
tempo t', onde o%(t') = 2”0’ (t) e t’ = K, 1 t/2"%. b: Grafico do comportamento da
distribuigdo p’,(z,t) com relagdo ao tempo z, onde p’.(z,t) = 2'p.(2,t), 2 = z/7, e

' = 0.1. Por simplicidade, foi considerado que 2"k, /K, | = 1,2'ks/ Ky, = 1/2,
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5 DIFUSAO EM UM MEIO HETEROGENEO COM PRO-
CESSO DE RESETTING

Dentro dos fendmenos de difusido, podemos ter iniimeros processos, entre eles o de
resetting [52, 51], o qual aplica uma espécie de processo de renovagdo sobre o sistema, fazendo
com que a particula difusora retorne repetidamente a uma determinada posicdo x’ (em muitos
casos essa posi¢do é escolhida como sendo a posi¢do inicial (0) da particula). Esse processo de
resetting ou renovacao do sistema ocorre de forma estocdstica, como mostrado na Figura 3.4,
onde essa dinamica de reposicionamento ocorre a uma certa taxa r, governada por uma distribui-
¢do de probabilidade. Por retornar o sistema ao seu estado inicial o processo de resetting € uma
maneira simples de manter o sistema em um constante estado de desiquilibrio. A compreensao
de sistemas que apresentam essa espécie de comportamento ¢ de fundamental importancia para
a compreensdo de processos presentes em sistemas reais, como por exemplo, como de busca
estocdstica em sistemas bioldgicos [74, 75], o comportamento de animais em busca por alimento
[75] e funcionamento da memoria visual em humanos [76].

Ao longo das ultimas décadas o comportamento de sistemas difusivos em meio ho-
mogéneos vém sendo amplamente estudados, entretanto experimentos nos mostram que esse
tipo de comportamento nio descreve de maneira adequada inimeros sistemas reais, onde os
meios apresentam uma heterogeneidade. Apresentando uma significativa relevancia para uma
maior compreensao de sistemas difusivos reais e de suas variabilidades espaciais. Dentre os
sistemas com presenca de heterogeneidade se destacam areas de estudo como geometrias de
confinamento [77], meios porosos [78], plasma confinado por um campo magnético [13], difusdao
em sistemas fractais [79], difusao atmosférica [80], meios turbulentos [81] entre outros casos.
Dessa forma, esse trabalho foi pensado com o viés de compreender a interacao entre esses
dois processos com caracteristicas distintas, o resetting estocdstico com o reposicionamento da
particula difusora e o meio heterogéneo sendo abordado de forma a atribuir uma dependéncia
espacial no coeficiente de difusdo D(x). Essas duas dindmicas provocam a presenga de uma
espécie de restricdes no movimento das particulas, causando um comportamento nao trivial no
deslocamento das particulas difusoras, dando origem a um sistema difusivo anémalo.

A solugdo analitica para o problema que serd discutido a seguir foi obtida utilizando
o método da funcio de Green, também tendo sido feito uso de simula¢des numéricas da equa-
cdo de Langevin, que em conjunto foram utilizados para verificar a validade do sistema aqui
proposto. O método numérico utilizado nesse capitulo em conjunto com o método analitico
para a interpretacao e validacao do modelo tedrico proposto estd descrito de uma forma mais

aprofundada no Capitulo 3.



Capitulo 5. DIFUSAO EM UM MEIO HETEROGENEO COM PROCESSO DE RESETTING 48

5.1 COMPORTAMENTO DE p(z,t)

O sistema difusivo que iremos abordar engloba o conjunto dos dois fendmenos descritos
acima. Como ponto de partida podemos formular uma equagdo de difusdo para esse sistema,
considerando um meio heterogéneo com coeficiente de difusdo D(x) dependente da posicdo, o
qual para o caso aqui estudado possui o portamento de uma lei de poténcia D(x) ~ |z|~", onde
17 > —1 € um parametro associado a heterogeneidade do meio, e estando esse sistema sujeito ao
processo de resetting estocastico ocorrendo a uma certa taxa r, ficamos entdo com a seguinte

equacao de difusao

9 gty = 2 {D(@a%p(m,t)} () — 8o — 7], 5.1)

sendo p(z,t) a distribui¢do de probabilidade do sistema. O segundo termo do lado direito esta
vinculado com o processo de resetting do sistema e o reposicionamento da particula para a
posi¢do 2’. O sistema estd sujeito a condi¢@o inicial p(z,0) = ¢(z) e a condig¢do de contorno
p(£o0,t) = 0.

Fazendo uma mudanca de varidvel na Equagdo 5.1, de forma que p(z,t) = e "' p(x,t),
ficamos com a seguinte equagao

0 0 0
— N — _ -n___ 5 tr A
p (x,t) D&U {\:L’] axp(x,t)} +reo(x — ). (5.2)

Podemos entdo agora obter a solucdo da Equagdo 5.2 utilizando o método da fun¢ao de Green e
encontrar a solucao relacionada a essa equacao, a qual pode ser obtida resolvendo o seguinte
problema

0 _ 0 ., 0 _ B _
EG(z,x,t) — D% {\x| "%G(:U,x,t)} =0(z —x)0(t), (5.3)

sujeito a condi¢do G(x,2',t) = 0, parat < 0, e G(Fo0,2’,t) = 0. A distribuicdo de probabilidade

de p(z,t), em termos da fungdo de Green fica dado por

00 t
plx,t) = / dzp(T)G(x,T,t) + 7"/ dt'e™ G(x,zt — 1), (5.4)

00 0

e por meio da qual podemos obter p(z,t).
Utilizando as autofuncdes do problema de Sturm-Lioville relacionados com a equagao

diferencial dada abaixo, nés podemos encontrar a funcdo de Green relacionada a Equacgao 5.3,

0 0
el i} = -0 e 6:5)

onde a solugdo da Equagéo 5.5, com a condi¢io de contorno v (+o00,k) = 0, é dada por

1 2k|x|3+7)
Vs k) = a0 (—';”L . ) 5.6
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L k| |32+
b (a,k) = x|z[z0+7, (%) ’ o

onde v = (1+n)/(2+n)el, () éafuncdo de Bessel [82]. Podemos obter agora a funcdo de
Green a partir das autofungdes definidas pelas Equacdes 5.6 € 5.7, e por meio disso analisar o
comportamento do sistema proposto.

A funcao de Green pode entdo ser escrita da seguinte forma

G(x,Z,t) = ﬁ Ooo dk k {¢+(x,k)é+(k,x,t) +p_(z,k)G_(k,z,t) |, (5.8)
sendo
G (ki t) — % /_ Z das (2.0) G2, t) (5.9
onde G (k,z,t) é determinado pela Equagdo 5.3. Substituindo a Equagdo 5.8 na Equa-
¢do 5.3 e utilizando a ortogonalidade das autofuncdes, obtemos
%éi(k,;z,t) + kDG (k,Tt) = %@bi(f,k;)é(t) , (5.10)

que possui a seguinte solucao
1 2
Gi(kzt) = i (Z,k)e PFT (5.11)

Substituindo a Equacdo 5.11 na Equagdo 5.8, para ¢t > 0, ficamos com

1 o
Gloat) = g [ Rkl k) 4 oo P G
0
que finalmente nos leva a seguinte equacao
_ |2z|20F et
G t _ (2+m)2Dt
(z.2:1) 2(2+7])Dte

o 7|32+ T o 7|32+
« dr, (et ML T . (5.13)
(24 n)2Dt |z Z| (24 n)2Dt

onde I,,(x) é a funcdo de Bessel modificada de primeira espécie. Em méos da funcdo de Green,

podemos agora escrever a distribuicao de probabilidade associada a Equacgdo 5.1, dada por

e8] t
plxt) = e_rt/ dzo(Z)G(x,T,t) +T/ dt'e ' Gz’ ). (5.14)

—00 0
Nas Figuras 5.1a, 5.1b e 5.1c é mostrado o comportamento da dependéncia temporal da
distribuicdo p(x,t) para trés diferentes valores do pardmetro 7, ligado a heterogeneidade do meio
difusivo. A Equacdo 5.14 utilizada para a construcdo dos graficos foi integrada numericamente,

fazendo as seguintes consideragdes: ' = 1, D = 1, e ¢p(x) = d(x — 2’). Vale notar a diferenca
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significativa entre o caso homogéneo 7 = 0 (Figura 5.1b) e os casos heterogéneos 7 # 0 (Figuras
S5.1ae 5.1c)), apresentando uma grande distingdo de comportamento nas regides proximas da
origem, ou seja, x = 0. A diminui¢do da diferenca entre as distribui¢des de probabilidade devido
o aumento do tempo ¢, indica uma aproximacgdo do sistema a um estado estaciondrio. Dessa
forma tomando o limite ¢ — oo e integrando a Equacdo 5.14, encontramos a solucdo do estado

estacionario

rlza’|2 () 2 oo 2 T,
X SR bl i 5(24m) K., (—\/=| 5 (2+n)
pail) (2+n)D 247 plel® 2+ 5
2
| /| <2+ |x| 2+77) (2+ %’I/|5(2+n)):| : (5.15)
xT n\ D n\
para |z| < |z'], e

1
pst(l’) = M I, L L|x/‘%(2+n) K_, 2 L’$‘%(2+n)
(2+n)D 2+nV D 2+n\ D
xx' 2 r 1 2 rooa
ST, [y =22 ) K, [y [ = ] 2 5.16

para |z| > |2'|, onde K, (z) € a fun¢do de Bessel modificada de segundo tipo.



Capitulo 5. DIFUSAO EM UM MEIO HETEROGENEO COM PROCESSO DE RESETTING 51

Figura 5.1 — Evolugao das distribui¢des de probabilidade e o estado estaciondrio do processo de
difusdo em um meio heterogéneo com resetting estocastico. Os graficos (a), (b),
e (c) mostram a distribuicdo de probabilidade definido pela Equacao (5.14) para
diferentes valores de 7 (indicado em cada grafico) e ¢ (indicado pela barra colorida).
Nesses gréficos as linhas tracejadas representam as distribui¢cdes estaciondrias. O
gréfico (c) mostra a distribui¢@o estaciondria definida pelas Equacoes (5.15) e (5.16)
para diferentes valores de 7 (indicado pela barra colorida). Foi considerado que
¥ =1,D=1,ep(x) =d(x — 2'), para todos os graficos.
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Fonte: o autor.

O comportamento estaciondrio € representado nas Figuras 5.1a, 5.1b e 5.1c pela linha
tracejada em preto. A Figura 5.1d mostra o comportamento dos diferentes estados estaciondrios
para diferentes valores do parametro 7, onde fica nitido a distin¢cdo entre o comportamento
do meio homogéneo 1 = 0 (linha tracejada em preto na Figura 5.1d) e os demais sistemas
heterogéneos (linhas coloridas na Figura 5.1d).

Fazendo uso da Equacdo 5.14, podemos obter numericamente o desvio quadratico médio
(0(t) = ((z — (x))?)) do sistema. Sem a presenca do resetting estocdstico, ou seja, considerando
r = 0, o desvio quadratico médio é dado por 02(75) o tﬁ [83], e dessa forma teremos um
comportamento subdifusivo para 7 > 0 e superdifusivo para < 0. Como mostrado na Figura
5.1b, o processo de resetting estocdstico resulta em um estado estaciondrio, onde o regime
andmalo apresenta um comportamento transiente até o sistema atingir o seu estado estaciondrio.
Visando atestar a presenga desse comportamento foi calculado o o2(t) para diferentes valores

da taxa de resetting r, utilizando os seguintes pardmetros: n = —1/2, 2/’ = 1, D = 1, e
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o(x) =6(x —a’).

Figura 5.2 — Difusdo andmala transiente € o comportamento nao trivial da dependéncia do
desvio quadritico médio com relagdo a taxa de resetting e a heterogeneidade do
meio. (a) Dependéncia temporal do desvio quadratico médio o?(t) paran = —1/2
com diferentes taxas de resetting (indicado pela barra colorida). A linha tracejada
representa o comportamento difusivo sem a presenca do resetting estocastico (r =
0). (b) Dependéncia temporal do comportamento do desvio quadratico médio o (t)
para r = 0,01 com diferentes valores do parametro 7 (indicado pela barra colorida).
A linha tracejada representa o caso do meio homogéneo (1 = 0), os marcadores
indicam os resultados obtidos por meio da simulagdo numérica da equacio de
Langevin. Nos dois grificos foi utilizado 2’ = 1, D = 1, e p(z) = §(z — 2').
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Fonte: o autor.

A Figura 5.2a mostra o comportamento do desvio quadratico médio calculado numeri-
camente por meio da Equacao 5.14 para diferentes valores da taxa de resetting r, onde a linha
tracejada em preto indica o comportamento do sistema sem a presenga do resetting estocatico, ou
seja, para r = 0. Podemos observar que para valores grandes da taxa de resetting o desvio qua-
dratico médio do sistema rapidamente € saturado. Entretanto, para sistemas com taxa de resetting
menores, 0 desvio quadritico médio dos sistemas apresentam um transiente com comportamento
difusivo anomolo, obedecendo o seguinte comportamento o2 (t) o t757 antes de atingirem o
seu comportamento estaciondrio. O comportamento do platd do estado estaciondrio do desvio
quadratico médio e a duracdo do regime transiente andomalo sdo inversamente proporcionais a
taxa de resetting. Na Figura 5.2b sdo apresentados os cdlculos para o comportamento do desvio
quadrético médio para diferentes valores do parametro 7, a uma taxa constante de resetting
(r = 0,01). Podemos visualizar que o comportamento do plato do desvio quadritico médio
também € dependente do valor do parametro 77, mostrando que quanto maior o valor de 7, menor
serd o plato. Vale notar que o desvio quadratico médio apresenta também um transiente para
tempos iniciais (t < 1) como pode ser observado nas Figuras 5.2a e 5.2b, onde esse transiente
inicial é dependente do parametro 7) e da taxa r, vale salientar que esse comportamento de

2,
transiente apenas se manifesta quando =’ # 0, ou seja, 0 comportamento az(t) o t2tn 80 €
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observado antes do estado estaciondrio se x’ = 0.

Visando mostrar a validade do sistema aqui proposto foi realizado uma simulagdo
numérica da equacdo de Langevin para diferentes valores do parametro n (-1, -1/2, 0, ..., 3), a
partir da qual foi calculado o desvio quadratico médio, como pode ser visualizado na Figura

5.2b, onde os resultados numéricos estio representados pelos marcadores “x”, a concordancia

entre os dois modelos corrobora em afirmar a validade do sistema proposto nesse trabalho.

5.2 PRIMEIRA PASSAGEM DE TEMPO

De forma a acrescentar a compreensao do sistema difusivo aqui abordado e a sua
distribuicdo de probabilidade, assim como para o desvio quadratico médio, foi investigado o
problema da primeira passagem de tempo associado a Equagdo 5.1. Para isso foi utilizado a
abordagem backward da equagdo mestre para a probabilidade de sobrevivéncia Q)(x,t), tendo
sido assumido a posi¢do inicial z > 0 como uma varidvel e a posi¢cao de resetting como sendo

7' = x, dessa forma temos

0 0

aQ(a:,t) =5 {D[x|‘”%@(x,t)} —rQ(z,t) + rQ(zo, ), (5.17)

com condi¢@o de contorno Q(0,t) = 0 e Q(oo,t) = 0, e condi¢do inicial Q(z,0) = 1. A
Equagdo 5.17 representa a probabilidade de que particula que posicionada inicialmente em x
ndo alcance a origem = = 0 em um determinado tempo ¢, onde o segundo e o terceiro termo do
lado direito da equagao estd relacionado com o processo de resetting da particula para a posi¢ao
x para a posi¢do xp, implicando em uma perda de probabilidade relacionado ao termo Q(x,t),
e um ganho de probabilidade relacionado ao termo () (zy, t). Para obter a solucio da Equacao
5.17, primeiramente aplicamos a transforma de Laplace de forma que Q(z, s) = L {Q(x,t); s},

nos levando a seguinte equacgdo

0

p {D|$\_"%@(Jc,s)} — (r+9)Q(x,5) = —1 — rQ(x0,5), (5.18)

que possui a seguinte solu¢ao

Q(];) 3) = Ax%(l'*‘??)ly ( 2a x%@-ﬁ-ﬁ)) + B.CE%(H_")KV ( 2a xé(Q—H]))
2+ 2+

+ (14+7rQ(xg,s)) /(r+s), (5.19)

onde A e B sdo constantes de integragdo e o« = +/(r + s)/D. A condigdo de contorno )(c0,s) =

0nos levaa A = 0, e a condicdo Q(0, s) = 0 implica que

~ 149
g 1+1Q(z8) |, 2 L g (20 3o
s+ r (;_Z> 241 0 "\2+n"°

) (5.20)
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onde @ (g, s) é determinado de forma autoconsistente, dessa forma

4N

1— 2 a | 2%tn %(lJrn)K 2a %(QJFT])

A D(52) \2+n Lo v\ 24470
2+n

Q(xo,s) = — . (5.21)

1tn
+ 2r a |\ 2tm %(H_n)K 2a %(24_77)
ST rEy 2 Lo v { 24570

n

Considerando a posicao inicial como sendo igual a posicao de resetting, ou seja, v = g,

dessa forma a média da primeira passagem 7" (xy) pode ser obtido por meio da seguinte equagdo

T = - [ dtt5Q et =G0, (5.22)

nos levando ao seguinte resultado

T (xg) = Sl - , (5.23)

onde a = +/7/D.

Vale notar na Equag@o 5.23 que T'(x() é finito quando a taxa r > 0 e diverge quando
r — 0, ou seja, sem a presenga do resetting estocastico. Podendo ser recuperado o comportamento
associado a média da primeira passagem do movimento Browniano, 7' ~ 1/ rTn paran = 0,
quado considerado o limite » — 0. Para o limite onde » — oo vale notar que 7' diverge, isso
ocorre devido ao aumento no tempo da taxa de resetting, fazendo com que as particulas tenham
um menor tempo entre 0s seus reposicionamentos para alcancar a origem.

Na Figura 5.3a é mostrado o comportamento da média da primeira passagem 7'(x)
em fung¢do da posig¢do inicial xy com 7 = —1/2 para diferentes valores da taxa de resetting r.
Podemos observar que quando a posicao inicial da particula € muito préxima da origem (z = 0),
ocorre uma reducdo no 7'(xy) quando é aumentado os valores da taxa r. Entretanto quando a
posic¢do inicial da particula se encontra distante da origem, um aumento na taxa r provoca um
aumento no 7'(x,). Esse comportamento do sistema estudado indica haver uma rela¢do entre a
melhor taxa de resetting para o qual a média da primeira passagem de tempo 7'(x) seja minima,
como mostrado no grafico presente no interior da Figura 5.3a. Como o comportamento da média
da primeira passagem ndo € dependente apenas do processo de resetting e de sua taxa r, devemos
analisar também o comportamento causado pela heterogeneidade do sistema, dado pelo indice 7,
na Figura 5.3b é mostrado valores de 7'(zo) em fungdo de z, com taxa de resetting r = 0.01
e diferentes valores do parametro 7). Para valores proximos da origem, € observado que um
aumento de 7 leva a uma diminuicao da média da primera passagem de tempo, porém quando
a posic¢do inicial da particula se encontra distante da origem obtemos um efeito contririo, ou
seja, um aumento em 7 provoca um aumento em 7'(zg), como mostrado no grafico presente no

interior da Figura 5.3.
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Figura 5.3 — Dependéncia da média da primeira passagem de tempo com relacdo a taxa de
resetting e da heterogeneidade do meio. (a) Média da primeira passagem de tempo
T'(zo) em fungdo da posigdo inicial ¢ (Equagdo (5.23)) paran = —1/2, D = 1,
considerando diferentes valores de taxa de resetting r (indicado pela barra colorida).
O gréfico presente no interior desta figura representa os valores de 7'(z() em fungdo
de r para diferentes valores de z( (indicado pela barra colorida). (b) Média da
primeira passagem de tempo T'(xy) em fungdo da posi¢ao inicial xy (Equacédo
(5.23)) para r = 0,01 e diferentes valores de parametro 7). Nesse grafico, a linha
tracejada representa o caso de difusdo em um meio homogéneo (n = 0). O gréfico
presente no interior mostra os valores de 7'(xy) em funcgdo de 7 para diferentes
valores de x (indicado pela barra colorida).
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentado situagdes relacionadas aos fendmenos difusivos, as quais
podem envolver diferentes tipos de dinAmicas com processos (absor¢ao, adsor¢ao-dessorcao,
resetting, heterogeneidades) que podem vir a estar presentes concomitantes com a difusdo. Mos-
tramos que tais processo atuam de forma a influenciar o comportamento difusivo do sistema.
Processos os quais sao de fundamental importancia para o entendimento de inimeros sistemas
reais. Foi constatado que as restricdes de movimento causadas pelas dindmicas presentes nos
sistemas estudados, atuaram de forma a modificar o comportamento do regime difusivo, vindo a
adquirir um comportamento ndo usual, ou seja, um comportamento difusivo anomalo. Exemplifi-
cando também o uso do calculo numérico e de simulacdes computacionais, os quais cada dia
mais vém se mostrando importantes para a ciéncia moderna, pondo-se como uma ferramenta
chave para comparacao e validagdo de estudos tedricos para sistemas complexos.

Utilizando a abordagem do método da funcao de Green em conjunto das transformadas
integrais fomos capazes de estudar o comportamento, bem como obter a solucao da distribui¢ao
de probabilidade de dois fendmenos difusivos distintos. O primeiro processo difusivo investigado
trata-se de um sistema de transporte com a presenca de uma parede reativa, a qual € responsavel
por uma dinamica de adsor¢do e dessorcao de particulas no sistema, onde as particulas adsorvidas
podem vir a se difundir lateralmente sobre a superficie. Os processos que ocorrem na superficie
estdo acoplados com a equacio do volume, relacionando o fluxo de particulas da superficie com
o volume, causando uma interdependéncia entre os processos. Por meio da andlise do desvio
quadrético médio foi possivel verificar um comportamento anomalo do volume, apresentando um
comportamento transiente para tempos intermedidrios. Com relagdo a superficie foi observado
que inicialmente o desvio quadratico médio possui um comportamento transiente, relacionado
com a condig¢do inicial do sistema, tendo sido considerado que as particulas inicialmente estdao
todas presentes no volume, passando em tempos mais longos a apresentar um comportamento
difusivo andmalo com caracteristicas subdifusivas. No segundo processo difusivo analisado nesse
trabalho tratamos da dinamica de resetting estocéstico, considerando um sistema heterogéneo,
onde essa heterogeneidade é levado em conta na equacdo de difusdo por uma dependéncia
espacial do coeficiente de difusdo. Em maos da solugdo para esse problema, analisamos o com-
portamento do seu desvio quadratico médio, o qual mostrou diferentes comportamentos causados
pela sua dependéncia com a taxa de resetting r e o parametro de heterogeneidade 7. O sistema
apresentou um comportamento andmalo, com caracteristicas sub e superdifusivas, dependendo
da escolha dos parametros. Tendo sido calculado também o tempo de primeira passagem, o qual
também se mostrou influenciado pelas configuracdes escolhidas para o sistema. Mostrando haver
uma relacdo entre a heterogeneidade e a taxa de resetting para se obter o melhor tempo de busca.

Os resultados analiticos dos dois casos estudados foram comparados com a simulacdes
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numéricas da equacdo de Langevin discretizada, mostrando assim haver uma total concordancia
com relacdo aos dois formalismos utilizados, vindo a corroborar com os resultados obtidos.
Mostrando assim a solidez do trabalho tedrico, bem como as aproximacdes e consideragdes feitas
para levar em conta as complexas dinamicas dos sistemas difusivos estudados nesse presente
trabalho.
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APENDICE A - METODO DE EULER PARA EQUACAO
DIFERENCIAL ESTOCASTICA

Neste apéndice trataremos sobre o método de Euler, também conhecido como método
de Euler-Maruyama para sistemas estocdsticos, um método recursivo e de facil implementagao
para a discretizacdo temporal de equacdes de trajetdrias. Sendo assim o método de Euler é de
grande ajuda para verificacdo e validacdo de sistemas propostos através do cdlculo numérico e
simulagdo de sistemas estocdsticos por meio do uso da equagdo de Langevin discretizada no
tempo.

Consideremos assim a seguinte equacgao diferencial estocdstica
dXt = a(t,Xt>dt + b<t7Xt)th7 (Al)

a qual ¢ satisfeita pelo processo estocdstico dado por A.2, sendo a e b constantes e W; sdo
incrementos aleatorios, também chamado de processo de Wiener, onde esses incrementos sao
por caracteristica varidveis Gaussianas independentes, com média zero e ((AW,,)?) = A,t.

Compreendido no intervalo ¢y < ¢ < T, e com valor inicial definido como X,;, = X.
X = (X, tg <t <T). (A2)

Considerando uma discretizagdo temporal entre o intervalo de tempo inicial ¢, € um
dado tempo final 7', temos que os intervalos de tempo podem ser discretizados na seguinte
formaty =1 < <. <7 <..<71y=7T,onden =0,1,2,..., N — 1, ou seja, n € um
indice inteiro. Dessa forma temos que para a discretiza¢do temporal em um determinado 7, a

aproximagcao € feita da seguinte forma
Apt = Ty — Ta, (A.3)
€ para o enésimo termo, temos
0 = max,At, (A.4)

o qual € o passo de tempo maximo. Nesse apéndice estamos considerando uma discretizacao

com intervalos de tempo equidistantes, dada na seguinte forma
Tn = lo + N, (A.5)

sendo 0 = At = T]_Vto, chamado tamanho de passo ou passo temporal. Onde temos que quando

A,t — 0, a nossa solucdo discreta se aproxima da solucdo analitica. O indice no A se deve pelo

fato de que para algumas aplicacdes é desejado uma flexibilidade na escolha da discretizagao,

permitindo um controle com relacdo ao passo temporal para um determinado intervalo n.
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Sendo um método continuo no tempo, o método de Euler pode ser escrito de uma forma
recursiva, podemos reescrever a Equagdo (A.2) e transforma-la em um processo iterativo, dada

na seguinte forma
Yn+1 = Yn + CL(Tn, Yn)(Tn—H - Tn) + b(Tn,Yn)(WTn+1 - WTn)a (A6)

onde Y = (Y}, to <t < T') é um processo estocdstico, com condigdo inicial Yy = X.
Considerando na Equag@o A.6 como sendo b = 0, ou seja, o coeficiente de difusao igual
a zero se analisarmos do ponto de vista da equagdo de Langevin para o movimento Browniano,

reduzimos o problema a uma equagdo diferencial ordindria, do tipo

dx
e a(t,r), (A7)

sendo facilmente resolvida tanto pelo método analitico quando numérico. Ficamos entdo com a

tarefa de gerar os incrementos aleatorios
AW, =W, .1 —W, . (A.8)
Considerando um sistema difusivo usual, ou seja, com média
(AW,) =0, (A.9)
e variancia
(AW,)?) = At (A.10)

o qual pode ser facilmente obtido usando algoritimos de criagdo de numeros pseudoaleatorio.

Dessa forma podemos reescrever a Equacdo A.6 da seguinte forma
Yo =Y, +alA,t + bAW,, (A.11)

paran = 0,1, ..., N — 1, onde a recursividade disponibilizada através do uso do método de Euler
¢ uma de suas principais fontes de sucesso na implementacao em computadores.

Outra forma que podemos analisar o problema para uma melhor visualizagdo do método
de Euler € pensando na defini¢do do célculo para a derivada de uma determinada fungdo y(¢) em

um ponto ¢ = a, o qual € dada por

iy o ylath) —yla)
y(a)_}llli% h )

(A.12)

que graficamente nos diz que se pegarmos a inclinac¢do da juncdo da linha secante (a,y(a) e
a + h,y(a + h)) quando a + h se aproxima de a, temos que a inclinagdo da reta secante se
aproxima do valor da inclinagdo da linha tangente de a, sendo o valor de y/(t). Dessa forma

quando aproximamos h para valores pequenos obtemos uma aproximagao de y'(a), dessa forma
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difinindo h > 0, h = At, a = tg e a + h = t;, substituindo essas relacdes na Equacdo A.12

ficamos com
y(t) — y(to)
At

Podemos entdo fazer uso dessa relagdo de aproximagao para resolver uma equacgao

Y (to) = : (A.13)

diferencial simples do tipo 3/(t) = f(y(t),t) através de algumas modificagdes, fazendo y(t;) =
Y; e y(ty) = Yo, onde y(to) é a condigdo inicial do problema, ficamos entdo com a seguinte

relagdo de aproximagdo para y(t;)

Y1 -Y
At

= f(to,Y0), (A.14)

Yi = Yo + Atf(to,Yp), (A.15)

utilizando a Equacd@o A.15 podemos facilmente montar um processo iterativo, o qual podera de
forma simples ser implementado para realizar calculos numéricos. O processo recursivo fica
dado da seguinte forma

Yo = Yi+ ALf(£.Y)). (A.16)
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APENDICE B — TRANSFORMADAS INTEGRAIS

Trataremos nesse apéndice acerca do método matematico de transformadas integrais,
um método poderoso no auxilio para a solu¢do de equagdes diferenciais. Mais precisamente
de duas das transformadas mais utilizadas na solu¢do de problemas fisicos, a transformada
de Laplace e a transforma de Fourier, as quais possuem uma grande utilidade na solucao de
equagdes diferenciais, a transformadas integrais atuam de a transformar uma fun¢do v(¢) em
uma outra fungdo u(x), como mostra a Equagio B.1, com o intuito de obter um caminho mais
simplificado para a obtencdo da solucdo analitica da equacdo diferencial. Dessa forma serdo
listadas aqui algumas das propriedades acerca da transformada de Laplace e da transformada de

Fourier, de forma a clarificar algumas passagens matematicas presentes nesse trabalho.

u(z) = / Kz t)u(t)dt, (B.1)

onde (a, b) é um intervalo conveniente de integragdo e K é conhecido como Kernel ou niicleo de

integracdo da transformada integral.
Transformada de Laplace:

A transformada integral de Laplace possui em seu nucleo de integragdo uma fun-

st vindo a efetuar uma mudanca na varidvel temporal do problema.

cdo exponencial na forma e~
Considerado assim uma func¢do f(¢) bem comportada, temos que a transformada de Laplace £

da fung@o f(t) é dada por

F(s) = LI ()] = / et (B2)

0

onde s pertence ao conjunto dos complexos.

A seguir iremos listar algumas das propriedades da transformada de Laplace

* Transformada Inversa:
O processo de inversao da transformada é de importante necessidade para obter a solu¢do
de uma equacio diferencial. Entretanto, a transformada inversa de Laplace pode ser um
processo mais complexo se comparado com outras transformadas como, por exemplo a de
Fourier. A transformada inversa de Laplace € obtida por meio da integral de inversdo de

Merllin, dada da seguinte forma

£(t) = LUF(s)] = — / T ps)etds. (B.3)

270 ) oo

onde vy € um niimero real arbitrério.
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* Linearidade da Trasformada:
Existindo a transformada de Laplace das funcdes f(¢) e g(t), temos a linearidade da

transformada dada da seguinte forma

Llaf(t) +bg(t)] = aL[f(1)] + bL[g(D)], (B.4)

e a linearidade de sua transformada inversa € dado por
L7 af(s) +bg(s)] = al™ [f(s)] + L [g(s)]. (B.5)

onde a e b sdo constantes.
* Convolugio:
Outra proriedade com grande utilidade € a convolucdo entre duas funcdes f(x) e g(x), dada

pelo produto da transformada de Laplace das duas fungdes

[f * gl(t) = L7HLLSN(s) - Llgl(s)), (B.6)
dessa forma
L[f * g](t) = LIf](s) - LIg](s). (B.7)
* Derivada:
Tendo com uma de suas maiores aplicagdes o auxilio a obtencao da solugdo de equacdes di-
ferenciais, torna-se imprescindivel conhecermos como a transformada de Laplace atua com

relagdo com a derivada de uma dada fung@o f(¢). Dessa forma temos que a transformada

de uma derivada pode ser obtida da seguinte forma:

CIf (1) = / ey, (B.8)

0

LI = e FOIE + 5 / et (B.9)

0
substituindo a Equacdo B.2 em B.9 e tomando e tomando os limites no primeiro termo

obtemos a seguinte equagao

LIf'(0)] = =f(0) + sLIf ()], (B.10)

podemos assim repetir o processo para obter a transormada de Laplace da segunda derivada,

L") = sLIf ()] — s£(0) — f(0). (B.11)
Analisando as Equacdes B.10 e B.11 pode ser observado uma das grandes vantagens do uso
da transformada de Laplace para a solu¢@o de equacdes diferencias, onde as condicdes de
contorno ou condi¢des iniciais sdo inseridas de forma direta. Para o caso da transformada

de Laplace derivada de f(¢) de ordem n, temos a seguinte equagéo

LIf"(0)] = s"L[f ()] = s" 71 f(0) — ... — [71(0), (B.12)

onde f™(t) representa enésima derivada da funcdo f(t).
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Transformada de Fourier:

A transformada integral de Fourier possui um nucleo de integracao dado da seguinte
forma k(z,t) = ¢®, aplicada em sua maioria sobre a varidvel espacial, afim de gerar simplifi-
cagdes no célculo analitico devido a mudanga de varidvel, levando uma fungéo f(z) do espago
convencional para o espago de Fourier F(k), onde a transformada de Fourier é definida pela
Equacio B.13. Tendo em seu nicleo de integracdo uma fungao utilizada para descrever ondas, faz
com que a transformada de Fourier possua uma grande utilidade em dreas onde seja necessario
obter informacdes a partir de ondas, como, por exemplo, a andlise de dados de interferometros,
distribui¢ao de elétrons em um atomo, circuitos elétricos e sistemas difusivos. A transformada

de Fourier € definida da seguinte forma

F(k) = Flf ()] = \/LQ_W /_ " Hw)etda, (B.13)

onde temos que se a fungdo f(z) € integravel e se essa integral converge, entdo a Equagdo B.13
¢ vélida.
A seguir iremos listar algumas das propriedades da transformada de Fourier,

¢ Transformada Inversa:

A transformada inversa de Fourier € definida da seguinte forma

f(z) = FHFk)] = \/% / b F(k)e *dzx, (B.14)

onde podemos perceber se compararmos a Equagdo B.14 com a Equacdo B.13 a unica
diferenca € o sinal da exponencial no ntcleo de integracgao.

* Linearidade da Transformada:
Existindo a transformada de Fourier das fun¢des f(z) e g(z), temos a linearidade da

transformada é dada na seguinte forma
Flaf(x) +bg(x)] = aF[f(x)] + bF[g(x)] (B.15)
e a sua inversa € dado por
F'af +bg] = aF'[f] + bF [g] (B.16)

onde a e b s@o constantes.
* Convolugao:
Outra propriedade com grande utilidade € a convolucdo entre duas func¢des f(x) e g(x),

dada por

(F +9)a) = £(@) v o) = [ T fOgle—)de,  zeR (B.17)

Fllg = f); k] = F(k)G(k) . (B.18)
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Onde a convolugao possui a propriedade de comutatividade

f(z) x g(w) = g(z) * f(). (B.19)

* Derivada:
Tratando-se da solucdo de equagdes diferencias por meio de transformadas integrais, uma
propriedade de grande utilidade € a transformada da derivada de uma funcdo qualquer

f'(x), a qual é dada por

1

- ' - k[ |
\/%_ﬂ-/_ f/((l})elkmdg; = \/%f(x>62km|80 _ \;_2_7(/_ f(x)ezkxdx7 (BZO)

que simplificando podemos escrever da seguinte forma
Flf'(@)] = =ik F[f ()], (B.21)
e estendendo para a enésima derivada, temos
Flf ()] = = (k)" FLf (2)]. (B.22)

Onde podemos observar um dos grandes beneficios da transformada, reduzindo uma

equacdo diferencial para uma equacgio linear de F.
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