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RESUMO

Doengas infecciosas sao enfermidades causadas por patégenos, como virus e bactérias. Elas
podem ser transmitidas de uma pessoa para outra, de animais para humanos ou entre animais. A
influenza avidria € uma doenca que se espalha entre aves silvestres e aves domésticas, podendo
também ser transmitida para algumas espécies de mamiferos, incluindo humanos. Essas
doencas continuam a representar uma ameaga significativa a satide publica e a produg@o animal,
especialmente quando envolvem agentes com potencial zoonético, como o virus da influenza
avidria. Nesta dissertacdo, foram explorados modelos epidemioldgicos compartimentais, com 0
objetivo de descrever e analisar matematicamente a dindmica de transmissdo de doencas, com
enfoque na influenza avidria entre aves e sua possivel disseminagdo para humanos. Inicialmente,
apresenta-se uma revisao dos principais modelos compartimentais cldssicos, como SI, SIR, SIS,
SIRS e SEIR, com énfase na interpretacao bioldgica dos parametros envolvidos e na anélise da
estabilidade dos pontos de equilibrio. Em seguida, estudamos um modelo acoplado SI-SIR, que
representa a interagdo entre uma populacio de aves e uma populagdo humana. Sao realizadas
andlises qualitativas do sistema, incluindo o cdlculo do nimero basico de reprodu¢do, bem como
simulagdes numéricas que permitem identificar cendrios epidemioldgicos distintos, a depender
dos parametros adotados. Além disso, € incorporado ao modelo forcamentos sazonais na taxa de
transmissao da doenga, que aumenta substancialmente a complexidade dindmica do sistema. Os
resultados obtidos demonstram que o controle da doenga na populacao avidria € essencial para
evitar surtos em humanos, destacando a importincia de estratégias de vigilancia e contengdo
em ambientes de producdo animal.

Palavras-chave: Doencas infecciosas, Epidemia, Modelagem matemaética, Gripe, Sazonali-
dade.



ABSTRACT

Infectious diseases are illnesses caused by pathogens, including viruses and bacteria. They
can be transmitted from one person to another, from animals to humans, or between animals.
Avian influenza, also known as bird flu, spreads among wild birds and domestic poultry and
can be transmitted to some mammalian species, including humans. These diseases continue
to cause a significant threat to public health and animal production, especially when they
involve agents with zoonotic potential, such as the avian influenza virus. In this dissertation,
compartmental epidemiological models are explored to mathematically describe and analyze the
transmission dynamics of diseases, with a focus on avian influenza among birds and its potential
spread to humans. Initially, a review of the main classical compartmental models, such as SI,
SIR, SIS, SIRS, and SEIR, is presented, with emphasis on the biological interpretation of the
involved parameters and the analysis of the stability of equilibrium points. Next, a coupled
SI-SIR model is studied, which represents the interaction between a bird population and a
human population. Qualitative analyses of the system are executed, including the calculation
of the basic reproduction number, as well as numerical simulations that identify different
epidemiological scenarios depending on the considered parameters. Furthermore, seasonal
forcing is incorporated into the transmission rate of the disease, substantially increasing the
dynamic complexity of the system. The obtained results demonstrate that controlling the disease
in the bird population is essential to prevent outbreaks in humans, highlighting the importance
of surveillance and containment strategies in animal production environments.

Keywords: Infectious diseases, Epidemic, Mathematical modeling, Influenza, Seasonality.
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1 INTRODUCAO

Epidemiologia € o campo da ciéncia que estuda quantitativamente a distribui¢io dos padrdes

e saude e doengas, bem como seus fatores condicionantes e determinantes em nivel popula-
d deed b fat d t det t 1 1

cional. A palavra “epidemiologia” deriva dos termos gregos epi, que significa “sobre”, demos,

que significa “povo”, e logos, que significa “estudo”. Essa etimologia sugere que o campo

da epidemiologia se aplica apenas as populacdes humanas. Contudo, seu uso foi ampliado

para incluir populacdes de outras espécies, animais ou vegetais, desde que as enfermidades em

questdo sejam infecciosas'

. O titulo de pai da epidemiologia é frequentemente atribuido ao
médico grego Hipdcrates (460-377 a.C.), que descreveu a relacdo entre doenca e ambiente”.
Embora o campo abranja diferentes dreas, a maior parte dos estudos epidemioldgicos se
concentra nas doengas infecciosas.

Doencas infecciosas tém acompanhado a trajetéria da evolucdo humana desde seus pri-
mordios. Ao longo dos séculos, diversas enfermidades influenciaram significativamente o
curso de acontecimentos sociais, econdmicos e culturais. A exemplo, temos a peste negra, a
variola, a cdlera, a gripe espanhola e mais recentemente a pandemia do COVID-19. Desde
o inicio do ano de 2020, a pandemia de COVID-19, causada pelo virus SARS-CoV-2, ndo
apenas provocou danos severos a economia mundial, como também causou mais de 7 milhdes
de mortes ao redor do mundo®>. Entre as doencas infecciosas, aquelas que mais causam
mortes globalmente incluem infec¢des respiratdrias inferiores (como a pneumonia) € o HIVS.
Epidemias e pandemias sempre impuseram enormes desafios a saide publica, a ci€ncia e a
formulacdo de politicas sanitdrias. A compreensao da dindmica de disseminacdo de doengas
infecciosas e o desenvolvimento de estratégias de controle eficazes sdo, portanto, tarefas
cruciais para amenizar seus impactos.

Em marc¢o de 2025%, a Organizacdo das Nacgdes Unidas para Agricultura e Alimentagdo
(FAO) alertou seus paises membros sobre a dissemina¢do da influenza avidria altamente pato-
génica H5N1, que tem causado a perda de centenas de milhdes de aves em todo o mundo e
um aumento nos casos de infec¢des entre mamiferos. A FAO destaca a necessidade urgente de
reforcar a biosseguranca, o monitoramento e a vigilancia, os mecanismos de resposta rdpida e
a comunicacdo de riscos para proteger o setor avicola. A influenza avidria (IA) ¢ uma doenca
viral altamente contagiosa que acomete aves domésticas e silvestres, além de algumas espécies
de mamiferos, como suinos e felinos, podendo, ainda em casos raros, infectar humanos. Essa
doenca pode ser classificada em duas categorias: influenza avidria de baixa patogeninicade
(IABP), que geralmente causa poucos ou nenhum sintoma nas aves, e a influenza avidria
de alta patogeninicidade (IAAP), que pode causar graves sinais clinicos, como dificuldades
nervosas, motoras ou respiratorias, e altas taxas de mortalidade. Trata-se de uma zoonose
com capacidade de atravessar barreiras de espécie, especialmente quando associada a subtipos
altamente patogénicos, como o H5N17.

A transmissdo da IA ocorre predominantemente entre aves, mas hd registros crescen-
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tes de infec¢des humanas, geralmente vinculadas ao contato direto com aves infectadas. A
taxa de mortalidade humana associada ao H5N1 ultrapassa 50% dos casos confirmados, o
que confere a doenca um alto grau de periculosidade e justifica sua continua vigilancia por
parte das autoridades sanitdrias. Devido ao seu potencial de disseminac¢do e aos impactos
econOmicos associados, especialmente no comércio internacional de produtos avicolas, a A
€ classificada como enfermidade de notificacdo obrigatdria a Organizacdo Mundial de Saide
Animal (OMSA). No Brasil, o primeiro caso da doenga em aves silvestres foi registrado em 15
de maio de 2023%. Embora rara, a transmissdo para humanos torna-se preocupante devido
a possibilidade de mutacdes que permitam a transmissao entre pessoas, 0 que aumentaria
significativamente seu potencial pandémico. Diante desse cendrio, torna-se essencial com-
preender as dindmicas de contdgio e disseminagdo da influenza avidria, tanto no ambito das
aves quanto no de populagdes humanas expostas. A modelagem matemadtica permite simular
cendrios diversos de transmissdo interespécie, avaliar o impacto de parametros como taxas de
transmissao, mortalidade e recuperagdo, e propor possiveis estratégias de controle.

A modelagem matemadtica € uma ferramenta que utiliza conceitos matematicos para descre-
ver o comportamento de um sistema, transcrevendo um cendrio biolégico, por exemplo, para
uma linguagem matemadtica. No contexto da epidemiologia, a modelagem matemética permite
traduzir informagdes entre diferentes escalas, como do nivel individual ao populacional, ou
extrapolar cendrios com base em condi¢des conhecidas. Com a crescente complexidade das
doencas infecciosas e seu potencial impacto global, como é o caso da influenza aviéria, os
modelos matematicos tornam-se essenciais para prever a dinamica da epidemia, estimar o efeito
de intervengdes e orientar politicas de controle.

A constru¢ao de um modelo matematico envolve um equilibrio entre precisao, transparéncia
e flexibilidade, sendo que modelos mais precisos tendem a ser menos transparentes € mais
dificeis de adaptar. Um modelo preciso € aquele capaz de reproduzir os dados observados
e prever a dindmica do futuro com boa acuricia, o que requer, geralmente, um aumento de
sua complexidade. A transparéncia em um modelo refere-se a capacidade de compreender,
analiticamente ou numericamente, como os diversos componentes do modelo interagem e
influenciam sua dindmica. J4 a flexibilidade esté relacionada a capacidade de adaptar o modelo
para novas situacdes. Ainda que todos os modelos sejam, por definicdo, simplificacdes da
realidade, sua utilidade reside na capacidade de capturar os aspectos essenciais do sistema
estudado, contribuindo para a compreensao e tomada de decisdes em sadde publica. De acordo
com Keeling e Rohani’, um bom modelo matematico é aquele que atende adequadamente ao
seu proposito, equilibrando simplicidade e complexidade de forma eficiente. Ele deve ser tao
simples quanto possivel, mas sem perder os elementos essenciais para cumprir sua funcao. Para
modelos voltados a compreensao de fendmenos, é suficiente focar nas caracteristicas relevan-
tes, simplificando o restante. J4 modelos com fins preditivos exigem maior complexidade e
inclusdo de multiplos fatores, desde que todos possam ser parametrizados com base em dados

disponiveis.
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Modelos epidemioldgicos compartimentais consistem em modelos matematicos que clas-
sificam a populacdo a ser analisada em grupos distintos, de acordo com o estado de saide do
hospedeiro em relacdo a doenca em estudo. As transi¢des entre os compartimentos podem
ser descritas por sistemas de equacdes diferenciais ordindrias, cuja andlise proporciona uma
visdo robusta sobre a evolucdo temporal da doengalo. Esses modelos permitem estimar varid-
veis fundamentais, como os limiares para o estabelecimento de surtos epidémicos e o tempo
médio de infeccdo. A versatilidade dos modelos epidemiolégicos compartimentais consiste
na possibilidade de ajusta-los as particularidades de cada doenga, incorporando caracteristicas
especificas como mortalidade induzida, sazonalidade, imunidade tempordria ou permanente, e
interacao entre diferentes espécies. Assim sendo, os modelos epidemiolégicos compartimentais
sdo ferramentas fundamentais para a andlise quantitativa da propagacdo de doencgas, podendo
oferecer embasamentos para a tomada de decisdes em saide publica.

Este trabalho propde-se a investigar os modelos epidemioldgicos compartimentais cldssicos,
como o SIR, SI, SIS, SIRS e SEIR. Cada modelo € descrito em termos de suas equagdes dife-
renciais, estrutura compartimental, pardmetros biolégicos, e determinacao do nimero basico de
reproducdo, que € uma quantidade fundamental que permite analisar se a doenca prevalecera
ou ndo na populacdo. Sao investigadas suas propriedades qualitativas acerca de seus estados
de equilibrio e condi¢des necessdrias para que um cendrio endémico ocorra, ou para que a
doenca consiga ser eliminada. A dissertacdo estd estruturada da seguinte forma: no Capitulo
2, apresenta-se uma revisao dos principais modelos compartimentais, contextualizando suas
aplicacdes e implicagdes tedricas. O Capitulo 3 € dedicado a anélise especifica da influenza
aviaria, com a introdug@o de um modelo acoplado SI-SIR, que simula a transmissao da doenca
entre aves e entre aves e humanos, estendendo esse modelo pela adi¢ao de efeitos sazonais nas
taxas de transmissdo da doenca. Com isso, podemos investigar o comportamento do modelo
através da andlise das ondas de infec¢Oes. Por fim, o capitulo de Conclusdes apresenta as

reflexdes finais sobre os resultados obtidos nos Capitulos 2 e 3.
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2 MODELOS EPIDEMIOLOGICOS COMPARTIMENTAIS

Doencas infecciosas sdo enfermidades que podem ser transmitidas entre individuos ou
entre o ambiente e individuos. Essas doencas podem ser causadas por agentes patogéni-
cOs macroparasitarios ou microparasitirios. Dentre os patdgenos macroparasitirios, estao
os helmintos e os artropodes. Ja a categoria dos patégenos microparasitirios abrange seres
tipicamente unicelulares, como bactérias, virus, fungos, protozodrios ou até mesmo prions,
que sdo particulas infecciosas compostas por protel’nas“. Conforme apontado por Keeling et
al®, em geral, infec¢des causadas por microparasitas se desenvolvem rapidamente a partir de
um pequeno grupo de organismos infectantes, o que permite com que a analise da progressao
da enfermidade seja enfatizada no estado infeccioso do individuo hospedeiro, tornando negli-
gencidvel a dinamica entre o patégeno e o individuo infectado. Em contrapartida, o ciclo de
vida dos macroparasitas juntamente com seus hospedeiros trata-se de um processo complexo,
o que requer uma modelagem especifica para essa interacdo. Por essa razdo, os modelos
epidemioldgicos que compdem este trabalho referem-se a modelos voltados para simular a
dindmica de doencgas infecciosas microparasitdrias. Nesse contexto, € essencial compreender
os diferentes modos de transmissdo das doencas, pois a forma como o agente infeccioso €
propagado influencia diretamente a estrutura dos modelos utilizados.

A transmissdo de doencas infecciosas pode ser classificada em duas formas, direta ou
indireta'?. A transmissdo direta trata-se de quando a infec¢do ocorre devido a um contato
préximo com individuos infecciosos, como por exemplo através do toque. A grande maioria das
doencas infecciosas microparasitarias € transmitida de forma direta, como doencgas sexualmente
transmissiveis e infec¢des gastrointestinais. J4 na transmissdo indireta, a forma de contato entre
parasita e hospedeiro ocorre por meio do ambiente, como via transmissdo aérea ou dgua e
alimentos contaminados. Como exemplo, podemos citar a tuberculose, a célera e a hepatite A.
A transmissao indireta também pode se dar através do contato entre animais e pessoas, como € o
caso da toxoplasmose, que ocorre através da interagdo gato-humano. H4 também as doencas que
sdo transmitidas por meio de vetores, geralmente insetos, como € o caso da doenca de Chagas e
a dengue. E importante ressaltar que varias doencas podem ser transmitidas de diversas formas,
ndo ficando restritas a apenas uma forma de transmissao direta ou indireta, como € o caso da
influenza, que pode ser transmitida através do ar, por objetos contaminados e pela interagdo
direta entre pessoas. Por fim, ha também a transmissao vertical, que sdo infec¢des ou doengas
transmitidas da gestante para o seu feto, através do ttero ou durante o parto, como € o caso do
HIV e da sifilis'?.

A progressao de doengas infecciosas pode ser definida qualitativamente pelo nivel de
patégenos abrigados no hospedeiro, que € determinado pela taxa de crescimento do patégeno
e a interacdo entre o patdgeno e a resposta do sistema imune do hospedeiro. Esses estagios

podem ser classificados da seguinte forma’:

* Suscetivel: No estdgio inicial, ndo ha patégenos presentes no organismo do hospedeiro,
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apenas uma baixa quantidade de células imunoldgicas ndo especificas. E o estdgio
que antecede o contato efetivo entre o organismo infectante e o ser hospedeiro, onde

o hospedeiro encontra-se suscetivel a infeccao.

* Exposto: Quando o hospedeiro tem um contato efetivo com o parasita, ele torna-se
exposto a infeccdo, e, portanto, infectado. A quantidade de parasitas presentes no
hospedeiro aumenta com o tempo. Esse estdgio também é conhecido como periodo de
laténcia. Devido ao baixo nivel de parasitas no corpo do hospedeiro e pelos sintomas da
doenca ainda ndo estarem desenvolvidos, ainda nao ocorre a transmissao da doenca para

outros individuos suscetiveis.

* Infeccioso: Quando a quantidade de patégenos presentes no hospedeiro fica suficiente-
mente grande, ocorre uma resposta imune do organismo do infectado, gerando inflamacao
e comprometimento dos 6rgaos. Nesse estdgio, o hospedeiro passa a transmitir a infec¢ao

para outros individuos suscetiveis, tornando-se infeccioso.

* Recuperado: O sistema imune do hospedeiro finalmente combate o patégeno causador
da doenca, as fung¢des fisioldgicas impactadas pela infeccdo voltam ao normal e o indi-
viduo torna-se recuperado. Nesse estdgio, o individuo ndo € capaz de contrair a doenca

novamente. Caso ocorra perda de imunidade, o individuo torna-se suscetivel novamente.

E importante ressaltar a diferenca entre infectado e infeccioso. O individuo infectado
ndo necessariamente € infeccioso, e sim teve contato efetivo com o patégeno infectante. O
individuo infeccioso é aquele que estd infectado e é capaz de transmitir a doenga para outros
individuos. A depender da forma com que a modelagem ¢ feita, o estdgio infectado pode ser
infeccioso e infectado. A Figura 1 mostra uma linha do tempo da progressdo do estdgio da
doenca no hospedeiro em relagdo aos niveis de patégenos presentes no organismo e a resposta
do sistema imunoldgico. Antes de ocorrer a infeccdo, o hospedeiro encontra-se suscetivel.
Ap6s 0 momento da infeccdo (flecha tracejada vermelha), os niveis de patdgenos presentes no
organismo do hospedeiro aumentam (regido verde musgo), e, com isso, ocorre uma resposta do
sistema imunoldgico (linha tracejada azul) para combater a invasdo. Apds ocorrer a diminui¢ao
dos niveis de patégenos, a resposta imunoldgica € reduzida.

Modelos matematicos tém sido amplamente utilizados para investigar a transmissao e dis-
seminacdo de doencas infecciosas. O processo de modelagem matemadtica requer a transcri¢cao
de um cendrio bioldgico, por exemplo, para uma abordagem matemadtica. Um dos primeiros
modelos matematicos epidemioldgicos foi publicado em 1760, por Daniel Bernoulli'#, para
analisar a mortalidade pela variola, que era um problema de saide alarmante na época. Em
seu trabalho, Bernoulli realizou uma tentativa matemadtica de avaliar o beneficio da inoculac¢ao
de pessoas que ainda ndo tinham sofrido da doenca com material infeccioso de pacientes com
variola. Essa técnica de imunizacdo foi precursora da vacinacdo. Usando novas técnicas do

campo em desenvolvimento do cdlculo, ele mostrou que, sob certas suposicdes, o beneficio
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Figura 1 — Esquema representativo dos estdgios de progressdo da doenca no hospedeiro em relacio a
quantidade de patégenos presentes no organismo e a ativagao do sistema imunoldgico.
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Fonte: Adaptado de Keeling, M. J. e Rohani, P. Modeling Infectious Diseases. Princeton University
Press, 2008.

para a saide publica da inoculag@o da variola seria considerdvel, aumentando a expectativa de
vida em vdrios anos'.

Em 1906, Hamer'® propds que a disseminacdo de uma infeccdo depende do nimero de
individuos suscetiveis e o nimero de individuos infecciosos, sugerindo a “lei de ac¢do das
massas” para a taxa de novas infec¢des, em analogia com a velocidade de uma reagdo quimica,
que é proporcional ao produto da concentracao das substancias reagentes.

Ja em 1911, na segunda edicdo do livro “The prevention of Malaria””, Ronald Ross
desenvolveu um modelo matemadtico para a transmissdo da maldria, incluindo mosquitos e
humanos, onde mostrou que a redugdo da populacdo de mosquitos a uma quantidade limite era
suficiente para conter a disseminacao da doenca. Essa quantidade limiar é conhecida atualmente
como nimero bésico de reproducio ou nimero de reprodugdo basal, que determina se a doenca
prevalecerd ou ndo na populacao.

Em 1927, Kermack e McKendrick'® publicaram um modelo epidemiolégico deterministico
que inclui individuos suscetiveis (S), infectados (I) e recuperados ou removidos (R), conhe-
cido como modelo SIR. Cada classe de individuos € interpretada como um compartimento,
onde inicialmente a maior parte da populagdo encontra-se no compartimento dos individuos
suscetiveis, que podem ser contaminadas por um individuo inicialmente infectado, migrando
para o compartimento dos infectados, e, posteriormente, apds se recuperarem ou morrerem,
passam para o compartimento dos recuperados ou removidos. Esse modelo é amplamente
considerado como o pai dos modelos epidemiolégicos compartimentais modernos, pois a partir
dele, diversos outros modelos que podem ser interpretados como variacdes do modelo SIR
foram propostos.

Essas variagdes no modelo SIR podem ser feitas de diversas formas. Uma delas € através da
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implementagdo de novos compartimentos, como € o caso do modelo SEIR (Suscetivel-Exposto-
Infectado—Recuperado)w, onde € adicionado um compartimento extra para os individuos que
foram expostos a doenga, que antecede o estdgio infeccioso, tornando a dindmica do sistema
mais complexa. Por outro lado, em determinadas situacdes, torna-se interessante realizar
simplificagdes ao modelo, reduzindo o nimero de compartimentos. Para as doencas em que o
hospedeiro permanece infectado para o resto da vida, ou em que a taxa de mortalidade da doenca
é muito alta, o modelo SI (Suscetivel-Infectado)?” torna-se mais adequado para descrever essa
dindmica. H4 também as doencas em que o hospedeiro perde a imunidade adquirida muito
rapidamente, tornando-se suscetivel logo apds sair do estdgio infectado. Essas doengas sdo
melhores descritas pelo modelo SIS (Suscetivel-Infectado-Suscetivel)!’. A perda de imunidade
pode ocorrer também apds um determinado periodo em que o individuo encontrava-se recupe-
rado, como € o caso do modelo SIRS (Suscetl’vel—Infectado—Recuperado—Susceu’vel)21 ou SEIRS
(Suscetl’vel—Exposto—Infectado—Recuperado—Suscetl’vel)22. As possibilidades de acréscimo de
complexidade aos modelos epidemioldgicos compartimentais sdo inlimeras, o que torna essa
ferramenta de estudo eficiente para analisar a dindmica de doengas infecciosas, €, com isso,
prever cendrios e possibilitar medidas de controle efetivas para reduzir os impactos causados

pela disseminacdo de doengas infecciosas.

2.1 O MODELO SIR

O modelo SIR € constituido por trés compartimentos, o compartimento dos individuos sus-
cetiveis (), dos individuos infectados (/), e dos recuperados (R). O compartimento suscetivel
¢ composto pelos individuos que estdo sauddveis e que podem contrair a doenca. Apds os
individuos suscetiveis serem contaminados com o agente infeccioso, eles passam a pertencer ao
compartimento dos infectados. Depois dos individuos se recuperarem da doenca, estes passam a
fazer parte do compartimento dos recuperados ou removidos, no qual ndo poderdo mais contrair
a doenca.

O nimero de individuos em cada classe varia com o tempo, ou seja, S(¢), I(t) e R(¢) sdo
fun¢des do tempo. A populagdo total N(¢) corresponde a soma do nimero de individuos de
todas as classes, isto €,

N(t) =S(t)+1(t)+R(1). (2.1)

O modelo SIR consiste de um sistema de equacdes diferenciais ordindrias que descrevem a
dindmica temporal de cada classe. Para deduzir essas equagdes diferenciais, devemos considerar
como cada classe evolui no tempo. A populacdo de individuos suscetiveis decresce ao longo
do tempo conforme os individuos se tornam infectados. O niimero de individuos que tornam-se
infectados por unidade de tempo é denominado incidéncia. Assim, a taxa de varia¢do temporal
da classe dos suscetiveis € definida como

dS

— = —incidéncia. 2.2
7 incidéncia (2.2)



22

Para representar matematicamente essa incidéncia, consideramos que o nimero de contatos
por unidade de tempo que um individuo infectado faz é proporcional ao nimero total N da

populagdo, por meio de uma taxa de contato c. A probabilidade desse contato ocorrer com um

individuo suscetivel é S/N. Entdo, cN — é o nimero de contatos com individuos suscetiveis que
um individuo infectado faz por unidade de tempo. Consideremos como p a probabilidade de
que um contato com um individuo suscetivel resultard em uma transmissao efetiva da doenca.
Dessa forma, pcS € o numero de individuos suscetiveis que se tornam infectados por unidade
de tempo por individuo infectado. E, finalmente, BSI é o ndimero de individuos que se tornam
infectados por unidade de tempo (incidéncia), onde 8 = pc é a taxa de transmissio da doenca.

E necessério discernir as possiveis formas do mecanismo de transmissdo da doenca, o
que implica em diferengas estruturais significativas na incidéncia de infec¢des. A taxa per
capita em que um individuo suscetivel contrai a doenca é denominada “forca de infecgﬁo”23’24,
comumente denotada por A. Esse termo foi primeiramente utilizado por Hugo Muench em
seu livro “Catalytic Models in Epidemiology”, de 1959%°, embora o conceito com 0 mesmo
significado também fosse chamado de “taxa de contato efetiva” em seu trabalho anterior
entitulado “Derivation of Rates from Summation Data by the Catalytic Curve”, de 1934%%, Essa
quantidade corresponde ao produto da taxa de contato ¢ pela probabilidade de que o contato
ocorre com um individuo infectado (I/N), pela probabilidade p de que o contato resultou em

transmissio, isto €, / /

A= cpﬁ = [)’N (2.3)
Esta primeira forma de A é aplicdvel para as doengas em que o nimero de contatos é inde-
pendente do tamanho total da populacio, importando apenas a frequéncia com que um agente
infeccioso faz contato com um individuo suscetivel, sendo denominada transmissao dependente
da frequéncia. Ja para as infec¢des em que a taxa de contato aumenta diretamente com a

l; N B 9 ( . )

sendo esse tipo de transmissdo denominado dependente da densidade. Ao longo deste trabalho,
as formulagdes para os modelos epidemioldgicos compartimentais serdo baseadas em transmis-
soes dependentes da densidade.

Os individuos suscetiveis que se tornam infectados passam para o compartimento /. Apds
um determinado periodo, esses individuos se recuperam, deixando a classe suscetivel de acordo
com uma probabilidade per capita constante por unidade de tempo ¥, chamada de taxa de
recuperacdo. O inverso da taxa de recuperacdo corresponde ao periodo médio de infec¢do da
doenga. Entdo, yI é o nimero de individuos infectados por unidade de tempo que se recuperam.
Dessa forma, a taxa de variacao da classe dos infectados €

dl

o7 BSI—yI. (2.5)
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Por fim, conforme os individuos se recuperam ou morrem, eles passam para o compartimento

R. Com isso, o modelo completo é dado pelo seguinte conjunto de equagdes diferenciais:

ds
dl
dR

Nesse caso, percebemos que o tamanho total da populagdo N(z) € um nimero constante, pois

dN dS dI dR

@ ata T ar
= (=BSI)+ (BSI—yI)+(¥I)
= 0. (2.9)

Isso significa que os individuos apenas migram de um compartimento para o outro, permane-
cendo com um nimero populacional total fechado. O fluxo de individuos que ocorre entre os

compartimentos pode ser representado por um fluxograma, como é mostrado na Figura 2.

Figura 2 — Diagrama compartimental do modelo SIR.

5 Y

Fonte: A autora.

Uma caracteristica importante a ser analisada nos modelos epidemioldgicos € a dimensao
das variaveis de estado e dos parametros, para que se possa estabelecer suas unidades de medida.
Para fazer isso, comecamos por evidenciar que as unidades de medida de ambos os lados das
Equagdes (2.6) devem ser iguais. Cada varidvel de estado possui unidade de nimero de indi-
viduos. Todas as derivadas possuem unidades de numero de individuos por unidade de tempo.
Entdo, cada termo do lado direito das equacdes também deve ter essa unidade. Analisando o
termo BSI, notamos que 3 deve ter dimensdo de 1/[nimero de individuos x unidade de tempo].
J4 o parAmetro 7y possui dimenséo de 1/[unidade de tempo].

Embora esse modelo possua uma estrutura muito simples, nao € possivel determinar sua
solucdo analitica exata. Entretanto, pode-se inferir diversas propriedades mateméticas acerca
do modelo SIR ao analisar seu comportamento para longos periodos de tempo e a depender das
condi¢des iniciais. Como dS/dt < 0 para todo tempo ¢, o nimero de individuos suscetiveis é
monotonicamente decrescente, independentemente da condi¢do inicial S(0), como é mostrado
na Figura 3(a). De forma semelhante, para a populagio de recuperados, temos dR/dt > 0 para

todo ¢, o que implica que o nimero de individuos recuperados € monotonicamente crescente
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(Figura 3(b)). Para realizar essas simulagcdes, utilizamos o método de integracdo numérica
Runge-Kutta de quarta ordem. Em nossas simulacdes, consideramos a unidade de tempo em

dias, de modo que a unidade de f é de 1/(individuos x dia) e a unidade de y é 1/dia.

Figura 3 — Evolu¢do temporal do niimero de individuos (a) suscetiveis e (b) recuperados. A condi¢do
inicial utilizada foi S(0) = 995, I(0) =5 e R(0) = 0. Os valores dos pardmetros utilizados foram § =
0,001 e y=0,4.
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Fonte: A autora.

Ja o nimero de individuos infectados pode apresentar comportamentos distintos a depender
das condi¢des iniciais do sistema e valores dos parametros. Dada uma populacdo com um
estdgio inicial de S(0) individuos suscetiveis, e a introdu¢do de /(0) individuos infectados,

observamos que

A Bs(0)1(0)— y1(0)

dr |,
= 1(0)(BS(0) - ), (2.10)

ou seja, a condi¢do necessdria para que ocorra um aumento inicial no ndmero de infectados na
populagdo é BS(0) — v > 0, que é equivalente a

ﬁs_;o)> 1, @2.11)

apresentando assim um comportamento ndo monotdnico. Esse tipo de situagcdo, onde os
individuos infectados aumentam até atingir um valor maximo e depois decrescem, é o que
caracteriza um surto ou uma epidemia, como ¢ mostrado na Figura 4(a). Caso contririo, se
S(0) < y/B, o nimero de individuos infectados sera monotonicamente decrescente e a doenga
ndo consegue se estabelecer na populacdo, como podemos observar na Figura 4(b). Esse
resultado é conhecido como fendmeno do limiar, pois estabelece que a quantidade inicial de
individuos suscetiveis S(0) deve ser maior do que ¥/ para que um surto ocorra. A quantidade
limite y/B pode ser interpretada como a taxa de remogdo relativa’, que deve ser pequena o

suficiente para permitir que a doenca se propague. O inverso da taxa de remogdo relativa é
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Figura 4 — Evolucdo temporal do nimero de individuos infectados. A condi¢do inicial utilizada foi
S(0) =995, I(0) =5 e R(0) = 0. Em (a), os valores dos parimetros utilizados foram f§ = 0,001 e
¥=0,4. Em (b), os valores dos pardmetros utilizados foram = 0,001 e y=1,2.
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Fonte: A autora.

chamado de ndmero basico de reproducdo da doenga, comumente denotado por %, que €
definido como o nimero médio de casos secundarios provenientes de um caso primario médio
em uma populacao inteiramente suscetivel. Em outras palavras, o nimero bésico de reprodu¢do

27, Entao, no modelo

mede o potencial de reprodu¢do maximo para uma doenca infecciosa
SIR para uma populacao fechada, uma doenca infecciosa consegue se estabelecer na populacao
apenas se hd uma frac¢do limiar de individuos suscetiveis iniciais maior do que 1/%.

O modelo SIR na presente forma nao considera dindmicas vitais em sua composi¢ao, como
taxas de natalidade e mortalidade, o que implica em uma populagdo total constante, onde os
individuos apenas transitam entre um compartimento e outro. Além disso, uma vez que todos
os individuos se recuperam, nao hd mais a possibilidade de outro surto de infec¢des ocorrer.
Portanto, o modelo SIR na presente forma é eficaz para descrever dindmicas onde a escala de

tempo da disseminacdo da doenca ndo € afetada pelos nascimentos e mortalidades da populagdo.

2.1.1 Modelo SIR com demografia

A atribui¢do de mecanismos vitais a composicdo do modelo SIR pode levar a dindmicas
mais complexas, como por exemplo a renovagdo da populacao de individuos, que pode possi-
bilitar a ocorréncia de novos surtos. Para isso, adicionaremos taxas de natalidade e mortalidade
as equacdes diferenciais. Assumimos que todos os individuos nascem suscetiveis a doenca
de acordo com uma taxa de natalidade v (em unidades de individuo/dia), e os individuos de

cada classe morrem de acordo com uma taxa de mortalidade natural y (em unidades de 1/dia).
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Assim, o modelo SIR com demografia toma a forma

ds

= = v_BSI- 2.12
7 v —BSI—us, (2.12)
dl

= = BSI—yI—ul 2.1
= BSI—vi-ul (2.13)
dR

— = YI-uR. (2.14)

O fluxograma compartimental correspondente a esse conjunto de equacdes diferenciais é
representado na Figura 5, onde, diferentemente da situagdo anterior, passa a incluir flechas
indicando a entrada e saida de individuos no sistema sem estar correlacionado exclusivamente

a transi¢des entre compartimentos.

Figura 5 — Diagrama compartimental do modelo SIR com demografia.

Fonte: A autora.

Ao atribuir taxas referentes a dindmicas vitais ao modelo, o nimero total populacional deixa

de ser um nimero constante, pois

dN. _ dS  dl_ dR
dt dt dt dt

= (v—PBSI—puS)+ (BSI—vI—ul)+ (vl — UR)

= v—u(S+I+R)

= V—UN, (2.15)

embora assintoticamente obtenha um valor constante, pois N(f) — v/u quando 1 — c. A
Equacgdo (2.15) refere-se a um modelo de crescimento populacional correspondente a uma
versdo simplificada do modelo logistico, e ¢ amplamente utilizado para modelar a dindmica

populacional em modelos epidemiolégi00528’29.

Encorporadas as taxas de natalidade e mortalidade, € importante estabelecer o nimero
bésico de reproducdo para o modelo SIR com demografia. Por sua defini¢do, %, é o nimero de
casos secunddrios de infec¢do resultante dos individuos infecciosos iniciais em uma populagdo
de individuos inteiramente suscetiveis. O parimetro 3 representa a taxa de transmissdo por
individuo infectado, e observando a Equacao (2.13), notamos que o tempo de duracdo médio
de um individuo infectado, que estd relacionado aos termos negativos da Equagdo (2.13), é

1/(y+ ). Dado que a populagdo estd inteiramente suscetivel, ao considerar I = 0 na Equagéo
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(2.12), temos S = v/u. Entdo, o nimero médio de novas infec¢des por individuo infeccioso
serd o produto da taxa de transmissdo pelo periodo de duracio da infeccao multiplicado pela

populagdo de individuos inteiramente suscetiveis, ou seja,

%
Hy = B— (2.16)
u(y+u)
Quando adicionamos taxas de natalidade e mortalidade a um sistema, € possivel que uma
doenca venha a persistir na populacdo em periodos de tempo mais longos. Para explorar o
que pode acontecer nesse cendrio, torna-se interessante analisar o sistema em seu estado de

equilibrio, isto €, quando
dS dlI dR
dt dt dr

Assim, reescrevemos as Equagdes (2.12), (2.13) e (2.14) igualando o lado esquerdo de cada

(2.17)

uma das equagdes a zero, de modo que

v—BSI—uS = 0, (2.18)
BSI—yl—ul = 0, (2.19)
YI—uR = 0. (2.20)

Agora, podemos determinar o valor para cada varidvel de estado a depender do tipo de
equilibrio que desejamos analisar. Podemos ter duas formas de equilibrio: o equilibrio livre de
doenca e o equilibrio endémico. No equilibrio livre de doenga, nao hd infectados na populagao.
Para calcular este equilibrio, basta considerar como zero o nimero de individuos infectados.
Adotaremos um asterisco sobescrito no simbolo correspondente a populacdo como forma de
notacdo para representar um ponto de equilibrio. Com isso, é imediato que o estado livre de

doenca é
(S*, I, R*) = (E 0, o). 2.21)

Entao, assintoticamente, no equilibrio livre de doenga, temos um tamanho populacional cons-
tante N=S=v/u.
Ja para o equilibrio endémico, ao analisar a Equacdo (2.19), vemos que

(BS—y—u)I =0, (2.22)

com [ # 0. Para a equagio ser satisfeita, resta BS—y— u =0, o que implica que S* = (y+u)/B.
Reescrevendo S* em termos de %,
S* = ——, (2.23)
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Substituindo o valor de S* na Equacéo (2.18) e resolvendo para I,

= %(%o —1). (2.24)

E, finalmente, substituindo o valor de I* na Equacéo (2.20) e resolvendo para R”,

R = %(% _1). (2.25)

Assim, o equilibrio endémico é dado por

%k K\ v 1 au '}/
=i §B0

Como as populagdes ndo podem assumir valores negativos, o equilibrio endémico torna-se

(%o — 1)> . (2.26)

possivel apenas se #y > 1. Caso contrdrio, se Zy < 1, o estado livre de doenca ocorre.

Agora, devemos analisar o quao provdvel é de se observar cada estado de equilibrio, isto
€, devemos realizar a andlise de estabilidade de cada ponto de equilibrio. Esse processo
determina as condicOes necessdrias para os valores dos pardmetros para que cada estado seja
assintoticamente estdvel diante de pequenas perturbacoes.

A estabilidade de um ponto de equilibrio € determinada pelos autovalores A do sistema. Se
a parte real de todos os autovalores ¢ menor do que zero, o equilibrio € estdvel. Para obter
esses autovalores, primeiro devemos calcular a matriz Jacobiana do sistema e depois obter sua
equacdo polinomial caracteristica. A definicdo da matriz Jacobiana pode ser consultada no

Apéndice A. Para o modelo SIR com demografia, ela é dada por

Brr—u  —BS* 0
= Brr pS—y-u 0 |. (2.27)
0 -y —u

Agora, para obter a equagao polinomial caracteristica, subtraimos A dos elementos diagonais

da matriz Jacobiana, calculamos seu determinante e o igualamos a zero. Isso nos da

det(f —Al) = (—BI" = = A)(BS* —p —y— A)(—tt — A) — (—B>S"I*) (—u — A) = 0.
(2.28)
Diretamente, percebemos que o primeiro autovalor é A| = —U.
Agora, substituindo o equilibrio livre de doenga na equacdo polinomial caracteristica,

obtemos
\%
(—u—A) (ﬁﬁ—u—y—/\) =0, (2.29)
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cujas solucdes para os autovalores sao

A%
Ao=—pu e A3:ﬁ——y—u. (2.30)

U

. \4 .
Portanto, todos os autovalores possuem parte real negativa se 7 —v7—Uu <0, ou seja, se

Bv/[u(y+u) =% < 1. Logo, o equilibrio livre de doenga é estdvel se Zy < 1.
Aplicando o equilibrio endémico na equagado caracteristica e realizando algumas manipula-

coes algébricas, obtemos a equagdo quadratica

A2+u§?0A+,u2%o+uy—;7ﬁ —0. 231)
0
Resolvendo essa equacdo, obtemos os autovalores
—UZ,
Arz = “2 0 £ VA, (2.32)
B, 2
onde A = % — /f%o — YU — %3 Entdo, se A > 0, os autovalores A, 3 terdo apenas parte
0

real, que poderd ser positiva ou negativa. Mas, se A < 0, a equacdo polinomial caracteristica
possui duas raizes que sdo complexas conjugadas com parte real negativa. Nesse caso, o
equilibro endémico € uma espiral estdvel. O fato dos autovalores poderem ser complexos
conjugados implica que o equilibrio é atingido por meio de uma dindmica oscilatéria, como
podemos observar na Figura 6. Nesse caso, Zy = 1,76. O periodo T das oscilagdes é

9,30

determinado pelo inverso da parte complexa dos autovalores multiplicada por 277 °", ou seja,

27
T =—. 2.33
N (2.33)

Em resumo, se % < 1, existe apenas uma forma de equilibrio, o equilibrio livre de doenga, que

¢ localmente estavel. Se Zy > 1, o equilibrio endémico é localmente assintoticamente instavel.

2.2 OMODELO SI

2.2.1 Mortalidade por doenga

No modelo SIR apresentado anteriormente, assumia-se que a infeccdo nao era fatal. Os
individuos apenas permaneciam no estigio infectado por um periodo 1/y e depois migravam
para o compartimento dos recuperados. Porém, algumas doengas apresentam um indice de
mortalidade alto e a classe dos individuos recuperados torna-se desprezivel. Para modelar esse
tipo de situacdo, remove-se o compartimento dos recuperados. Dessa forma, apds os individuos

permanecerem infectados durante o periodo 1/7, estes sdo eliminados da populagdo. Assim, o
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Figura 6 — Solugdo endémica do modelo SIR com demografia. A condi¢do inicial utilizada foi S(0) =
1000, 1(0) = 10 e R(0) = 0. Os valores dos pardmetros utilizados foram v =2,74, u = 1/(70 x 365),
B =0,00032 ¢ y=0,37. Para uma melhor visualiza¢do da evolucéo temporal, o eixo do tempo estd
representado em anos em vez de dias.
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Fonte: A autora.

modelo SIR se reduz ao modelo SI e toma a forma

ds

= = v_BSI- 2.34
7 v —BSI— usS, (2.34)
—;Z = BSI—yl—ul. (2.35)

O fluxograma correspondente ao modelo SI € mostrado na Figura 7. Como a unica alteragao

Figura 7 — Diagrama compartimental do modelo SI com mortalidade por doenca.

Fonte: A autora.

estrutural realizada no modelo foi a remo¢do do compartimento R, o equilibrio livre de doenga

permanece (S*,I*) = (v/u,0), e o equilibrio endémico é

(8%, 1) = (ﬁl %(@0—1)) , (2.36)



31

Bv
u(y+u)

livre de doenga pode ocorrer quando % < 1.

com %y = . Novamente, o equilibrio endémico é estavel se Z, > 1, e o equilibrio

2.2.2 Infeccdo permanente

H4 ainda a possibilidade de a doenga ndo ser fatal, mas que o individuo uma vez infectado,
permanece infectado pelo resto da vida, como € o caso da transmissdo do HIV3!'. Nesse caso,
considerando a populagdo fechada, sem taxas de natalidade e mortalidade, o modelo SI assume

a forma

dS

- = —BsL. (2.37)
% = BSI. (2.38)

Esse € o modelo compartimental mais simples possivel, considerando transmissdes entre indi-
viduos. Nesse caso, o modelo dispde de apenas um pardmetro, a taxa de transmissdo 3. O

fluxograma correspondente a este modelo € representado na Figura 8.

Figura 8 — Diagrama compartimental do modelo SI.

b

Fonte: A autora.

O estudo desse modelo tdo simples torna-se interessante por dispor uma solug@o analitica.
Como a populacdo total € fechada, podemos considerar que S+ = 1. Entdo, admitindo que

S =1—1, podemos reescrever a Equagao (2.38) na forma

ar

= BI(1—1). (2.39)

Essa equacdo diferencial pode ser facilmente resolvida separando as varidveis, de modo que

/ 1(1d—i1) = / Bdt. (2.40)

Primeiro, resolvendo o lado esquerdo da Equagdo (2.40) utilizando o método das fragdes

parciais, podemos escrever

dl dl dl
/1(1_1) :/7+ 17 = () ~In(1-1). (2.41)
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Agora, resolvendo o lado esquerdo da Equacdo (2.40),
/Bdt =pBt+C, (2.42)
onde C é uma constante de integracio. Entdo, temos

I)—In(l1-1)=Bt+C

P = ePleC = C'eP", (2.43)

onde C’ = ¢C. Para determinar a constante C’, consideramos a condicdo inicial / (0) =1Iy. Da

Equacao (2.43),
Iy

1-1Iy

Finalmente, ap6s algumas manipulacoes algébricas, obtemos a solucdo da Equacdo (2.40), que

C = (2.44)

¢ dada por
)

. 2.45
€_ﬁ’(1 —I())+I() ( )

I(t) =

Figura 9 — Evolugdo temporal do modelo SI. A linha azul refere-se a populagéo de suscetiveis S(¢) e a
linha vermelha refere-se a populagdo de infectados I(¢). A condi¢@o inicial utilizada foi 7(0) = 0,01.
Para o valor do pardmetro, utilizamos 8 = 0,4.
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Fonte: A autora.

O gréfico da solugdo analitica do modelo SI € mostrado na Figura 9. Notamos que no tempo
inicial a populagd@o encontra-se suscetivel com uma pequena parcela de individuos infectados. A

populacdo de individuos suscetiveis (linha azul) decresce conforme a populacdo de individuos
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infectados (linha vermelha) aumenta, até que no tempo final todos os individuos suscetiveis

tornam-se infectados.

2.3 O MODELO SIS

Além das doengas em que suas vitimas tornam-se para sempre recuperadas ou mortas, ainda
ha as doencas em que ndo é possivel adquirir imunidade duradoura contra a infec¢do, como € o
caso da sifilis*>. Aqueles que saem do estdgio infectado retornam imediatamente para o estdgio
suscetivel, como é esquematizado na Figura 10. Apds o periodo de infeccao determinado por

1/7, o individuo infectado retorna para o compartimento suscetivel. Esse tipo de situagéo pode

Figura 10 — Diagrama compartimental do modelo SIS.

B

~

Fonte: A autora.

ser descrito pelo modelo compartimental SIS, que consiste do conjunto de equacgdes diferenciais

dS

= —BSI+yI, (2.46)
% = BSI—1yl (2.47)

Para fins de simplicidade, consideramos a populacido fechada, desconsiderando os efeitos de
natalidade e mortalidade. Entdo podemos novamente considerar S+7 = 1. Assim, podemos
substituir § = 1 — I na Equacdo (2.47), obtendo

dl
o = BIA=D) =y =1(B—BI—y)=BI(1~1/%) 1), (2.48)
onde #y = 3/y. Para determinar os pontos de equilibrio do sistema, igualamos a Equagio
(2.48) a zero, obtendo
1
IF=1——. 2.49

o (2.49)
Como definimos S = 1 — I, por consequéncia, S* = 1/%y. Esse equilibrio € estdvel desde que
Zy > 1. Entdo, como podemos observar na Figura 11, a evolucdo temporal do modelo SIS ¢é tal
que o crescimento dos individuos infectados (linha vermelha) € monotonicamente crescente e
a evolucgdo temporal dos individuos suscetiveis € monotonicamente decrescente até atingirem o
equilibrio endémico. Como podemos perceber, dS/dt = —dI/dt, ou seja, as taxas de variagcdo

nas proporc¢oes de individuos suscetiveis e infectados sdo sempre reflexdes uma da outra.
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Figura 11 — Evolugdo temporal do modelo SIS. A linha azul refere-se a populag@o de suscetiveis S(¢) e
a linha vermelha refere-se a populagdo de infectados /(7). A condi¢@o inicial utilizada foi 7(0) = 0,01.
Para os valores dos parametros, utilizamos 8 = 0,6 e Yy = 0,08.
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Fonte: A autora.

24 O MODELO SIRS

Um possivel cendrio intermedidrio entre o modelo SIR, que concede ao individuo recu-
perado uma imunidade permanente, e o0 modelo SIS, que ap6s o periodo de infeccdo, retorna o
individuo infectado imediatamente para a classe dos suscetiveis, € a obtencao de uma imunidade
tempordria, que pode ser descrita por meio do modelo SIRS. Nesse modelo, reutilizamos
a estrutura do modelo SIR com demografia e adicionamos um termo referente a perda de
imunidade do individuo recuperado, apés um periodo médio correspondente 1/, retornando
estes individuos para a classe dos suscetiveis, como podemos visualizar no fluxograma da

Figura 12.

Figura 12 — Diagrama compartimental do modelo SIRS.

Fonte: A autora.
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Desta forma, o modelo SIRS assume a forma

% — V_BSI+8R—uS, (2.50)
% = BSI—yl—ul, (2.51)
R

W~ y—sr—ur (2.52)

Assim como no modelo SIR com demografia, este modelo € capaz de reproduzir dindmicas

oscilatdrias, como podemos ver na Figura 13.

Figura 13 — Evolu¢do temporal do modelo SIRS. As linhas azul, vermelha e verde referem-se a
populacdes de suscetiveis S(¢), infectados 1(z) e recuperados R(t), respectivamente. A condigdo inicial
utilizada foi S(0) = 1000, 1(0) = 10 e R(0) = 0. Para os valores dos pardmetros, utilizamos v = 6,7,
1 =0,009, B =0,0028, 6 =0,061 e y=1,28.
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Fonte: A autora.

2.5 O MODELO SEIR

Outra possivel forma de adicionar complexidade aos modelos epidemioldgicos comparti-
mentais € o incorporamento de uma classe referente ao periodo de laténcia da infeccdo, que
corresponde aos individuos que foram infectados, mas que ainda ndo transmitem a infec¢ao.
Esse compartimento refere-se ao periodo exposto (E) do individuo, que antecede o estagio
infectado. O modelo compartimental que descreve essa dindmica €, portanto, denominado
modelo SEIR. O fluxograma correspondente a esse modelo pode ser visualizado na Figura 14,
onde o corresponde ao inverso do periodo de laténcia da doencga.

Considerando as taxas de natalidade e mortalidade, o modelo SEIR € descrito pelo conjunto
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Figura 14 — Diagrama compartimental do modelo SEIR.

Fonte: A autora.

de equacdes diferenciais

dS
— = V-—-pSI—uS 2.53
E
%; = BSI—oE —lE, (2.54)
dl
— = oE—yl—ul 2.55
dR
— = yl—UuR. 2.56
7 vi—p (2.56)

Para determinar o equilibrio do modelo, igualamos as derivadas a zero e resolvemos o

sistema para as variaveis de estado, de modo que

v—BSI—us = 0, (2.57)
BSI—cE—uE = 0, (2.58)
oE—vyl—ul = 0, (2.59)
yI—uRrR = 0. (2.60)

Novamente, o sistema apresenta dois possiveis equilibrios, o equilibrio livre de doenca, de-
terminado por (S*, E*, I, R*) = (v/u, 0, 0, 0), e o equilibrio endémico. Para determinar o

equilibrio endémico, partimos da Equacdo (2.58) e resolvemos para E:

SI
E B ﬁ

~otpn (2.61)
Fazendo o mesmo para a Equacdo (2.59),
1
gty (2.62)
o
Igualando as duas expressoes para E, obtemos

op
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Para determinar o nimero bésico de reprodu¢do do modelo SEIR, notamos que quando a
populag@o esta inteiramente suscetivel, temos S = v/u. O tempo médio que um individuo
infectado passa no compartimento [ é 1/(y+ ), e 6/(1+ o) é a porgdo de individuos que
conseguem migrar da classe exposto para a classe dos recuperad0s33. Entdo, dada a taxa de

transmissdo f3, pela sua defini¢do bioldgica, o nimero basico de reprodugdo do modelo SEIR é

vBo

Ry = . (2.64)
u(y+up)(o+pu)
Entdo, S* pode ser reescrito como
v 1
S*F = — . (2.65)
U o

Da Equag@o (2.57), obtemos I = (v — uS)/(BS). Substituindo S* na expressdo para I, obtemos

Iﬂz%@ar4y (2.66)

Substituindo 7* na segunda expressdo para E,

Lo Myt
E _—7§;—@z)1) (2.67)

E, substituindo I* na Equagdo (2.60),

R*:%Q%VJ) (2.68)

Assim sendo, o equilibrio endémico do modelo SEIR € dado por

N A S ) u Y
@,E,I,R)-(ﬁé%, —75;—@ay-n, E@%—1L B@%y-n). (2.69)

Novamente, para determinar a estabilidade de cada ponto de equilibrio, faz-se necessario

calcular a matriz Jacobiana do modelo SEIR, que € dada por

Br—u 0 —BS* 0
I* _ _ %
g P o—p B0 (2.70)
0 o —y—u 0
0 0 -

Para obter os autovalores correspondentes ao sistema, devemos determinar sua equagdo polino-
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mial caracteristica associada, que é dada por

BRI —u—A 0 _Bs* 0
I —o—u—A *
P o4 ps O 1 o @271
0 (o] —y—u—-A 0
0 0 Y —u—-A

Como os elementos da ultima coluna desse determinante s@o zero, exceto por —u — A, torna-se
evidente que o primeiro autovalor é
Ar=—4, (2.72)

e o restante dos autovalores pode ser determinado pela equacao

—Br'—u—A 0 —BS*
Br —o—Uu—A BS* =0. (2.73)
0 o —Y—u—-A

Esse determinante pode ser escrito na forma

(=Bl = =A) (=0 —u=A)(=y—H =N+ (=BS)(BI")o — (=BI" —n = A)(BS") o =0,

—(BI' +u+A)(oc+u+A)(y+u+A)+(BS o) (u+A) =0,

que, ap6s algumas manipulacdes algébricas, pode ser escrito na forma da equacao cubica

A +aiA’ +arA+az3 =0, (2.74)
onde
ap = BI'+3u+y+o, (2.75)
ay = (BI'+u)u+y+o)+(y+u)(o+u)—ops, (2.76)
a3 = PI'(y+u)(o+u)+pu(y+u)(o+u)—pnops (2.77)

Embora ndo exista uma solugdo trivial para essa equagdo, € possivel determinar se a parte
real dos autovalores serd negativa ou positiva, utilizando o critério de Routh-Hurwitz**, que

¢ enunciado no seguinte teorema:

Teorema. Considere o polindmio de grau n com coeficientes reais constantes

P(A) =N+ A"+ fa, A ay. (2.78)
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Defina n matrizes de Hurwitz usando os coeficientes a;, do polinomio caracteristico:

a 1 0
aj 1
Hy = (a1), Hy= , Hi=\|a3 ay ar |,
asz az
as a4 as
ap. 1 0 0 ... O
az a ap 1 ... O
Hn: as a4 az day ... 0 s
0 0 0 0 ... ay

onde aj =0 se j > n. Todas as raizes do polinomio P(A) sdo negativas ou possuem parte real

negativa se e somente se os determinantes de todas as matrizes de Hurwitz forem positivos:
detH; >0, j=1,...,n.

Entao, para o polindmio (2.74), as matrizes de Hurwitz serdao

al 1 0
a; 1
H = (al), H, = e Hy3=|a3 a» a
as ap
0 0 a3
O determinante da matriz H; sera
detHy =a; =BI"+3u+vy+0>0, (2.79)

pois todos os parametros sdo, por definicdo, positivos. Ja para H,, temos
detH) = ajap — as. (2.80)
Entdo, para que detH, > 0, basta que ajap; > a3. Agora, analisando det Hz,
detHs = ayapyas — azaz = ajaraz — a32. (2.81)

Mas, se a condicdo de det H, > O for satisfeita, ajazaz > a32. Logo, det H3 também serd maior
do que zero. Entdo, para que todos os determinantes sejam postitivos, €, consequentemente,
que as raizes da equacdo polinomial caracteristica possuam partes reais negativas, basta que
ai,az,asz > 0equeajay > as.

Para determinar se a, e a3 sdo positivos, faremos a substituicdo dos pontos de equilibrio.
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Primeiro, substituindo o equilibrio livre de doenca em (2.76) e (2.77),

a=(y+u)(c+u)—ofv/u e az=p(y+u)(c+u)—opv. (2.82)

E ficil notar que a, e a3 serdo positivos se Zy < 1. Podemos entio concluir que a condigio
ap, az > 0 € equivalente a condi¢do % < 1.
Agora, substituindo o equilibrio endémico em (2.76) e (2.77),

ay = (L) (2u+y+0) e az=vBo—pu(y+u)(oc+u). (2.83)

Entdo a, € positivo e az serd maior do que zero se %y > 1. Por fim, resta determinar se ajay >
as. Primeiro, analisamos o lado esquerdo da desigualdade, multiplicando os termos a; € ap, com

os pontos de equilirio livre de doenca. Realizando algumas manipulagdes algébricas, obtemos

ajay = u+y+o0)[(y+u)(o+u)—opfv/ul+as. (2.84)

Entdo aja, serd maior do que a3 se o primeiro termo da equacdo for maior do que zero.
Analisando o termo entre colchetes, isso se resume a dizer que aja; > a3 quando %, < 1.
Ja para o equilibrio endémico, a desigualdade aja; > a3 € sempre satisfeita. Logo, o critério de
Routh-Hurwitz implica que o equilibrio livre de doenga é localmente assintoticamente estavel

se Zy < 1. Ja o equilibrio endémico € localmente assintoticamente estavel se % > 1.

Figura 15 — Evolucao temporal do modelo SEIR. As linhas azul, laranja, vermelho e verde referem-se
as populagdo de suscetiveis S(z), expostos E(¢), infectados /() e recuperados R(t), respectivamente.
A condigdo inicial utilizada foi S(0) = 1000, E(0) = 0, 1(0) = 10 e R(0) = 0. Para os valores dos
parametros, temos v =20, u = 0,02, § = 0,003, 6 =0,21 e y=0, 12.
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Fonte: A autora.
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A principal diferenga na progressido da infeccdo no modelo SEIR em comparagdo com o
modelo SIR € que devido ao estagio intermedidrio exposto, a infec¢do demora um tempo maior
para se estabelecer, retardando a evolucao dos individuos infectados. Esse comportamento
pode ser visto na Figura 15, que mostra a evoluc@o temporal do modelo SEIR. Quanto menor
o valor de ¢, maior serd o periodo de laténcia. No caso da Figura 15, o periodo de laténcia é

aproximadamente igual a 4,8 dias.
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3 INFLUENZA AVIARIA EM HUMANOS

A influenza avidria é uma doenca viral contagiosa que afeta aves domésticas e silvestres,
podendo também infectar mamiferos. Representa uma ameaca significativa para a avicultura,
a saude animal, o comércio e a economia em escala mundial®®. Com potencial pandémico,
representa uma séria ameaca a saude publica, uma vez que os humanos possuem pouca ou
nenhuma imunidade contra o virus, e a taxa de mortalidade entre os infectados pode ultrapassar
50%°°.

Existem quatro tipos de virus influenza: A, B, Ce DY, 0 tipo A € o mais comum durante as
temporadas de gripe e pode infectar tanto humanos quanto animais, provocando desde quadros

leves até sintomas graves38’39.

O virus do tipo B, embora altamente contagioso e também
capaz de causar formas graves da doenca, ¢ menos prevalente do que o tipo A% Os virus
do tipo C infectam principalmente humanos, mas também podem acometer alguns animais,
como os suinos*!. As infecgdes por influenza C geralmente resultam em sintomas leves do
trato respiratorio superior € se manifestam em casos esporadicos ou surtos localizados**. J4
os virus do tipo D afetam majoritariamente suinos e bovinos, sem evidéncias de infeccao em
humanos*>#,

Aves silvestres, como aves aqudticas, limicolas’, gaivotas e aves marinhas, atuam como
reservatérios naturais da maior diversidade genética dos virus influenza A% Esses virus
possuem alta capacidade de mutacdo e recombinacdo genética, fendmenos conhecidos como
deriva e rearranjo antigénico, o que permite o surgimento de novas variantes com potencial
zoonético e pandémico®’. A intensificacdo da producdo avicola, aliada ao aumento do contato
entre aves domésticas e aves migratdrias, tem contribuido para a frequéncia e severidade dos
surtos nos ultimos anos. Além disso, as mudancas no uso da terra, a globalizacdo do comércio
de animais e a pressdo ambiental sobre os habitats naturais t€ém favorecido o surgimento de
novas rotas de transmissio™®.

A primeira descri¢do da influenza avidria altamente patogénica remonta a 1878, no norte
da Itdlia, quando Perroncito*® relatou uma doenca contagiosa entre aves com alta taxa de mor-
talidade. Na época, a enfermidade, denominada “praga avidria”, foi inicialmente confundida
com a forma septicémicaT aguda da coélera avidria. No entanto, em 1880, Rivolta e Delprato5 !
demonstraram, com base em caracteristicas clinicas e patoldgicas, que se tratava de uma doenca
distinta, a qual deram o nome de Typhus exudatious gallinarum. Surtos subsequentes de
influenza avidria altamente patogénica ocorreram em 1894 e 1901, também na Itdlia, e se
espalharam por meio do comércio de aves para a Austria, Alemanha, Bélgica e Fran(;a5 L32,
Embora o surto de 1878 tenha causado mortalidade extremamente elevada entre as galinhas, o

primeiro surto confirmado de influenza avidria de alta patogenicidade, causado pelo virus HSN1,

*Aves limicolas: espécies de aves que se alimentam de pequenos invertebrados no lodo (limus) em dreas timidas.
Encontram-se principalmente nas zonas entremarés como estudrios, praias marinhas, margens de lagoas e lagunas
costeiras®.

+Septicemia: conjunto de manifestacdes graves em todo o organismo produzidas por uma infecgﬁoso.
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foi registrado em 1959, na Escécia>>. Desde entdo, dezenas de surtos tém sido registrados em
diversas regides do mundo™?.

A influenza avidria foi por muito tempo considerada uma zoonose de baixa infectividade
em humanos. No entanto, essa percep¢ao mudou significativamente em 1997, quando um surto
do subtipo H5N1 em Hong Kong resultou em 18 casos confirmados e 6 mortes, revelando
o potencial letal e zoondtico do virus pela primeira vez>>. Desde entdo, infeccdes humanas
esporddicas t€m sido registradas em diversos paises, principalmente entre individuos com
exposic¢ado direta a aves infectadas, como trabalhadores de granjas e frequentadores de mercados
de animais vivos. Outros subtipos de influenza avidria, como H7N9, HSN6 e HON2, também
tém infectado humanos e, em muitos casos, estao associados a quadros clinicos graves. Segundo
levantamento recente feito pela Organizacdo Mundial da Saide (OMS), entre 1 de janeiro de
2003 e 22 de abril de 2025, foram registrados 973 casos de infec¢do humana por HSN1 em 25
paises, dos quais 470 foram fatais, correspondendo a uma letalidade de 48,3%5 6

Diante desse cendrio, o modelo matematico apresentado neste capitulo visa simular a
dindmica de transmissdo da influenza aviaria de alta patogenicidade, considerando a interag@o

entre a populagdo de aves domésticas e humanos.

3.1 O MODELO SI-SIR

No modelo SI-SIR, as populagdes de aves e humanos sao descritas pelos modelos SI e SIR,
respectivamente. Devido a alta taxa de mortalidade observada em aves domésticas infectadas
pela influenza avidria de alta patogenicidade, o modelo SI é apropriado para representar essa
populacdo, ja que, uma vez infectada, a ave dificilmente sobrevive a infec¢do. Por outro
lado, embora a letalidade da doenca em humanos possa ultrapassar 50%, hd a possibilidade
de recuperacdo, o que justifica a inclusdo de um compartimento de individuos recuperados para
a populacdo humana. As duas populagdes estdo conectadas, pois a transmissao do virus ocorre
apenas entre aves ou de aves para humanos, nao havendo, neste cendrio, transmissao direta entre
humanos.

O modelo matematico desse sistema € composto pelo conjunto de equacdes diferenciais

dS,

- - ala - a 1

7 n—aos pS 3.1)
dl,

— = OSaa—(p+2)a, (32)
‘% = v —BSpla— USh, (3.3)
dl

o = BSwla—(u+CH7h, (3.4)
dR;,
7 Yl — URy, (3.5)

onde S, e I, representam as populacdes de aves suscetiveis e infectadas, respectivamente,
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e S, I e Ry, representam as populagdes de humanos suscetiveis, infectados e recuperados,
respectivamente. Nesse modelo, consideramos dindmicas vitais para ambas as populacoes.
Para a populagdo de aves, 1 € a taxa de natalidade e p corresponde a taxa de mortalidade
natural das aves. Ja para a populacdo de humanos, as taxas de natalidade e mortalidade natural
sdo representadas por vV e U, respectivamente. Para ambas as populacdes de aves e humanos,
ha uma taxa de mortalidade adicional devido a influenza aviaria, sendo ) para a populacdo
avidria e { para a populacdo humana. A taxa de transmissdo da doenca entre aves é dada por
o e a taxa de transmissdo da doenca de aves para humanos € representada por . Por tltimo,
a taxa de recuperacdo humana € representada por y. A Figura 16 representa a interagc@o entre
as populacdes avidrias e humanas, onde a interacdo de transmissao interespécie € representada

pela linha tracejada.

Figura 16 — Diagrama compartimental do modelo SI-SIR, onde S, and I, representam as populagdes
de aves suscetiveis e infectadas, respectivamente, e Sy, I, Ry, representam as populagdes de humanos
suscetiveis, infectados e recuperados, respectivamente.

Fonte: A autora.

3.1.1 Analise de estabilidade

Para iniciar nossa investigacio acerca do modelo SI-SIR, analisaremos seu comportamento

din@mico préximo do estado de equilibrio, ou seja, quando o lado esquerdo das Equagdes (3.1)
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¢ igual a zero:

n—oSy,—pS, = 0, 3.6)
oaSala—(P+X)a = 0, (3.7)
v—BSpl,—uS, = 0, (3.8)
BSply—(u+C+7)1, = 0, (3.9)
Yl —uR, = 0. (3.10)

Resolvendo essas equagdes para as variaveis de estado Sy, 1, Sp, I, € Rj;, obtemos os pontos
de equilibrio do sistema. Percebe-se que as duas equagdes diferenciais que regem a populacdo
de aves correspondem exatamente ao modelo SI com mortalidade por doenca, apresentado no
Capitulo 2, representado pelas Equacdes (2.34) e (2.35). O sistema de aves € independente do
sistema humano. Por isso, podemos tratd-lo separadamente do sistema humano para determinar
suas propriedades acerca do estado de equilibrio, que € equivalente aos resultados do modelo
SI com mortalidade por doenca. Entdo, o equilibrio livre de doenga para a populagdo de aves

serd (S,*,1,") = (n/p,0), e o equilibrio endémico serd

- n 1 p
S L) = ——=, —(%—1 3.11
( a > la ) (p %07 (X( 0 )) > ( )
an 3 ) 3 ) .
onde Zy = —— . Ja o sistema humano é dependente do sistema das aves, visto que
p(x+p)

a infeccdo em humanos ocorre pelo contato direto com as aves. Por este motivo, ndo ha
sentido em determinar um numero basico de reproducdo para a populacdo humana. O ponto
de equilibrio livre de doenga da populagao humana € facilmente obtido substituindo I, por zero
na Equacdo (3.8) e considerando [, e R, igual a zero. Assim, o equilibrio livre de doenca
da populagdo humana é (S,*,I,*,R;*) = (v/i,0,0). Ja o equilibrio endémico da populagido

humana serd dado por

(3.12)

* * * \4 BS*I* ’}/I*
(Sh71h7Rh):( ha —h>

Bl;+u" p+l+y nu
Agora precisamos determinar sob quais condi¢des cada ponto de equilibrio serd estdvel.

Para isso, comecaremos por estabelecer a matriz Jacobiana do sistema, que serd dada por

—ol, —p —asS,” 0 0 0
ol oS —p—x 0 0 0
7= 0 —BSy*  —pu—BL" 0 o |. (3.13)
0 BSh* Bla* _.LL_C_Y 0
0 0 0 Y —u

Uma matriz pode ser subdividida ou particionada em matrizes menores através da inser¢ao
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de linhas horizontais e verticais entre linhas e colunas selecionadas®’. Isso permite com que
a matriz 5 x 5 do sistema seja reescrita na forma de uma matriz de blocos, composta por

submatrizes A, B e C, tomando assim a forma

A O
S = C B)’
onde
* * _.u_ﬁla* 0 0
—ol,” — —asS
A= a* P * ’ e B= ﬁla* —‘U—C—’}/ 0
ala aSa —pP—X
0 14 —H

Entdo a matriz _# pode ser reescrita na forma de uma matriz de blocos triangular inferior. A
submatriz A refere-se unicamente ao sistema avidrio, enquanto que a submatriz B estd conectada
ao sistema humano, que € dependente das populacdes de aves. Ja a submatriz C ndo terd
relevancia em nossos cdlculos para determinar a estabilidade do sistema, consequéncia de a
matriz _# ser triangular inferior. Entdo para que _# seja estdvel nos pontos de equilibrio
endémico e livre de doenga, A e B também precisam ser.

Primeiramente, analisaremos a matriz A. Ao substituir o equilibrio livre de doenca, temos

A = n p . (3.14)
0 a——p—
> p—X

Como essa é uma matriz triangular superior, seus autovalores correspondem justamente aos

elementos de sua diagonal, isto &,

Al = —pP,

Ay = a%—p—x:%)o—l.

De A, podemos conculir que o equilibrio livre de doenca serd estavel se %y < 1. Agora,

substituindo o equilibrio endémico em A,

e

A* = x+p . (3.15)
an
=0 _ 0
2+p P

Para determinar os autovalores associados a essa matriz, determinamos sua equacado polinomial
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caracteristica, que serd dada pela equacdo quadrética

an
A+ "L A+an—p(x+p)=0. (3.16)
P n—p(x+p)

Reescrevendo a equagdo polinomial caracteristica em termos de %,
N>+ p RN+ Ty —1=0. (3.17)

Resolvendo essa equacdo do segundo grau, obtemos que os dois autovalores serdo da forma

Ay = F22=YE (3.18)

onde A = pZ%’o2 — 4%y + 4. Entdo se A < 0, a equacgdo polinomial caracteristica possui duas
raizes complexas conjugadas, com a parte real negativa. Nesse caso, o equilibrio endémico
¢ um foco estdvel, e as varidveis de estado I,(f) e S,(¢) atingem o equilibrio através de
oscilagdes amortecidas com periodo T = 27/ V/A. Para determinar sob quais condicdes esse
regime ocorerd, devemos realizar uma andlise acerca da natureza de A, que também pode ser
interpretado como uma fungdo do segundo grau f(%y), cuja representagdo grafica é mostrada

na Figura 17. As raizes da fun¢do sao reais e distintas, da forma

Figura 17 — Interpretacdo gréfica do discriminante A relacionado aos autovalores do sistema avidrio.

[ (%)}

\

0 K7/ ’\_/ Ay Ko

Fonte: A autora.
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Entdo, quando %, estd contido no intervalo entre essas duas raizes, ou seja, quando

2 2
p(l—,/l—p2)<%’0<?(l+ 1—p2> (3.19)

o valor de A serd negativo, implicando na dindmica oscilatéria. Por outro lado, quando A > 0,

2 2
p(1+\/1—p2)<%<?<1— 1—p2), (3.20)

a equacao polinomial caracteristica apresenta duas raizes reais e distintas, implicando que os

isto é, quando

autovalores possuirdo apenas parte real. Agora resta determinar sob quais condi¢des esses auto-
valores serdo positivos ou negativos. No caso em que % < 1, | — pZo| < \\/Z|, o que implica
que um dos autovalores apresentard parte real positiva, ocasionando um equilibrio endémico
— p2o| > |VA

real negativa, ou seja, o equilibrio endémico serd um no estavel.

instavel. Mas quando %, > 1,

, logo, os dois autovalores apresentardo parte

Ja para a matriz B, podemos notar que esta refere-se a uma matriz triangular inferior,

portanto, seus autovalores correspondem extamente aos elementos de sua diagonal:

Ay = —pu—BL, (3.21)
A = —u—-C-7, (3.22)
As = —p. (3.23)

Como todos os parametros e populacdes admitem apenas valores ndo negativos, entao todos os
autovalores da matriz B sdo negativos. Logo, o equilibrio de ¢ depende exclusivamente do
equilibrio de A. Assim, concluimos que _¢ tem o equilibrio livre de doenga estdvel se %y < 1,

e o equilibrio endémico € estavel se Zy > 1.

3.1.2 Simula¢des numéricas

De acordo com dados disponibilizados pela FAO® referentes aos anos de 2010 a 2020, a
quantidade global de estoque de aves comerciais vivas varia entre 17 a 20 bilhdes de cabecas.

E, de acordo com a Organizagao das Nacoes Unidas (ONU)®!

, a populacdo mundial humana
ultrapassou 8 bilhdes de pessoas em novembro de 2022. Por isso, € estabelecido que as unidades
de S, e I, sdo de 107 individuos, enquanto que as unidades de Sy, I;, € Rj, sdo de 10° individuos.

A Tabela 3.1 mostra os valores dos parametros utilizados em nossas simulagdes. Esses
valores foram obtidos através de estimativas feitas por Tuncer e Martcheva®® e a OMS>. Para
as taxas de transmissdo, consideramos o muito maior do que f3, visto que a transmissdo entre
aves ocorre com muita facilidade, enquanto que a transmissao para humanos € bastante rara. De
acordo com Lucchetti et al.?, o é aproximadamente igual a 1074,

Primeiramente, analisamos a evoluc¢do temporal do sistema, considerando os valores da

Tabela 3.1, e atribuindo diferentes valores para o e 3. Na Figura 18(a), consideramos o =
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Tabela 3.1 — Valores fixos dos parametros utilizados no modelo SI-SIR.

Simbolo  Significado das taxas Valor Unidade

v Natalidade de aves 1020/365 10° aves /dia

p Mortalidade natural de aves 1/(2x365) 1/dia

X Mortalidade de aves devido a IAAP 0,37 1/dia

n Natalidade humana 1000/365 10" humanos /dia
i} Mortalidade natural humana 1/(73 x 365) 1/dia

g Mortalidade humana devido a IAAP 0,15 1/dia

Y Recuperacdo humana 0,2 1/dia

Fonte: %%

1,7x 107 e B=2,3x 107°, o que corresponde a Zy = 0,93. Nesse caso, observamos um
cendrio livre de doenga, onde as populacdes de individuos infectados sdo extintas apds um
periodo de tempo. Na Figura 18(b), consideramos o = 3,2 X 1074 e B=2,3x 107°, o que
corresponde a Zy = 1,76. Nesse caso, obtemos um cenario endémico, onde as populagdes de
humanos e aves infectadas ndo desaparecem, mesmo apds um longo periodo de tempo. Em (b),

para ¢t > 4000, I, e I;, evoluem para um ponto estavel, correspondendo a uma solucio endémica.

Figura 18 — Evolucdo temporal das populacdes de aves infectadas (/;) e humanos infectados (/) em
linhas laranja e vermelho, respectivamente. Consideramos ot = 1,7 x 10™* e B =2,3x10"% em (a) e
a=3,2x10"*e B =2,3x10"? em (b). A condicdo inicial é dada por S,(0) = 1975, I,(0) = 10, 5,,(0) =
8 x 10*, I,(0) = 0, e R,(0) = 0. Para uma melhor visualizagio do niimero populacional, representamos
o eixo das ordenadas em escala logaritmica.

].0] é T T ‘ T E| ]_(_]2 T T T ‘ T

@ i (b)

10° 3 E 10’ ;

- 10-1 3 3 107

107 F 1 ot

10-3 -/\ | I | ‘ ] 1 | 1 | 1 |

0 15 30 45 60 0 365 730 1095 1460
t (dias) t (dias)

Fonte: A autora.

Para obter uma melhor compreensido do impacto dos valores de a e 3, computamos um
espaco de parametros de o x [, para investigar o niimero maximo de infec¢des humanas (Z,_, ).
representado pela barra de cores. O intervalo de tempo considerado foi igual a quatro anos. Para

a < 1,8x 107 (valor representado pela linha vertical branca tracejada), ndo ha um ndmero
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significativo de infec¢des humanas. Isso se deve porque @ = 1,8 x 10~* define o valor limiar
para %y = 1. Portanto, na regido %, < 1, ndo ha sucesso de invasdo da doenga. No restante da
regido do espaco de parimetros, ocorre uma dependéncia ligeiramente simétrica de a e 3 para
o nimero maximo de infec¢des humanas. Conforme esperado, observamos que ao aumentar
e B, o nimero de infec¢des humanas também aumenta. Para baixos valores de o e altos valores
de B, o nimero de infec¢des € baixo, sendo o contrario também verdadeiro, quando temos
baixo valores de 3 e altos valores de o, que resulta em poucos casos de infec¢des humanas.
O ndmero de infec¢des humanas atingird seus valores mais elevados quando a e § também
atingirem valores elevados. Com isso, podemos concluir que mesmo com a taxa de transmissao
B assumindo valores elevados, o nimero de infecgdes humanas terd uma dependéncia essencial
da taxa de transmissdo Q.

Figura 19 — Espaco de parimetros o x B para S,(0) = 1975, 1,(0) = 40, S;,(0) = 8 x 10*, I,(0) = 0

e Ry(0) =0. O valor @ = 1,8 x 1074, representado pela linha branca tracejada, define o limiar para
Ho = 1.

9,0 0,7
7,2 0,56
< 54 0,42
= 5
L £
X =
Q. 3,6 0,28
1.8 0,14
0 0

0 1,8 3,6 54 72
o (x 107

Fonte: A autora.

3.2 COMPORTAMENTO DINAMICO COM SAZONALIDADE

3.2.1 Taxa de transmissdo aviaria sazonal

Além da dinamica bésica de transmissdo do modelo SI-SIR, é importante considerar o papel
da sazonalidade na disseminacao da influenza avidria. O ciclo sazonal de doengas tem sido
identificado em muitas infec¢des virais, como, por exemplo, a influenza, e diversos estudos
tém investigado esse fendmeno especificamente nas ondas da influenza avidria. Potdar et al.%?

relataram um caso humano de infeccdo por influenza avidria na India que coincidiu com o
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periodo das mongdes, sugerindo uma possivel associacao entre fatores climéticos e o surgimento
de casos humanos. Um comportamento sazonal semelhante também foi observado em surtos

de influenza aviaria em aves na Indonésia, Egito e Vietna>®. Os mecanismos responsaveis

por essa sazonalidade foram analisados por Berry et al %

, que investigaram como ela afeta
o comportamento dindmico da doenca. Park e Glass® identificaram padrdes sazonais na
incidéncia da influenza aviaria e humana no leste e sudeste da Asia, enquanto Gonzales et
al % caracterizaram a introducio de virus de influenza avidria em granjas de galinhas poedeiras
ao ar livre nos Paises Baixos, observando correlagdo entre o risco de introducdo de variantes
de baixa patogenicidade e a abundincia de aves migratorias. Da mesma forma, Tian et
al.%” demonstraram uma associagdo clara entre o periodo de ocorréncia do subtipo HSN1 e
a migracio de aves, assim como com as redes de transmissdo viral na Asia. Esses padroes
reforcam a importancia de incorporar aspectos sazonais nos modelos epidemioldgicos para uma
melhor compreensao e previsao da dinamica da doenca.
Nesse contexto, um forcamento sazonal € incorporado a taxa de transmissdao @, de modo
que
o(t) = oy sen2n(t + @)] + oy, (3.24)

em que o/, 0 € O representam, respectivamente, a amplitude, o deslocamento vertical e o

deslocamento de fase'%>8.

Para garantir que o(z) > 0 ao longo do tempo, assume-se que
o > oy, de modo que |0y sen [27(f + w)]| < |op|, visto que os valores da func¢do seno podem
variar entre —1 a 1. Embora essa funcido senoidal constitua uma aproximagdo de primeira
ordem, ela pode ser interpretada como uma transformacao linear de uma covaridvel climatica®®.
Sua principal vantagem estd na simplicidade de interpretacdo e na facilidade para andlises
qualitativas do comportamento sazonal da taxa de transmissao.

A partir do momento em que consideramos uma taxa de transmissao dependente do tempo
o(t), o nimero bdsico de reproducio também torna-se dependente do tempo, ou seja, Zy =
Hy(t), visto que o nimero basico de reproducdo, em sua defini¢do, é diretamente proporcional
a o.. Dada a forma da sazonalidade admitida, a taxa de transmissao atingird um valor maximo
quando sen[27(f + )] = 1, ou seja, Gy = 04 + 0. J4 0 seu valor minimo ocorrerd quando
sen[27(t + )] = —1, ou seja, Oy = 0 — Ay. Logo, os valores maximo (%, ") e minimo

(%) do nimero basico de reproducdo serdo

v (0 +oq)Vv . - (ap— o)V
(p+x)p C T lotxp

0

Um aspecto interessante observado acerca do comportamendo dinamico desse modelo foi
a sua grande sensibilidade as condicdes iniciais. Por este motivo, realizamos uma andlise mais
aprofundada acerca da variacao das condig¢des iniciais e suas implicagdes no nimero maximo de
humanos infectados. Na Figura 20, variamos as condigdes iniciais ,(0) e S,(0), considerando
o restante das condigdes iniciais como S;,(0) = 8 x 10%, I,(0) = 0 e R;(0) = 0. Para os valores

da taxa de transmissdo, consideramos 8 = 2,3 x 10~ e « variando com o tempo de acordo
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com a Equacdo (3.24), onde a; = 5,11 X 1075, ap = 3,26 x 1074 e @ = 0,97. O periodo
de tempo considerado para realizar essa simulacdo foi equivalente a quatro anos, tomado um
tempo transiente de 2 meses. A Figura 20(a) representa os valores de [, . na barra de cores,
que variam de 0 a 0,08. As regides em azul escuro indicam condi¢des iniciais das aves em
que o numero maximo de humanos infectados é muito baixo. Ja nas regides em vermelho, a
influenza avidria infecta um nimero mais elevado de humanos. Na Figura 20(b), é apresentado
o dia (7) em que ocorre o pico maximo de infec¢des humanas /;, . As regides azul e vermelha
representam, respectivamente, os menores € maiores valores de 7. Dependendo das condigdes
iniciais, observa-se que um valor elevado de I, . pode ocorrer em um curto intervalo de tempo.
A Figura 20 mostra a existéncia de um subconjunto de condi¢des iniciais no espago de fases,
Figura 20 — I,(0) x S,(0) para Sj,(0) = 8 x 10*, I,(0) = 0 e R,(0) = 0. A barra de cores em (a) representa

o nimero méximo de infec¢des humanas (7, ), enquanto que em (b) representa o dia (7) em que [,
acontece, considerando um tempo de simulagdo equivalente a quatro anos.
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Fonte: A autora.

conhecido como bacia de atragdo, que conduz as trajetorias a I, > 0,07, conforme exibido no
painel (a). A estrutura topoldgica ndo € trivial e as fronteiras da bacia sdo suaves. Comparando

os painéis (a) e (b), observa-se que o valor de 7 é pequeno para um grande subconjunto de
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condigdes iniciais, principalmente na regido onde I, > 0,07.

Calculamos o espaco de pardmetros & X 0 para S,(0) = 10%, 1,(0) = 40, 5;,(0) = 8 x 10%,
1,(0) = 0, R,(0) =0, B =2,3x 10" e @ = 0,97, como mostrado na Figura 21. A parte
triangular superior dos painéis (a) e (b) refere-se a regido onde o; > &, que resulta em uma
taxa de transmissdo negativa, sendo interpretada como uma regido proibida. Na Figura 21(a), as
regides amareladas indicam I, ~ 0,2, que ocorre nas regides de valores mais elevados de o
e 0, mas que também pode ocorrer em regides especificas onde os valores dos parametros o
e Qp apresentam valores menores. As regides em azul mostram valores do nimero de infec¢des
humanas médximo préximos de zero, especialmente para pequenos valores de 0. A Figura
21(b) exibe a quantidade de ondas de influenza avidria em humanos (barra de cores), ou seja,
o numero de picos epidémicos em um intervalo de tempo de quatro anos. Uma onda indica
um aumento no nimero de individuos infectados, caracterizado por um pico bem definido
seguido de um declinio. Para identificar e quantificar ondas sucessivas de infeccao ao longo
da simulagdo, a cada passo de integracdo, o valor atual de infectados € comparado com o valor
anterior, permitindo distinguir periodos de crescimento e de declinio do nimero de infectados.
Considera-se que uma nova onda de infec¢do se inicia quando a série temporal de infectados
apresenta um intervalo de crescimento, seguido por um intervalo de declinio. Quando isso
ocorre, o ponto de mdximo nesse intervalo € registrado como um pico epidémico, e o contador
de ondas € incrementado. A Figura 21 mostra uma dependéncia significativa de [, e da
quantidade de ondas em relagcdo a .

Com base na Figura 21, exemplificamos a quantidade de ondas que podem ser obtidas
ao variar esses dois parametros, conforme mostra a Figura 22. Em (a), temos trés ondas de
infecc¢des, onde utilizamos o) = 2,2 X 1074 e ap =3,2 X 107%. Na Figura 22(b), temos nove
ondas, onde utilizamos oy = 1,6 x 107* ¢ oy = 9,4 x 10~*. Os padrdes sdo compostos por

picos e vales. A medida que se aumenta 0, observa-se um aumento na quantidade de ondas.

3.2.2 Taxa de transmissdao humana sazonal

Além da taxa de transmissdo sazonal o(z), também propomos uma variagdo periddica
na taxa de transmissdo humana, de forma que essa taxa esteja atrelada as estacdes do ano,
amplificando as chances dos humanos contrairem a doenca durante o inverno. A taxa de

transmissdo humana assume a forma
B = Bo[l + €sen(2nQl)], (3.25)

onde By = 2,3 x 107, Q=1 /180, € = 1 no inverno (periodo correspondente aos dias 180 a
270 de cada ano, considerando o hemisfério sul do planeta), € € = 0 nas demais estagdes do
ano. O tempo I representa o tempo local dentro da estagdao do inverno, sendo reiniciado a cada
ano no inicio desse periodo. Assim, I' = 0 corresponde ao primeiro dia do inverno (dia 180

do ano) e I' = 90 no ultimo dia do inverno (dia 270 de cada ano). Essa redefini¢do temporal
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Figura 21 — Espaco de pardmetros o x o com S,(0) = 10%, I,(0) = 40, S;,(0) = 8 x 10*, I,(0) =0 e
R,(0) = 0. Consideramos f8 = 2,3 x 10~ e @ = 0,9707. A barra de cores em (a) corresponde a Iy ©
em (b) corresponde a quantidade de ondas. Acima das linhas tracejadas, temos a; > o (regido proibida).
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Fonte: A autora.

permite aplicar a modulagdo periddica da taxa de transmissdo humana exclusivamente durante o
inverno, enquanto que nos demais periodos do ano a taxa de transmissao permanece constante.
O parametro Q controla a frequéncia da variacao periddica durante o inverno. Definindo Q =
1/180, a funcdo senoidal utilizada na modulagdo tem periodo de 180 dias. Dessa forma, ao
longo dos 90 dias do inverno, 3 percorre meia onda senoidal: aumenta suavemente de 2,3 x
10~ até seu valor mdximo no meio do inverno, ou seja, B = 2Py = 4,6 x 10~ e, em seguida,
decresce simetricamente até retornar ao valor inicial, conforme ilustrado na Figura 23.

Com o forcamento sazonal em o e em f3, calculamos a quantidade de ondas em funcao
das condigdes iniciais relacionadas as populacdes de aves suscetiveis e infectadas, que é
representado na Figura 24.

A Figura 24(a) apresenta a quantidade de ondas em fungdo de 1,(0) e S,(0) para os casos
com B =2,3 x 107°. J4 na Figura 24(b), B varia de acordo com a Figura 23. Consideramos

Sp(0) =8 x 10%, I,(0) =0 e R,(0) = 0. Comparando a Figura 24(a) com a 24(b), nota-se que
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Figura 22 — Evolugio temporal de I, para (a) o; = 2,2 x 10~ e o = 3,2 x 10~ apresentando trés
ondas e para (b) oy = 1,6 x 107%e oy =9,4 x 1074 apresentando nove ondas em um intervalo de tempo
equivalente a quatro anos.

0,02 0,04
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0,015 | 1 003t ]
= 001 | 1 002t ]
=
0,005 | 1 001t ]
0 0 J
0 365 730 1095 1460 0 365 730 1095 1460
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Fonte: A autora.

Figura 23 — Evolugdo temporal de 8 considerando 8 = B[l + € sen(27QI')], onde Q = 1/180e e =1
(inverno) ou € = 0 (demais estacdes).
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! ! !
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Fonte: A autora.

a quantidade de ondas aumenta quando se considera uma pequena variagdo em 8 durante o
inverno. As regides laranja e vermelha, associadas a 4 e 5 ondas, respectivamente, apresentam
um aumento considerdvel no nimero de humanos infectados.

Na Figura 24, identificamos subconjuntos de condi¢des iniciais, ou seja, bacias de atracdo,
nos quais as solucdes tendem a diferentes quantidades de ondas. Assim, tratam-se de atratores
distintos com fronteiras de bacia suaves. A sazonalidade exerce um papel importante na

estrutura dessas bacias. Em nossas simulagdes, verificamos a dependéncia do nlimero maximo
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Figura 24 — Grifico de escala de cores I,(0) x S,(0) para S;,(0) = 8 x 10%, I,(0) = 0 e R,(0) = 0. A barra
de cores corresponde a quantidade de ondas. Em (a) consideramos § = 2,3 x 1077, enquanto que em (b)
consideramos f3 varidvel de acordo com a Equagio (3.25).

(@)
250
5
4
<
S £
< 125 3 2
~ e}
) &
1
1
1050 1200
250
5
4 o
<
he)
5
v125 3 &
o
) =
1
1
1050 1200

Sa(U)

Fonte: A autora.

de humanos infectados em relacio as condi¢des iniciais associadas as aves. A quantidade de
ondas em humanos também depende dessas condigdes iniciais. Ao variar ¢ € 0, observam-se
mudangas tanto em I, quanto na quantidade de ondas.

Esses resultados revelam que pequenas alteracdes nas condi¢des iniciais ou nos parametros
sazonais podem produzir dindmicas muito distintas, destacando a importancia da sazonalidade

como fator estruturante da transmissdo interespécie da influenza avidria.
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4 CONCLUSOES

A presente dissertacdo teve como objetivo central a investigacdo da dinamica de dissemi-
nacao de doengas infecciosas, a partir do estudo de modelos epidemiol6gicos compartimentais,
com aplica¢do desses modelos a influenza avidria. Ao longo do trabalho, foi possivel construir
um panorama em relacdo aos principais modelos epidemiol6gicos compartimentais, desde
suas formas mais basicas, como os modelos SI e SIR, até versdes mais sofisticadas, como o
modelo SEIR e variacdes que incorporam demografia, perda de imunidade, efeitos sazonais e
transmissao entre espécies diferentes.

Foram discutidos diferentes aspectos em relacdo a cada modelo apresentado, como o
impacto da taxa de transmissdo, a definicio do nimero bdsico de reproducdo, a duracido da
infeccdo, a imunidade adquirida ou perda de imunidade, além de investigar o papel de fatores
demograficos e como eles influenciam no acréscimo de complexidade do sistema. Isto é
possivel a partir da andlise de estabilidade de cada sistema estudado, bem como a investiga¢ao
acerca de suas evolugdes temporais. A inclusdo de fatores demograficos como natalidade,
mortalidade natural e sazonalidade aumentou significativamente a capacidade dos modelos de
refletirem a realidade epidemioldgica observada.

Ao aplicar essas ferramentas a influenza avidria de alta patogenicidade, através da constru-
cdo do modelo SI-SIR, que representa a interacdo entre aves domésticas e humanos, realizamos
andlises de estabilidade e simula¢des numéricas que demonstraram, de forma quantitativa, os
cendrios em que a doenga pode ou ndo se estabelecer de maneira endémica nas populacoes.
Os resultados revelaram que pequenos aumentos na taxa de transmissdo entre aves ou da
transmissao de aves para humanos podem levar a uma mudanca qualitativa no comportamento
do sistema, indicando uma transi¢do do cendrio livre de doenga para um cendrio endémico. Sem
sazonalidade, o nimero maximo de humanos infectados depende ndo apenas da taxa de contato
dos individuos infectantes, mas também da taxa com que as aves evoluem para se tornarem
infectadas. E possivel observar tanto a auséncia da doenga quanto a situacio em que a doenca se
torna endémica, ou seja, quando o agente infeccioso estd constantemente presente. A andlise do
ndmero basico de reproducdo como parametro critico para a viabilidade de surtos foi essencial
para compreender os limites entre a erradicacao da doenca e sua persisténcia.

Considerando um forcamento sazonal na taxa de transmiss@o em que as aves tornam-se
infectadas, computamos o nimero maximo de infec¢des humanas e os picos de infec¢des de
influenza avidria em humanos. Variando as condi¢des iniciais relacionadas as populacdes de
aves suscetiveis e infectadas, fomos capazes de analisar que um alto nimero de infecc¢des
humanas pode ocorrer em um curto periodo de tempo. Considerando também uma sazonalidade
na taxa de transmissdo para humanos, onde o valor da taxa de transmissao duplica na época do
ano relacionada ao inverno, observamos que a quantidade de ondas de infec¢cdes aumenta. Além
disso, foi possivel mostrar que as condicdes iniciais € os parametros relacionados as populagdes

de aves desempenham um papel importante na transmissao da influenza avidria de aves para



58

humanos, o que implica que a dinamica da doenca em humanos esta fortemente condicionada
ao comportamento epidemiolégico na populacio avidria, reforcando a importancia de medidas
de controle focadas na cadeia de transmissao animal como forma de prevenir surtos humanos.
Em resumo, o modelo com for¢camento sazonal apresenta nimeros significativamente maiores
de infec¢do e um comportamento dindmico mais complexo do que o modelo sem a atribui¢cdo
de efeitos sazonais.

Por fim, os resultados obtidos ao longo deste trabalho destacam a relevancia do uso de
modelos matemadticos como ferramenta indispensdvel na compreensdo e no enfrentamento de
doencas infecciosas emergentes, como a influenza avidria. A capacidade desses modelos em
incorporar multiplos fatores biol6gicos, ambientais e sociais permite ndo apenas uma melhor
previsdo da evolucdo de surtos, mas também possibilita a formulacdo de estratégias de vigilancia

e controle mais eficazes, que poderao ser investigadas em trabalhos futuros.
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APENDICE A - ANALISE DE ESTABILIDADE

Considere um sistema com n varidveis N; (i = 1,2,...,n), cuja dinAmica é descrita por n

equagoes diferenciais ordindrias:

dN;
dt

= fi(N1,Ns,...,N,),  i=12,...n (A.1)

Para explorar a dindmica do equilibrio do sistema, devemos primeiro determinar seu estado,
ou estados, de equilibrio. Isto é feito ao igualar as Equacdes (A.1) a zero e resolver para as
solu¢des Ni', N5, ..., N, sendo que multiplas solu¢des podem existir. Por defini¢do, se o sistema
estd em equilibrio, entdo o sistema permanecerd em equilibrio. Porém, estamos interessados
em determinar o que acontece quando o sistema € perturbado desse estado de equilibrio devido
a pequenas perturbacdes. Isto € alcancado ao observar as taxas de variacdo dessas varidveis
quando cada varidvel é ligeiramente desviada de seu valor de equilibrio. Isso é feito ao se
realizar as substitui¢des N; = N;* + &; nas Equagdes (A.1) e explorar o crescimento ou declinio
dos termos de perturbacdo &; ao longo do tempo.

A estabilidade de um ponto de equilibrio € determinada por quantidades conhecidas como
autovalores, representados por A;. Para um sistema de n equagdes diferenciais, existird n
autovalores. A estabilidade é garantida se a parte real de todos os autovalores for menor que
zero. Esses autovalores podem ser frequentemente nimeros complexos. Para calcular estes
autovalores, primeiramente devemos introduzir uma matriz _#, chamada de Jacobiana. Ela é

definida como

aoff i off

N N, 0N,
ofy dfs  9f3
7= JdN, JN; dN,, : (A2)
dfy ofy fn
JdN, JN, dN,,
onde os termos f; referem-se as fungdes fi(Ny,Na,...,N,) calculadas no equilibrio, isto é,

fi(N{,N3,...,N;). Os autovalores A; (i = 1,2,...,n) sdo as solugdes de det(J — Al) = 0, onde
I € a matriz identidade. Isto é, subtraimos A de cada elemento diagonal da matriz Jacobiana
e, em seguida, calculamos o determinante da matriz. Isso dard origem a um polindmio em A
de ordem n, conhecido como polindmio caracteristico, ou equagdo polinomial caracteristica, a

qual, quando igualada a zero e resolvida, fornece os autovalores Ay, Ao, ..., A, do sistema” 3.
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