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RESUMO

Dedicamos esta disserta¢do ao estudo de diversas situagdes relacionadas aos processos difusivos,
onde abordamos situacdes, que se estendem a processos usuais ou andmalos. Comegamos por
descrever e analisar os formalismos mais comumente utilizados na descri¢ao destes cenarios.
Ap6s a introducdo e discussdo destes formalismos passamos a discutir e analisar as fung¢des que
aparecem relacionadas com estes contextos. Depois aplicamos tais desenvolvimentos ao estudo
de uma situacdo com adsor¢ao e desorcdo e a uma possibilidade de extensao do modelo PNP. Em
particular, aplicamos a extensdo do modelo PNP a dados experimentais obtendo uma excelente

concordancia os dados experimentais.

Palavras-chave: Difusdo Andmala. Caminhantes Aleatérios. Equacao de Difusao Fraciondria.

Dessorcao. Impedancia elétrica.



ABSTRACT

We dedicate this dissertation to studying different situations related to diffusive processes,
whether usual or anomalous. We start by describing and analyzing the most common formalisms
used in describing scenarios. After, we analyze the special functions related to the contexts. Then
we apply these developments to the analysis of a situation with adsorption and desorption and a
possibility of extending the PNP model. In particular, we used the extension of the PNP model

to experimental data, obtaining an excellent agreement with the experimental data.

Keywords: Diffusion. Anomalous Diffusion. Continuous Time Random Walk. Fractional Diffu-
sion Equation. Impedance.
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1 INTRODUGAO

Os processos difusivos sdo um dos processos importantes da natureza, de modo que estao
presentes em diferentes situagdes, que abrangem desde contextos fisicos até contextos
bioldgicos, tendo diversas aplicagdes e sendo fundamental para a ocorréncia de diversos
fendmenos. Em particular, nos sistemas vivos, sendo um fendmeno essencial para a existéncia
da vida (2, 3). Ela é também observada em outros contextos de interesse tais como a resposta
elétrica (4), cristais liquidos (5, 6), nanoparticulas de ouro em um polimero fundido (7),
mobilidade de macromoléculas em células vivas (8) e meios desordenados (9). Nestas e em
demais situagdes a difusdo pode ser usual ou andbmala, dependendo do meio ou da interacdo
presente entre as particulas. Estas caracteristicas tém uma direta influéncia no comportamento
deslocamento quadratico médio que no caso usual temos uma dependéncia linear com tempo, ou

seja,
((r=(r))?) ~t, (1.1)

¢ tipico de processos markovianos, que apresentam formas mais simples de processos que sao
independentes, de forma que o resultado em qualquer instante, depende do resultado que vem a
seguir, o passado ndo influencia nos resultados, ou seja, processos sem memdria (10). No caso

de uma difusdo andémala temos uma dependéncia nao linear com o tempo, por exemplo,
(= (r))") ~ 1, (1.2)

onde v < 1 e~y > 1 correspondem a subdifusdo e superdifusao, respectivamente. Também é

possivel existir diferentes comportamentos como,
((r = (r))*) ~ "¢, (1.3)

que estdo relacionados a uma difusdo ultra lenta (11). Em contraste com essas situagdes, o
deslocamento quadrado médio ndo € definido para o processo de difusdo conectado com as
distribui¢des de Lévy. Em conex@o com esses comportamentos para o deslocamento quadrado
médio, temos, por exemplo, dindmica de transporte de fluidos complexos (12), transporte em
fluxos viscosos estaveis planos (13), movimento de bacteriéfago na superficie da mucosa (14),
citoplasma de células humanas (15), entre outros. Do ponto de vista tedrico, esses cendrios t€m
sido investigados por meio de diferentes abordagens para obter informagdes sobre os fendmenos
e, consequentemente, sobre os processos de difusdo presentes nesses sistemas. As equacoes
fracionarias de Fokker-Planck sdo uma das abordagens utilizadas para investigar essas situacoes.
Eles consideram operadores diferenciais de ordem fraciondria, ao invés dos padrdes de ordem
inteira, e podem ser relacionados a outras abordagens como passeios aleatorios, equagdes de
Langevin generalizadas (16), e equacdes mestras (17). Outra abordagem consiste em usar

equagoes nao lineares Fokker - Planck (18). Esta dissertacdo serda desenvolvida ao longo destes
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contextos relacionados aos formalismos usados na andlise da difusdo andmala. E, em particular,
utilizamos os resultados com a extensdo do modelo PNP a um contexto experimental. A
descri¢do em detalhes da dissertacao segue abaixo.

No Cap. 2 sao abordados diferentes formalismos utilizados na descri¢do da difusao.
Particularmente, comecamos pela equacdo de Langevin que € uma equacao diferencial com um
termo de forca estocdstica a qual pode nos conduzir a uma difusdo usual ou uma difusao
andmala. Tal fato, depende da escolha das funcdes de correlagdes que sdo escolhidas para cada
uma das situagdes de interesse. Na sequéncia, dentro do mesmo capitulo, consideramos o
formalismo de caminhantes aleatérios € mostramos que dependendo da funcdo densidade de
probabilidade que escolhemos, podemos obter diferentes processos. Em particular, mostramos
uma conexdo com as equagdes de ordem fraciondrias sejam as que empregam operadores na
varidvel temporal ou espacial. Neste ultimo caso temos uma relagdo com as distribui¢des de
Lévy que sdo assintéticamentes caracterizadas por leis de potencias. Ressaltando que demais
situacdes como os processos de “resetting” estocdstico podem ser abordados dentro deste
contexto. Também analisamos como a equacgdo de difusdo emerge da equacdo de
Chapman-Kolmogorov mediante considera¢des adequadas. E por fim, analisamos a difusdo do
ponto de vista da combinacdo da equacdo de continuidade e da lei de Fick levando em conta as
suas generalizacdes. No Cap. 3, vamos apresentar e discutir varias das funcOes e operadores
presentes no célculo fracionario. Tais fun¢des serdo importantes para os desenvolvimentos dos
demais capitulos. Dentre estas funcdes, temos as fungdes de Mittag-Leffler, funcdes
generalizadas de Mittag-Leffler, fun¢des H de Fox, entre outras. No Cap. 4, vamos analisar
como a heterogeniedade do meio, juntamente com as condi¢des de contorno podem influenciar
no processo difusivo das particulas presente em um substrato. Neste sentido, temos a influéncia
de dois fatores que contribuem ao processo difusivo. Além disto, mostramos que 0s processos
que ocorrem durante o processo difusivo tém uma influéncia direta sobre os processos que
ocorrem na superficie, a qual esta adsorvendo e desorvendo particulas. Mostramos que a
equacdo que d4 a cinetica do processo de adsorcao e desorcdo apresenta uma derivada de ordem
ndo inteira, isto €, fraciondria, relacionada cujo o indice esta relacionado com a ndo
homogeniedade do meio. No Cap. 5, vamos incorporar as derivadas de ordem fraciondrias no
modelo PNP modificando a derivada de ordem inteira relacionada a varidvel temporal. Esta
derivada foi extendida ao caso fraciondrio de forma a conter tanto os kernels que sdo singulares,
como 0s que ndo sao singulares. Resolvendo as equacdes vinculadas ao modelo PNP obtivemos
a impedancia elétrica a qual identificamos com elementos de um circuito elétrico e também com
dados experimentais presentes na literatura. Vamos utilizar estes resultados para comparar com
os resultados experimentais. Em particular, ao compararmos a impedancia elétrica com os dados
experimentais obtivemos uma excelente concordancia entre o modelo e os dados, sugerindo que
0s processos tem caracteristicas que fogem ao formalismo tradicional. No Cap. 6,
apresentaremos as nossas conclusoes e discussdes sobre os desenvolvimentos realizados na

dissertagdo.



15

2 DIFUSAO E FORMALISMOS

Neste capitulo vamos apresentar alguns dos formalismos comumente utilizados na descri¢cao dos
processos difusivos. Veremos que podemos chegar a equagao de difusio usual, utilizando mais
de um tipo de formalismo. Também abordaremos através desses formalismos, considerando
outros parametros, que nos levam a equagdes de difusdo anomala. Desta forma, acrescentando
ao nosso estudo ferramentas que podem ser utilizadas para a descricdes de fendmenos que

envolvem a difusdo.

2.1 MOVIMENTO BROWNIANO

Segundo registros histéricos foi em 1827, que o botanico Robert Brown (19), observou que
particulas de pélen, suspensas em um fuido, neste caso foi a d4gua, apresentam um movimento
irregular. Este movimento altamente irregular, ¢ denominado de movimento Browniano, que foi
observado, motivou diversos pesquisadores a buscar uma explicagdo satisfatéria. De fato,
tiveram vdrias tentativas para explicar esse fendmeno, mas foi em 1905, com Albert Einstein,
que tivemos uma explicacdo satisfatoria para este movimento a qual foi seguida por vérias outras
contribui¢des de P. Langevin, A. D. Fokker, M. Smoluchowski, entre outros.

Vamos comecar a nossa discussdo pela explica¢do de Einstein (20) sobre o movimento
Browniano, a qual nos leva a equagao de difusao usual para este fendmeno. Para tal, vamos
comecar considerando n particulas suspensas em um liquido, sendo que o movimentos das
particulas € independente. Também consideraremos que a condi¢do de que o movimento de uma
particula em diferentes tempos € independente. Nesta formulagdo, temos a presenga de um
intervalo de tempo 7, uma coordenada x e um incremento A, que tem o valor diferente para
cada particula. Em um nimero dn de particulas, presente no fluido, que se deslocam entre A e

A + dA, podemos escrever:
dn = np(A)d(A) . (2.1)

A densidade de probabilidade deve ser simétrica e normalizada pois estamos falando de um
movimento sem a presenga de campos externos. Desta forma, vamos considerar no nosso

sistema que p(A) = p(—A) e
/ p(A)dA =1, (2.2)

—00
sendo p(x,t) a distribui¢do de particulas, em um instante de tempo ¢, vamos calcular a

distribui¢do de particulas em um tempo ¢ + 7. Para tal, vamos utilizar a equagdo de balanco que
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segue abaixo:
plz,t+7) = / plx + A t)p(A)dA . (2.3)
0

Esta equacdo relaciona a densidade de probabilidade na posi¢do, no tempo ¢ + 7, com a
densidade de probabilidade no tempo ¢ por meio de uma integral de convolugdo com p(A), esta
dando a dinamica das particulas no sistema. Considerando o intervalo de tempo 7 e o

incremento A, ambos suficientemente pequenos, podemos escrever as seguintes expansoes:

0 t
pla,t+7) = pla, t) + pg’;’ L 2.4)
© op(wt) 102, 1)
_ IPAT ) N 29 P A2
ple+ At) = p(z,t) + pe A+ 5 o2 A% 4. (2.5)
Subsituindo as Equacdes (2.4) e (2.5) na Equacdo (2.3), temos:
0 t > <0 t
plo )+ 22D / p(z, t)p(A)dA + / 9  pAYaA
ot o e Ox
L [ 0%p(z,t) .,

Devido a condi¢do de simetria com relagéo a p(A), do lado direito pode ser simplificado. Assim,
fazendo as simplificacdes pertinentes e considerando a expansio até a segunda ordem espacial e
primeira ordem na expansao temporal podemos reescrever a Equacao (2.6) como segue,

op(x,t) 1 [ Pp(x,t)
w0 /_ TN 2.7

[e.e]

A Equacdo (2.7) é de fato a equacdo de difusdo usual. Para tal basta identificar o coeficiente de

difusdo na equacao acima, ou seja, considerando:
1 oo
D = 2—/ A?p(A)dA (2.8)
T — 0o

ressaltando que na equacdo acima estamos considerando que a razdo entre 7 e a integral referente
ao segundo momento € finita no limite em que ambos tendem a zero. Assim, identificando o

coeficiente de difusdo D na Equacdo (2.7) chegamos a equagdo de difusao usual:

Op(x,t) _  Pp(z,1)
G =D (2.9)

Observe a equacdo acima que foi obtida fazendo manipulagdes formais as quais consideram

situacdes envolvendo a questdes probabilisticas. Por outro lado, agora vamos apresentar a forma
com que Einstein relacionou o coeficiente de difusdo com grandezas pertinentes ao sistema
fisico. Comecaremos considerando as particulas como esferas, que estdo contidas num volume
AX, e uma se¢do transversal AS, considerando a a¢do de uma forg¢a F}, atuando sobre estas
particulas. Para o sistema que estamos analizando, podemos utilizar a Lei de Stokes, que

relaciona o raio da esfera com a sua velocidade, ou seja,

Fy = 6mnav, (2.10)
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sendo a o raio da particula, v a velocidade e 7 a sua viscosidade. Por sua vez, as particulas estdo
se difundindo em um fluido, por exemplo, devido a um gradiente de pressdo, desta forma, temos

uma forc¢a por unidade de volume, dada por:

m OP
F,=———" 2.11
K N O (2.11)

Utilizando estes resultados, podemos escrever uma equacao de balanco entre as forgas, que

atuam sobre as particulas neste sistema como:

m OP
F = — =6 2.12
F pN 4 Ox ™havs ( )

onde p € a densidade de massa, m € a massa molar do soluto, /N, é o nimero de Avogadro. Isso
possibilita encontrar uma expressao para a velocidade e consequentemente definir o coeficiente
de difusd@o em termos de quantidades pertinentes ao sistema. Desta forma, encontramos uma
expressao para a velocidade da particula, isolando v na Equacgdo (2.12), podemos escrever a
velocidade na forma:

p— o m or (2.13)

6mnapN4 Ox

A velocidade encontrada por meio da equacao acima pode ser utilizada, para escrever o fluxo

que ocorre ao longo do eixo x como segue:

m 0P
e —— 2.14
J=pv 6mnalN4 Ox @.14)

Considerando a Lei dos Gases Ideais, que € bem estabelecida, podemos utiliza-14 para escrever

uma expressao para a pressao e juntamente com a deficdo de densidade p, temos:

RT RT
p- M _ e (2.15)
V m
Este resultado substituido na Equacdo (2.14) referente ao fluxo resulta em:
RT  0p
== 2.16
6mnaN4 Oz’ (2.16)

a partir da qual podemos obter o coeficiente de difusdo em fun¢do de grandezas pertinentes ao

sistema fisico. Assim, fazendo algumas manipulagcdes temos:

R

= 2.17
6mnaN 4 ( )

Este resultado € importante pois além de relacionar a o coeficiente de difusdo com grandezas tais
como a viscosidade, também nos mostra que em um fluido o coeficiente de difusdo é
proporcional a temperatura. Resultado este diferente dos obtidos para um gas que tem como
relagio D o< v/T.
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2.2 EQUACAO DE LANGEVIN

Depois de abordarmos a formulacao de Einstein para o movimento Browniano, vamos
considerar a formulacdo proposta por P. Langevin, que se basea essencialmente em uma equagao
de Newton com a presenga de um termo de natureza estocdstica (21). Neste sentido, a equagdo
de Langevin, foi a primeira equagdo diferencial estocéstica, onde temos um termo aleatorio.
Consequentemente o conjunto de solugdes desse tipo de equacdo € uma "fungdo aleatoria".
Assim, as solucOes encontradas para essa equagdo vao representar uma trajetoria aleatoria.
Entdo, vamos escrevendo a equagdo de Langevin. Para tal, vamos considerar que o movimento
seja produzido por colisdes entre as particulas e as moléculas do fluido, em que as particulas
estdo suspensas, devido a agitacao térmica. Assim equagdo de Langevin em uma dimensao pode
ser escrita como:

dv

moy = —a'v+ Fu(t), (2.18)

onde F,(t) é uma forca aleatdria, essa forga representa as colisdes das moléculas do fluido, v é a
velocidade de uma particula, m é a massa dessa particula, o’ € o coeficiente de atrito viscoso.
Neste caso estamos considerando que a for¢a aleatdria varia rapidamente com o tempo, isso em
relac@o a variacao que a velocidade pode sofrer, também nao consideramos nenhuma forga

externa. Para simplificar, podemos reescrever a equagdo na forma:

dv
gl +£(t), (2.19)

sendo o = o' /m e &(t) = F,(t)/m. Para esta equagdo, temos que a solugdo é dada por:

t
v(t) = voe ™ + e_at/ e E(t)dt (2.20)
0

onde consideracgdes sobre a funcdo £(t) devem ser feitas para que possamos calcular valor
esperado da velocidade e também o valor esperado do desvio quadréatico da velocidade. Neste
sentido, vamos comecar pelo valor esperado da velocidade que, em termos de um ensemble de

particulas, pode ser escrito como segue:

(v(t)) = voe~ ™ + e~ /0 t e (&(t))dt . (2.21)

Como discutido de forma breve acima é de se esperar que a forca aleatdria £(t) esteja sujeita a
duas condi¢des. A primeira é que o valor esperado da forca aleatéria seja nulo, isto é, que as

forgas aleatérias obedecam a seguinte relacao:

(€@)=0. (2.22)

A segunda condic@o a ser satisfeita diz respeito com relacdo a fun¢do de correlacdo como segue:

(€0)e) = ot =), (2.23)
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onde na segunda condicdo C' é uma constante. Observe a presenga da funcdo delta de Dirac na
equacdo acima indicando que a correlag¢@o é ndo nula somente quanto ¢ = ' e nula nas demais
circunstancias. Tal caracteristica para a funcdo de correlacdo esta ligada as caracteristicas da
forga aleatdria atuando sobre o sistema, que neste caso € totalmente Markoviana. Situacdes
diferentes podem ser consideradas para a fun¢do de correlacdo, implicando em diferentes tipos
de forgas aleatdrias as quais poderdo serem conectadas a processos ndo Markovianos. Aplicando

a primeira condicao na Equacdo (2.21), o valor esperado da velocidade pode fica dado por:
(v(t)) = voe™" . (2.24)

Para encontrar o valor esperado do desvio quadrético da velocidade, comeg¢amos calculando a

diferenca v(t) — (v(t)). Neste sentido, temos que:

Av = o(t) — (v(t)) = e /0 byt (2.25)

Utilizando o resultado dado pela Equacgido (2.25), o valor esperado do desvio quadrético da

velocidade, fica dado por:

A 2 _ —2at ! ! at’+at” / " d/d //‘ 226
(D)) = e // (W) dt'dt (2.26)

A fim de completar nossa analise precisamos resolver esta integral definida. Para isso vamos
considerar a condi¢ao dada pela Equacgdo (2.23) que substituida na equag@o acima nos permite,
apos alguns cdlculos, obter o resultado que segue abaixo:

((Av)?) = ¢ (1—e2). (2.27)

T 20

Observe que a Equacdo (2.27) obtida a partir da equacdo de Langevin tem um valor estaciondrio
no limite de ¢ — oo, este fato implica que a distribui¢do associada com este processo tem uma
largura finita o que tem implicag@o direta com relag@o ao espalhamento do sistema. Este fato nos
permite utilizar argumentos termodindmicos para que possamos encontrar a constante C'. De
fato, considerando que a distribuicao apds um tempo suficientemente grande atinge um processo
de equilibrio, podemos conectar este resultado com o teorema da equiparti¢do, presente na
mecanica estatistica. Assim, podemos escrever:

C e—?at) N g — kBT

% (1- (2.28)

200 m

onde kg € a constante de Boltzmann, 7" € a temperatura. O resultado presente na Equagao (2.28)

nos permite escrever a constante C', da seguinte forma:

o= 2kl (2.29)

m

A Equacio (2.29) conecta a constante C' com a temperatura 7', indicando que a forca aleatdria

que atua sobre a particula tem influencia direta da temperatura. Ou seja de como as demais
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moléculas presentes no sistema estio sendo afetadas pela temperatura. Outra grandeza
importante dentro deste contexto € o comportamento do valor esperado do delocamento
quadrdtico médio da posi¢do, para obter tal grandeza devemos observar que x(t) pode ser escrito

na forma: .
x(t) = o +/ v(t)dt . (2.30)
0

Entdo, o valor esperado de x(t) pode ser escrito como segue:

(x(t)) = 7o + /0 t(v(t’))dt’. (2.31)

Substituindo (v(t)), definido pela Equagdo (2.24) que foi encontrada anteriormente, obtemos o
seguinte resultado:
(2(t)) = 7o + %(1 _eaty (2.32)
(

implicando que para t — oo temos (z(t)). Para obter o comportamento temporal do valor
esperado do desvio quadrdtico de x(t), comegaremos calculando a diferenga entre z(t) e (z(t)),

que resulta: t
o)~ (w(t) = 5 [ €= 2.33)
0

€ consequentemente em:

«

((t) — (x(0)? = — / t / LD (1 — N1 — g (234)

A integral presente na equagdo acima pode ser resolvida utilizando a condi¢do dada pela

Equacdo (2.23), que define a funcdo de correlagdo. Assim, fazendo alguns cdlculos obtemos:

(Ax)?) = t— (1 —e ™)+ i(1 —e 2| (2.35)

a 2a

 2kpT l 2

am

Na Fig. 1 ilustramos o comportamento da Equacao (2.35) para diferentes valores de o, como
vemos a situacgao ilustrada abaixo:

Similar ao resultado obtido para o valor esperado do desvio quadratico da velocidade, vamos
considerar o limite de tempos longos na equacdo acima. Este resultado nos indica que o valor
esperado do desvio quadratico das posi¢des varia de forma linear com tempo, consequentemente,
a distribuicdo de probabilidades associada a este sistema se espalha de forma linear com o tempo
tendendo a uma distribui¢cdo uniforme. Utilizando este resultado para tempos suficiente longos e
substituindo a constante C' encontrada anteriormente, podemos fazer a conectar o coeficiente de

difusdo com a temperatura como segue abaixo,

(Az)?) — QkB—Tt =2Dt . (2.36)
am

Assim, encontramos a equagdo D = kgT'/(am), que é a relagdo de Einstein-Smoluchoviski.
Ressaltando que este comportamento linear com o tempo obtido para o valor esperado do desvio

quadratico de z(t) caracteriza um processo de difusdo usual. A difusdo andmala se caracteriza
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Figura 1 — Esta figura mostra o comportamento da ((Az)?) dado pela Equagdo (2.35) para
diferentes valores de . Consideramos, por simplicidade, 2kp7T" /o = 1.

< (Ax)* >

Fonte: A autora.

por um comportamento nao linear com o tempo para o valor esperado do desvio quadratico de
x(t), como por exemplo, ((Ax)?) ~ 7 com y # 1. Tal comportamento pode ser obtido por
meio da equagdo de Langevin desde qua funcdo de correlacdo seja escolhida de forma adequada,

por exemplo com um decaimento na forma de lei de poténcia.

2.3 CAMINHANTES ALEATORIOS

Aqui vamos discutir o formalismo das caminhadas aleatdrias em tempo continuo, também
conhecida como , em inglés, “Continuous Time Random Walks”, esse termo foi introduzido em
1965, por Eliott W. Montroll (22) e George H. Weiss (23), em um artigo de natureza matematica.
Assim como no caso da equagdo de Langevin, este formalismo tem por objetivo analisar um
sistema em um contexto onde processos estocdsticos estdo presentes. Neste sentido, temos uma
relagdo direta deste formalismo com os processos difusivos, de forma anédloga ao caso anterior
que envolvia a equacao de Langevin. Em particular, vamos abordar tal fato apés apresentarmos
este formalismo. Vamos comecar a nossa discussao sobre o formalismo de caminhadas
aleatérias introduzindo uma fun¢do densidade de probabilidade, também conhecida como PDF

(“probability density function”), a qual denotaremos por 1(x, t), que estd relacionada com o



22

comportamento do caminhante. Levando em conta ¢ (x, t), podemos encontrar a distribui¢ao de
probabilidade relacionada ao comprimento dos passos, denotada por A(z) e a distribuicdo

relacionada ao tempo de espera, denotada por w(t), que podem ser escritos respectivamente

comao: .
)\(x):/ dt (z,t) (2.37)
0
e o
w(t) = / dz (2, 1) | (2.38)

Assim, temos que A\(x)dx é a probabilidade de ocorréncia de um passo com um dado
comprimento no intervalo (x, z + dz) e w(t)dt é a probabilidade de termos um dado tempo de
espera entre passos no intervalo de tempo (¢, ¢ + dt). Como os comprimentos de passos podem
ter valores continuos, temos duas possibilidades que podem ocorrer, uma delas € o caminhante
dar um comprimento de passo x, em um intervalo de tempo entre ¢ e ¢ + dt, outra possibilidade
€ que mesmo apds o tempo de espera, o caminhante permaneca no mesmo local, sendo o

tamanho do comprimento de passo nulo, sendo ¢(t) este ltimo caso, podemos escrever:

o(t) + /O dt' w(t') =1. (2.39)

Agora, vamos definir 7)(xz, t) como sendo a densidade de probabilidade da particula estar em um
ponto = no tempo ¢. E por sua vez definiremos (', t') a de probabilidade da particula estar em
um ponto x’ no tempo t'. Estas duas densidades de probabilidades estdo conectadas por meio da

equacao:
n(x,t) = /OO dx’ /00 dt (', Yz — 2’ t — ') + 6(x)d(t), (2.40)
—00 0

que relaciona a pdf (x, t) de chegada na posi¢do x no tempo ¢, com o evento em &’ no tempo t/,
dado por n(z’,t’). Observe na Equacdo (2.40) que a dindmica de como vai ocorrer a transi¢éo do
sistema de (z/,t’) para (x,t) é definida por ¢(z, ). A probabilidade p(z,t) de se encontrar a

particula em z no tempo ¢, de acordo com a dinamica dada pelas equacdes acima, que pode ser

escrita como:

pla,t) = / d'n(z,t - £)o(t). (2.41)

Desta forma, substituindo a Equagao (2.40) na Equacao (2.41), temos:

p(z,t) = /OO dt” UOO da’ /OO dt'n(x'  t)p(x — 't —t' — ")+ 6(x)d(t — t”)] o(t"),
" D (2.42)
que pode ser reescrita considerando a mudancga de varidvel 7 = t' 4 t” e utilizando o fato de que
p(a' 1) = [ dt"n(x’', 7 —t")p(t"). Assim a Equagdo (2.42) fica dada por:

pz,t) = /00 dx’ /000 dro(x’, 7)(x — 2t — 7) + (t)d(x) . (2.43)
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Obtida a equacéo para p(x,t), agora podemos aplicar as transformadas integrais, de Laplace e
Fourier para simplificar a equagdo. Primeiramente aplicando a trasformada de Laplace (veja o
Apéndice A, para mais detalhes sobre transformadas integrais) utizando sua defini¢do e o

teorema da convolugdo, obtemos:
p(x,s) = / de'p(2', s)p(x — 2!, s) + ¢(s)0(x). (2.44)

Seguindo, aplicamos a transformada de Fourier, utilizando sua defini¢do e o teorema da

convolucao, podemos mostrar que:

p(k,s) = p(k, )P (k, s) + d(s) - (2.45)

Vamos utilizar a Equagdo (2.39), para encontrar ¢(s), assim aplicando a transformada de

Laplace, obtemos:
1—w(s
#(s) = L2 (2.46)

S
Substituindo em (2.45) e isolando p(k, s):

1 1 —w(s)
Pk, ) = 1—(k,s) s '

(2.47)

Utilizando a equagdo acima podemos descrever, dependendo das consideragdes que forem feitas,
com relagdo as distribui¢des vinculadas, em relacdo a funcao densidade de probabilidade,
diversas situacdes que podem ocorrer, envolvendo tanto os processos difusivos usuais, como
também as situacdes de difusdo anomala. Neste sentido, vamos considerar o caso mais simples,
vinculado ao movimento Browniano, ou seja, a difusdo usual. Para tal, a funcio de densidade de
probabilidade 1)(x, t) serd considerada desacoplada, ou seja, a distribui¢do com relagéo ao

comprimento dos saltos e ao tempo de espera sdo independentes um do outro, assim temos que:
W(k,s) = Ak)w(s) . (2.48)

Como na difusdo usual temos a variancia e a média de tempos finitos, devemos ter distribui¢des
associadas com estas fungdes, que reflitam estas caracteristicas. Assim, no espaco de Fourier e

Laplace, podemos escrever assintoticamente que:

MEk) = /_ h dxe™"* \(x)

l
—
|
|
e}
-~

(2.49)

~ 1—s(t) (2.50)
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observando que (t) = [ dtw(t)t é o tempo médio e (%) = [~ duxA(x)x é a varifncia, uma
vez que a condicdo inicial € p(z,0) = (x). Substituindo as Equacdes (2.49) e (2.50), na

Equacao (2.47), obtemos:
(k, ) = —
s) " ————
p Y S + Dk’2 )

sendo o coeficiente de difusdo dado por D = (x?)/(t). Uma conexdo direta com a equagio de

(2.51)

difusdo pode ser feira ao comparar o resultado obtido, com o resultado da aplicacdo das
trasformadas de Laplace e Fourier diretamente na equagdo de difusdo usual. Assim, temos que:
2
gp(x, t) = D@p(x,t), (2.52)
aplicando as transformadas integrais, com a condig¢do inicial p(z,0) = §(x) e as condi¢oes de

contorno p(+00, t)=0, obtemos:

sp(s, k) = —Dk*p(k, s) + 1, (2.53)
isolando p(k, s), temos:
1
= 2.54

Desta forma, temos que o resultado dado pela Equacgao (2.51) € o mesmo que resultado obtido
na Equacdo (2.54), assim mostrando que a partir de consideracdes adequadas podemos obter a
equagdo de difusdo usual. Assim, dependendo das modificacdes que forem feitas com relagcdo a
funcdo densidade de probabilidade, podemos obter varias situagdes e consequentemente
diferente equacdes associadas a cada uma desta situacdes. Neste sentido, vamos considerar que a
distribui¢do de probabilidade relacionadas aos tempos de espera possua uma comportamento
assintético de cauda longa, ou seja governado por leis de poténcias. Tal tipo de situacao resulta
em uma difusdo andmala cujo segundo momento € caracterizado por uma lei de potencia, do
tipo (x?) o t7, que dependendo dos valores de y pode nos resultar em um comportamento
subdifusivo (y < 1), usual (7 = 1) ou superdifusivo (1 < 7 < 2). Usando conceitos de
caminhantes aleatérios descritos acima € possivel obter uma equacgdo de difusdo relacionada
com este processo. Para tal, vamos considerar que a nossa densidade de probabilidade relativa a

parte temporal (tempos de espera), tenha o seguinte aspecto:

A £

onde 7 € uma constante e E, 3 € a fungdo de Mittag-Leffter generalizada, a qual descreveremos
em maiores detalhes na préxima secdo, que possui um comportamento de relaxacdo diferente do
comportamento da exponencial usual, sendo caracterizada assintoticamente por uma lei de

poténcia. No espaco de Laplace, a equagdo acima, no limite de s — 0, fica dada por:
w(s) =1+ (s7)", (2.56)

um comportamento bem diferente do obtido para a distribui¢do vinculada a difusdao usual. Com

relagdo a parte espacial, vamos considerar a definida pela Equacgao (2.49), isto € distribuicdes
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que possuem o segundo momento finito. Substituindo as Equacgdes (2.49) e (2.56) na

Equacdo (2.47), obtemos que:

s71

_ 2.57
s7— D, k?’ @57)

p(k,s) =

com D., = (z%) /77, representando o coeficiente de difusdo vinculado com este processo. Para
obter a equacdo de difusdo vinculada com este processo, vamos comecar reescrevendo a equagao

acima, da forma:

sTp(k,s) — st = D k*p(k, s), (2.58)
e, consequentemente,

sp(k,s) —1=s""D,k*p(k,s) . (2.59)

Invertendo as transformadas integrais de Fourier e Laplace, a Equacao (2.59) fica dada por:
D, o [t d ©?
— =—rr--""?t —— [ —— ). 2.60
o) F(l—'y)at/o =y ot (2.60)

A Equacao (2.60) possui uma convolugdo envolvendo o termo difusivo, diferentemente da
equacdo de difusao usual obtida acima. Esta convolugdo representa o operador fracionério de

Riemann-Liouville vinculado a varidvel temporal. Em particular, ele é definido como segue,

- 1 dr [t p(x,t')
D} t)y=———-— [ d' ——2— 2.61
0 tp('rv ) F(?’L—’}/)dtn/o (t—t,)'ﬁ_l_n? ( )

comn — 1 <7 < n. Assim, identificando este operador na Equagao (2.60), temos:

0 1 [ 0P
ap(m,t) =D, D, @p(x, t)) ., (2.62)

que corresponde a uma equacdo de difusdo fraciondria aplicada a varidvel temporal. Seguindo,
vamos obter a solu¢do para esta equagdo considerando uma condig¢do inicial arbitraria do tipo
p(x,0) = p(x) e as condigdes de contorno p(x — +oo,t) — 0. Aplicando as transformadas

integrais na equagdo acima obtemos:

__ p(k,0)
plk,s) = —F 55 DR (2.63)

para 0 < v < 1, que difere do resultado da Equagdo (2.57). Agora, ao invertermos a

transformada de Fourier empregamos o teorema de convolucao e obtemos:

plx,s) = /00 dx' p(x — )G (2!, 1), (2.64)

1 Y % Y %
G(z,s) = o- (;—) exp [— (%) m,] . (2.65)
i Y

com
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Observe que escrevemos a solucdo dada pela Equacao (2.64) € a mais geral possivel de forma a
contemplar qualquer condicdo inicial. Em particular, a Equagao (2.65) € a funcao de Green
relativa a condicao inicial para as condicdes de contorno dadas acima. Para inverter a
transformada de Laplace vamos usar o seguinte procedimento: (¢) vamos transformar a nossa
transformada de Laplace em uma transformada de Mellin, e depois, (i7) invertemos a
transformada de Mellin, obtendo p(z, t). Usaremos este artificio devido a facilidade com que

vamos poder identificar a nossa solu¢ao com a fun¢ao H de Fox,

mn (a1,A1),(a2,A2),,(ap,Ap) 1

H;, [“" (b1,51), (b B2, (b o) } o | A5 x(9)2°

o~ T(b;— B;s 'l —a;+ A;s
X(S) — qH’Lfl ( ) Hz 1 ( ) . (2.66)

i=m-+1 I'(1 ( b + B; 8) = 1+n (ai - A’LS)
Desta forma, aplicando o procedimento indicado acima obtemos que:
1 20 2° |(1-31)

£ — 2.67
g(CL’? ) /47TD,Yt’Y |:4D,yt’y (%71) (071) ) ( )

maiores detalhes sobre a funcao H de Fox estdo na se¢do seguinte. O comportamento assintético
da equacao acima € dado da forma que segue abaixo:

~y—1

s~ ern (3) (Ghke)

2
2—~ (7)217 |\
" _ i , 2.68
P 2 2 Dt (2-68)

que possui o comportamento de uma exponencial alongada, diferente do comportamento

N
|
=R

presente na difusdo usual que € do tipo Gaussiano. Substituindo esta equagdo em (2.64) temos a

solucdo para uma condi¢ao inicial genérica como segue:

AW
HQO (.I'—IE)
Y21 4Dt

(1-537)
) ! (O’U} . (2.69)

plx,t /
(1) = \ /47TD t
Na Fig. 2 ilustramos o comportamento da solugdo para diferentes valores de v, como podemos
ver abaixo, seu comportamento € da forma:

Por completeza, vamos retornar a Equacdo (2.62) e incorporar a presenca de forgas externas
presente no sistema que neste caso nos conduzem a equagao:

(z,t) =D, thl_Vg (2 (x,t) — F(a:,t)p(x,t)) : (2.70)

ot Ooxr \ Oz

e obter uma equacdo integral que nos permita fazer corre¢des de forma perturbativa sobre a
solucdo devido as forcas que atuam sobre o sistema. Assim, para desenvolvermos os nossos
procedimentos de cdlculos vamos considerar o termo que contém a for¢a externa como um

termo de fonte. Entdo temos,

0 1y 0?
ap(x,t) =oD, 78 o, t) | —a(z,t) (2.71)
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Figura 2 — Esta figura mostra o comportamento da distribui¢éo p(x,t) dado pela Equacao (2.69)

para diferentes valores de +, considerando a condi¢@o inicial p(x,0) = §(z). N6s
consideramos, por simplicidade, D, = 1et = 1.

p(x,t)

Fonte: A autora.

oz, t) =D} { aax {F(m, t)p(z, t)} } . (2.72)

Repetindo o procedimento de cilculo, na auséncia de forcas externas, obtemos que a

transformadas de Fourier e Laplace da Equacdo (2.71) implicam no resultado:

p(k,0) a(k, s)
L) — _ , 2.73
Pk, s) s+ Dys'=7k? s+ D.,s'=vk? ( )

Invertendo ambas as transformadas temos,

t 00
p(z,t) = pO(z,t) — / dt’/ de'G(x — o't — a(d, 1)
0 —00

(2.74)

com

PO (z,t) = /Oo de' p(xz — 2")G (2, t) . (2.75)

Substituindo «(x, t) na Equacdo (2.74) e integrando por partes, obtemos:

t o0
p(2,1) = p (2, 1) + / dt' / d'G(x — 2t — 1) oD} {ag[F(a:,t)p(x,t)]}. (2.76)
0 —00

Xz

A Equacdo (2.76) é a equacdo que procuramos € ela pode ser usada, por exemplo, para calcular

perturbativamente a influéncia de uma forca externa aplicada ao sistema. Observando que na
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auséncia de forcas externas ela recupera a Equagado (2.62). Outra possibilidade, consiste em
considerar um comportamento de caida longa para a distribui¢do relacionada com o
comprimento dos passos. Particularmente, no caso de um comportamento catda longa temos
uma relagdo direta com as derivadas de ordem fraciondrias relacionadas a varidvel espacial.

Dentro deste contexto, uma possibilidade € considerar:

MNE) =~ 1—o,lk", (2.77)
que implica em:
1
k,s)~ ———— 2.78
com D, = 0,,/(t), representando o coeficiente de difusdo. A Equagdo (2.78) pode ser reescrita
como:
0 2 pu R JC))

onde temos uma convolugdo no termo difusivo envolve a varidvel espacial. Podemos relacionar

tal convolucdao com o operador de do tipo Riez-Wely,

o+ ]2 i o p(x' 1)
Utilizando esta defini¢do, a Equacgdo (2.79) pode ser reescrita como:
0 D " 2.81
— 1) =Dy t). .
atp(mv ) Na’x|#p(x> ) ( )

As solugdes para a Equacdo (2.79) sdo dadas em termos da distribuicao de Lévy. Em particular,

temos que:
plx,t) = /OO da'p(x)G,(z — 2/, 1), (2.82)
onde:
Gu(x,t) = L,(v) = /_ Z ge“ﬂ'k'”}ﬂt. (2.83)

Na Fig. 3 ilustramos o comportamento da solu¢do para diferentes valores de

Em contraste com o resultado que obtivemos ao empregarmos derivadas fraciondrias na variavel
temporal as distribuicdes que emergem ao aplicarmos derivadas fraciondrias na varidvel espacial
ndo tem o segundo momento finito. Isto implica que elas ndo seguem o teorema do limite
central, mas sim uma generalizacdo do mesmo conhecida como teorema de L.évy-Gnedenko.
Podemos obter mais informac¢ao da equagdo acima ao analisarmos ela sob o enfoque de
caminhantes aleatorios. Neste caso, o que acontece € uma mudanga nos comprimentos dos saltos
provocada pelo emprego da derivada fraciondria na varidvel espacial. Em particular, o

caminhante passa a efetuar saltos longos. A densidade de probabilidade que caracteriza os saltos
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Figura 3 — Esta figura mostra o comportamento da distribui¢do p(x,t) dado pela Equacdo (2.82)
para diferentes valores de y, considerando a condicao inicial p(z,0) = 6(z). Consi-
deramos, por simplicidade, D, = 1 and ¢t = 1.

0.30
0.25 +

0.20

plxt)
©
S

Fonte: A autora.

entdo adquire um comportamento de cauda longa caracterizando um processo superdifusivo do
tipo Lévy. Vamos agora analisar a equacdo que segue:

dp otp 0
2% DMW E [F(z,t)p], (2.84)

considerando o termo de for¢a externa de forma perturbativa, como no caso anterior. Repetindo
o procedimento empregado acima obtemos tomando a transformada de Laplace e Fourier da

Equacao (2.84), dada por:

p(k,s) = % : (2.85)
Invertendo a equagdo acima obtemos:
p(x,t) = /OO de'G, (v — o't —t")p(a') (2.86)
onde G, (z,t) = L,(z,t). E a Equagdo integral associada a Equacdo (2.84), e temos:
p(z,t) = pO(z,t) — /Ot dt’ /_Z dx/gff) (x =2t —t"YF (2, ) p(d't) . (2.87)
onde
PO (z,t) = /OO d'p(2)G,(xz — ', t) (2.88)
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d > dk u
G t) = ———Ly(t) = / —k sen(ka)e PN (2.89)

™

Outras possibilidades também sdo possiveis, tais como as que combinam estes dois tltimos
casos. Assim, com os desenvolvimento feitos acima vemos que o formalismo de caminhantes
aleatdrios é uma ferramenta poderosa e nos permite obter a descri¢do de uma ampla classe

fenOmenos.

2.4 EQUACAO DE FOKKER-PLANCK

De forma andloga as se¢des anteriores, vamos discutir mais um dos formalismos usados na
descri¢do do movimento Browniano, a equacio de Fokker-Planck que foi utilizada por Andriaan
Daniel Fokker (24) e Max Karl Planck (25), para descrevé-lo. Para obter a equacdo de
Fokker-Planck vamos seguir a abordagem descrita na Ref. (26), reproduzindo seus calculos.
Neste sentido, comegaremos considerando um evento aleatério que ocorre em um instante
também aleatdrio. Assim, em nossas consideracdes seja y; um evento inicial em um instante ¢,
inicial e um evento final y; em um instante final ¢, sendo a probabilidade condicional de
ocorréncia dada por p(yy, ts; y;, t;). Como estamos considerando que a sequéncia de eventos é
markoviana, ou seja, o proximo evento depende apenas do estado atual, ndo da sequéncia de
eventos que o precederam. Devido a este fato, podemos utilizar a relacao de

Chapman-Kolmogorov, que é dada, na sua versao discreta por:

p(Us trivints) = > pWrs tri Yes te) p(ns s Ui ), (2.90)
k

onde os elementos intermedidrios sdo represetados pelo indice k. Para escrever essa equacdo em
sua versdo continua, para a densidade de probabilidades, devemos considerar ao invés do

somatério uma integral, ou seja,

Seguindo, podemos reescrever a relagdo de Chapman-Kolmogorov considerando que o instante
inicial pode ser denotado aleatériamente, de modo que a probabilidades condicionais dependem
apenas do que ocorre entre o instante inicial e final, levando isso em consideracdo podemos

escrever que:

pyr,ty —t i) = /p(yfif — s Y ) P (Yo te — Lis i)y - (2.92)
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Agora para uma melhor manipulagdo da equacgdo, introduzimos a mudanca de varidveis

ty —t; =1+ Atet, —t; = t, que substituidas na equacdo acima implicam em:

plys t+ Atigs) — / Py 9000y, A )i (2.93)

Depois dos desenvolvimentos acima, vamos utilizar a relagdo de Chapman-Kolmogorov na
forma da Equagdo (2.93), para o caso do movimento browniano, escrevendo a equagdo para a

distribui¢do de velocidade, onde introduzimos a probabilidade p(v, At; v'), temos:

[e.9]

p(v,t+ At;vg) = / p(v' t;v0) p(v, At; 0" )dv" . (2.94)

Aqui temos uma espécie de probabilidade de transi¢ao, no sentido de transicao de dois estados,
com velocidades diferentes. Para conduzir os nossos cdlculos, vamos introduzir uma fungao
distribui¢@o ¢(v). Esta func¢do aplicada na Equagdo (2.94) implica em:
p(v,t 4+ At;v)p(v) = / p(v', t;v0)p(v, At; v ) (v)dv' . (2.95)
Integrando a equacdo com relagdo a velocidades v, temos:
/ p(v,t + At;vo)p(v)dv = / / p(V', ;v0)p(v, At;v')d(v)dv'dv, (2.96)
manipulando ao lado direito da equac@o acima, isto €, expandindo ¢(v) em série de Taylor, em

torno de v = v’ obtemos:

B(v) = 6(0) + ()0 — ) + 56" o = ) o @.97)

substituindo na integral definda pela Equacédo (2.96), temos:

[ ptestiawtooyo = dupto. At 60 + S0 = ) 4 58 W0 - 0 4]

—00 o0

(2.98)
Para facilitar os cdlculos, vamos considerar que:
AW AL = / p(v, At;v") (v — v')dv (2.99)
¢ oo
BV )At = / p(v, At; ") (v —v')dv (2.100)
substituindo as Equagdes (2.99) e (2.100), temos, considerando a expanséo de ¢(v):
o 1
/ p(v', At; v )p(v)dv = ¢(v") + ¢’ (V) AV ) At + §¢”(v’)B(v’)At 4o (2.101)

Utilizando os desenvolvimentos feitos acima com relag@o a distribui¢do ¢(v), e usando A(v")At

e B(v')At definidos acima, podemos reescrever o lado direito da Equacdo (2.96) como segue:

oo

/ / p(v',t;vo)p(v,At;v')qb(v)dv’dv:/ dv'p(v' t; v)p(v')

— 00

+ /Oo dv'p(v', t;v) ¢ (V) A(V") At + % / dv'p(v', t;09)@" (V) BV AL+ - - -

o0
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fazendo integracdes por partes, as integrais do lado direito da equag@o acima podem ser escritas

Ccomo:

/00 p(v' t;v9) AV / o(v (V") p(v' t; vg)]dv’ (2.102)
c

/_ A ) B () = / o WQ BW)p( tuw)ldy . (2.103)

As Equacdes (2.102) e (2.103) substituidas na Equagdo (2.101), e também fazendo uma

expancao com relagdo ao fato de At ser suficientemente pequeno temos:

/00 p(v, t;v9)o(v)dv + At/ T —p(v, t;v9)o(v)dv + -+ - = /OO p(v, t;v9)0(v)dv

/qb )(vtvodvAH-/qb ;

Desta forma, utilizando os resultados obtidos, organizando e rearanjando, encontramos:

[ (V") p(v', t;00)|dv" At + - - -
(2.104)

Ip(v, t;vp) 0 10
O litn) 0 awppfotivg)] + BB, @105

que é a equacdo de Fokker-Planck, sendo que os coeficientes A(v) e B(v) sdo escolhidos de
acordo com o problema a ser trabalhado. Particularmente, podemos ter varias formas para os

coeficientes presentes na equacao acima. Uma possibilidade € considerar:
A(v) = —kv, (2.106)
onde k é constante e,
B(v) = 2D = const . (2.107)

Neste caso a Equacao (2.105), fica escrita como:

dp(v, t;v 0 92
A ot J = (%[( kv) p(v,t;v0)] +Da 2p(v,t;vo) , (2.108)

que para a condicdo inicial do tipo p(v, 0;vg) = 0(v — vg) e condigdes de contorno do tipo

p(£o00,t;v9) = 0, tem como solugdo:

k k(v — vge~*t)?
p(v, t;vg) = \/2D7r 1= o) exp <_2D a _Oe_m)) : (2.109)

Esta solug@o possui um comportamento estaciondrio para tempos longos, diferente dos casos

estudados anteriormente devido ao dependencia de A(v) com a velocidade.
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2.5 EQUACAO DE DIFUSAO, LEI DE FICK E EQUACAO DE CATTANEO

Das situacdes investigadas anteriormente, vimos algumas formas de abordar um processo
difusivo, sendo que todas estas formas nos levam a uma equacgdo de difusdo, que envolve uma
derivada temporal e um termo de derivada segunda que resulta das forcas estocdsticas que estdao
atuando no sistema. Sendo claro que outros termos podem estar presentes na equacao, tais como
termos de forga externa e fontes (ou sumidouros). Outras maneiras de formular, a abordagem de
um processo difusivo podem também serem consideradas como a combinacao da equacdo de
continuidade com a Lei de Fick (27, 28), ou modifica¢des da lei de Fick.

Neste sentido, vamos comecar apresentando a equagdo de continuidade:

0 0
gp(x,t) + %J(x,t) =0, (2.110)

que relaciona os fluxos de particulas em um determinado volume, com as varia¢des de particulas
dentro do volume considerado. Ressaltando que integrando a Equacao (2.110) sobre todo o
espago e levando em conta que J deve se anular em x — 00, devido as condi¢des de contorno,
podemos mostrar que | dxp(z,t) = constante. Assim, considerando termos adicionais na
equacgdo de continuidade tem implicacdes diretas sobre a conservagio de particulas no sistema.
A questao com relacdo a descri¢ao do processo difusivo € qual a forma para o fluxo que
devemos escolher, a fim de que tenhamos a descri¢cdo adequada do sistema. Neste sentido, temos

a lei de Fick que estabelece que:

J(z,t) = —D(%p(x,t) , (2.111)

onde D € o coeficiente de difusdo que contém as propriedades do meio. A Equacio (2.118)

substituida na Equacdo (2.110) resulta na equagdo que segue:

2

0

— D— t 2.112

ol t) = Dol t) @112)
que € a equacdo de difusdo em sua forma usual. Particularmente a solugdo desta equagdo para o
caso em que temos as condi¢des de contorno do tipo p(+o0,t) = 0 e a condigdo inicial

p(x,0) = p(x), é dada por:

_ \2
plx,t) = \/m dwp exp( u) . (2.113)

Utilizando esta soluc¢do, podemos obter o segundo momento, que para o caso da condi¢do incial
do tipo p(z,0) = §(x) fica dado por:

(x?) = /OO dxa*p(z,t) (2.114)

o0
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que € uma das propriedades importantes na descri¢ido de processo difusivo, conforme ja
discutimos anteriromente. De fato, ele nos diz com que rapidez ocorre o nosso processo de
difusao.

Outra possibilidade para o fluxo é considerar:

J(z,t) = —D%p(m, t)+ F(x,t)p(z,t) (2.115)

que corresponde a uma generalizacao da lei de Fick, onde temos a presenga de campos externos

atuando no sistema. A Equacdo (2.115) substituida na Equacdo (2.110) implica em:

0 02

0
5 (x,t) = D@p(x,t) = [F(m,t)p(x,t)] : (2.116)

cuja solucdo depende também da escolha da for¢a externa que atua no sistema em consideracgao.
Particularmente, no caso em que temos uma for¢a externa independente do tempo que pode ser
associada a um potencial com minimo a Equagdo (2.116) admite uma soluc¢do estaciondria. No
limite de tempos longos, isto €, ¢ — oo ela fica dada por:

lim p(z,t) = e VO/L)7 (2.117)

t—o00

onde 7 = f dreV@)/D, corresponde ao fator de normalizacao.

A descricao de processos difusivos dado pela equacao de difusdo, apresentada acima, apresenta
limitagdes, sendo valida somente para escalas de tempo grandes, comparadas com a escala de
tempo das colisdes que causam a difusdo. O mesmo vale para os demais desenvolvimentos feitos
anteriormente. Uma das limitacdes fisicas mais intrigantes da equacao de difusdo usual (que é
do tipo parabdlica) € a velocidade de propagac¢do infinita inerente a ela. Em muitos lugares, t€ém
sido apontado que tal comportamento € causado pela hip6tese implicita de que a frequéncia de
colisdes nao ¢ ilimitada. Por outro lado, tomar uma freqiiéncia de colisdes finita em
considera¢do num processo difusivo € muito dificil. Uma das formas de levar tal fato em
consideragdo, consiste em considerar a modificacdo que segue para o fluxo,

0 9]
TcaJ(:c,t) + J(z,t) = —Da—$p(:r;,t) : (2.118)

que sob condi¢des apropriadas pode ser escrita como:

t
0
J(z,t) = — / dt' K (t —t')—p(z;t). (2.119)
0 Ox
Nesta equacao, o nucleo é dado por:
D t
K(t) = —exp (—u) , (2.120)
Te Te

que substituido na equagdo de continuidade resulta em:

0 D [t i §? )
e (x,t)—T—C/O dt' e e 8x2p(x,t). (2.121)
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Observe que a Equacao (2.121) diferentemente das equacdes anteriores possui um kernel
exponential, refletindo o fato de termos uma velocidade de fase finita para este sistema. Agora,

t/T

aplicando o operador 70,e"/™ na equagao acima obtemos:

2

0* 0 0

A Equacdo (2.122) € a equacdo de Catteneo, que € uma equagdo de difusdo usual acrescida de
um termo de derivada segunda no tempo, i.e., uma equagao do tipo hiperbdlica.

Vamos analisar esta equag@o e seus momentos considerando as condicdes iniciais:

0
plx)=6(x) e —plz,t)] =0, (2.123)
ot =0
e a condicdo de contorno p(z — +00) — 0. Para investigar a solu¢do da Equacdo (2.122)
vamos fazer a seguinte mudanca de varidvel ¢t = 27,7, x = \/4D7.£. Entdo aplicando a

transformacao de varidveis obtemos:

0? 0 0?
— +2— it) = =—plx;t) . 2.124
(5 + 257 ) plost) = gzotas .124)
A transformada de Fourier-Laplace da Equacao (2.124) é:
s+2
kis) = ————. 2.125
plk; s) s2 +2s+ k? ( )

Invertendo a transformada de Laplace e usando as propriedades das fun¢des de Bessel (que

podem ser vistas em mais detalhes no apéndice C) e da fun¢ado delta de Dirac obtemos:

T

p&,7) = D { [IO (\/72 — 52> + 72——52[1 (m)]
X Xerr+(0(E+7)+0(E=7))}, (2.126)

onde I(x) e I; (x) sdo fungdes de Bessel modificadas, x_ , é uma fungdo de valor unitdrio para
—7 < & < 7 e zero para os demais intervalos. Observe que para tempos suficientemente longos,
1.e., 7. — 0, a solucdo acima recupera a solugdo obtida da equacgdo de difusdo usual. Para
verificarmos tal fato basta, usarmos a expansao assintética da, funcao de Bessel para o grande

argumento. Assim, ap6s alguns cdlculos podemos verificar que:

6_4% T. 31 [ 2?
t) ~ l1——4+—( = . 2.127

O primeiro termo corresponde ao processo de difusao usual, os demais termos correspondem a

influéncia do tempo finito de colisdes quando consideramos tempos maiores do que o tempo
destas colisdes. Com relacdo aos momentos, podemos calcular eles por meio de derivadas com

relagdo a k na Equacdo (2.125). Assim, apds alguns célculos temos que (£) = O e,

(& =02r—14+e)/4, (2.128)
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que implica em uma situacdo caracterizada por dois diferentes regimes de difusdo presente no

sistema, isto €, (£?) &~ 72/8 para T << 1 e (£?) =~ 27.

2.6 DISCUSSOES

Apresentamos diversos formalismo utilizados na descri¢do dos processos difusivos ao longo
deste capitulo. Particularmente, comegcamos nossa discussdo com a abordagem de Einstein sobre
o movimento Browniano e como podemos chegar na equacao de difusdo usual, em seguida
abordamos equacdo de Langevin a qual foi analisada e mostrou que dependendo da escolha das
func¢des de correlacao nos leva a uma difusao usual ou pode nos levar a uma difusao anomala.
Na sequéncia, analisamos o formalismo de caminhadas aleatdrias e suas conexdes com diversas
equacdes de difusdo, em particular as fraciondrias. Seguindo consideramos a equagdo de
Chapman-Kolmogorov e suas conexdes com os processos difusivos. E por fim, analisamos as
relagcdes entre a equacdo de continuidade e a escolhas da densidade de corrente que podem ser
relacionadas com a Lei de Fick e suas generalizagdes. Através de nossas andlises, em alguns
casos, podemos constatar a presenca de funcdes e operadores que ndo aparecem no calculo usual.
Essas ferramentas, como vimos, podem nos ajudar na descri¢do mais geral de situacdes. Desta
forma, sistemas podem ser descritos através de equagdes diferenciais fraciondrias, como
situacdes onde ocorre a difusdo andmala. Desta forma € pertinente a abordagem dessas funcdes
e operadores. Decorrente disso, em nosso proximo capitulo abordaremos essas ferramentas,
onde temos suas defini¢des, propriedades, entre outras caracteristicas, que contribuem para a

resolucao de equagdes diferenciais fraciondrias.
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3 FORMULACOES DO CALCULO FRACIONARIO

O calculo fracionério, diferente do que pode-se pensar a primeira vista, € tdo antigo quanto o
célculo de ordem inteira, tendo registros desde meados de 1695, (29) e tém questdes em aberto
até os dias de hoje. De fato sua investigacdao durante anos foi puramente matemética, de modo
que nas ultimas décadas que estdo sendo investigadas suas aplicacdes. De inicio, foi em uma
carta, de ’Hopital para Gottfried Wilhelm Leibniz, com a data de 30 de setembro de 1695,
sobre a notacdo D"x/Dz", sendo que n denota a ordem da derivada, questiona se, por exemplo,
n = 1/2, o que ocorreria, a resposta de Leibniz foi "um aparente paradoxo, do qual um dia serdo
tiradas consequéncias tteis"(30). Apds isso, grandes mentes trabalharam com o célculo
fraciondrio, como Laplace, Fourier, entre outros. Esses estudiosos, estudaram e definiram, os
operadores para essa parte mais abrangente de ordem-ndo inteira, de forma que tentaram definir
os operadores integrais e diferenciais. Houve um longo caminho para a determinagdo dos
operadores como conhecemos hoje. Como vamos ver ao longo do capitulo, houveram erros na
tentativa de estabelecer essas defini¢des, mas cada contribuicdo foi ttil e vélida para a
consolidacdo do calculo de ordem-nao inteira. Vamos abordar algumas das principais defini¢cdes
de derivada fraciondria, como de Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville e Caputo, cada uma
sendo 1til para o auxilio da resolucao de problemas. Com isso vamos ver que para essas
defini¢des, sdo necessdrias a utilizacdo de fungdes especiais, para a generalizagdo, para casos de
ordem-ndo inteira, como a fun¢cdo Gamma, funcdo de Mittag-Leffler, entre outras que serdo
vistas aqui, sendo que apresentaremos algumas das func¢des especiais que comumente aparecem
dentro do caculo fraciondrio. Desta forma, iniciando nosso capitulo, que ser4 util para o

desenvolvimento do capitulos subsequentes.

3.1 FUNCOES ESPECIAIS

Comecamos essa secdo definindo fungdes especiais que sdo utilizadas, e desempenham um
papel fundamental, no calculo de ordem ndo-inteira. Essas fungdes sdo importantes na resolugao
de equacdes diferenciais fraciondrias, tanto que comumente aparecem em suas solucdes, assim
ajudando na descri¢do de processos, desde esses possam ser andlisados através de equagdes
diferenciais fraciondrias. S3o mostradas a funcdo gamma, beta, Mittag-leffler, funcdao H de Fox,

como também algumas de suas propriedades.
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3.1.1 Fun¢do Gamma

Vamos comecar com uma das fun¢des mais bdsicas, utilizadas no cédlculo fraciondrio. A fungdo
Gamma, que foi introduzida a primeira vez por Euler em 1730, também foi estudada
posteriormente por grandes mateméticos como Legendre, Gauss, Liouville, Hermite, entre
outros (31). Como vemos tem grande importancia dentro do cdlculo fraciondrio. Essa funcdo € a
generalizacdo do fatorial, este que conhecemos no calculo usual como n!, segue a definicao da

funcdo gamma, dada por (29):
[(z) = / e '*tdt, (3.1)
0

que converge para todo z € C com Re(z) > 0. Essa fun¢io pertence as fun¢des transcendentais
especiais, também aparece em outras dreas, como séries assintdticas, hipergeométricas, entre
outras (31). Como essa fungdo € muito utilizada, é conveniente conhecer algumas propriedades

importantes, uma delas, € que a funcdo gamma satisfaz:
L(z+1) = z2I'(2), (3.2)

para chegar nesse resultado, com alguns passos, primeiramente aplicamos a integral (3.1), para
I'(z+ 1), temos:

I(z+1) = / e "7 dt, (3.3)
0
integrando por partes, comprando com (3.1), ficamos com:
z+ / e 't =2I(2) =T(2+ 1), (3.4)
0

esse resultado é muito ttil para os calculos, de modo que podemos simplifica-los, aplicando essa
propriedade. Também, podemos comecar calculando a funcdo gamma com z = 1, para em

seguida fazer uma generalizacdo, resolvendo a integral, ficamos com:

(1) = /OO et =1, (3.5)
0

como ['(z = 1) = 1, podemos escolher valores arbitrarios de z, como z = 2, 3, 4..., para valores

inteiros, utilizando (3.2), podemos escrever:

I(2)=1xDI(1) =1
IF(3)=2xT(2)=2x11=2

I'n+1)=nl'(n)=nx(n—1)! =nl
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Figura 4 — Representacdo da fun¢cdo Gamma.

I(x)

Fonte: A autora.

assim temos que I'(n + 1) = n!, é por isso que a fun¢do gamma é uma extensdo do fatorial, para
nimeros reais positivos (31). A Fig. 4 ilustra a fun¢do gamma. A funcdo gamma também pode
ser definida de outras formas. Uma delas, € pela definicdo de Gauss, onde a fungdo gamma €

definida através de um limite, temos o seguinte: (4):

_ nln®
Falz) = am 2(z+1)...(z+n)’ (5-6)

se o limite existir, temos que, a fungdo gamma € definida para todo z, exceto os inteiros

negativos. Também temos a férmula de Weierstrass, dada por:

F(lz) = zevzg(l +z/n)e (3.7)

onde temos um produtdrio, e o onde «y € a constante de Euler-Mascheroni, com valor
v = 0,5772156619... (32). Em alguns casos, é conveniente além do uso da fun¢do gamma, o
uso de outra funcdo, a fungao beta, que pode ser relacionada com a funcdo gamma, é chamada

também de integral de Euler de primeiro tipo (4), é dada por:
1
B(z,w) :/ TN (1 — 1), (3.8)
0

com Re(z) > 0e Re(w) > 0, e também é uma fungdo simétrica, onde temos
B(z,w) = B(w, z). Utilizamos a transformada de Laplace, para através dela estabelecer a sua

relacdo com a funcdo gamma, assim temos:

t
haw(t) = /0 711 — 1) dr, (3.9)
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sendo h, ,,(t) a convolugdo das duas fungdes t*~' e t*~!, e também h, ,,(1) = B(z,w). Devido

o teorema da convolucao podemos escrever:

H o (s) = ['(z) N(w) _ F(Z)F(w)’ (3.10)

S? Sw Sz+w

considerando I'(z)I'(w) uma constante, a transformada inversa é dada por:

[(z)'(w) _
ho(t) = ——2——Lttwt 3.11
W)= Fg ™ (3.11)
fazendo ¢ = 1, obtemos a relag@o entre a funcdo beta e a funcdo gamma:
L(2)I'(w)
B = =" 3.12

isso implica na continuagdo analitica da fungdo beta para todo plano complexo, se a funcdo

gamma for analiticamente continuada.

3.1.2  Fungdo De Mittag-Leffler

E uma fun¢do muito importante no calculo fraciondrio, foi introduzida por G.M. Mittag-Leffler
em 1903 (33) e também estudada por A. Wiman (29). Apesar de que sua importancia, foi
reconhecida recentemente, por sua aplicacao em problemas em diversas dreas, como na fisica,
biologia, engenharia e ciéncias aplicadas (34). Tem grande utilidade especificamente, na
resolucao de equagdes diferenciais fraciondrias, especialmente no estudo de sistemas onde
ocorre a difusdo andmala, com equagdes cinéticas que governam o sistema, no estudo de
caminhadas aleatdrias (4). A funcdo de Mittag-Leffler, € a gerneralizacdo de uma funcdo muito
relevante na resolucao de equagdes diferenciais, no cdlculo de ordem interia, a fungdo
exponencial, e?, é dada por (29):

0 k

VA
E.(2) = % NeTEE: (3.13)

Na Fig. 5 a funcdo de Mittag-Leffler € ilustrada para alguns valores de v, seu comportamento é
da forma:
Agora, substituindo alguns valores e analisando o que encontramos, comegando por o = 1,

retomamos a fun¢ao exponencial:

E = EC— — =€~ 3.14
1(2) ZM T(k+ 1) Zko o (3.14)

Como vimos (3.13) € a funcdo de Mittag-Leffler de um pardmetro, temos ainda as defini¢des de

dois e trés parametros, vamos ver suas defini¢cdes e também atribuir valores, para mostrar
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Figura 5 — Representacdo da fung¢do de Mittag-Leffler para alguns valores de ~.

Fonte: A autora.

algumas das fun¢des que sdo casos especiais da fungcdo de Mittag-Leffler, que nos traz funcdes
muito importantes usadas na matemadtica. A definicdo da funcao de Mittag-Leffler de dois

parametros, é dada por:

o0 k
Eop(z) = ; m (3.15)
substituindo S = 1, voltamos a funcdo de Mittag-leffler de um parametro:
o0 ki
z) = ’;0 b D~ E.(2), (3.16)

muito utilizada no calculo fraciondrio, foi introduzida por Agarwal, através da técnica da
transformada de Laplace. Agarwal e Humbert obtiveram relagdes uteis para essa fungdo (29).
Agora vamos atribuir alguns valores para « e [3, para ver como a funcio se comporta, para

a = 8 =1, podemos ver que recuperamos a fung¢do exponencial:

E11 ZFk+1 = ¢,

atribuindo os valores de « = 1 e § = 2, a fung¢@o obtida, é dada por:

> 2k > 2k 1 o 2kt1 e —1
E1,2(Z) = = o — = - = ,
2T (k+2)

temos que em geral para o valor de @ = 1, apenas variando o valor de (3, podemos utilizar a

generalizagdo:

m—2
Eum(z) = — [eZ— Z—'] (3.17)



42

Conseguimos obter fungdes hiperbdlicas através da funcdo de Mittag-Leffler (29). Para isso,
colocamos o valor de @ = 2, vemos que nos retorna o cosseno € seno hiperbdlico, isso para

B = 1e B = 2 respectivamente, e com z — 22, desta forma, temos:

> 2k

z
Esq( Z I Zk 1 on] = cosh(z), (3.18)
k=0
= 2k 1 o= 220+l senh(z)
Bz =S = — = - . 1
22(27) ;r(2k+2) z’; (2k +1)! 2 (3.19)

Podemos utilizar a funcao de Mittag-Leffler, para expressar mais funcdes hiperbdlicas, como
generalizagdes das fungdes hiperbdlicas de seno e cosseno, de ordem n, para isso podemos
seguir (29):

> znk+r71

he(em) = 2 k=Dl

k=0

2, (27, (3.20)

comr =1,2,3,4,...,n, isso também se estende a funcdes trigonométricas, de ordem n, para

generalizagdes das fungdes seno e coseno, podemos utilizar da seguinte relagao:

St
]{?T(Z, n) = z; m =z E'nvr(—z ), (321)

comr = 1,2,3,4,...,n. Da forma, que com os valores de « = 1/2 e § = 1, também obtemos

um resultado interessante, que é dado por:
/21 =0 F(E + 1)

onde aparece a funcdo complementar erro er f ¢(z), dada por:

erfc(z \/_ / (3.23)

Podemos abordar a generalizacio da funcio de Mittag-Leffler para trés parametros, que tem a

seguinte forma:

Z k'F —I— ak (3:24)

essa generalizacdo, tem um caso especial, que € a fun¢ao H de Fox (4), que veremos na préxima
se¢do, pois essa funcdo é de grande impotancia para o nossos estudos, de forma que temos,

nesse caso:

(1_711)

(071),(1—13,1)} ) (3.25)

H. [z

1
El,g(z) = m

com Re(vy > 0). Como podemos ver a fun¢do de Mittag-Leffler é de muita utilidade para os
célculos, pois conforme sao escolhidos seus pardmetros, podemos obter fun¢des fundamentais,

que ja conhecemos, também € til para resolucdo de equagdes difereciais fraciondrias.
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3.1.3 Funcdo H de Fox

A funcdo H de Fox € definida através de uma integral de Mellin-Barnes. Tem papel fundamental
na teoria de probabilidade e no célculo fraciondrio, este ultimo de nosso interesse. E suas
aplicagdes podem ser incluidas para descri¢do processos de difusdo anomala (35). Um dos
grandes motivos para ser considerada importante no cdlculo fraciondrio é que inclui quase todas
funcdes especiais da matemadtica aplicada. Como citado, sua defini¢do envolve uma integral de
Mellin-Barnes, que estdo relacionadas a funcdo G de Meijer. A defini¢do da fun¢do H de Fox é
dada por (4):

Hy(z) = Hy s

(alvAl)v(aQ?AQ)v“' 7(aP?AP):|

p,q (b17B1)7(b27B2)7“'7(bq7B<I)
1
= — [ dsh(s)z™* 3.26
2mi ), shls)z", (3.26)
com o kernel h(s), é definido por:

P (8) P ()
h(s) = 25 (3.27)

hp(5)hq(s)

onde temos as defini¢des através dos produtorios:

m p
hn(s) = [ T(b; + B;s), hp(s) =[] Tla;+ 4;s),
j=1 j=n+1
n q
hn(s) = Hf(l —a; — Ajs), hy(s) = H I'(1 —b; — Bys),
j=1 j=m+1

sendo 1 <m < ¢,0<n<p,comm,n,p,q €N, (4;,B;) € R" e (a;,b;) € C, temos que
27°% = exp(—s[ln(|z|) + iarg(z)]), isso com z # 0. Existem situacdes em que os limites
inferiores de algum produtdrio sdo maiores que os limites superiores, nesse caso denominamos
de produto nulo, que por convengdo, sdo iguais a um (4). De forma que se tivermos os valores de
n =0, m = g e m = p, temos respectivamente que h,(s) = 1, hy(s) e h,(s) = 1. Os pontos
singulares do kernel A(s), na integral (3.26), possui polos, devido a fun¢do gamma néo estar
definida para valores inteiros negativos (35). Sendo L, denotado um contorno que separa esses

polos, através de um valor apropriado de L, primeiramente para I'(b; + B;s), os polos sdo dados

por:
bj +V
I , 3.28
comj=1,234,...mev=0,1,234,.. = Paral'(1 — ay — Ays), temos:
1— k
way = —— At 5 (3.29)

B; ’

J
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comA=1234...mek=0,1,2,3,4,.... Também temos o fato de que os polos nao

coincidem, assim:
AA(bj + l/) 7& Bj(CLA —k— 1) (330)
O contorno L pode ser escolhido, de trés formas diferentes, como segue:

* L = L, nesse caso temos um loop, que comeca em 0o + 7 € termina em oo + s,
contém os polos de I'(1 — ay — A,s), sendo A = 1,2,3,4, ..., n, ndo contém os polos de
I'(bj + Bjs),sendo j = 1,2,3,4,....m .

* L = L_jx +ico» deve haver uma escolha de forma que o contorno deve ir —z00 para +¢00.

Contém separadamente os polos de I'(b; + Bjs) e I'(1 — ay — Ays).

* L= L_,nesse caso temos um loop, que comega em —oo + 77 € termina em
—00 + (3. Também comentando sobre os polos nesse caso, temos 0 oposto do primeiro
caso abordado, contém todos os polos de I'(b; + B;s), sendo j = 1,2,3,4, ..., m, ndo

contém os polos de I'(1 — ay — Ays), sendo A = 1,2,3,4, ... n.

Assim vemos algumas caracteristicas da fun¢do H de Fox, que ja foi abordada no Cap. 2, onde

vemos que € uma fun¢do importante para os nossos estudos sobre processos difusivos.

3.2 INTEGRAL FRACIONARIA

A formulacao para derivadas e integrais fraciondrias, vem como consequéncia da integragao,
derivagdo do cdlculo usual, como veremos nas proximas se¢des. Nesse caso, a integracao
fraciondria, pode vir da integracdo usual repetida sobre uma funcdo. Esta abordagem, vinda do
célculo usual, foi utilizada na definicdo de Riemann-Liouville (30). Para mostrar isso, vamos

utilizar a férmula de Cauchy, para a n-ésima integracao:

/Ot /Otf(T)dT = ﬁ /Ot(t —7)" 1 f(7)dr. (3.31)

Vamos introduzir o operador para esse caso, onde estd agindo sobre uma fungdo f(t), da forma

que temos J" f(t), pode ser escrita como:

T F0)) = fult) = ﬁ / (t — 7y f (), (3.32)

podemos fazer uma generalizacdo substituindo o fatorial (n-1)!, pela funcdo gamma, I'(«), onde
ficamos com:

T LY = fult) = ﬁ / (t — r)* f(r)dr, (3.33)



45

assim estendendo para valores de @ € R, onde a notacdo para a integral fraciondria de uma
funcéo f(t), é dada por J*{ f(¢)}, ou também podemos encontrar na literatura como /® f(¢), na
proxima se¢do também vamos abordar outra notacao para a integral fracionaria. Podemos
abordar algumas propriedades, de forma que, estas propriedades ajudam nos calculos de uma
equacdo diferencial fraciondria, por exemplo, para isso, vamos considerar como operador
identidade, quando temos o valor de o = 0, com isso podemos escrever, considerando uma
fungdo f(¢):

T} = f(2). (3.34)
Devido a sua origem, baseada na integral repetida de Cauchy, temos a seguinte propriedade:
JrJr = Jnt = Jgrgm, (3.35)
com m,n € N, podemos estender essa propriedade para o conjunto dos nimeros reais:
JOJP = Joth = P J*, (3.36)

com «, 3 € R. Do teorema da convolugao de Laplace, temos:

JELF()} = Blt) = £(1) = ﬁ / (t— ) f(r)dr (3.37)

sendo @, = t*~1/T'(«), aqui introduzindo a fung¢do @, (t), que € uma fungio que se anula para
t < 0. Expressando a integral fraciondria de Rioumann-Liouville, considerenado a convolugdo
das fungdes f(t) e ®,(t), podemos encontrar a transformada de Laplace da integral fraciondria,

comegando pela transformada de Laplace de ¢t~
L{t* " =T'(a)s™?, (3.38)

assim considerando a convolu¢do mensionada anteriormente, temos a transformada de Laplace,

para a integral fraciondria de Riemann-Liouville, é dada por:

L{T{f()} = s f(s), (3.39)

as transformadas integrais, sdo de grande utilizade para resolver equacdes diferenciais e também
equagoes integro-diferenciais, tanto no cdlculo usual, como também no célculo fraciondrio.
Ap6s essa andlise da integral fraciondria, onde comecamos por uma caminho que envolve o
célculo usual, vamos agora abordar defini¢des de derivadas fraciondrias, onde também vamos

ver que com consideracdes do cdlculo usual podemos obter resultados interessantes.
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3.3 DERIVADAS FRACIONARIAS

Existe mais de uma forma de se definir uma derivada fraciondria, vamos abordar trés operadores
nesta secao, sdo eles de Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville e Caputo. Esse € um topico
muito importante, devido a sua relacdo com as equacgdes diferenciais fraciondrias, em conjunto
com as fungdes especiais mencionadas anteriormente, assim compondo um aparato para a
resolugdo das equacdes diferenciais fraciondrias. De forma que temos aplicacdes na fisica, como

essas equagoes podem descrever um problema em que ocorre a difusdo andmala (4).

3.3.1 Operador Fraciondrio De Griinwald-Letnikov

Foi desenvolvido por Anton Karl Griinwald e Aleksey Letnikov, através do limite de uma soma,
foi baseada na técnica de Liouville de usar o limite de um quociente (4). Esse operador tem
grande utilidade em problemas de cdlculo nimerico (36). Para essa formulagdo, vamos abordar

primeiramente a defini¢do da derivada no calculo usual, a primeira derivada de uma fungao f(x),

¢ dada por:
af . fl@) = flz—h)
/ = — =
f'(w) = - = lim A 7 (3.40)
generalizando para a n-ésima derivada, podemos escrever, (29):
d"f 1 © n
M () = =L — lim — —1)" — 41
e = =t 1 () st = om B41)
onde, temos a notac¢ao usual para coeficientes binomiais:
(n> :n(n—l)(n—2)‘~~-(n—r+1)7 (3.42)
r r!

utilizando essa formulag¢do, podemos fazer uma modificagdo, que engloba valores de ordem

arbitrdria p, desta forma:

1@ = 35 (P = 343

LT~ vim 100 = £200). (3.44)
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Se p for um nimero negativo, com isso, temos que:

(—p) (1) H _ (_1)rp(p+ D...lprr—1) (3.45)

r r 7!
entdo para valores negativos, podemos escrever, com —p em (3.43):

1 - .| P
fr —ﬁz(_l) []f(x—rh). (3.46)

r=0 r

Vamos considerar agora situagdes para h e n, com n fixo e h — 0, temos que (3.46) também

Ir—cC
n

tende a zero. Para obtermos um resultado diferente para i — 0, vamos supor que h = =<, onde

c é constante e pertencente aos reais, € também com n — co. Desta forma, podemos relacionar
o limite com o operador:

lim f, *(z) = D7 f(x). (3.47)

h—0

A partir disso podemos escrever a expressao geral (4):

D f() = i Y H fla=rh) = o2 [ w—or @ e

r=0 r
sendo vdlida para qualquer valor de p, sendo que (3.48) representa p sucessivas integrais da
funcdo f(x), para deixar isso mais claro, vamos derivar a equacéo acima. De forma que, em

relagdo a z:

d 1 d

—[ D" f(2)] = —2dr

e / (z — P2 f(t)dt, (3.49)

percebemos que o resultado encontrado € igual a D, P! f(z), usando isso € integrando no

intervalo escolhido de (¢, x), temos:
D Pf(x) = / D P2 f(x)dx (3.50)
0

repetindo esse processo vdrias vezes, podemos escrever , [P, como:

mDIp:/Cdx/x.../mf(x)dq:, (3.51)
0 0 c

sendo que essa equacao € um caso particular, da expressao geral, dada por:

DF = lmh Y (~1) (f) flz—rh), (3.52)

h—0
r=0

isso p vezes. Através de (3.52), resolvendo o seu limite, podemos encontrar a defini¢do da
integral e derivada fracionarias de Griinwald-Letnikov. Podemos generalizar a expressao (3.52),

para uma ordem arbitraria, onde substituimos p = —a, ficamos com:

n

Dy = lim b Y (~1)F m Flx — kh), (3.53)

h—0
k=0
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com « > (. A partir de (3.53), substituindo a funcdo gamma, no coeficiente binomial Zé ,

temos a integral fraciondria de Griiwald-Letnikov, em sua forma discretizada, mas também

podemos resolver o limite, e escrever a equagao na forma:

D) = e | (=0 0 (3.54)

onde podemos ver que obtemos o operador fraciondrio de Riemann-Liouville, discutido
anteriormente. Vemos que a notacdo utilizada aqui, mostra uma integral de ordem «, com 0s
limites de integrag@o (c, x). Integrando por partes, obtemos o operador fraciondrio de

Grunwald-Letnikov, isso se a func¢do tiver m + 1 derivadas continuas, desta forma:

- m fk<C)($ o C)a—i—k 1 /a:
D" =) — )t () dt 3.55

g k:0|: Fathtl) | Tatkyn ) @077/ 0d), G55
essa € outra forma para o operador integral fraciondrio de Griinwald-Letnikov. Para p > 0

em (3.52), encontramos a expressao para a derivada de Griinwald-Letnikov:

p — 13 —-p - _1\" p _
(DLf(w) = g3 (")t =, (3.56)
como podemos ver tem um cardter discreto. Podemos abordar as propriedades, da comutividade,

em seguida abordando o elemento neutro como temos respectivamente (37):

D}[D} f(z)] = DJ[DS f(x)] = Dy f(w), (3.57)
D{[D;* f(x)] = D} f(x) = f(x) = D;*[D§ f(x)]. (3.58)

Essa defini¢dao € muito utilizada em problemas que envolvem cédlculo numérico, mas para a
aplicacao direta em algumas aplicacdes que ndo sdo dessa natureza, € mais vantajoso utilizar
outras definicdes, por isso, vamos em seguida apresentar a defini¢do de Riemann-Liouville, que

¢ outra forma de utizarmos a derivada de ordem ndo-inteira.

3.3.2  Operador Fracionédrio De Riemann-Liouville

Temos duas grandes classes de derivadas fraciondrias, dentro do calculo fracionério, que
incluem as defini¢des de Griinwald-Letnikov, abordada anteriormente e defini¢io de
Riemann-Liouville, essas sdo as principais classes (38). Podemos fazer algumas comparagdes

com o caso anterior, na definicdo dada por Griinwald-Letnikov, vemos que a férmula (3.55)
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contém um somatdrio, no caso da defini¢do dada por Riemann-Liouville, vamos encontrar na

férmula uma integral, essa defin¢do € dada pela expressdo integro-diferencial, com a forma (29):

vy = — A [T e
CDxf(a:)—F(m_V) T / (x —t) Lf(t)dt. (3.59)

Mas foi um longo caminho para chegar nessa definicio como a conhecemos. Liouville comecou

com, com a derivada bem conhecida, dada por (39):

D"e*™ = a"e”, (3.60)
onde reescrevendo, estendendo a defini¢do para uma ordem arbitraria:

DVe™™ = a”e”, (3.61)

como sabemos podemos expandir certas fungdes em série, considerando isso a funcao foi

expandida, da forma que, escrevendo f(z) como:
f(x) = i bne™", (3.62)
n=0
sendo derivada, de ordem arbitrdria, dessa fungdo f(x), da forma:
DV f(x) = i byal e, (3.63)
n=0

essa € a primeira definicdo de Liouville, para uma derivada de ordem arbitréria (39), mas essa
definicao tem problemas, como que v deve ser restrito a valores onde a série é convergente.

Liouville também teve um segundo método, onde ele considera uma integral:

I= / u e du, (3.64)
0

a

também € aplicada funcdes da forma ™%, com a > 0, fazendo a substituicdo xu = ¢, podemos

relacionar com a fun¢do gamma, da forma que temos:

- 1 /°° L 1
0= — [ o letidt = — ] (3.65)
I'(a) Jo ['(a)

aplicando o operador D", nos dois lados da equagdo (3.65):

(—1)"T(a + v)

Dl/ —a —
! T'(a)

x~ . (3.66)

Mas os dois métodos aplicados por Liouville, sdo muito restritos, sendo que que sua validade

nao abrange uma grande classe de fung¢des. Por Riemann, temos a expressao:

D"f(@) = s | =07 0 1 900, (3.67)

onde U (t) é uma fungdo complementar, mas esta, em 1880, foi constatada que é uma fungdo de

natureza indeterminada. Como abordamos em (3.33), a integral fraciondria de
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Riemann-Liouville, para escrever a derivada fraciondria, vamos supor que v = m — p, iSso para

que a expressao seja convergente (39):
Dy f(x) = Dy Dif(), (3.68)

escrevendo termo a termo da equacdo acima, ficamos com:

e dm 1
CDmf(x)_dx_mTp)/c (x — )P~ f(t)dt, (3.69)

onde encontramos um operador de derivada usual e um operador de integral fraciondria, que
definem a derivada de Riemann-Liouville. Para alguns casos, principalmente em aplicagdes na
fisica, o operador de Riemann-Liouville pode ndo ser é o mais adequado para a resolucdo de
problemas, mas que com certeza tem grande importancia no desenvolvimento do cédlculo nio
usual. Em seguida mostraremos o operador de Caputo, que utilizamos muito em problemas da

fisica, onde temos algumas diferencas na hora de utiliza-lo.

3.3.3 Operador Fracionario De Caputo

A definicdo da derivada fraciondria, dada por Riemann-Liouville, foi de grande importancia para
o desenvolvimento do cdlculo fracionério, com grande utilidade em aplicacdes na matematica
pura. Com o avanco da tecnologia, foram observados ao longo do tempo, variagdoes na forma de
como estava sendo utilizada a derivada fracionéria, foi constatado que haviam melhores formas
para lidar com descri¢@o dos problemas abordados, neste sentido, se fez necessaria uma nova
formulacdo para melhor descri¢do dos problemas (29). Foi introduzido em 1967, por Caputo,
esta definicdo, que estd relacionada aos operadores de Riemann-Liouville, com os operadores

integrais e diferenciais (4). E definido por:

* fU () dr
Dy f(x) = ! >/ (f (r)d (3.70)

I'(a—n t —T)ol-n’

comn — 1 < a < n. Percebemos que a ordem da derivagdo e integracao esta diferente da
definicao de Riemann-Liouville, de modo que nessa defini¢do temos uma derivagdo de ordem
inteira, em seguida uma integral de ordem nao-inteira. Desta forma, podemos aproximar a forma
de resolver equacdes diferenciais fraciondrias, das técnicas que utilizamos para resolver as
equacdes diferenciais usuais, assim simplificando o problema (4). Contudo para chegar a sua
representacao da forma acima, podemos considerar, a propriedade da comutatividade, ja

abordada antes. Com operador agindo em uma funcéo f(x), pode ser escrito:

Do f(x) = cD;ernf(x) = Dy Pf(x) = D" Dpf(x) = Dy D" f(z), (3.71)
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sendo & € R com o« = n — p, onde p estd no intervalo 0 < p < 1, com n € N. Desta forma, a

partir da equacdo (3.33), rearranjando:

g T fn)
cDgf(x):ﬁ / (x — )P f M (t)dt = F(nl—a) / G f t)it_)n_ldt. (3.72)

Como mencionado, sua simplicagdo para resolver os problemas, estd no fato de que, temos a

existéncia de constantes de integracdo ao longo da resolucdo do problema, e as condicdes
iniciais, da equacdo diferencial que descreve o que estd sendo estudado, pode ser escrito como
derivadas de ordem inteira, f*) = b, com k = 1,2,3,4,...,n — 1, assim nos aproximando dos
problemas onde utilizamos o célculo usual, que ja estamos familiarizados (4).

Desta forma, com o aparato mostrado ao longo do capitulo, podemos ver que além do célculo
usual podemos abordar os problemas, em fisica por exemplo, através do cdlculo fracionario, de

forma que essas ferramentas podem simplicar alguns casos, assim sendo vantajoso seu uso.
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4 PROCESSOS DE SORCAO-DESSORCAO

Neste capitulo, vamos investigar um processo difusivo, onde esse processo ocorre em um meio
heterogéneo, o qual estd sujeito a uma superficie, que pode adsorver-dessorver as particulas. Em
particular, investigaremos como o processo de adsor¢ao-dessorcao modifica o processo de

difusdo, e também como o processo difusivo modifica o processo de adsor¢ao-desorcdo presente

no sistema.

4.1 INTRODUCAO

Recentemente, temos trabalhos que envolvem a difusdo com processos de sor¢cao, onde esses
dois processos ocorrem ao mesmo tempo, no capitulo 2 discutimos com detalhes sobre como
ocorre a difusdo, agora vamos discutir sobre 0s processos sor¢ao e dessor¢ao, vamos definir e
diferenciar esses fenomenos. Desta forma, considerando um sistema composto por uma
superficie s6lida e um fluido, onde hd interacdo interatbmica nesse sistema, mesmo que o sélido
tenha passado por processos de limpeza, processos de polimento, esse solido a niveis
miscroscopicos possui imperfeicoes, onde podem ocorrer algumas situagdes (40):

1. Absorc¢do: as moléculas vio para o interior de uma substancia.

2. Adsorc¢ao: as moléculas do fluido ficam presas 4 superficie.

3. Dessor¢do: € o inverso do processo de adsor¢do, sendo que nesse caso, € necessario que a
particula adsorvida ganhe energia, para que ocorra a quebra da ligagdo com a superficie.

4. Sorc¢do: € o termo geral para todos os processos acima, este termo foi introduzido por
McBrain (41).

Vamos agora discutir mais detalhadamente o fendmeno da adsor¢do. As imperfeicdes que
existem em niveis microscépicos no sélido, podem ser chamados de sitios de adsorcao, além
disso, temos forcas interatomicas, essas forcas estdo atuando entre as particulas do fluido e do
sOlido, desta forma, as particulas do fluido podem se fixar nos sitios de adsorc¢ao do sélido.
Temos dois tipos de mecanismos que a adsor¢ao, que podem ocorrer em sistemas quimicos e
fisicos, esses sdo chamados de adsor¢ao quimica, onde ocorre uma ligacdo quimica entre as
particulas do fuido e da superficie, e de adsorcao fisica, neste caso as particulas do fluido e da
superficie se ligam por forcas fisicas, mantendo sua estrutura inicial, sem modificagdes.
Podemos relacionar o fendmeno da adsor¢do 4 difusdo, devido a difusdo ser o processo que
geralmente ocorre quando as particulas atingem as superficies adsorventes, desta forma, esses

dois fendmenos estdao aclopados. Considerando a evolugdo do sistema, a medida que as
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particulas saem do volume e sdo adsorvidas pela superficie, o gradiente de concentragdo muda
em dire¢do a superficie, de modo que a difusdo ocorre para uniformizar a concentragdo. Para o
caso contrario da adsor¢do, onde temos a dessorcao, a difusdo compensa o aumento da
concentragcdo proximo a superficie, desta forma, estudar e entender o funcionamento desses dois
fendmenos é importante.

Em sistemas onde a difusdo e a adsor¢cao ocorrem ao mesmo tempo, € importante entender como
a difusdo € afetada pelas superficies adsorventes, isso geralmente € analisado através da
distribuicao das particulas ao longo do tempo, ou seja, € analisado o desvio quadratico médio. E
como vimos anteriormente analisando o desvio quadratico médio, também podemos classificar a
o tipo de difusdo, que ocorre no sistema estudado. Temos casos de sistemas em que a adsorcao
interfere na difusao do tipo andmala, os estudos para esses casos podem ser limitados, devido a
complexibilidade dos sistemas fisico-quimicos, que desenvolvem esse tipo de comportamento.
Por isso, € importante o estudo desses casos, para termos uma melhor compreencao das
aplicacOes que podem ser encontradas, é necessdrio encontrar maneiras de simplicar esses casos,
para que possam ser mais explorados.

Geralmente para o estudo teérico dos fendmenos de adsor¢cdo-dessor¢ado, sio utilizadas equacdes
cinéticas, sendo que para simplificar os cdlculos é considerado que a cinética em ambas
superficies é a mesma, se houver mais de uma superficie, ou seja, isso inclui os tempos de
adsorcdo-dessorcao das superficies e o seu mecanismo (adsor¢cdo quimica ou fisica), desta forma,
a dinamica das superficies é a mesma, onde pode se considerar que a distribuicdo de particulas é
uniforme. No caso em que a cinética seja diferente nas superficies, uma pode afetar a dinamica
da outra superficie, assim afetando o sistema inteiro (42). Outro ponto que podemos discutir € o
uso do cdlculo fraciondrio para o estudo de sistemas que apresentam o comportamento da
difusdo andmala, podemos utilizar uma classe de equacdes diferenciais fraciondrias, para estudar
esse fenomeno. Podemos considerar situacdes em que pode-se introduzir um operador
fraciondrio temporal ou espacial, ou utilizando os dois, na presenca de termos de reacdo, sendo
que esses termos podem atuar nos limites do sistema (4). Contudo podemos utilizar essas

ferramentas para analisar e simplificar esses sistemas.

4.2 DELIMITACAO DO PROBLEMA

Investigaremos a difusdo de particulas em um meio heterogéneo, sendo limitado por uma
superficie, onde ocorre os fendmenos de sor¢ao-dessorcdo, governados por uma equagao

cinética. Para tal, consideraremos a dinénica das particulas governada, no volume, por uma
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equagao do tipo difusdo:

0 )= & i 2tan). =

onde p(z,t) é a distribuigdo de particulas, o coeficiente de difusdo é dado por K(x) = D|z|™",
com uma depedéncia espacial, e com D sendo uma constante € —1 < 7). A dependéncia espacial
utilizada no coeficiente de difusdo, pode ser utilizada para modelar sistemas com estruturas

heterogéneas. O sistema ¢ analisado em uma regido semifinita, ou seja, no intervalo [0, 00). As

condig¢des de contorno consideradas aqui sao:

0 d
K(z)=—p(x,t =—®(t), (4.2)
(@) 5ot )| =G0
0
lC(x)%p(x, t) =0, (4.3)

onde ®(t) estd relacionado com os processos que ocorrem na superficie. Com relagio a
condi¢@o inicial para o sistema no volume, vamos considerar que p(z,0) = ¢(x). Integrando

(4.1), e aplicando as condi¢des impostas, chegamos a equagao de conservacao:
(1) +/ dxp(x,t) = constante . (4.4)
0

Desta equacio podemos observar uma conservacdo no nimero de particulas, ou seja, € constante,
quando consideramos a contribui¢do da superficie e do volume. A fungdo temporal (t)
presente na Equacgdo (4.2) esta relacionada aos processos de efeitos de superficie, da forma, que
o fluxo de particulas pode ser injetado, devido a um processo de dessorcao, que pode ocorrer no
sistema, ou pode ocorrer uma taxa de remocao, devido algum processo de sorcao.
Podemos considerar uma equagao de cinética para o nosso sistema, que modela os processos de
sor¢ao-dessorcao do sistema, que pode ser da forma:
d’ t
T —®(t) = / k(t —t)p(0,t")dt' — ®(t) , 4.5)
dty 0

onde p(0,t) é a densidade logo a frente a superficie, x(t) € o kernel da equagdo, que estd
conectado ao fendmeno da adsorcao, representa a importancia do estado anterior de uma
determinada particula do sistema, para o processo de adsor¢do que ocorre, esses dois termos
compdem o primeiro termo da integral. O segundo termo, —®(¢), estd relacionado ao fendmeno
da dessor¢do. Do lado esquerdo da equacao temos uma derivada fraciondria, a derivada de

Caputo, que ¢é definida como:

S S SO
0= Ty ), Y o

onden — 1 <y <n, ®™(t) = d"®(t)/dt" que respresenta n-ésima derivada temporal, e
consideramos 0 < v < 1, a derivada fraciondria é utilizada para representar comportamentos
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anomalos, que podem ocorrer durante no sistema. A Equagdo (4.5) é uma versdao modificada,
devido a derivada fraciondria inserida, da equacdo de equilibrio, onde esta significa que a
variacao temporal da densidade superficial (devido a derivada da esquerda), € igual a quantidade
de particulas disponivel para a adsor¢do, menos a quantidade de particulas dessorvida para o
volume. E também podemos comentar, que essa equacao ¢ uma simplificacdo da dindmica
classica de Langmuir, no caso em que o nimero de sitios de adsor¢do € muito maior que o

numero de particulas.

4.3 EQUACAO DE DIFUSAO — ADSORCAO DESORCAO

Queremos encontrar solucdes para a Equagado (4.1), primeiramente vamos encontrar as solu¢oes
dependentes do tempo, para isso vamos considerar as autofuncdes que vem do problema de
Sturm-Liouville (veja o Apéndice B, para mais detalhes sobre o problema de Sturm-Liouville),
também considerando as condi¢des de contorno citadas anteriormente, sendo que a

Equagdo (4.5), representa o processo de adsor¢do-dessor¢do, no ponto x = 0, outra consideracio
feita é que D(t) = D = constant, para o coeficiente de difusdo, depois é considerada uma
dependéncia arbitraria do tempo, desta forma, podemos escrever a seguinte equacao:

% (x_"% (m,k:)) = —k*)(z, k), 4.7)

para este caso as condi¢des de borda sdo dadas por:

=0, (4.8)

=00

0 0
-1 — -1
x ax¢(x,k) Oe x ax¢(x,k:)

=0
a partir dessas consideracdes, para obter a Equacao (4.7), utilizamos os resultados que estao
presentes na referéncia (43), concluimos que ¢ (z, k) é da forma:
1 2k
x, k) = x2S g2 ) 4.9

e o @9
onde temos uma fungdo de Bessel, com v = (1 4+ 7)/(2 + 7). Usando esses resultados,
multiplicando a Equacdo (4.1), pela (4.9), em seguida integrando, com os limites de integragao

de 0 a 0o, podemos mostrar que p(k,t), é dado por:

;xk,t)::jg dev(e, Wpa.t) e pla,t) ::57%75]ﬁ ik (2, Ak, t) . (4.10)

o resultado obtido estd relacionado com uma tranformada generalizada de Hankel. Utilizando as
Equagdes (4.1), (4.2), e (4.3) obtemos:

o i 241 Eo\7 d
O 5kt) = —K2Dp(k,t)— ( ) Lo, @i
ot LT (ﬁ) (2+n) dt
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e consequentemente para p(k, t):

plkt) = @(k)e ™!

1
2 ! k T apg o d
i/ (_) n efk D(t*t )_,q)(t/)dt/ . (4.12)
kT (ﬁ) 0 (2 + T]) dt
Substituindo a Equagdo (4.12) em (4.10) e realizando alguns célculos, obtemos:
o) t d
p(2,1) = / 5 o(2)G(x, &, 1) — / AG(r,0,1 ~ 1) 0l @.13)
0 0
onde a funcdo de Green é dada por:
1 _ 22tngz2+m 2 (17 %(2+77)
G, ,t) = = (am) 0+ e, (20D (4.14)
(2+mn)Dt (2+mn)" Dt

sendo /_, uma fun¢do modificada de Bessel, e onde:

2247

(2 + e ErrD
— .
(249207 T (5)

Das Equagdes (4.5) e (4.13), € possivel obter a equacao que governa o preocesso de

(4.15)

G(x,0,t) =

adsor¢do-dessor¢do, na superficie que estd sob o efeito do processo difusivo. Em particular

temos:
Y

t t/
r”d—cl>(t)+ / dt'k(t — t’)/ dtG(0,0,t — E)i@(f) =Z(t) — d(t), (4.16)

com

[oe] t
Z(t) :/ dxgp(x)/ dt'k(t' —1)G(0,z,t —t') . 4.17)
0 0

Vale a pena mencionar que a Equacio (4.16) é uma equacdo integro-diferencial com dois termos.
Um deles representa uma relaxacao exponencial e o segundo depende da dependéncia do
coeficiente de difusdo no tempo. Pode ser relacionado com uma derivada de ordem fraciondria

no tempo,
/t dt'G(0,0,t — t’)iq)(t’) o /t dt’;iﬂt’) (4.18)
0 T 0 (t—pyrmdr '

onde vemos a forma da derivada fraciondria de Caputo, sendo 7 a ordem da derivada fraciondria

temporal, desta forma, podemos reescrever a Equacdo (4.16) como:

Tiq)(t)+fwﬁd—ﬁ®(t):1(t) — d(t) (4.19)
dt din ’ '
onde 77 =1/(2+n),
dn 1 L N
() = F(l——n)/o W o i) (4.20)
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R = g (51—22 i . (4.21)
(2+n)? Dr)7 T (522)

2+n

Observamos na Equacdo (4.19) que temos dois tipos diferentes de operadores, sendo um usual e
outro fraciondrio, isso representa que quando as particulas do volume sdao submetidos a difusio,
os processos de adsor¢do-dessor¢do que ocorrem na superficie apresenta dois regimes distintos,
que sdo governados um por um operador usual e outro por um operador fraciondrio. Esse
operador de ordem ndo-inteira, € uma derivada fraciondria temporal, que esta relacionada com
os efeitos de volume, depende da heterogeneitade do substrato, onde as particulas estdo, onde
estdo se difundindo.

A solugdo para a Equag@o (4.19) considerando ¢(0) = 0, ou seja, as particulas estio

inicialmente no volume, é dada por:

t o0
o) = [ dtae—t) [ acel©00.60) (422)
0 0
com
R ~ 0 Uﬁe—vt/T
A, (t) = — sen (7r77)/0 dv<1 o) T 9 cos(ni) (L= o) 07 1 B0 (4.23)

Figura (6) mostra o comportamento temporal de ®(t) para diferentes valores de 7. Podemos
observar também nesta figura que o comportamento difusivo tem influéncia direta no processo
de adsorcdo das particulas pela superficie. De fato, a heterogeneidade do meio, medida pelo
parametro 7, pode promover um espalhamento mais rdpido do sistema ao permitir que uma
grande quantidade de particulas, em comparagdo com outros regimes, atinja a superficie onde
ocorre o processo de adsor¢ao.

Para o caso v # 1, o resultado anterior obtido para ®(¢) muda para:

t 0
0(t) = [ dth(t 1) [ dsel©G0.60) @24)
0 0
com
o] =7 = ¥ —vt/T
Am(t):i/ T [Fu' sen (mz) %7— v senﬁ(ﬁw)] e 405
’ mTJ)o 1+ 2vcoscos(my) + v27 + 2Rv7 [cos(m7]) + v cos(m(y — 7)] + R2v27

A Figura (7) mostra o comportamento do processo de adsorcdo para o caso 77 # 0 e v # 1. Neste
caso, temos uma interagdo entre dois fenomenos diferentes, um relacionado a heterogeneidade
do bulk, e o outro relacionado a natureza fracional da equagdo cinética. Nas trés curvas,
observa-se um comportamento geral onde um processo de adsorcao ripida € seguido por uma
dessorcao lenta. No entanto, é surpreendente como esse processo dindmico € alterado pela
heterogeneidade do volume e pelos processos que ocorrem na superficie, que por sua vez
poderiam ser aplicados na abordagem fenomenoldgica de varios sistemas como discutido

anteriormente.
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Figura 6 — Esta figura mostra o comportamento da Equacao (4.22) obtida da Equacgao (4.20) para
diferentes valores de 7, onde x(t) = r6(t) e p(z) = 6(z — 2'). E possivel verificar
que a escolha de 7 tem uma direta influéncia no comportamento assintético de ®(t).
Consideramos, por simplicidade, s = 1,2/ = 1/2e D7 = 1.

0.30

0.251

0.20 ~

D(t)

0.15

0.10

0.05

t/1
Fonte: A autora.

Para um processo de adsor¢do arbitrdrio, ou seja, para um kernel geral, € possivel obter uma
expressao formal que pode ser usada para obter casos particulares. Nesse sentido, come¢amos

expandindo a solucdo obtida da Equacao (4.16) no espaco de Laplace da seguinte forma:

Z(s) ]
L+ (75)" + Ry(s) (15)"

— 1f {1+Z { %r} (4.26)

onde i, (s) = k(s)/k. Aplicando a transformada inversa de Laplace na Equagao (4.26),

d(s) =

obtemos:
0t
o(t) = Z,(t)+ Z/O dt, T (t — 1)
n=1
tn t2
X / dtn—lTn,'y(tn — tn—l) s / dtlT,m (tg — tl)Ev(t1)7 (427)
0 0
com
_ dt/ t/ t/ 0
:V(t):/o It =) <T) E,, (— (;> > (4.28)
(&

V= [t (5)Ea (- (5)) @29)
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Figura 7 — Esta figura mostra o comportamento da Equacao (4.24) para diferente valores de ny e v,
onde x(t) = kd(t) and (x) = §(z —2'). E possivel verificar que a escolha de 7 pode
estar diretamente relacionada ao comportamento assint6tico de ®(¢). Consideramos,
por simplicidade, s = 1,2/ = 1/2e D7 = 1.

d(t)

0.0 - . : . . ,

t/T

Fonte: A autora.

A Figura (8) mostra o comportamento do deslocamento quadrado médio para os casos
relacionados aos casos super, usual e subdifusivo:

As Figs. (9), (10), e (11) mostram o comportamento do sistema para x(t) = (k/7') e*/™, onde
se considera uma exponencial para o “kernel” relacionado ao processo de adsor¢do. Observamos
um comportamento semelhante para o deslocamento quadrado médio nos limites assintéticos de
tempos pequenos e longos. Para tempos intermedidrios observa-se um comportamento diferente.

O recurso estd ligado aos diferentes processos de adsorcao presentes em cada caso.
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Figura 8 — Comportamento do deslocamento quadratico médio para diferente valores de 7 e -,
onde (t) = kd(t) e p(z) = 6(x — 2'). E possivel verificar que a escolha de 7 pode
ser diretamente relacionada ao comportamento assintético de ®(¢). Por simplicidade,
consideramos que K = 1,2’ =1/2e D7 = 1.

10°3

] - = n= 12,y=12

! —-n=-12,y=12 Rd
10 — n=0y=1 7

(t)

O_2

10° 4

10-2 ] LAY | ELELARLL | R | LY | T T ML
10° 102 10" 10° 10 10> 10° 10

t/1
Fonte: A autora.
Figura 9 — Esta figura mostra o comportamento da distribuicdo para diferentes valores de n e v,

com k(t) = (k/7') e~"/™ . Consideramos, por simplicidade, & = 1, 7/ = 7, 2’ = 1/2
e Dt =1.

D(t)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/t

Fonte: A autora.
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Figura 10 — Esta figura mostra o comportamento do deslocamento quadritico médio para dife-
rentes valores de 7) e -y, para a condi¢@o inicial p(z) = §(z — ). As linhas coloridas

foram obtidas considerando x(t) = kd(t) e as linhas pretas foram obtidas com

k(t) = (k/7') e~¥". Consideramos, por simplicidade, que & = 1, 7/ = 7, 2/ = 1/2,
e Dr = 1.

10°3

(t)

0_2

10-2 ] T LELELARLL| Ty T AL | AL | UL
10° 102 10" 10° 10 10> 10® 10
t/1

Fonte: A autora.
Figura 11 — Esta figura mostra o comportamento da Equacao (4.27) para diferente valores de

ne~y,comk(t) = (k/7) e~!/™ . Consideramos, por simplicidade, & = 1, 7/ = T,
¥=1/2e Dt = 1.

0.5

1 — = 1/2,y=1/2
S
0.4 N — -r]=—l/2,y=l/2

p(x,t)

Fonte: A autora.
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4.4 DISCUSSOES

Investigamos os processos de adsor¢cdo-dessor¢do de um sistema governado por uma equacio de
difusdo com dependéncia espacial do coeficiente de difusdo. A dependéncia espacial presente no
coeficiente de difusdo considerada foi C(x) = D|z|~" a qual tem sido relacionada a diversos
contextos fisicos. Essa dependéncia é dada em termos de uma exponencial alongada,
caracteristica de um sistema submetido a um processo heterogéneo. Para os processos na
superficie, consideramos uma equagdo cinética fraciondria levando em conta os efeitos de
memoria no termo de adsor¢do. Esta equacdo cinética pode abranger diferentes cendrios que
podem ser relacionados com relaxacdes do tipo ndo-Debye. As condi¢cdes de contorno acoplam
0s processos presentes no volume e na superficie de modo que um modifica o outro com a
evolucdo do tempo. Para este sistema, encontramos uma solucdo geral e analisamos casos
particulares para diferentes situacdes. A primeira considera o efeito da heterogeneidade no
processo de adsor¢ao-dessorgdo. Nesse sentido, a Figura (6) mostra a influéncia dos diferentes
regimes nos efeitos da superficie relacionados ao parametro 7. A seguir, consideramos v # 1 no
cendrio anterior, € uma interacdo entre dois efeitos diferentes pode estar presente enquanto as
particulas se difundem (veja as Figuras. (7) e (8)). Um deles esta relacionado a heterogeneidade,
e 0 outro processo cinético conectado que determina a interagcdo entre a superficie e o volume.
Neste cendrio, também consideramos o caso x(t) = (k/7,) e~*/™, (veja as Figs. (9), (10),

e (11)). O deslocamento quadratico médio relacionado com estes resultados também foram

ilustrados e mostraram um comportamento que pode ser relacionado com a difusdo andmala.
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5 DIFUSAO ANOMALA E IMPEDANCIA ELETRICA

Como vimos no capitulo anterior, o uso de operadores fracionarios nos ajudam na descri¢ao de
sistemas onde ocorrem a difusdo andmala. Neste capitulo pretendemos abordar a impedancia
elétrica, também utilizando operadores fraciondrios, neste caso usando o modelo PNP em

situacdes que incoporem operadores diferenciais com “kernels” singulares e ndo singulares.

5.1 MODELO DE POISSON - NERST - PLANCK (PNP)

Vamos analisar a conex@o do modelo PNP, com sistemas que envolvem difusdo. Temos fluxos

relacionados aos ions positivos (+) e negativos (—), em algum ponto X, que sdo dados por:

) F )

Ji(w,1) = =Dy5-Cila1) - ZgT DiCi(a,t) 5w, 1) (5.1)
) F )

J_(2,t) = =D_ = C_(a,t) + Z=D_C- (1) 36w, 1) (5.2)

onde D, () € a constande difusdo, C'; () € a constante de concentragdo e 2, (_) € a constante
das cargas, I' € a constante de Faraday, I? € a constante dos gases ideais, 7" € a temperatura
absoluta e ¢(x,t) é a distribuicdo de potencial elétrico. Vamos utlizar a equagio da continuidade

para cada ion:

0 0
aci(flﬁ, t) + %Ji(x,t) =0 y (53)
para isso obtemos:
8 0? z F 8 8
e
8 o? z_F 0 0

onde as cargas i0nicas absolutas sdo usadas. As Equacgdes (5.4) e (5.5) geralmente estdo sujeitas
a condicdes de contorno apropriadas de acordo com a célula eletrolitica que esta sendo
considerada. A mais simples é J, (0,t) = J_(d,t) = 0 em ambos os eletrodos, ou seja,
condi¢des de contorno referentes a eletrodos que sdo perfeitamente bloqueantes, no caso de uma
amostra finita de espessura d. Essas condi¢des expressam o fato de que nao hé corrente

Faradaica. Outras condi¢des podem servir como, por exemplo,
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p(z,0) = Fz,Cy(2,0) — Fz_C_(z,0) =p’e
p(x,00) = FzyCi(x,00) — Fz_C_(x,00) = p>. Elas fornecem a distribui¢do de carga
espacial (densidade) na vizinhanca imediata de cada superficie do eletrodo, conforme
determinado pelos potenciais nos planos externos de Helmholtz e expresso através da teoria
linearizada de Gouy-Chapman. Ressaltando que as Equacdes (5.4) e (5.5) também foram
elaboradas levando em consideracao diferentes condi¢des de contorno (44, 45, 46, 1). A
distribui¢do do potencial elétrico € determinada pela equagao de Poisson, dada por:

92

(e, t) = L (O 1) — O, 1) (5.6)

onde o sistema MKS de unidades é considerado. Para prosseguir, também consideraremos
zp =z2_=ze D, =D_ = D.Em vista de pequenas perturbacdes de carga e potencial, os
excessos da superficie de C, (z,t) e C_(z,t) se compensam para que

Cy(z,t)+ C_(x,t) = 2N e a densidade de carga p(x,t) é dada em todos os lugares por
p(x,t) = 2zF[Cy(x,t) — C_(x,t)]. Das equagdes anteriores, apds alguns cdlculos, obtemos:

0 0? 5
5 (x,t) = D@p(x,t) — Dr*p(x,t) (5.7)

onde k, a espessura reciproca de Debye, € dada por k = \/ 2N z2F?/ (eRT). Observe que, da
Equacao (5.7), também € possivel obter a equacao linearizada de Debye—Falkenhagen para

potencial (47). A densidade de corrente em qualquer se¢do transversal e tempo é:

o 0 TN
i(z,t) = Dax,o(m,t) /{Dsang(x,t) (5.8)

e a condutividade especifica da solu¢do é xk?De. As Equagdes (5.4) e (5.8) sdo essencialmente as
usadas na andlise da impedancia elétrica no contexto do modelo PNP (48, 49). Eles também
foram considerados com termos de reacdo relacionados a recombinac¢ao dos fons (50) ou com
condicdes de contorno integrodiferenciais (4). Na Ref. (1), elas foram consideradas levando em
conta as condi¢des p(oco,t) = 0 e p(0,t) = —ek?p(t), com p(z,0) = 0 (eletroneutralidade).
Essas condi¢des correspondem a carga a uma distancia semi-infinita do eletrodo de trabalho e a
condigdo de interface da teoria de Gouy-Chapman com restri¢do de baixa perturbagio, onde ¢(t)
€ o potencial na superficie do eletrodo, que € considerado dependente do tempo.

O resultado obtido para a impedancia na Ref. (1) a partir dessas equacdes foi modificado pela
incorporagdo de propriedades relacionadas aos elementos de fase constante e utilizado para
analisar o comportamento experimental obtido de uma célula eletrolitica com KCI (solugdo
eletrolitica fraca). Um dos pontos principais na impedancia elétrica utilizada na Ref. (1) diz
respeito a0 comportamento no limite de baixa frequéncia, ou seja, Z ~ 1/(jw)® (j é a unidade
imagindria e w € a frequéncia) com 0 < § < 1, que pode ser conectado a um elemento de fase

constante.
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5.2 DERIVADA TEMPORAL FRACIONARIA DE ORDEM DISTRIBUIDA

Vamos analisar a impedancia elétrica incorporando a derivada fraciondria no tempo nas
Equacdes (5.4) e (5.5) e as condicdes apresentadas na Ref. (1). Procedendo desta forma,
podemos obter o resultado utilizado na Ref. (1) e estendé-lo para uma ampla classe de situagdes.
Neste sentido, vamos comecar incorporando nas Equagdes (5.4) e (5.5) uma derivada fraciondria

no tempo de ordem distribuida, ou seja,

t
% — /O dvp(v)%7 (5.9)
que implica em:
1 a7 92
| #ne) Gntant) = Dol t) = Dol (5.10)
onde p(+) representa uma distribui¢do relacionada aos indices . O operador fracionério é
definido por:
y t /
%p(x,t) _ F(ll—v) /O . _d;)l_V%p(x,y), 5.11)

com 0 < v < 1. A presenca da derivada fracionaria de ordem distribuida na equagdo acima
implicam em diferente regimes difusivos para os fons na célula eletrolitica. As escolhas para
p(y) serdo feitas tal forma que a dimensdo do coeficiente de difusdo serdo preservadas. Em
particular, a presencga de diferentes regimes pode ser verificada analisando a Equagao (5.10),
como feito na Ref. (51), de forma a mostrar a influéncia de cada termo da derivada de ordem
fraciondria presente na Equacao (5.10) com relagdo ao espalhamento do sistema. Este
comportamento introduzido pela derivada de ordem fraciondria implica em diferente
comportamentos para a impedancia, dependendo do intervalo de frequéncia considerada, que
pode ser relacionado a modelos de armadilhas, como os discutidos na Ref. (52) para investigar
padrdes de difusdo andmala em materiais eletrotivos. Ressaltando que a equacao de difusdo com
derivadas de ordem fraciondria de ordem distribuidas, levando em conta a equagdo de Poisson,
tem sido utilizada para investigar a morfologia e a condutividade idnica de filmes de
gelatina-LiClOy4 (53, 54), filmes plastificados de gelatina (55), cristais liquidos (56) e
hidrogéis (57). Além disso, um cendario semelhante com equagdo de difusdo fraciondria de
ordem distribuida ja foi investigado levando em conta diferentes condi¢des como discutido na
Ref. (58). Outras aplica¢des de derivadas fraciondrias de ordem distribuida podem ser
encontradas na Ref. (59). Na sequéncia consideraremos a extensdo acima do formalismo para
operadores fraciondrios com “kernels” nao singulares (60, 61, 62).

A Equagdo (5.10) pode ser resolvida usando a transformada de Laplace, L{p(x,t); s} = p(x, s),
e sua inversa, L~ {p(z, s);t} = p(z,t). Entdo, apds alguns cdlculos, temos que:

d2
T30, 8) = wp(w, 5) = a(s)p(w, 5) (5.12)
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coma(s) = (1/D) [ dyp(7)s7. A solugdo da Equagdo (5.12) pode ser obtida, e tem a forma,
dada por:

pz,s) = A(s)e M 4+ B(s)e")® (5.13)

onde 77(s) = \/k? + a(s) e p(z,0) = 0. Os coeficientes podem ser encontrados usando as
condig¢des de contorno: p(oo,t) = 0 e p(0,t) = —ek?p(t) (veja Ref. (1) para detalhes).
Aplicando a solugdo nas condigdes de contorno, obtemos que A(s) = —ex2p(s) e B(s) = 0,

nos levando a equacgao:

B, 5) = —erP(s)e 17, (5.14)

O potencial elétrico através da amostra pode ser obtido da Equacdo (5.6) levando em
consideragdo a condi¢do de contorno (0, ¢) = 0. Substituindo o resultado dado pela

Equacao (5.14) na Equagao (5.6), obtemos:
> — -
—50(,9) = Kpe 1o, (5.15)

Depois de integrar uma vez e usar a condi¢do (0, s) = 0, a Equacdo (5.15) resulta em:

e 5(s) —
TERTORA 10

As equacdes anteriores implicam que a corrente no espaco de Laplace é:

L5, 5) = w73(s)

= |

a partir do qual se pode obter a admitancia da interface, conforme feito na Ref. (1). Neste caso, a

i(z,s) = —Dr*B(5s) K> — 12 (s)] (6—5(3)90 -1), (5.17)

transferéncia de carga estd ausente, ou seja, estamos considerando uma interface idealmente
polarizada. Outros casos podem ser resolvidos alterando as condi¢des de contorno.
Considerando = = Z (distancia do eletrodo de trabalho ao plano de Helmholtz) na

Equacdo (5.17) e fazendo a substituicao da varidvel de Laplace s por jw, ou seja, s — jw,

podemos calcular o inverso da admitincia para obter a impedancia elétrica na forma:

k? 4+ a(w)

_afiQSD@(w) (e*\/ taw)E _ 1) ’

Z(w) = (5.18)

onde S ¢ a drea do eletrodo de trabalho. Observamos que a Equacdo (5.18) prevé a impedancia
capacitiva de uma interface em termos de parametros fisicos e quimicos como temperatura,
concentracdo, comprimento de Debye e coeficiente de difusdo. A impedancia total da interface

Z7(w) é avaliada adicionando a contribui¢@o da resisténcia em série R, ou seja,

k2 +a(w)

er2SDa(w) (e’\/ KHEwW)E _ 1> '

Zp(w) =R — (5.19)
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Figura 12 — Figuras (a) e (b) ilustram o comportamento do valor absoluto da impedancia e a
fase com a frequéncia, obtidos a partir da Equagdo (5.18) com: @(w) = ag(jw)® +
., (jw)?. As curvas sdo consideradas S = 0.6 x 107* m?, D = 2 x 107? m?/s,
k= 3.2 x 108 m™!, ag = 0.5 st a, = 0.5 77z = 1.8 x 10710 m,
€=06.94x 10719 F/m,7=1seR = 2167 Q.
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Fonte: A autora.

A Figura 12 mostra o comportamento da Equacdo (5.19) levando em conta

a(w) = ag(jw)? + o, (jw)?, 0 que corresponde a considerar um operador fraciondrio de ordem
distribuida com p(7) = agd(y — ) + a,6(F — ) (onde, numericamente, g + o, = 1),
respectivamente. E interessante notar que as constantes ag € oy, possuem dimensodes diferentes,
de modo que multiplicadas pelo operador de tempo fraciondrio preservam a dimensao do
coeficiente de difusdo. Observe também que a generalizacao para operadores fraciondrios de
ordem distribuida amplia consideravelmente o alcance geral do modelo, uma vez que
generalizam o comportamento multiescala intrinseco de sistemas com interagdo complexa de
efeitos de memoria ndo locais e outros, que ocorrem na vizinhanga de eletrodos, ao analisar a
resposta dielétrica de sistemas soluto-solvente. Portanto, incorporando estes operadores na
Equacdo (5.19), uma infinidade de possiveis fendmenos fisico-quimicos podem ser encontrados

simplesmente ajustando os parametros decorrentes do operador fraciondrio, incluindo aqueles



68

que s6 existem na abordagem de circuito quando os componentes do CPE sdo invocados. O
comportamento da impedancia mostrado nesta figura € influenciado na baixa frequéncia pelo
operador fraciondrio de ordem distribuida. Também € notdvel que a Equacdo (5.19) para uma
escolha adequada de @(w) nos permita recuperar os resultados apresentados na Ref. (1). Em
outras palavras, consideramos a aproximag¢ao |\/mf| << 1, que resulta em:

1

A equacdo (5.20) tem essencialmente dois comportamentos, um deles € resistivo, ou seja,
relacionado a R, e o outro estd ligado a um comportamento capacitivo (ou CPE), dependendo da
escolha de @(w). Para o caso particular p(y) = a;0(7y — 1) + a,d(7' — ), Equagdo (5.20) é
semelhante ao obtido em Ref. (58) para condi¢des de contorno de adsor¢c@o-dessor¢cdo. Na
verdade, para esse caso, temos &(w) = a4 (jw) + . (jw)” ( onde, numericamente,

aq + a = 1), resultando em:

1
Zr(W) > R T Gw) T oG] (5:21)

Portanto, simplesmente modificando os paradmetros em nosso modelo generalizado, podemos
adicionar novos ingredientes ao modelo e obter resultados que vao além dos mostrados na
Ref. (1), prevendo assim como o sistema responderd, por exemplo, se o os eletrodos podem

apresentar adsor¢ao-dessorcao.

5.3 OPERADORES INTEGRO-DIFERENCIAIS — “KERNELS” NAO SINGULARES

Podemos estender os resultados anteriores para um cendrio geral, levando em consideracao
diferentes operadores integro-diferenciais, em particular aqueles que consideram kernels nao
singulares (60, 61). Para isso, podemos considerar, em vez da derivada fraciondria, pela

defini¢do de Caputo, podemos considerar o seguinte operador integro-diferencial:

o

ot

t
(2.1) = / WK — 1)L p(t), (5.22)
; o

onde o kernel K(t, ), representa os efeitos de memdria, difusdo-adsor¢do ndo-markovianas
devido ao arranjo complexo entre a superficie e o volume, por exemplo, presentes no sistema.
Para a expressdo de lei de poténcia do tipo K(¢,v) = ¢~7/I'(1 — ) para o “kernel”, o caso
apresentado anteriormente € recuperado. Da mesma forma, diferentes escolhas do kernel
fornecem novos cendrios nos quais uma grande classe de processo pode ser descrita. De fato, o

processo de relaxacdo para cada caso serd diferente dependendo da escolha do “kernel”, pois
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cada escolha podera ter um comportamento diferente com o tempo, 0 que tem uma consequéncia
direta no comportamento de frequéncia da impedancia. Escolhas para “kernel”, semelhantes a
que iremos usar aqui, tém sido empregadas para investigar relaxa¢do nao exponencial ou
nao-Debye, incluindo vérios contextos, como relaxacao dielétrica, relaxacao controlada por
difusdo em liquidos, cristais liquidos, polimeros amorfos e para descrever fenomenos de
adsor¢do-dessor¢do (63, 64). Isso implica que estamos considerando um processo de relaxacao
diferente para o sistema que é representada em termos de um operador integro-diferencial, em
vez do usual presente no processo de difusdo. A principal mudanca nos resultados anteriores
promovida pela consideragdo da Equacgdo (5.22) € que

a(w) = &w) = (1/D) fol dy'p(v)(jw)K(w,~'). Assim, a impedancia pode ser reescrita da

seguinte forma:

K2+ £(w)

Z =R - ’
T(w) €R2SDE(M) (e—mi — 1>

sendo que o comportamento para p(y') = §(7' — ), comy < L e |/x2 + £(w)Z| << 1, é dado
por:
1

ZT(M):R+W7

(5.24)
no qual o segundo termo depende da escolha de K(w, 7). Assumindo um “kernel” escrito em
termos da fungdo de Mittag-Leffler como segue K(¢,v) = (1/7) E, [— (t/7)”], que pode ser
relacionado a operadores diferenciais nao singulares Ref. (61), nés temos:

= (Jwr)”
= 5.25
onde 7 € um tempo de relaxacao. Substituindo a Equacdo (5.25) na Equacdo (5.24) temos:
1
7 =R, _— 5.26
() 1t er2zS(jwr)Y ( )

onde R.jf =R+ R,,com R, =1/ (¢x?ZS) e v < 1. A Equagdo (5.26) pode ser conectada
com o circuito equivalente mostrado na Figura (13), que pode ser representado por uma resposta
resistiva devido ao complexo arranjo i6nico e a intera¢ao ocorrendo com a superficie uma vez
que temos um potencial externo aplicado, que por sua vez proporcionam um incremento da
resisténcia do eletrolito.
A partir da equacdo anterior, verificamos que os “kernels” ndo singulares como o de
Atangana-Baleanu t€ém uma contribui¢do para o termo resistivo, em contraste com a derivada
temporal fraciondria de Caputo analisada anteriormente, que € singular. Também € possivel
considerar diferentes kernels como K(t,, 3) = (1/7) (t/7)° " E, 3 [~ (t/7)"], em termos da
funcdo generalizada de Mittag-Leffler, que implica em:
RN
)= T G

(5.27)
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Figura 13 — Ilustracdo do circuito equivalente relacionado com a Equag@o (5.26), onde R.ss =

R + 1/ (ex*zS) e sendo o elemento de fase constante (CPE) representado pelo
termo C., = 1/ (ex*zS(jwT)7).

AAAA  AAAA
_VVVV‘_VVVV'_I l_

R R, €,
Rr R R,

Fonte: A autora.

consequentemente, ficamos com:

1 1 1
Zr(w) =R+ — (jwr)? 7 +

5.28
eR2TS er?TS (jwr)tr=68 " (5:28)

onde se observa a presenga de um termo indutivo para 5 > 1, ao contrario do caso anterior. Para
£ < 1, temos a presenga de dois elementos de CPE diferentes e, para 5 = 1, a Equacéo (5.26) é

recuperada. A Equacdo (5.28) pode estar relacionada aos circuitos equivalentes mostrados na
Fig. 14:

Figura 14 — Representacdo do circuito equivalente referente a Equacdo (5.28). (a) > 1,
onde L = (jwr)?™!/[ex*ZS]. (b) B < 1, onde Cp = 1/ [er*zS(jwr)™F] e C,
=1/ [er?ZS(jwr) A,

(a) (b)
C;
—~MWW—"TT 0 - el
@D 1 el . | |
Ju LQ Cy f’i ]
¢,

Fonte: A autora.

Para ilustrar a Equacdo (5.27), a Figura (15) mostra o valor absoluto da impedancia e a fase em
relagdo a frequéncia para trés valores diferentes de 3, quando v = 0, 6. A natureza andmala da

difusdo, aqui representada por [ e -y influéncia profundamente a resposta elétrica da célula, que,
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como mostrado na Figura (15), que pode ser verificada através de uma simples medicdo de

impedancia.

Figura 15 — Comportamento do valor absoluto da impedancia com a frequéncia € ilustrado na
figura (a) e a fase na figura (b), ambas obtidas a partir da Equacdo (5.23), com
p(7') = d(7 — ) e o nicleo de integragdo dado pela Equagdo (5.27). As curvas sdo
mostradas para os valores que seguem S = 0.6 x 107 m?, D = 2 x 107 m?/s,
k=232x108m L, z2=18x%x 1079 m, e = 6.94 x 10710 F/m,7=1se

R = 2167 Q.
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Fonte: A autora.

Para os casos reportados aqui, também € possivel obter a condutividade elétrica, isto &,

o =dR/(S|Zr|?), onde R = Re (Zr) representa a parte real da impedancia e d € a espessura
da amostra. Desta maneira, o espalhamento dos fons em uma célula eletrolica também pode ser
obtida utilizando a relagdo existente entre a condutividade elétrica e o deslocamento quadratico
médio (65, 66). Neste sentido, a rela¢do o(w) o< D(w) é vdlida e D(w) pode ser relacionada

com o deslocamento quadratico médio por meio da equacdo:
D(w) = ——wQ/ dte ™" <(Az)2> (5.29)
0

Usando estas relagdes. os resultados na Figura (16) mostram que a condutividade elétrica obtida
a partir da Equacao (5.28) apresenta, no limite de baixa frequéncia, a seguinte dependéncia com

a frequéncia: o(w) ~ 5w’

,com d < 1, que nos leva a existéncia de uma difusdo andmala, que
implica em <(Az)2> ~ t'=% Refs. (67, 68, 69, 70)). No outro limite, isto é, no limite de alta

frequéncia, podemos ter uma difusdo usual (3 = 1), ou andmala (5 < 1).
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Figura 16 — Condutividade elétrica o' (w) = (S/d) o(w) obtida da Equagéo (5.23) com p(7') =
d(y" — =) e o niicleo de integracdo dado pela Equacdo (5.27) vs. frequéncia. Os
valores dos parametros considerados sdo S = 0.6 x 107 m?, D =2 x 1072 m?/s,
k=32x10m 1, e=694x10"" F/m,z =18 x 100 m, 7 =1 s,e

R = 2167 Q.
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Fonte: A autora.

Em seguida, comparamos a Equagio (5.23) com &(w), dada pela Equagdo (5.27), considerando
os dados experimentais obtidos em um célula de trés eletrodos, em conjunto com o modelo
exibido na Ref. (1) para uma solug¢do eletrolitica K C' (ver na Ref.(1), para obter mais detalhes
sobre o experimento). Figura (17) mostra os dados experimentais , os pontos vermelhos no caso,
Equacdo (5.23) (curva tracejada preta) e o modelo apresentado na referéncia Ref.(1), que ndo
assume comportamentos andmalos em consideracdo. A figura superior mostra o valor absoluto
da impedancia, enquanto a figura inferior mostra a fase. Para o cdlculo usando em

Equacio (5.23), usamos os parametros de Ref.(1), deixamos os pardmetros 3, v and 7 como
parametros apropriados. Assim, pode-se observar que o comportamento dos dados
experimentais € capturado com mais detalhes pelo modelo aqui apresentado, o que sugere uma
possivel aplicacao fisica, ndo singulares também para o contexto da resposta de espectroscopia

de impedancia elétrica e movimento i6nico em células eletroliticas.
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Figura 17 — Figura (a) e (b) ilustram o comportamento do valor absoluto da impedancia e da
fase com a frequéncia para os modelos e o dado experimental. Os parametros sao
os usados na Ref. (1) (para a concentragdo 0.1M of KCl)e v =0.1, 8 =0.15,¢
7 =10.8 s.
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Fonte: A autora.

5.4 DISCUSSOES

Neste capitulo abordamos o modelo de Poisson-Nernst-Planck apresentado nas Refs. (48, 1)
dentro do contexto do célculo fraciondrio envolvendo “kernels” singulares e ndo singulares para
os operadores diferenciais. Para os “kernels” singulares relacionados a derivada fraciondria de
Caputo os resultados obtidos aqui estendem os resultados apresentados na Ref. (1). Também
analisamos a conexdo dos resultados analiticos encontrados neste cendrio com circuitos
equivalentes contendo elementos de fase resistivos, capacitivos e constantes. Para operadores
com “kernels” ndo singulares, analisamos o comportamento da impedancia considerando o
operador Antagana-Baleanu e outro kernel baseado em uma funcdo de Mittag-Leffler
generalizada contendo dois indices. No primeiro caso, a impedancia apresentou um
comportamento de frequéncia semelhante ao encontrado no caso singular, com uma resisténcia
efetiva. O outro caso envolvendo uma fun¢ao de Mittag-Leffler de dois indices tem dois

resultados diferentes, ou seja, um elemento resistivo associado a um elemento de fase constante
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efetivo ou um elemento resistivo associado a um elemento do tipo indutivo € um elemento de
fase constante, dependendo da valores dos parametros na Equacao (5.28).

Para as discutidas acima, obtivemos o deslocamento quadrado médio por meio de sua conexao
com a condutividade elétrica de acordo com os resultados apresentados nas Refs. (65, 66).
Usando essa conexdo, verificamos que uma ampla variedade de comportamentos pode ser
prevista para a movimentacao idnica, dependendo da escolha do “kernel” presente na
Equacao (5.23). Além disso, aplicamos os resultados aqui apresentados na modelagem dos
dados experimentais presentes Ref. (1) e obtivemos um bom acordo entre o modelo e os dados

experimentais. Tais fatos sugerem que a movimentacdo idnica tem um comportamento nao usual.
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6 CONCLUSAO

Ao longo desta dissertacdo abordamos os processos difusivos de varias formas, levando em
conta diferentes formalismos que podem ser usados na descri¢do dos mesmos. Neste sentido,
comegamos por apresentar os formalismos que sdo mais comumente empregados na descri¢do
da difusdo, tais desenvolvimentos foram feitos no Cap. 2. Particularmente, comecamos pela
equagao de Langevin que € uma equacdo diferencial com um termo de forca estocdstica a qual
pode nos conduzir a uma difusdo usual ou uma difusdo andmala. Seguindo, consideramos o
formalismo de caminhantes aleatérios e mostramos que dependendo da fun¢do densidade de
probabilidade que escolhemos, podemos obter diferentes processos. Em particular, mostramos
uma conexao com as equagdes de ordem fraciondrias, sejam as que empregam operadores na
varidvel temporal ou espacial. Neste ultimo caso temos uma relacdo com as distribui¢des de
Lévy que sdo assintoticamentes caracterizadas por leis de poténcias. Também analisamos como
a equacdo de difusdo emerge da equacdo de Chapman-Kolmogorov mediante consideracdes
adequadas. E por fim, analisamos a difus@o do ponto de vista da combinacdo da equacgdo de
continuidade e da lei de Fick levando em conta as suas generaliza¢des. Seguindo no Cap. 3,
apresentamos e discutimos vérias das fungdes e operadores presentes no célculo fracionario,
comecamos pelas fungdes especiais, primeiramente uma fun¢do bésica e muito util, a fungao
gamma, seguindo abordamos as func¢des de Mittag-Leffler e a funcao H de Fox, que sdo tteis
para a resolucdo de equagdes diferenciais parciais fraciondrias. Em seguida abordamos a
definicao de integral fraciondria e algumas propriedades, que podem ser relacionadas com a
secdo seguinte, que fala sobre a derivada fraciondria, onde abordamos as definicdes de
Grunwald-Letnikov, Riemann-Liouville e Caputo, assim tendo um aparato matemaético para
relacionar com as equacdes diferenciais de ordem ndo-inteira. No Cap. 4 analisamos como a
heterogeniedade do meio, juntamente com as condi¢des de contorno podem influenciar no
processo difusivo das particulas presente em um substrato. Neste sentido, temos a influéncia de
dois fatores que contribuem ao processo difusivo. Além disto, mostramos que 0s processos que
ocorrem durante o processo difusivo t€ém uma influéncia direta sobre os processos que ocorrem
na superficie, a qual esta adsorvendo e dessorvendo particulas. Mostramos que a equacao que
descreve a cinética do processo de adsor¢do e desor¢cdo apresenta uma derivada de ordem nao
inteira, isto &, fraciondria, relacionada cujo o indice esta relacionado com a ndo homogeniedade
do meio. Seguindo, no Cap. 5 incorporamos as derivadas de ordem fraciondrias no modelo PNP
modificando a derivada de ordem inteira relacionada a varidvel temporal. Esta derivada foi
estendida ao caso fraciondrio de forma a conter tanto os kernel que sdo singulares como os que
sdo ndo singulares. Resolvendo as equacdes vinculadas ao modelo PNP obtivemos a impedancia
elétrica a qual identificamos com elementos de um circuito elétrico e também com dados
experimentais presentes na literatura. No caso em que comparamos com elementos presentes em

circuitos elétricos observamos que podemos ter elementos de natureza resistivo, capacitivo,
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indutivo e elementos de fase constante ("constant phase elements") CPE que estdo relacionados
com a dispersdo presente na frequencia. Ao compararmos a impedancia elétrica com os dados
experimentais obtivemos uma excelente concordancia entre 0 modelo e os dados, sugerindo que
0s processos tém caracteristicas que fogem ao formalismo tradicional. Fato este que observamos
ao considerar a condutividade elétrica e sua relacdo com o deslocamento quadratico médio.
Desta comparagdo observamos que os processos estdo relacionados com uma subdifusdo devido
ao fato de que o(w) ~ w’ (com § < 1) implicar em ((x — (z))?) ~ ',

Desta forma, vemos que a difusido ¢ um fendmeno presente em uma grande variedade de sistema,
e encontra dentro do contexto do calculo fraciondrio uma poderosa ferramenta na abordagem de
diversas situacdes. Além de abrir a possibilidade investigar diferente cendrios, incorporando
efeitos de memoria, correlagdes de longo alcance, entre outros, com uma simples extensdao do
operador diferencial. Por fim, esperamos que os resultados apresentados aqui sejam uteis na

discussio de situacoes relacionadas com a difusdo, seja ela usual ou andmala.



77

REFERENCIAS

1 GOMEZ-ZAMUDIO, F. et al. Development of the electrochemical impedance response
of ideally polarized interfaces based on transport phenomena laws through the nernst-planck-
poisson equation linearized by the debye-falkenhagen approximation. Int. J. Electrochem. Sci,

v. 11, p. 475-485, 2016.

2 WEISS, M.; HASHIMOTO, H.; NILSSON, T. Anomalous protein diffusion in living cells as
seen by fluorescence correlation spectroscopy. Biophysical Journal, v. 84, n. 6, p. P4043—-4052,
20037.

3 GAL, N.; WEIHS, D. Experimental evidence of strong anomalous diffusion in living cells.
Physical Review E, American Physical Society, v. 81, p. 020903, Feb 2010.

4 EVANGELISTA, L. R.; LENZI, E. K. Fractional Diffusion Equations and Anomalous
Diffusion. [S.1.]: Cambridge University Press, 2018. 395 p.

S5 LENZI E. K. et al. Ion motion in electrolytic cells: Anomalous diffusion evidences. The
Journal of Physical Chemistry B, v. 121, n. 13, p. 2882-2886, 2017.

6 ALMEIDA, R. R. R. de et al. Electrical transport properties and fractional dynamics of
twist-bend nematic liquid crystal phase. Communications in Nonlinear Science and Numerical
Simulation, v. 70, p. 248 — 256, 2019.

7 SONG, J.-J. et al. One-dimensional anomalous diffusion of gold nanoparticles in a polymer
melt. Physical Review Letters, v. 122, p. 107802, 2019.

8 WU, J.; BERLAND, K. M. Propagators and time-dependent diffusion coefficients for
anomalous diffusion. Biophysical Journal, v. 95, p. 2049 — 2052, 2008.

9 ALCAZAR-CANO, N.; DELGADO-BUSCALIONI, R. A general phenomenological relation
for the subdiffusive exponent of anomalous diffusion in disordered media. Soft Matter, The
Royal Society of Chemistry, v. 14, p. 9937-9949, 2018.

10  PAPOULIS, A. Random variables and stochastic processes. [S.1.]: McGraw Hill, 1965.

11 LIANG,Y. et al. A Survey of Models of Ultraslow Diffusion in Heterogeneous Materials.
Applied Mechanics Reviews, v. 71, n. 4, 2019.

12 SONG, S. et al. Transport dynamics of complex fluids. Proceedings of the National
Academy of Sciences, National Academy of Sciences, v. 116, n. 26, p. 12733-12742, 2019.

13 ZAKS, M. A.; NEPOMNYASHCHY, A. Subdiffusive and superdiffusive transport in plane
steady viscous flows. Proceedings of the National Academy of Sciences, National Academy of
Sciences, 2018.

14 BARR, J.J. et al. Subdiffusive motion of bacteriophage in mucosal surfaces increases the

frequency of bacterial encounters. Proceedings of the National Academy of Sciences, National
Academy of Sciences, v. 112, n. 44, p. 13675-13680, 2015.

15 KALWARCZYK, T. et al. Apparent anomalous diffusion in the cytoplasm of human cells:
The effect of probes’ polydispersity. The Journal of Physical Chemistry B, v. 121, n. 42, p.
9831-9837, 2017.



78

16 COFFEY, W. T.; KALMYKOV, Y. P.; WALDRON, J. T. The Langevin Equation. [S.1.]:
World Scientific, 2004. (World Scientific Series in Contemporary Chemical Physics - Vol. 14).

17 OPPENHEIM, I.; SHULER, K. E.; WEISS, G. H. Stochastic Processes in Chemical
Physics: The Master Equation. [S.1.]: MIT, 1977. ISBN 0262150174.

18 RISKEN, H.; FRANK, T. The Fokker-Planck equation: methods of solution and
applications. 2nd. ed. [S.1.]: Springer, 1996. (Springer series in synergetics).

19 BROWN, R. Xxuvii. a brief account of microscopical observations made in the months of
june, july and august 1827, on the particles contained in the pollen of plants; and on the general
existence of active molecules in organic and inorganic bodies. The philosophical magazine,
Taylor & Francis, v. 4, n. 21, p. 161-173, 1828.

20 EINSTEIN, A. Investigations on the Theory of the Brownian Movement. [S.1.]: Courier
Corporation, 1956.

21 LEMONS, D.; GYTHIEL, A.; LANGEVIN’S, P. Sur la théorie du mouvement brownien
[on the theory of brownian motion]. CR Acad. Sci. Paris, v. 146, p. 530-533, 1908.

22 MONTROLL, E. W. Random walks in multidimensional spaces, especially on periodic
lattices. Journal of the Society for Industrial and Applied Mathematics, SIAM, v. 4, n. 4, p.
241-260, 1956.

23 MONTROLL, E. W.; WEISS, G. H. Random walks on lattices. ii. Journal of Mathematical
Physics, American Institute of Physics, v. 6, n. 2, p. 167-181, 1965.

24 FOKKER, A. D. Die mittlere energie rotierender elektrischer dipole im strahlungsfeld.
Annalen der Physik, WILEY-VCH Verlag Leipzig, v. 348, n. 5, p. 810-820, 1914.

25 BORN, M. Max karl ernst ludwig planck, 1858-1947. [S.1.]: The Royal Society London,
1948.

26 SALINAS, S. R. Introdugado a fisica estatistica vol. 09. [S.1.]: Edusp, 1997.
27 FICK, A. Ueber diffusion. Annalen der Physik, v. 170, n. 1, p. 59-86, 1855.

28 LEBOWITZ, J. L.; SPOHN, H. Microscopic basis for fick’s law for self-diffusion. Journal
of Statistical physics, Springer, v. 28, n. 3, p. 539-556, 1982.

29 PODLUBNY, I. Fractional differential equations, mathematics in science and engineering.
[S.L]: Academic press New York, 1999.

30 LOVERRO, A. et al. Fractional calculus: history, definitions and applications for the
engineer. Rapport technique, Univeristy of Notre Dame: Department of Aerospace and
Mechanical Engineering, p. 1-28, 2004.

31 SEBAH, P.; GOURDON, X. Introduction to the gamma function. American Journal of
Scientific Research, p. 2—18, 2002.

32 ARFKEN, G. B.; WEBER, H. J. Mathematical methods for physicists international student
edition. [S.1.]: Elsevier, 2005.

33 MATHAIL A. Mittag-Leffler Functions. [S.l.: s.n.], 2016. 19-46 p.



79

34 MATHALI, A. Chapter 3: Mittag-leffler functions and fracational calculus. Recent
Developments and Recent Applications in Statistics and Astrophysics, -1, p. 71, 01 2005.

35 MAINARDI, F.; PAGNINI, G.; SAXENA, R. Fox h functions in fractional diffusion.
Journal of computational and applied mathematics, Elsevier, v. 178, n. 1-2, p. 321-331, 2005.

36 SCHERER, R. et al. The griinwald-letnikov method for fractional differential
equations. Computers Mathematics with Applications, v. 62, n. 3, p. 902-917, 2011. ISSN
0898-1221. Special Issue on Advances in Fractional Differential Equations II. Disponivel em:
<https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0898122111002173>.

37 ORTIGUEIRA, M. D.; MACHADQO, J. T. What is a fractional derivative? Journal of
computational Physics, Elsevier, v. 293, p. 4-13, 2015.

38 HEYMANS, N.; PODLUBNY, I. Physical interpretation of initial conditions for fractional
differential equations with riemann-liouville fractional derivatives. Rheologica Acta, Springer,
v.45,n. 5, p. 765-771, 2006.

39 ROSS, B. A brief history and exposition of the fundamental theory of fractional calculus.
Fractional calculus and its applications, Springer, p. 1-36, 1975.

40 BARBERO, G.; EVANGELISTA, L. R. Adsorption phenomena and anchoring energy in
nematic liquid crystals. [S.1.]: CRC press, 2005.

41 LENNARD-JONES, J. Processes of adsorption and diffusion on solid surfaces. Transactions
of the Faraday Society, Royal Society of Chemistry, v. 28, p. 333-359, 1932.

42 GUIMARAES, V. G. et al. Unusual diffusing regimes caused by different adsorbing
surfaces. Soft Matter, Royal Society of Chemistry, v. 11, n. 9, p. 1658-1666, 2015.

43 BUTKOV, E. Mathematical Physics. Addison-Wesley, 1973. (Addison-Wesley world
student series). ISBN 9780201007473. Disponivel em: <https://books.google.com.br/books?id=
0z\_8AAAACAAJ>.

44 CHANG, H.; JAFFE, G. Polarization in electrolytic solutions. part i. theory. J. Chem. Phys.,
v. 20, p. 1071-1077, 1952.

45 CIUCHI, F. et al. Fractional diffusion equation and the electrical impedance: Experimental
evidence in liquid-crystalline cells. J. Phys. Chem. C, v. 116, p. 8773-8777, 2012.

46 LELIDIS, I.; MACDONALD, J. R.; BARBERO, G. Poisson—nernst—planck model with
chang-jaffe, diffusion, and ohmic boundary conditions. J. Phys. D, IOP Publishing, v. 49, n. 2, p.
025503, nov 2015.

47 SINGH, M. B.; KANT, R. Debye—falkenhagen dynamics of electric double layer in presence
of electrode heterogeneities. J. Electroanal. Chem., v. 704, p. 197-207, 2013. ISSN 1572-6657.

48 BUCK, R. Diffuse layer charge relaxation at the ideally polarized electrode. J. Electroanal.
Chem. Interfacial. Electrochem., Elsevier, v. 23, n. 2, p. 219-240, 1969.

49 BARSOUKOV, E.; MACDONALD, J. R. Impedance spectroscopy: theory, experiment, and
applications. [S.1.]: John Wiley & Sons, 2018.


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0898122111002173
https://books.google.com.br/books?id=oz\_8AAAACAAJ
https://books.google.com.br/books?id=oz\_8AAAACAAJ

80

50 DERFEL, G. et al. Electrical impedance of an electrolytic cell in the presence of generation
and recombination of ions. J. Chem. Phys., American Institute of Physics, v. 132, n. 22, p.
224901, 2010.

51 LENZIL E. K.; MENDES, R. S.; TSALLIS, C. Crossover in diffusion equation: Anomalous
and normal behaviors. Phys. Rev. E, American Physical Society, v. 67, p. 031104, Mar 2003.

52 BISQUERT, J.; GARCIA-BELMONTE, G.; PITARCH, A. An explanation of anomalous
diffusion patterns observed in electroactive materials by impedance methods. ChemPhysChem,
Wiley Online Library, v. 4, n. 3, p. 287-292, 2003.

53 BASU, T.; TARAFDAR, S. Influence of gamma irradiation on the electrical properties of
liclo4-gelatin solid polymer electrolytes: Modelling anomalous diffusion through generalized
calculus. Radiat. Phys. Chem., v. 125, p. 180-198, 2016.

54 BASU, T. et al. Morphology and ion-conductivity of gelatin—liclo4 films: fractional
diffusion analysis. J. Phys. Chem. B, ACS Publications, v. 116, n. 36, p. 1136211369, 2012.

55 BASU, T.; MIDDYA, T.; TARAFDAR, S. Ion-conductivity study and anomalous diffusion
analysis of plasticized gelatin films. J. Appl. Polym. Sci., Wiley Online Library, v. 130, n. 4, p.
3018-3024, 2013.

56 CIUCHL F. et al. Fractional diffusion equation and the electrical impedance: Experimental
evidence in liquid-crystalline cells. J. Phys. Chem. C, v. 116, n. 15, p. 8773-8777, 2012.

57 SCALERANDI, M.; BARBERO, G.; ALEXE-IONESCU, A. Evidence for frequency
dependent diffusion in hydrogel. J. Appl. Phys., American Institute of Physics, v. 116, n. 9, p.
094104, 2014.

58 LENZI, E. K.; EVANGELISTA, L. R.; BARBERO, G. Diffusion equation and impedance
spectroscopy of electrolytic cells. J. Phys. Chem Lett. B, v. 113, p. 11371 — 11374, 2009.

59 DING, W. et al. Applications of distributed-order fractional operators: A review. Entropy,
v.23,n. 1, 2021.

60 CAPUTO, M.; FABRIZIO, M. A new definition of fractional derivative without singular
kernel. Progr. Fract. Differ. Appl, v. 1,n. 2, p. 1-13, 2015.

61 ATANGANA, A.; BALEANU, D. New fractional derivatives with nonlocal and non-singular
kernel: Theory and application to heat transfer model. Therm. Sci., v. 20, n. 2, p. 763-769, 2016.

62 TATEISHI, A. A.; RIBEIRO, H. V.; LENZI, E. K. The role of fractional time-derivative
operators on anomalous diffusion. Frontiers in Physics, v. 5, p. 52, 2017.

63 ZOLA, R. S. et al. Memory effect in the adsorption phenomena of neutral particles. Phys.
Rev. E, American Physical Society, v. 75, p. 042601, Apr 2007.

64 RECANELLO, M. et al. Extended adsorbing surface reach and memory effects
on the diffusive behavior of particles in confined systems. International Journal of
Heat and Mass Transfer, v. 151, p. 119433, 2020. ISSN 0017-9310. Disponivel em:
<https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0017931019356467>.

65 SCHER, H.; LAX, M. Stochastic transport in a disordered solid. i. theory. Phys. Rev. B, v. 7,
p. 4491-4502, 1973.


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0017931019356467

81

66 SCHER, H.; LAX, M. Stochastic transport in a disordered solid. ii. impurity conduction.
Phys. Rev. B, v. 7, p. 4502-4519, 1973.

67 PEKALSKI, A.; SZNAJD-WERON, K. Anomalous Diffusion: From Basics to Applications.
[S.L]: Springer, 1999.

68 TSALLIS, C. Introduction to nonextensive statistical mechanics: approaching a complex
world. [S.1.]: Springer Science & Business Media, 2009.

69 BORLAND, L. et al. The nonlinear fokker-planck equation with state-dependent diffusion-a
nonextensive maximum entropy approach. Eur. Phys. J. B, Springer, v. 12, n. 2, p. 285-297,
1999.

70 METZLER, R.; KLAFTER, J. The random walk’s guide to anomalous diffusion: a
fractional dynamics approach. Phys. Rep., v. 339, n. 1, p. 1 — 77, 2000.

71 HOSCH., W. L. Sturm-Liouville problem. [S.1.]: http://precog.iiitd.edu.in/people/anupama.



82

APENDICE A - TRANSFORMADAS INTEGRAIS

Abordamos nesse apéndice, o método matemdtico de transformadas integrais, um método
poderoso para a solugdo de equagdes diferenciais. Sendo duas das trasformadas integrais, que
sao mais utilizadas na soluc¢do de problemas fisicos, aqui abordadas. A transformada de Laplace
e a transformada de Fourier, as quais possuem uma grande utilidade na solu¢do de equagdes
diferenciais em geral. As trasformadas integrais atuam no sentido de a transformar uma funcao

v(t) em uma outra fungdo u(x), como mostra a Equagéo:

u(z) = / K fo(t)dt (A1)

onde (a,b) é um intervalo de integracdo, vai depender do tipo de transformada considerada, e K
¢ chamado de Kernel ou nicleo de integracdo da transformada integral, que também depende de
qual transformada estamos utilizando. A partir disso, conseguimos uma poderosa ferramenta

matemadtica para a resolu¢ao de equacdes diferenciais, que impactam diretamente nosso estudo.
Vamos abordar as tranformadas de Laplace e Fourier, bem conhecidas e de grande importancia

no nosso trabalho.

* Transformada de Laplace

A transformada integral de Laplace possui em seu nicleo de integragao uma funcao
exponecial na forma e~*', vindo a efetuar uma mudandanca na varidvel temporal do
problema. Considerado assim uma func¢éo f(¢) bem comportada, temos que a
transformada de Laplace £ da funcdo f(t) é dada por:
F(s) = £l @) = [ e re)an (a2)
0

onde s pertence ao conjunto dos complexos.

Vamos abordar algumas, das principais propriedades da transformada de Laplace,

comecgando com a linearidade da transformada, o que nos permite escrever:

Llaf(t) +bg(t)] = aL[f ()] + bL[g(D)], (A.3)

onde consideramos duas fungdes arbitrarias f(t) e g(t), e existindo a transformada de
Laplace das fungdes, podemos utilizar a linearidade descrita acima. Um ponto importante,
¢ a transformada inversa da fung¢ao, que € dada por:
1 y+ioco
£(#) = £7F(s)] = — / F(s)eds. (A4)
270 )y —ioo
onde v € um nimero real arbitrario. Aqui estd a chave da questio, com a transformada

inversa conseguimos encontrar a solu¢do da equacao diferencial, o que dependendo da
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funcdo pode ser um pouco complicado para encontrar. A linearidade de sua transformada

inversa € dada por:
L7 af(s) +bg(s)] = alL™'[f(s)] + DL g(s)]. (A.5)

onde a e b sao constantes. Outra propriedade com grande utilidade é a convolucao entre
duas fungdes f(x) e g(z), dada pelo produto da transformada de Laplace das duas
funcdes:

Lf # gl(t) = L7HLLf1(s) - LIg)(s)). (A.6)
dessa forma, temos:

L[f * gl(t) = L[f](s) - Llg](s). (A7)

Essa propriedade € de grande utilidade nos calculos. Para resolucio de equacoes
diferenciais, é conveniente usarmos a transformada de Laplace, que atua com relacdo com
a derivada de uma dada func@o f(¢). Dessa forma temos que a transformada de uma

derivada, pode ser obtida da seguinte forma:

cifw) = [ et t)r, (AS)

0

LI = e FOIE + 5 / e, (A9)

0
substituindo a Equacdo (A.2) em (A.9), fazendo algumas manipulacdes matemadticas,

tomando os limites no primeiro termo obtemos a chegamos a:

LIf'(1)] = = f(0) + sL[f(1)], (A.10)

podemos assim repetir o processo para obter a transormada de Laplace da segunda

derivada,
LIf"(t)] = s*LLf ()] = s£(0) = f(0), (A.11)

para o caso da transformada de Laplace derivada de f(¢) de ordem n, podemos utilizar:

LIf"(O)] = s"LIf ()] = s" 7 f(0) — ... — [71(0), (A.12)

onde f™(t) representa enésima derivada da fungdo f(t). Essas propriedades sdo de
extrema importancia para resolucdo de equacdes diferenciais, em conjunto com a
transformada de Fourier, que veremos a seguir, temos uma técnica poderosa para a

resolugdo desses problemas.

Transformada de Fourier

Como sabemos, as transformadas integrais, nos levam a simplificacdes nos cédlculos, desta
forma, a transformada integral de Fourier, geralmente € utilizada na aplicagdo sobre a

varidvel espacial do sistema, devido aos seus limites de integracao, possui um nucleo de
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integracdo dado da seguinte forma k(z,t) = €"®, nesse caso, mudanca de varidvel, ocorre
de modo que temos uma fungéo f(z) do espago, retornamos com uma fung¢éo no espago

de Fourier F (k). A transformada de Fourier € definida através de:

F(k) = Flf (0)] = %27 / " f@)etd, (A13)

tendo em seu nicleo de integracao uma fungdo utilizada para descrever ondas, faz com
que a trasformada de Fourier possua uma grande utilidade em édreas onde seja necessario
obter informacdes a partir de ondas, como por exemplo a andlise de dados de
interferometros, distribui¢ao de elétrons em um atomo, circuitos eletricos e sistemas
difusivos (32). Onde temos que se a fung@o f(x) é integravel e se essa integral converge,
entdo a Equacgdo (A.13) é valida. Vamos abordar algumas propriedades da transformada

de Fourier, come¢ando com a sua linearidade:
Flaf(x) +bg(x)] = aF[f(x)] + bF[g(x)], (A.14)

considerando as fungdes arbitrarias, f(z) e g(x), e que existam suas transformadas, temos
essa propriedade. A transformada inversa de Fourier, que € muito importante, pois através

dela que podemos encontrar a solu¢do do problema considerado, tem seguinte forma:

f(z) = FFk) = \/% /_ h F(k)e *dg, (A.15)

onde podemos perceber se compararmos a Equacio (A.15) com a Equacdo (A.13) a tinica
diferenca € o sinal da exponencial no nucleo de integracdo. A transformada inversa

também obedece a propriedade da linearidade:
FHaf +bg) = aF '[f] + bF gl (A.16)

onde a e b sao constantes. Também temos o teorema da convolucao entre duas fungdes

f(z) e g(x), para a transformada de Fourier, dada por:

(f % 9)(@) = f(x) * glx) = / " H©gle — O)de. (A17)

Fl(g * )i k] = F(k)G(k) - (A18)
onde a convolug¢do possui a propriedade de comutatividade, e podemos escrever:

f(x) * g(x) = g(x) * f(=). (A.19)

A derivada € importante na resolu¢cdo dos problemas, em nosso caso de grande utilidade é
a transformada da derivada de uma fun¢ao qualquer f’(x), que é dada, em sua forma
simplificada:

Flf'(w)] = =ik F[f ()], (A.20)
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e generalizando para a enésima derivada, podemos utilizar:
FL"(@)] = (—ik)" FLf (2)]. (A.21)

Aplicando essas propriedade, temos um grande ganho na resolug¢do de equagdes
diferenciais parciais, devido ao simplificamento do problema. Podemos observar um dos
grandes benificios da transformada, € reduzir uma equacgao diferencial para uma equacao
linear de F, onde depois de resolve-la encontramos sua transformada inversa e assim a

solucdo do problema.
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APENDICE B - O PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

* Equacdo de Sturm-Liouville
Os matematicos Charles Francois Sturm e Joseph Liouville, trabalharam no problema de
conducio de calor, de forma independente, onde através disso, desenvolveram técnicas
para resolver equacdes diferenciais (71). De forma que, para nossos estudos envolvendo
equacdes diferenciais, € importante abordar o problema de Sturm-Liouville, onde a

equacgado de Sturm-Liouville, € escrita como:

a
dx

d

{p(az)ﬁ] — s(x)y + Ar(z)y =0, (B.1)

encontramos equagdes dessa forma com uma certa frequéncia, assim podemos utilizar de
suas caracteristicas para resolve-las com um pouco mais de facilidade. Temos definido
como o operador diferencial de Sturm-Liouville, um operador diferencial linear de

segunda ordem, dado por:

d

£= 4 ] - s (B2)

assim podemos reescrever a Equacdo (B), desta forma, com a notacao simplificada:
L{y(z)} = —Ar(z)y(2), (B.3)
devido a sua linearidade, o operador segue a propriedade:
L{Cry1 + Coya} = C1L{y1 } + C2L{y2}- (B.4)

para p(z) = 1 e s(z) = 0, temos o operador bem conhecido:

d | d d?
=] = = B.
£ dx [da:} da?’ ®-5)

usando a ortogonalidade das funcdes caracteristicas do operador de Sturm-Liouville,

vamos considerar duas fungdes caracteristicas v, € ¥,,, com um intervalo (a, b):

d dyp, B
Iz [p(m)%} — 5(2)yn + A7 (2)yn = 0, (B.6)
d dYm B

utilizando as duas equacdes acima, fazendo algumas manipulagdes matematicas, com as

duas equacdes, onde alguns termos se anulam, ficamos com:

@) @28 %] = -0 [ on, B8

a
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se o lado esquerdo, que depende diretamente das condi¢des de contorno do problema

considerado, for igual a zero, ficamos com:

(n = Am) / (@) () () = 0, (B.9)

podemos concluir que os autovalores, correspondentes as fungdes caracteristicas, tem a
condi¢do, onde \,, # \,,, de modo que, sdo ortogonais duas a duas, com o peso r(x).
Vamos fazer algumas consideracdes para a anélise dos coeficientes de uma série de
fungdes caracteristicas. Considerando que ha uma quantidade de funcOes caracteristicas
Ym, sendo essa quantidade finita, essas fungdes sendo, também ortogonais duas a duas
com peso r(z), uma func¢do sendo da forma f(z) =) a,ym(x). Fazendo algumas
manipulacdes matematicas, usando a ortogonalidade, com o tnico termo que permanece

do lado direito, com m = n, assim:

b b
[ @ = a, [ la(o)Pri)ds, (B.10)
o n-ésimo coeficiente, para esse caso, pode ser escrito como:

s f@)r(@)yn(x)da
(@) lya]2da

Podemos abordar as questdes, relacionadas as condi¢des de contorno, que se referem a a

(B.11)

n

parte esquerda da Equacdo (B.8):

Ay dy,1°
p(x) yn<w>yd—f)—ym(x)% —0 (B.12)

vamos citar algumas das mais importantes condi¢des de contorno, e nao-mistas, satisfeitas
por (B.12):

— Condigdes homogéneas de Dirichlet, se aplicam quando y,, () € y,,(z), se anulam
quandoz = aex = b;

dyn(@) o dym(z) g0 anulam

— Condi¢des homogéneas de Neumann, se aplicam quando =7~ T

quandoz = aex = b;

— condi¢des homogéneas intermedidrias, onde temos a combinacao linear:

Ym(a) + a_dygx(a) =0, (B.13)
iy, (b
() + B yd; ) _ 0, (B.14)

com «, 3 = constante, sendo « e 3, 0s mesmos para todas as funcdes

caracteristicas.

Contudo, vemos que € possivel representar a solu¢do de uma equacdo diferencial parcial,
considerando as condig¢des iniciais e de contorno, através de uma série de fungdes

caracteristicas, com um operador de Sturn-Liouville que se adeque ao problema.
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* Operadores Auto-Adjuntos Através do que foi visto, podemos tirar algumas
consideragdes, como vamos ver os operadores do tipo Sturm-Liouville sdo considerados
operadores auto-adjuntos. Comecando com mostrando o critério, para um operador linear

diferencial ser considerado auto-adjunto, esse deve seguir:

/a ’ h(Dg)dx = / ’ g(Dh) (B.15)

sendo D o operador, e as fungdes h(z) e g(x) sendo fungdes reais. Agora comparando
com os operadores do tipo Sturm-Liouville, do que foi visto anteriormente, também
considerando que y,, € ¥, sigam as condi¢cdes de contorno que abordamos, podemos

€SCrever.

b b b
/yn(ﬁym)dx—/ ym(ﬁyn)de(yn—ym)/ TYmYnd, (B.16)

a partir disso, podemos concluir que:

b b
/yn(ﬁym)d:cz/ Yn(LYm), (B.17)

sendo que essa férmula deve ser vdlida para duas fungdes quaisquer, h(z) e g(x), assim:

b b
/h(ﬁg)dx:/ g(Lh), (B.18)

desta forma, podemos ver que os operadores do tipo Sturm-Liouville sdo operadores
auto-adjuntos. A abordagem sobre os operadores de Sturm-Liouville é de grande
importéncia, devido a classe de equagdes diferenciais que se adequam ao que foi visto,

assim podendo ser aplicadas propriedades para resolveé-las.
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APENDICE C - FUNCOES DE BESSEL

» Equacido de Bessel
As funcdes de Bessel, assim como funcdes relacionadas a ela, formam uma drea de grande
interesse na Andlise Matemadtica (32), também sao de grande utilidade para resolver
problemas na fisica, como podemos ver no capitulo 4. As solu¢des da equagdo de Bessel,
nos trazem as funcdes de Bessel, como veremos a seguir, mas também podemos obte-la a

partir de uma fun¢ao geradora:
f(z,t) = e(@/2=1/t) (C.1)

utilizando a série de Laurent, podemos reescrever:

(@/2)(-1/1) _ Z T (C.2)

n=—oo

sendo o coeficiente de t™, .J,,,, definido para que tenhamos uma funcao de Bessel de
primeira espécie, de ordem inteira m (32). Mas nosso interesse de estudo maior através da
andlise das equacdo diferenciais parciais, onde veremos aqui, a chamada de equacdo de
Bessel de ordem i, € suas primeiras solug¢des, a equagao € da forma: (43):

Py 1 dy w?

— 4 - 1—- =0, C3

dz? dx 2)Y (€3)

temos como solucdes mais conhecidas as fungdes de Bessel, vamos ver como se chega até

ela. Vamos considerar que a solucdo tenha a forma, em série:

— i bz, (C.4)
n=0

onde temos uma série de Frobenius. Resolvendo e fazendo manipulagdes matematicas,

chegamos a férmula de recorréncia:

1
b, = — by—a, C5
GrptnG_pin™? (€)

com n > 2, podemos escrever a férmula, para os coeficientes pares, a partir de by como:

1
by = ——— by, C6
TR (C.6)

sendo n > 2, também considerando os casos em que s = u, para todos coeficientes pares.

No caso de coeficientes impares, para b;, temos:

bif(s +1)* = p’] = by (2u+ 1) = 0, (C.7)
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assim sendo b; = 0, todos os coeficientes impares sao nulos. Desta forma, a solucdo é

funcido par e z, sendo multiplicada por z*, fazendo a substitui¢do n = 2k, assim:

1

bor, = ——————<box— C.38
2% k(i + k) 2%k—2 (C.8)
com k > 1, aplicando a férmula k vezes, em funcdo de by:
1
boy, = (—1)F bo. C9
2k = )22’fk!(u+1)(u+2)...(u+k)0 ©9)
Por padrio escolhemos:
by = ! (C.10)
" 2T+ p) '
sendo a funcao de Bessel de primeira espécie, de ordem i, dada por:
- 1
Ju(x) =) (=1)F -2k C.11
0 =L g ™ e
como segunda solu¢do, vem da raiz s = —p, podemos considerar:
by =[(s+1)*—p? = by (1 —2u) =0, (C.12)
com
b, = ! b (C.13)
n - n(n—QM) n—2 .

com n > 2. Sendo a fun¢do de Bessel de primeira espécie de ordem — i, dada por:

= 1
OEDIC 2 14
J M(z) kz:;( ) /{'F(/{ — 1 + 1)22]97#1‘ ) (C )

sendo a solucdo geral da equagdo de Bessel, dada pela combinacao linear:
y(z) = e, (x) + cad_p(x). (C.15)

Temos algumas férmulas uteis, de forma que a partir delas podemos obter relagdes de

recorréncia, entao temos, levando em conta a derivada em relagdo a x:

i [Ju(x)} _ _Ju+17 (C.16)
de | zv x,
d
%[x“Ju(a:)] =t J,1(x), (C.17)
a partir disso, tira-se as relacdes de recorréncia:
2
‘],u-l-l(x) + Ju—l(x) = ?Ju(x)a (ClS)
d
Jup1(x) = —2—J,(2), (C.19)
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com p > 1. Além dessas formas vistas acima, considerando outras condi¢des, podemos
chegar a outras formas da funcio de Bessel, como as suas fun¢des modificadas, que
também desempenham um papel muito importante na resolucdo de equagdes diferencais

parciais, que sdo fundamentais na descricao dos sistemas em que ocorre a difusio.

Funcdes de Bessel Modificadas
Também temos outros tipos de fun¢do de Bessel, como vamos ver aqui, para isso vamos
utilizar a equacao:
d®y  1dy m?
A W4 -1 - = =0, C.20
dx? * xrdx * 22 )Y ( )

as solugdes para essas equagdo sdo dadas por J,,,(iz) e Ny, (iz). No primeiro caso, temos

a funcdo de Bessel modificada de primeira espécie:

1
w(@) = —J,(iz), (C.21)

K

sendo essa func¢do sempre real, devido a série de poténcias para .J,,, temos:

1

_ p+2k
Tu(w) = kzg KT(u+ b+ 1)2er2k" (€22

Para auxilio nos cdlculos, temos uma tabela de recorréncia, vamos colocar em seguida as

relacdes mais usadas:

i
Toa(o) = E1yfe) + 1),
() = T (2) = 21, (a),

d

T (@) = 2T,

d [Iu(x)] _ Iu+1.

de | zt Th

Na segunda solugdo para a equagado (C), temos o que chamamos de fun¢do de Bessel

modificada de segunda espécie K, (x), é dada por:

7 1u(2) ~ 1,(2)

K = C.23
w(@) 2 senmu ( )
com p Finteiro, caso temos que /. seja um inteiro, entdo devemos considerar:
—1)™ |0l_ 01,z

2 ol o

p=m

Para esse caso timbem temos as relagdes de recorréncia, colocando as relacdoes mais

importantes, vemos que diferem em alguns aspectos das relacdes observadas para a funcio
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de Bessel modificada de segunda espécie, da forma:

Ky (o) = 1, (2) — L (o),
Kpa(r) =~ Ky 0) — LK, (@),
Ky (1) = K1) = 2K, ),

LK )] = 2T,
d Ku(@ _ Ky
R

As fungdes de Bessel tem grande utilidade, principalmente na resolucdo de equagdes
diferenciais, muito utilizadas na area da fisica-matematica, também apresentando mais

variagOes na sua forma, que podem ter outras aplicacdes dependendo do problema
considerado.
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APENDICE D - PUBLICAGCOES REALIZADAS

Os resultados obtidos durante a elaboracdo desse trabalho foram publicados na forma de artigo
sob 0 nome "Diffusion in Heterogenous Media and Sorption—Desorption Processes". O leitor
interessado pode acessar esse artigo pelo link [https://doi.org/10.3390/fractalfract5040183],
também temos o artigo sob o nome "Anomalous diffusion and electrical impedance response:
Fractional operators with singular and non-singular kernels". O leitor interessado pode acessar
esse artigo pelo link [https://doi.org/10.1016/j.cnsns.2021.105907].
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