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RESUMO

BARBOSA, Danrlley Alexandre Oliveira. O Principio da Contracao de Banach: versoes e
aplicacoes. Orientador: Marciano Pereira. 2023. Trabalho de Conclusdo de Curso (Bacharelado
em Matemadtica Aplicada) — Universidade Estadual de Ponta Grossa. Ponta Grossa, 2023.

Em Matemdtica, resultados de existéncia e unicidade de solu¢des para um determinado problema
sao considerados muito importantes do ponto de vista tedrico. Por outro lado, encontrar uma
aproximagdo para essa solucdo também € valiosa do ponto de vista pratico. O Principio da
Contracdo de Banach, também conhecido como Teorema do Ponto Fixo de Banach, ¢ um
resultado dessa natureza, ou seja, fornece condi¢des que garantem a existéncia e unicidade de
ponto fixo para uma aplicacdo. Além disso, sua demonstracio fornece um processo iterativo,
cujo ponto fixo € o limite dessa sequéncia de iteragdes, e estimativas de erro para aproximagcoes
desse ponto fixo. Este trabalho tem como objetivo, por meio da metodologia de revisdao de
literatura, enunciar e demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, algumas versoes e sua
reciproca, ndo tdo conhecida na literatura, e aplici-lo para demonstrar importantes teoremas de
existéncia e unicidade de soluc¢des para sistemas de equacgdes lineares e para equacdes diferencias
e integrais, além do método de Newton para encontrar zeros de funcdes. Com este trabalho
pudemos perceber a importancia do Principio da Contragcdao de Banach, tanto do ponto de vista
tedrico como do ponto de vista prético, e como uma fonte de teoremas de existéncia e unicidade,
com muitas consequéncias.

Palavras-chave: Ponto Fixo. Teorema do Ponto Fixo de Banach. Espacos Métricos. Contracao.



ABSTRACT

BARBOSA, Danrlley Alexandre Oliveira. O Principio da Contracao de Banach: versoes e
aplicacoes. Orientador: Marciano Pereira. 2023. Trabalho de Conclusdo de Curso (Bacharelado
in Matematica Aplicada) — Universidade Estadual de Ponta Grossa. Ponta Grossa, 2023.

In Mathematics, results of existence and uniqueness of solutions for a given problem are conside-
red very important from a theoretical point of view. On the other hand, finding an approximation
to this solution is also valuable from a practical point of view. The Banach Contraction Principle,
also known as the Banach Fixed Point Theorem, is a result of this nature, that is, it gives conditi-
ons that guarantee the existence and uniqueness of a fixed point for an application. Furthermore,
its proof provides an iterative process, whose fixed point is the limit of this sequence of ite-
rations, and error estimates for approximations of this fixed point. This work aims, through a
literature review methodology, to enunciate and to demonstrate Banach’s Fixed Point Theorem,
some versions and its converse, not so well known in the literature, and apply it to demonstrate
important existence and uniqueness theorems of solutions for systems of linear equations and for
differential and integral equations, in addition to Newton’s method for finding zeros of functions.
Based on this work we could realize the importance of Banach’s Principle of Contraction, both
from a theoretical and practical point of view, and as a source of existence and uniqueness
theorems, with many consequences.

Keywords: Fixed Point. Banach Fixed Point Theorem. Metric Spaces. Contraction.
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1 INTRODUCAO

A Anélise Funcional é um ramo abstrato da Matematica que se originou da andlise
cldssica. Seu desenvolvimento comecgou hé cerca de 125 anos, e hoje em dia os métodos analiticos
funcionais e seus resultados sd@o importantes em varios campos da Matematica e suas aplicagdes.

Em Célculo estudamos fun¢des definidas na reta real R. Um pouco de reflexdo mostra
que em processos de limite, convergéncia e em muitas outras consideracdes usamos o fato de
que em R temos disponivel uma funcdo, em geral denotada por d, que associa uma distancia
d(x, y) = |z — y| a cada par de pontos x, y € R. Com o avango da matemdtica, os matematicos
perceberam a importancia de generalizar a no¢@o de distincia para espacos abstratos e mais
gerais. Esse avanco produziu as no¢des de métrica, espagos métricos e, aliados com a nocdo de
convergeéncia, os espacos métricos completos.

A teoria sobre pontos fixos € de vasta aplicacdo em Matematica e existem diversos
teoremas de ponto fixo. Muitos problemas em Matemdtica se reduzem a encontrar pontos fixos
de alguma aplicacdo e, assim, torna-se importante dar condi¢des que garantam sua existéncia
e em alguns casos unicidade. Por exemplo, um resultado bem conhecido € que toda funcao
continua f : [0, 1] — [0, 1] possui pelo menos um ponto fixo; isto € uma consequéncia do
Teorema do Valor Intermediario.

Neste trabalho nos concentraremos no Principio da Contragdo de Banach, também
denominado Teorema do Ponto Fixo de Banach, que é um dos teoremas mais importantes desse
tipo e com muitas consequéncias. Esse teorema garante que uma aplicagdo contragio, cujo
dominio e contradominio s3o 0 mesmo espaco métrico completo, tem um tnico ponto fixo. Além
disso, fornece um processo iterativo para encontrar uma aproximacgao desse ponto fixo a partir
de qualquer ponto do espago, inclusive dando estimativas de erro para essa aproximagao.

Os objetivos deste trabalho sdo: enunciar e demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de
Banach; obter versdes, variagdes e um resultado que pode ser chamado de reciproca desse
teorema; e por fim, fazer algumas aplicagcdes desse teorema.

Para tal, o trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 2, apresentamos
a teoria dos Espacos Métricos, alguns exemplos cldssicos de Espacos Métricos, assim como a
convergéncia nesses espacos e finalizamos apresentando os conceitos de sequéncia de Cauchy e
Espacos Métricos Completos.

No Capitulo 3, definimos ponto fixo e aplicacdo contracdo, em seguida enunciamos e
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demonstramos o resultado principal, o Teorema do Ponto Fixo de Banach, e finalizamos com
algumas versoes e variacdes e com a chamada reciproca do Teorema.

No Capitulo 4 apresentamos algumas aplicacdes do Teorema do Ponto Fixo de Banach,
sendo que a primeira aplicacdo diz respeito ao famoso método de Newton para encontrar zeros
de funcdes. Em seguida, uma aplicacdo do Teorema para sistemas de equagdes lineares. Também
usamos o teorema para provar o famoso teorema de Picard para equagdes diferenciais ordindrias
e encerramos com uma aplicacao as conhecidas equagdes integrais de Volterra e de Fredholm,
que garante a existéncia e unicidade de solugdes para essas equacdes integrais.

Por fim, no Capitulo 5, apresentamos as Considera¢des Finais.
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2 ESPACOS METRICOS

Neste capitulo, introduziremos alguns conceitos a respeito de espagos métricos, conjunto
aberto, cojunto fechado, sequéncias em espagcos métricos, sequéncias de Cauchy e espacgos
métricos completos. Tais conceitos sdo necessdrios para compreender, da melhor forma possivel,
o restante do trabalho. Para isso, todos os resultados desse capitulo podem ser encontrados em

Kreyszig (1991), Lima (2004), Lima (1983) e Domingues (1982).
2.1 ESPACO METRICO

Nesta se¢do, enunciaremos definicdes e apresentaremos alguns exemplos sobre espagos

métricos para a compreensdo do trabalho, que serdo utilizados mais adiante.

Definicao 2.1.1 (Espaco Métrico). Seja X um conjunto ndo vazio. Uma métrica em X é uma
funcdo d : X x X — R, que associa a cada par de elementos x, y € X um niimero real ndo

negativo d(x, y), denominado distdncia em X, tal que para todo x, y, z € X, temos:

(M1) d(z, y) = 0 se, e somente se x = y.

(M2) d(z, y) =d(y, x) (Simetria).
(M3) d(z, y) <d(x, z) +d(z, y) (Desigualdade triangular).

O par (X, d) é chamado Espaco Métrico. Podemos denotar o espago métrico (X, d)

apenas por X, quando nio houver confusdo concernente a métrica definida em X.
Observacio 2.1.1. De (M 3) podemos obter por indugdo a desigualdade triangular generalizada
d(xy, x,) < d(x1, x2) +d(z2, 23) + ... +d(xh_1, Tp).

Exemplo 2.1.1 (Métrica Usual da Reta). Seja X = R o conjunto dos niimeros reais, e seja
d: X x X — R, definida por d(z, y) = |x — y|. Verifiquemos que d é uma métrica em R.
De fato, temos que d estd bem definida, pois | , | : R x R — R, e se (x, y) = (w, z) entdo

|x —y| = |w — z|. Agora, sejam z, y, z € R.
(M1) Temos que
dlz,y) =0 |lz—y|l=0cr—y=0x=y.

Portanto, d(x, y) = 0 se, e somente se, v = y.
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(M2) Temos que
d(z, y) = v —yl = =Dy —2)| = = 1]y — 2| = |y — 2| = d(y, 2).
Portanto, d(x, y) = d(y, x).
(M3) Temos que
d(z,2) = |z = z[ = [t —y +y — 2| < |z —y| + |y — 2| = d(z, y) + d(y, 2).

Portanto, d(z, z) < d(z,y) + d(y, z), donde d é uma métrica em R e (R, d) é um espago

métrico.

Exemplo 2.1.2 (Espaco Euclidiano). Dados x, y € R™, em que © = (&1, &2,..., &) e
y = (1, M2, ..., M) As fungdes d, d', d’ : R" x R" — R definidas por

d(r,y) = \/(51 —m)2 4 (G =) = [Z(fz - ni)2] )

=1

d/(957y):|§1—771|+"'+|§n—77n|:Z|§z‘—7h|€
i=1

d//(x> y) = maX{’fl - 771'7 s ‘ nn‘} = Inax ’5@ 771‘

1<i<n

sdao métricas em R". Como as métricas d, d' e d” sdo usuais, ndo apresentaremos as demonstra-

coes.

Exemplo 2.1.3 (Métrica zero-um). Seja X um cojunto qualquer ndo vazio e consideremos a

funcdo d : X x X — R, definida por

0, sex =1y,
d(z, y) =
1, sex #y.

E imediata a verificacdo de que d é uma métrica; o espago (X, d) é chamado de espaco métrico

discreto.

Exemplo 2.1.4 (Espaco das Fungdes). Seja X = Cla, b] = {f : [a, b)] — R; f € continua em
la, b]}. As fungdes d, d' - X x X — R, definidas por

d(f, )—maX\f() g(®)] e

4(f, g) = /|f ) dt, Y f, geX,
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sdo métricas em C|a, b]. Assim, obtemos os espagos métricos (X, d) e (X, d'), respectivamente.
Mostremos que d é uma métrica. De fato, temos que d estd bem definida, pois | , | : Cla, b] X

Cla, b] — Ry e se (f, g) = (h, u) entdo Ir[1a>l<)] lf(t) —g(t)] = n%eul{)] |h(t) — u(t)|. Agora,
tela, te|a,
sejam f, g e h € Cla, b|.

(M1) Temos que

A(f.9) =06 mas £(t) ~ g(t)| =0 & f()) ~g(t) =0, Vi€ lal

t€fa,
< f(t)=g9(t), Vtelab].

Portanto, d(f, g) = 0 se, e somente se, f = g.
(M2) Temos que

d(f, 9) = max |f(t) —g(t)| = IMXI () = F(®)] = dlg, f)-

t€la, b] t€la,

Portanto, d(f, g) = d(g, f).

(M3) Para a desigualdade triangular, notemos que
[f(t) = h(t)] = |£(t) — 9(t) + g(t) — h(t)]
< [f(t) = g(®)] +[g(t) — h(?)]
max {|f(t) — g(t)| + |9(t) — h(t)[}

t€la, b]

= max £(2) — g(t)| + ma |g(t) — (1)

t€(a,

IN

Com isso, concluimos que

max [f(t) — h(t)] < max [f(t) — g(t) + max |g(t) = h(t)],

t€la, b t€la
ou seja, d(f, h) < d(f, g) + d(g, h). Portanto, d é uma métrica em Cla, b] donde C|a, b| é um

espago métrico.

Definicao 2.1.2 (Métricas Equivalentes). Duas métricas d, e dy em um espaco métrico X sdo

equivalentes quando existem constantes reais o > 0 e § > 0 tais que:
Oédl(xv y) Sdg(l‘, y) Sﬁdl(xa y)a \V/IL', ?JEX

Observacao 2.1.2. Pela definicdo acima, temos que as métricas Euclidianas definidas no

Exemplo 2.1.2 sao equivalentes em R", em que para n € N, temos as relacoes
d"(z,y) <d(z,y) <d(z,y) <nd"(z,y) <nd(z,y), VY yeR"

Para mais detalhes, veja Domingues (1982).
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2.2 CONJUNTOS ABERTOS E FECHADOS
Nesta secdo, apresentaremos uma importante estrutura matemaética subjacente aos

espacos métricos, estrutura essa que ocorre nas propriedades basicas dos chamados "conjuntos

abertos" do espaco. Primeiro, enunciemos o conceito de bolas e esferas em um espaco métrico.

Definicio 2.2.1 (Bolas e Esferas). Sejam (X, d) um espaco métrico, xo € X e um niimero real

r > 0. Definimos:

(a) B(zo; r) ={x € X|d(x, zy) <1} (Bola aberta)
(b) Blxo; r] = {z € X|d(z, o) <1} (Bola fechada)
(c) S(zo; r) ={x € X|d(x, x9) =1} (Esfera)

em que x( é denominado centro e 1 raio.

Exemplo 2.2.1. Consideremos X = R? com as métricas do Exemplo 2.1.2. Sejam x = (&;, &)

ey = (m,n2); temos:

d(z,y) = /(& —m)2+ (& —m)?,
d(z,y) =6 —m|+ &2 — 2] e

d"(z,y) = max{|& — m|,|& — na|}.

Verifiquemos como é a estrutura da bola fechada B|0; 1] em diferentes métricas no espago R>.

Em (R? d), temos que, se u = (x,y) € S(0; 1), entdo d(u, 0) = 1, ou seja,
(22 + )2 = 1.

Logo,
(z,y) € S(0; 1) & 2* +¢* = 1.

Também, para u € B(0; 1), temos que d(u, 0) < 1, ou seja,
2 +y? < 1.

Desse modo, B(0; 1) em (R?, d) é o interior do circulo de centro (0, 0) e raio 1. A esfera S(0; 1)
é a circunferéncia de centro (0, 0) e raio 1 ¢ S(0; 1) U B(0; 1) = B[0; 1], como mostra a

Figura 1.
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Figura 1 - B[0; 1] com a métrica d

y

o

Fonte: Autoria propria.

Agora, em (R?, d'), temos que, se u € S(0; 1), entdo d'(u, 0) = 1, ou seja,
|z + [yl = 1.
Portanto, segue-se que |x| < 1 e |y| < 1, neste caso. Também, temos que
[z[+ ]yl = 1= |yl =1 |zl

Entdo,

y=1—lz|, se y>0 ou y=-1+|z[, se y<O.

Para u € B(0; 1), temos que |y| < 1 — |z|. Entdo, temos que a bola B(0; 1) é o interior do

quadrado de vértices
A=(0,1), B=(-1,0), C=(0, —=1)e D = (1,0).

A esfera S(0; 1) sdo os lados desse quadrado e B|0; 1] = S(0; 1) U B(0; 1), como mostra a
Figura 2.

Enfim, em (R?, d"), temos que, se u € S(0; 1), entdo d"(u, 0) = 1, ou seja,
max{|z|,[y|} = 1.

Logo,

lzl=1 e |y <1 ou Jyl=1 e |z| <1

Entdo, temos que a bola B(0; 1) em (R?, d") é o quadrado de vértices

A=(1,1), B=(-1,1),C=(-1, —1)eD = (1, —1).
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Figura 2 — B[0; 1] com a métrica d’

y

L

Fonte: Autoria propria.

A esfera S(0; 1) sdo os lados desse quadrado e B[0; 1] = S(0; 1) U B(0; 1). Como mostra a

Figura 3.

Figura 3 — B[0; 1] com a métrica d”

y

B 1] A

X\
1 1
C 1] D

Fonte: Autoria propria.

Com esse exemplo, podemos ver que em um espaco métrico, a estrutura de uma bola
depende da métrica que estd sendo utilizada nesse espaco. Enunciemos agora o conceito de

conjuntos abertos e fechados em um espago métrico.

Definicao 2.2.2 (Conjunto Aberto, Conjunto Fechado). Um subconjunto M de um espago

métrico X é aberto se contiver uma bola aberta em torno de cada um de seus pontos. Um
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subconjunto K de X é fechado se o seu conjunto complementar (em X) é aberto, isto é,

K¢ =X — K éaberto.

Da definicao acima, podemos perceber que uma bola aberta € um conjunto aberto e uma
bola fechada é um conjunto fechado.

Uma bola aberta B(xg; €) de raio € é frequentemente chamada de vizinhanca e de x.
(Aqui, € > 0, pela Defini¢do 2.2.1.) Por vizinhanca de z(, queremos dizer qualquer subconjunto
de X que contém uma e-vizinhanga de zy. Apresentemos agora a definicao de ponto interior € o

interior de um conjunto em um espago métrico.

Definicao 2.2.3. Sejam X um espaco métrico e M um subconjunto de X. Um ponto xq € M é
um ponto interior a M quando é centro de uma bola aberta totalmente contida em M, ou seja,
quando existe r > 0 tal que B(xo; r) C M. O interior de M em X, denotado por int(M), é o

conjunto formado por todos os pontos interiores a M.

Da defini¢do acima, temos que o int(M) é aberto e é o maior conjunto aberto contido

em M. Definamos agora o conceito de ponto de acumulacio e fecho de um conjunto.

Definicao 2.2.4. Sejam X um espaco métrico e M um subconjunto de X. Um ponto vy € X
(que pode ou ndo ser um ponto de M) é chamado de ponto de acumulagéao de M (ou ponto
limite de M) se cada vizinhanca de x contém ao menos um ponto y € M distinto de x, ou seja,
para qualquer r > 0, temos B(xo; ) N (M — {xo}) # (). O conjunto formado pelos pontos de

M e os pontos de acumulagdo de M é chamado de fecho de M e é denotado por M.

Dessa defini¢cio, podemos perceber que M é fechado e é o menor conjunto fechado
contendo M.

Considerando que em R? o fecho m de uma bola aberta B(zy; r) é a bola
fechada Blzy; r|, isso pode ndo ser valido em um espago métrico geral. Vejamos o seguinte

exemplo.

Exemplo 2.2.2 (Métrica discreta). Considere o espaco métrico (X, d), em que X contém mais

do que 1 elemento e d a métrica discreta definida no Exemplo 2.1.3. Seja xo € X e a bola aberta
B(zg; 1) = {z € X|d(x, xp) < 1}.
Temos que o tinico ponto que estd a uma distancia menor que 1 de x, é o proprio . De fato,

B(zo; 1) ={z € X|d(z, xy) < 1} = {z € X|d(z, xo) =0} = {z0}.
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Sabemos que o fecho de B(xy; 1) é simplesmente:
B(xo; 1) = {0}
Agora, considere a bola fechada
Blzo; 1] = {zx € X|d(zo, x) < 1}.

Entdo, como qualquer ponto diferente de x tem uma distdncia de exatamente um ou zero de x.
Logo,

Como X é um conjunto com mais de um elemento, temos que B(xo; 1) # Blxo; 1].

Apresentemos agora o conceito de continuidade em espagos métricos, na qual veremos
que conjuntos abertos desempenham um papel em conexdo com aplica¢des continuas, em que a
continuidade € uma generalizac@o natural da continuidade conhecida do Calculo e é definida

CcOomo segue.

Definicao 2.2.5 (Aplicacoes Continuas). Sejam X = (X, d) e Y = (Y, d') espacos métricos.
Uma aplicacdo T : X — Y ¢ dita continua em um ponto x se para todo € > 0 existe 6 > 0

tal que
d'(Tx, Txo) < € paratodo x satisfazendo  d(x, xg) < 0.
T ¢é dita continua em X se ela é continua em todo ponto de X. Veja uma ilustracdo na Figura 4.

Um resultado direto da defini¢do acima, onde sera util para a demonstracdo do Teorema
3.3.1, Capitulo 3, € que a prépria métrica d € uma aplicag@o continua. De fato, vejamos o exemplo

a seguir.

Exemplo 2.2.3. A métricad : X x X — R é uma aplicacdo continua. De fato, consideremos

em X x X a métrica
di((z, ), (@', y) = d(z, ) + d(y, ¥)-
Sejam ¢ > 0 e (xg, yo) € X x X. Suponha que (x,y) € X x X e di((x, y), (zo, yo)) < €.

Entdo, da desigualdade que é consequéncia da desigualdade triangular

d(z, z) —d(y, 2)] <d(z,y) Vu, y, z€X,
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temos
d(z, y) — d(xo, yo)| = |d(z, y) — d(xo, y) + d(x0, y) — d(z0, Yo)|
<|d(z,y) — d(xo, y)| + |d(x0, y) — d(z0, yo)|
< d(z, xo) + d(y, yo) = di((z, y),d(0, yo)) < €.

Logo, como (xq, yo) foi arbitrdrio, segue da defini¢cdo, que d é uma aplicagdo continua.

Figura 4 — Desigualdades da Defini¢cao 2.2.5 ilustradas no
caso de planos euclidianos X = R? e Y = R?

Fonte: Kreyszig (1991).

E importante e interessante que aplicagdes continuas possam ser caracterizadas em

termos de conjuntos abertos como mostra o seguinte teorema.

Teorema 2.2.1 (Aplicacoes Continuas). Uma aplicacdo T de um espago métrico X sobre um
espagco métrico Y é continua se, e somente se, a imagem inversa de qualquer subconjunto aberto

de Y é um subconjunto aberto de X.

Demonstra¢do: (=) Suponha que T seja continua. Seja S C Y aberto e Sy = T71(95). Se
So = 0, ele é aberto. Seja Sy # (). Para qualquer x( € Sy, seja yg = Tzg € S. Como S € aberto,
existe € > 0 tal que

B(yo; €) C 5.

Para € > 0, como 7' é continua entdo, existe 6 > 0 tal que
T(B(zo; 0)) C B(yo; €).
Mas como B(yo; €) C S, entdo
B(wo; 6) C TH(S) = Sy,

ou seja, Sy € aberto.
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(<=) Suponha que a imagem inversa de qualquer aberto de Y € um conjunto aberto em X . Entdo,
para qualquer 7y € X e dado uma bola aberta B(T'zo; €) em Y, temos que T~ (B(Tx; €))
é um aberto de X que contém z. Logo, existe § > 0 tal que B(zg; ) C T (B(Tzo; €)) e
portanto T'(B(xg; 0)) C B(Txg; €), ou seja, T' é continua em xy. Como xy € X foi arbitrario,

T é continua. |

A convergéncia de sequéncias em um espago métrico arbitrario X = (X, d) é bastante
semelhante ao conceito basico de convergéncia de sequéncias em Célculo, ou seja, podemos
considerar uma sequéncia (x,,) de elementos x, zo,... de X e usar a métrica d para definir
convergéncia de forma analoga a do Célculo. Vamos entdo definir o conceito de convergéncia

em espacos métricos.

Definicio 2.2.6 (Convergéncia de Sequéncia). Uma sequéncia (x,,) em um espaco métrico

X = (X, d) é dita convergente se existe v € X tal que

lim d(z,, z) =0.

n—oo

Nesse caso, x é chamado o limite de (z,,), e escrevemos

lim x, =2 ou, simplesmente, x, — .
n—oo

Dizemos que (x,,) converge para x ou tem limite x. Se (x,,) ndo é convergente, dizemos que (x.,)

é divergente.

Da defini¢do acima, vemos que d produz a sequéncia de nimeros reais a,, = d(x,, x)
cuja convergéncia define (z,). Portanto, se x,, — xz, dado ¢ > 0, existe N € N tal que
x, € B(x; €) paran > N. Vejamos agora um resultado importante de sequéncia convergente

em um espaco métrico.

Lema 2.2.1. Seja X = (X, d) um espaco métrico. Entdo:
(a) Uma sequéncia convergente em X é limitada e seu limite é tinico.
(b) Se x, — x ey, — yem X, entdo d(x,, y,) — d(x, y).

Demonstragdo: (a) Suponha que x,, — z. Entdo, tomado ¢ = 1, podemos encontrar um N
tal que d(x,, x) < 1 para todo n > N. Consequentemente, pela desigualdade triangular (M 3)

(Defini¢do 2.1.1), para todo n temos d(x,,, ) < L em que

L = max{1, d(z1, x),...,d(xy, x)}.
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Portanto, (x,,) é limitada. Assumindo que z,, — x e x,, — 2z, para z € X, obtemos de (1/3)
0 <d(z, z) <d(z, x,) + d(xp, z) — 0+0,

quando n — o0, ou seja, d(z, z) = 0, e de (M 1), temos a unicidade do limite, x = z.

(b) Da Observagdo 2.1.1, temos

d(Tn, Yn) < d(Tn, ) + d(2, y) + d(Y, yn)-

Logo,

A(z0, yo) — d(@, y) < d(zn, ) + d(Yn, y)- 2.1
Similarmente,

d(z,y) < d(z, zn) + d(2n, yn) + d(Yn, y),
ou seja

Assim, de (2.1) e (2.2), temos
|d(zn, yn) — d(z, y)| < d(zn, ) + d(yn, y) — 0,

quando n —» oo. Portanto, d(x,,, y,) — d(z, y). O

A seguir, apresentemos 0 importante conceito de conjunto compacto em espacos mé-
tricos, em que a defini¢do de conjunto compacto abaixo, € a defini¢cdo na qual chamamos de

compacidade sequencial.

Definicao 2.2.7 (Conjunto Compacto). Um espaco métrico X é dito compacto se toda sequén-
cia em X possui uma subsequéncia convergente em X. Um subconjunto K C X é compacto se

toda sequéncia em K possui uma subsequéncia que converge em X para algum elemento de K.

O préximo resultado é um teorema sobre o fecho de um subconjunto de um espaco

métrico X, que nos mostra outra maneira de dizer que um subconjunto de X ¢é fechado.

Teorema 2.2.2 (Fecho, Conjunto Fechado). Seja M um subconjunto ndo vazio de um espaco

métrico (X, d) e M seu fecho, conforme definido na secdo anterior. Entdo:
(a) © € M se, e somente se, existe uma sequéncia (x,) em M tal que x,, — x.

(b) M é fechado se, e somente se, para todo x,, € M, com x,, — x implica que x € M.
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Demonstragdo: (a) (=) Sejaxz € M. Se x € M, considere a sequéncia (z,,) = (z, z,...),
constante. E claro que x, — = € M. Por outro lado, se ¢ M, sabemos que x é um
ponto de acumulagido de M. Dai, Vn € N, 3z, € B(x; 1/n) N M; ou seja, x, € M e
d(z,, z) < 1/n,V n € N.Portanto, x,, — x, quando n — oo e (x,) C M.

(<) Se (z,) C Mex, — x,entdo Ve >0, Iny € N, tal que d(z,,, ) < €, V n > ng. Entdo,

 é um ponto de acumulagio de M, ou seja, V e > 0, B(x; )N (M —{x}) # 0. Poranto, z € M.

(b) Sabemos que M é fechado se, e somente se, M = M, assim (b) segue diretamente de (a). O

Os conjuntos compactos possuem algumas propriedades importantes. O dltimo resultado

dessa secdo € um resultado cldssico envolvendo conjuntos compactos.

Proposicao 2.2.1. Seja X um espaco métrico, se K C X é compacto, entdo K é fechado e

limitado em X.

Demonstragio: Sabemos que, pelo Teorema 2.2.2, para todo 2 € K existe uma sequéncia (z,,)
em K tal que x, — 2. Como K é compacto, » € K. Logo, K é fechado, pois v € K era
arbitrario. Agora, mostremos que K € limitado. Se K fosse ilimitado, conteria uma sequéncia
ilimitada (y,,) tal que d(y,, b) > n, em que b é qualquer elemento fixo. Essa sequéncia ndo
poderia ter uma subsequéncia convergente, pois uma subsequéncia convergente deve ser limitada,

pelo Lema 2.2.1. Portanto, K € limitado. O

2.3 SEQUENCIAS DE CAUCHY E ESPACOS METRICOS COMPLETOS

Como veremos no Capitulo 3, o Teorema do Ponto Fixo de Banach € vélido em espacos
métricos completos. Nesta secdo, entenderemos melhor como sao esses espacos. Para isso, vamos

precisar do conceito de sequéncia de Cauchy.

Definicio 2.3.1 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia (x,) em um espaco métrico X =

(X, d) é dita ser de Cauchy se para todo € > 0 existe N tal que
d(xpm, x,) <€, ¥Ym, n>N. (2.3)

Em outras palavras, uma sequéncia € de Cauchy quando seus termos se tornam cada

vez mais proximos a medida que n cresce. Observe também que uma sequéncia (z,) C Y C X
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num subconjunto Y ndo fechado de um espago métrico (X, d) poderia ser convergente em X
mas ndo em Y. Por outro lado, se (x,,) é de Cauchy em X, também é de Cauchy em Y.

Notemos que o conceito de convergéncia ndo € uma propriedade intrinseca da propria
sequéncia, mas também depende do espaco em que a sequéncia se encontra. Em outras palavras,
uma sequéncia convergente ndo é convergente "por si s6", mas deve convergir para algum ponto
no espaco.

Embora a condi¢do (2.3) ndo seja suficiente para a convergéncia, vale ressaltar que ela

continua sendo necessdria para a convergéncia. De fato, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.3.1 (Sequéncia convergente). Toda sequéncia convergente (x,) em um espago

métrico (X, d) é uma sequéncia de Cauchy.
Demonstracdo: Se z,, — z, entdo para todo € > 0 existe [V tal que

d(zp, ) <=, Vn>N.

N

Logo, pela desigualdade triangular, obtemos, para m, n > N
€ €

Assim, d(z,, ©,,) < €. Isso mostra que (x,,) € de Cauchy. O

Observemos que a reciproca da proposicdo acima nao € vélida. Por exemplo, seja a
sequéncia (z,,) € Q em (R, d), convergindo para z € R \ Q. Entdo, (x,,) é de Cauchy, mas ndo
converge para (Q, d).

Os Teoremas 2.3.2 e 2.3.3 a seguir, sdo de vital importancia para mostrar que a reta real

€ um espaco métrico completo, como veremos adiante.
Teorema 2.3.2. Toda sequéncia de Cauchy em (X, d) é limitada.

Demonstragdo: Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em (X, d). Entdo, para ¢ = 1, existe IV, tal
que

d(xn, xm) <1, Vm, n>N.

Logo, o conjunto A = {xn 1, Ty, ...} € limitado, pois estd contido numa bola cujo didmetro
¢ menor do que 1. Por outro lado, o conjunto restante B = {z1, za,..., xy} é finito e, portanto,

limitado. Segue-se que a sequéncia (z,,) é limitada, uma vez que é a unido de dois conjuntos
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limitados A e B. O

Repare que a reciproca desse Teorema nio é vélida. Por exemplo, a sequéncia (x,,) =
((=1)") em (R, d) é limitada mas ndo é de Cauchy.

Teorema 2.3.3. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em (X, d) e (z,, ) uma subsequéncia de

(xn,). Se (x,, ) € convergente, entdo (x,) também é convergente e converge para o mesmo limite.

Demonstragdo: Seja (z,, ) uma subsequéncia de (x,,), tal que x,,, — z,comz € X. Sejae > 0.

Como (z,,) é de Cauchy, para €/2, existe Ny, tal que
AT, Tp) < %, VY'm, n> Nj. (2.4)
Como x,, — x, existe [V, tal que
d(zn,, 1) < % Vg > No. (2.5)
Seja N = max{ Ny, No}. Entdo, por (2.4), (2.5) e pela desigualdade triangular, temos

d(zn, ) < d(Tp, Tni1) + d(@Ny1, 7) < 5+

N

Portanto, x,, — z. Ou seja, (z,,) é convergente. O

Do Teorema 2.3.3, podemos concluir que uma sequéncia de Cauchy ndo converge num
espaco somente quando "faltam pontos no espaco”. Quando esses pontos ndo faltam chamamos

o espago de completo. Como segue a definicao.

Definicao 2.3.2 (Espaco Métrico Completo). Um espaco métrico X = (X, d) é dito ser
completo se toda sequéncia de Cauchy em X é convergente em X (isto é, tem um limite que é

um elemento de X ).

De forma mais geral, nota-se da definicdo que os espacos métricos completos sdao
precisamente aqueles em que a condi¢cdo de Cauchy (2.3) € necessdria e suficiente para a

convergéncia. A seguir, mostremos que a reta real € um espago métrico completo.
Teorema 2.3.4 (Reta real). A reta real é um espago métrico completo.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.3.2, toda sequéncia de Cauchy € limitada. Logo, pelo Teorema

de Bolzano-Weierstrass (Ver Apéndice A, Teorema A.1), toda sequéncia limitada de niimeros
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reais, possui subsequéncia convergente. Dai, pelo Teorema 2.3.3, toda sequéncia de Cauchy que

possui subsequéncia convergente também é convergente. Portanto, (R, d) é completo. O

Grande niimero de resultados basicos dependem da completude dos espagos corres-
pondentes. Por exemplo, a completude da reta real R também € a principal razio pela qual em
Célculo usamos R em vez dos racionais Q (o conjunto de todos 0s niimeros racionais com a
métrica induzida de R).

Vamos continuar e terminar esta se¢do com dois teoremas relacionados a convergéncia

e completude.

Teorema 2.3.5 (Subconjunto Completo). Um subconjunto M de um espaco métrico completo

X é completo se, e somente se, M é fechado em X.

Demonstragdo: (=) Suponha que M é completo. Pelo Teorema 2.2.2(a), para todo x € M
existe uma sequéncia (z,,) em M que converge para . Como (x,,) é de Cauchy, pelo Teorema
2.3.1 e do fato de M ser completo, (z,,) converge em M. Logo, x € M. Portanto, M é fechado
em X.

(«<=) Suponha que M é fechado em X e seja (x,,) de Cauchy em M. Entdo, (x,,) converge para
r € X, implicando que x € M pelo Teorema 2.2.2(a) e, portanto, = "pertence a" M, pois
M = M, por hipétese. Portanto, a sequéncia arbitraria de Cauchy (z,,) converge em M, ou seja,

M é completo. ]

O ultimo resultado dessa se¢do mostra a importancia da convergéncia de sequéncias em

conexao com a continuidade de uma aplicacao.

Teorema 2.3.6 (Aplicacdo Continua). Uma aplicacdo T : X — Y de um espagco métrico

(X, d) em um espago métrico (Y, d') é continua em um ponto xo € X se, e somente se,
Ty, —> x9 implica Tx, — Tx.

Demonstragdo: Suponha que 7' seja continua em z, pela Defini¢cdo 2.2.5, para um dado € > 0

existe 0 > 0 tal que
d(z,z9) <6 implica d'(Tx, Txp) < e.
Seja x,, — x¢. Entdo, existe N tal que para todo n > N, temos

d(zp, x9) < 0.
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Consequentemente, para todo n > N,
d'(Txy,, Tzo) < e.

Portanto, por definicdo, T'x,, — T'x.

(<) Suponha que
Tn — x9 implica Tz, — Tz

e provemos que 71’ é continua am x. Suponha, por absurdo, que 7' ndo fosse continua em x.

Entdo, existe € > 0, tal que, para todo 6 > 0, existe x # x, satisfazendo
d(x,x0) <6 mas d'(Tx, Txy) > e.

Em particular, para 06 = 1/n existe x,, satisfazendo

1
d(zp, v0) < — mas d(Tz,, Txy) > e
n

Logo, ©, — xy, mas (T'x,) ndo converge para T'xy. Contradi¢do, pois T'x,, — Txg, por

hipétese. Portanto, 7' € continua em x, O

2.4 EXEMPLOS DE ESPACOS METRICOS COMPLETOS

Nesta secdo, apresentaremos trés exemplos de espagos métricos completos. Para mais
exemplos de espacos métricos completos, ver Kreyszig (1991).

Vimos anteriormente, no Teorema 2.3.4, que R é completo. Nosso primeiro exemplo,
vamos generalizar esse resultado mostrando que o espago Euclidiano R" é completo. Vejamos a

seguir.
Exemplo 2.4.1. O espaco Euclidiano R"™ é completo.

Demonstracao: Como visto no Exemplo 2.1.2, sabemos que a métrica em R" (a métrica Euclidi-

ana) é definida por

da. ) = [Z(@- - m>2]

em que x = (§) ey = (n;). Consideremos qualquer sequéncia de Cauchy (z,,) em R",

(m) (m)y

escrevendo z,,, = (&7, ..., & ). Como (z,,) é Cauchy, para todo € > 0, existe IV tal que

n

d(2m, ;) = [Z(gfm) - ;‘”)2] <e, VYm,r>N. (2.6)

i=1
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Elevando ao quadrado em ambos os lados, temos param, » > Nei=1,...,n
M- <e e gV -gl<e

Isso mostra que para cada ¢ fixado, (1 < i < n), a sequéncia (fl-(l), §§2), ...) € uma sequéncia
de Cauchy de nimeros reais. Ela converge pelo Teorema 2.3.4, digamos, éfm) — & quando
m — 0o. Usando esses n limites, definimos = = (&1, . .., §,). Claramente, x € R™. De (2.6),
com r — 00,

d(xm, ) <e, ¥Ym>N.

Isso mostra que x € o limite de (z,,). Como (z,,) era uma sequéncia de Cauchy arbitréria, temos

7

que toda sequéncia de Cauchy é convergente em R". Portanto, R™ é completo. O

O Exemplo 2.4.2 a seguir, serd tutil para a aplicacdo do Teorema do Ponto Fixo de

Banach em equacdes lineares (Capitulo 4).

Exemplo 2.4.2. O espaco X de todas as n-uplas ordenadas v = (&1, . . ., &,) de niimeros reais

com a métrica
dz,y) = max &5 — nj

ondey = (1, ..., M), € um espaco métrico completo.

Demonstragdo: Seja (z,,,) uma sequéncia de Cauchy em X; escrevendo z,, = (& /...

Como (z,,) é Cauchy, para todo € > 0, existe NV tal que
d(zpm, z,) = maxlgj(m) — §§T)| < E, V'm, r> N.
J 2

Como (z,,) é uma sequéncia de Cauchy e §§m) € R, paraj = 1, 2,..., n. Entéo, (§§m)) é
uma sequéncia de Cauchy em R e R é completo. Entdo (£ J(m)) € convergente em R. Digamos

fj(-m) — ¢ em R, quando m — oo, com j =1, 2, ..., n. Entdo,

€
a)

(m)

g=1 2...,n.
Logo,
€

(m)
Y _ €] <
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Sejaz = (&1,& ..., &), comE; € R. Entdo, x € X. Dai, temos que
(2, 3) = max " — &
= max|¢]" — &7 + €7 — ¢

< max|¢]" — 7] + max |7 — ¢

Ou seja, d(z,,, ©) < €, como (z,,) era uma sequéncia de Cauchy arbitréria, temos que toda

sequéncia de Cauchy é convergente em X . Portanto, (X, d) é completo. O

Da Observagado 2.1.2, vimos que a métrica d definida no exemplo acima € equivalente a
métrica Euclidiana e, portanto, R" é completo segundo essa métrica também.

O proximo exemplo serd de grande importincia para demonstrarmos o teorema de
existéncia e unicidade de solucdo para o problema de equagdes diferenciais ordindrias e para

equagdes integrais (Capitulo 4).
Exemplo 2.4.3. O espaco das fungées C|a, b] é completo, segundo a métrica do mdximo.

Demonstragao: Seja ( f,,,) uma sequéncia de Cauchy em C'[a, b]. Entdo, dado qualquer € > 0,

existe NV tal que para todo m, n > N temos

A fo) = mase ) = Fu(8)] < ¢ ex)
em que J = [a, b]. Logo, para qualquer ¢t = t, € J fixado,

|[fm(to) — fulto)| <€, ¥m, n>N.

Isso mostra que (f1(tg), f2(to), - ..) € uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais. Como R é
completo (Teorema 2.3.4), a sequéncia converge, digamos f,,(to) — f(to) quando m — oc.
Dessa maneira, podemos associar com cada ¢ € J um tnico nimero real f(¢). Isso define
(pontualmente) uma fungdo f em J, e mostremos que f € Cla, b] e f,, — f.De (2.7) com
n — 00, temos

max | f(t) = f(t) <6, Vm>N.

Logo, para todo t € J,
|fm) — f)| <e,  Vm>N.
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Isso mostra que ( f,,,(t)) converge para f(t) uniformimente em .J. Como as f,,,’s sdo continuas
em .J e a convergéncia é uniforme, a fungio limite f é continua em .J, como é bem conhecido da

Andlise. Logo, f € C|a, b]. Também, f,, — f. Portanto, Cla, b] é completo. O
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3 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH E VERSOES

Neste capitulo, iremos enunciar e demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach ou
Teorema das Contragdes, no qual se apresenta em espagos métricos completos, e exibiremos

algumas de suas versoes.

3.1 PONTO FIXO E CONTRACAO

O Teorema do Ponto Fixo de Banach € importante como fonte de teoremas de existéncia
e unicidade em diferentes ramos de andlise. Dessa forma, o teorema fornece uma ilustracao
impressionante do poder unificador dos métodos analiticos funcionais e da utilidade dos teoremas
de ponto fixo na andlise. Os resultados dessa secdo sdo baseados na referéncia Kreyszig (1991).
Para que possamos apresentar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, precisamos entender

o conceito de ponto fixo. Para isso, cosideremos a seguinte defini¢do.

Definicao 3.1.1 (Ponto Fixo). Sejam T : X — X uma aplicagcdo e v € X. Dizemos que x é

um ponto fixo de T’ quando T'x = x, ou seja, a imagem T'x coincide com .

Nesse trabalho, apresentaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Porém, existem
outros dois Teoremas de Ponto Fixo que valem serem mencionados. O Teorema do Ponto Fixo
de Brouwer, que assegura, sob certas condicdes, a existéncia de ao menos um ponto fixo para
uma funcdo, esse tipo de teorema € denominado "teoremas de existéncia". Também, o Teorema
do Ponto Fixo de Schauder, que afirma que, em um dado subconjunto convexo e compacto
de um espaco de Banach, toda fun¢do continua nesse subconjunto, tem um ponto fixo, ndo
necessariamente tnico. Para mais aprofundamento, ver Castelli (2016).

Vejamos alguns exemplos de ponto fixo.

Exemplo 3.1.1. Uma translagcdo ndo tem pontos fixos. De fato, considere a aplicacdo T : R —

R, dada por Tx = x + 1. Se T tem um ponto fixo, entdo
Tr=rz=x+1l=2=1=0.

Um absurdo, entdo T' ndo tem pontos fixos.
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Exemplo 3.1.2. A aplicacdo T : R — R, dada por Tx = 22, tem dois pontos fixos. De fato,
temos que:

Tr=rv=1"=0v=2"-0=0=2(r—1)=0.

Assim, x = 0 e x = 1 sdo os pontos fixos de T'.

Exemplo 3.1.3. A aplicacdo T : R? — R?, dada por Tx = & tem infinitos pontos fixos.
0

De fato, temos que:

Tr=x= t = 2
0 3
Assim, qualquer ponto tal que £ = 0 é um ponto fixo da aplicacdo T, ou seja, infinitos pontos

fixos (todos os pontos do eixo-&).

O Teorema do Ponto Fixo de Banach, que enunciaremos mais adiante, fornece condicoes
suficientes para a existéncia (e unicidade) de um ponto fixo para uma classe de aplicacoes,

chamadas de contrac¢des. A defini¢do € a seguinte.

Definicao 3.1.2 (Contracio). Seja X = (X, d) um espaco métrico. Uma aplicacdo T : X —
X é denominada contragdo em X se existe um niimero real positivo o < 1 tal que para todo
r,ye X

d(Twz, Ty) < ad(x, y). 3.1)

Exemplo 3.1.4. Considere X = {z € R|z > 1} C R com a métrica usual em R. Seja a

aplicacio T : X — X, dada por Tx = /2 + x~1. T é uma contragdo. De fato, temos que

x 1 gy 1
ATz, Ty)=|=+~-—2 — -
T Ty) = |35 3 y’
1 1
S e
11
-|(z-5) )
1 1| |
= |z —||T —UY]|.
2 ay Y
1 1 1 _1
Mas, —- < 5 — — < S parax, y > 1. Logo,
272 xy— 2

1

1
Portanto, T' é uma contragdo com constante de contragdo o = X
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Exemplo 3.1.5 (Aplicacao Lipschitziana). Sejam X e Y espacos méricos, uma aplicacdo

T : X — Y édita Lipschitziana em X, se existe k > 0 real tal que
d(Tz, Ty) < kd(z,y), Va,yeX.

Dafi temos que uma contragdo é um caso particular de uma aplicacdo Lipschitziana, em que

X=Yek<l

Observacao 3.1.1. Do Exemplo 3.1.5, podemos concluir que toda contracdo é uma aplicagcdo

Lipschitziana, mas a reciproca nem sempre é verdadeira.

Alguns autores enunciam o Teorema do Ponto Fixo de Banach usando a aplicacdo
contracao como uma consequéncia da aplicacdo de Lipschitz, com algumas condi¢des, assim
como na Observacdo 3.1.1. Para mais detalhes ver Trindade (2019) e Brooks e Schmitt (2009).

Como vimos nos Exemplos 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3, os pontos fixos de uma dada aplicacdo
T ndo precisam necessariamente ser inicos, mas é do nosso interesse que o ponto fixo seja tnico.

Assim, temos o seguinte lema.

Lema 3.1.1 (Unicidade do Ponto Fixo). Seja (X, d) um espaco métrico. Se a aplica¢do

T : X — X éuma contragdo e I' tem um ponto fixo, entdo esse ponto fixo é uinico.

Demonstragdo: Suponha por absurdo que = e = sdo pontos fixos de 7' com =z # T, ou seja,

Tx =xeTz =z. De (3.1), temos
d(xz,z) =d(Tz, T7) < ad(z, T).

Como « < 1, entdo d(z, ) < d(x, Z). Um absurdo. Logo, x = Z, ou seja, o ponto fixo de T" é

dnico. |

A seguir apresentaremos um resultado que diz respeito a continuidade da contragao 7.

Lema 3.1.2 (Continuidade). Uma contracdo T' em um espagco métrico X é uma aplicacdo

continua.

Demonstragdo: Seja 7' : X — X uma contragdo no espago métrico (X, d),com0 < a < le

T € X.Sejae > 0, escolhendo § = €/, de modo que d(z, T) < 4. Entdo,

= €.

ATz, Tz) < ad(z,7) < -0 =« -

Sl

Logo, T é continua em z. Como Z era arbitrario, 7" € continua em X. O
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3.2 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH

O Teorema do Ponto Fixo de Banach, que serd enunciado e demonstrado abaixo, é um
teorema de existéncia e unicidade para pontos fixos de aplicacdes que sdo contracdes, e também
fornece um procedimento construtivo para obter aproximacdes cada vez melhores do ponto fixo
(a solugdo do problema pratico). Esse procedimento € chamado de iteracdo. Por defini¢do, este
¢ um método tal que escolhemos um z arbitrario em um determinado conjunto e calculamos

recursivamente uma sequéncia xg, ri, To, ... a partir da expressao
Tpr=Tx, n=0,1,2 ...,

isto é, escolhemos um x arbitrario e determinamos sucessivamente x; = T'xg, x9 = Txq,- - -.
Com os resultados da sec¢do anterior podemos entdo enunciar € demonstrar o importante
Teorema do Ponto Fixo de Banach, que garante a existéncia e a unicidade de pontos fixos por

uma contracdo em um espago métrico completo.

Teorema 3.2.1 (Ponto fixo de Banach). Considere um espaco métrico X = (X, d) em que
X # (. Suponha que X seja completo e sejaT : X — X uma contra¢do em X. Entdo T tem

precisamente um ponto fixo.

Demonstragdo: Iremos construir uma sequéncia (z,) em X e mostraremos que essa sequéncia é
uma sequéncia de Cauchy, de modo que converge no espago completo X, e entdo provaremos
que seu limite z ¢ um ponto fixo de T" e, pelo Lema 3.1.1, concluiremos a unicidade de z. Esta é
a ideia da demonstracao.

Seja xy € X e definimos a sequéncia iterativa (x,,) por
xg, x1=Txo, xo=Tx1=T20, ..., Tp=T"x0, ..., 3.2)
na qual podemos observar que € a sequéncia das imagens de x( por repetidas aplicacdes de 7.
Mostremos que (x,,) € uma sequéncia de Cauchy. Por (3.1) e (3.2), temos que
d(m, Tima1) = d(Txpm—1, TTp)
< ad(Tp_1, Tm)
= ad(Txpy—2, Txm_1)

3.3)
S azd(xm—% xm—l)

< a™d(zg, x1).
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Assim, da desigualdade triangular e a férmula da soma de uma progressao geométrica, para

n > m, obtemos

d(l’m, xn) S d(l’m, xm—l—l) + d(xm—o—b xm+2) +...+ d(xn—ly 'rn)
< a"d(xg, v1) + o™ d(2, 21) + ...+ " (20, 1)

= (@™ 4™+ o Yd(xo, 1)
1— ™
= am%d(fﬁo, xl).

Como 0 < a < 1 e no numerador temos que 1 — o™~ ™ < 1. Logo,

am

11—«

(@, ) < d(zo, 1), Vn>m. (3.4)

Do lado direito de (3.4), 0 < o < 1 e d(xg, 1) é constante, de modo que podemos tornar o lado
direito tdo pequeno quanto quisermos tomando m suficientemente grande (n > m). De fato,

tomando o limite quando m — oo, temos

lim d(z,, z,) < lim a d(xg, x1) = d(zo, x1) lim a
m—00 m—oo 1 — o m—oo 1 —

Como 0 < a < 1, @™ — 0, temos que

am

lim =0 = lim d(zp,, z,) =0,

m—oo | — (v m—o0o

para n > m. Isso prova que (z,,) é de Cauchy. Como X é completo, (x,,) converge para algum
x € X, digamos, z,, — x. Mostremos que este limite € um ponto fixo da aplicacido 7. Da

desigualdade triangular e (3.1), temos

d(z, Tx) < d(x, xm) + d(Tm, TT)
d(x, xp) + d(Txp-1, Tx)
d

<d(x, zp) + ad(zm,_1, )
e podemos tornar a soma na terceira linha menor do que qualquer ¢ > 0 pré-atribuido,
pois x,, — x. Portanto, tomando o limite para m — oo, temos, d(z, Tx) < 0. Logo,
d(x, Tx) = 0, entdo x = Tz, pela defini¢do de espaco métrico. Isso mostra que = é um

ponto fixo de T'. A unicidade de x € garantida pelo Lema 3.1.1. Portanto, a aplicagdo 7' tem

precisamente um ponto fixo. O

O préximo resultado diz respeito as estimativas de erro que a sequéncia iterativa (3.2)

possui ao convergir para o unico ponto fixo de 7'.
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Corolario 3.2.1 (Iteracao, limites de erro). Nas condicoes do Teorema 3.2.1 a sequéncia
iterativa (3.2) com xy € X arbitrdrio converge para o unico ponto fixo x de T, com as

estimativas de erro dadas pelas expressoes

d(xpm, x) <

ad(xo, (L’l) (35)

A, 7) € ———d(w1, 7). (3.6)

chamadas de estimativas a priori e a posteriori, respectivamente.

Demonstragdo: A primeira afirmacdo € 6bvia, pois vimos na demostracdo do Teorema 3.2.1 que
a sequéncia iterativa converge para o unico ponto fixo de 7', isto é, x,, — x, com g € X
arbitrario. Usando esse resultado de que x,, — x, a desigualdade (3.5) segue diretamente de
(3.4), fazendo n — o0. Resta-nos, verificar a desigualdade (3.6). Tomemos m = 1 e escrevemos
Yo para xp € y; para 1, dai, segue de (3.5) que:

«

d(yr, x) < d(yo, y1).

1—a
Agora, fazendo yy = x,,,—1, temos y; = Tyy = Tr,,—1 = x,, €, dessa forma, obtemos a

desigualdade (3.6) e concluimos a demonstragao. O

O limite de erro a priori (3.5) pode ser usado no inicio de um calculo para estimar o
numero de etapas necessarias para obter uma determinada precisdo. O limite de erro a posteriori
(3.6) pode ser usado em estagios intermedidrios para verificar se estamos possivelmente conver-
gindo mais rapido do que o sugerido por (3.5). Percebe-se que se duas iteracdes sucessivas x,, €
Tma1 = T'(z,,) forem quase iguais, isso garante proximidade do verdadeiro ponto fixo .

Uma versdo do teorema do ponto fixo util em alguns contextos € o teorema abaixo.

Teorema 3.2.2 (Contracdo em uma bola). Seja X = (X, d) um espagco métrico completo e a
aplicacao T : X — X. Suponha que T' é uma contra¢do, com constante de contra¢do o, com
0 < a < 1, em uma bola fechada centrada em xy Y = {x € X|d(x, xo) < r}, isto é, T satisfaz

(3.1) para todo x, y € Y. Além disso, assuma que
d(zo, Txo) < (1 — a)r. (3.7)

Entdo a sequéncia iterativa (3.2) converge para algum x € Y. Esse x é um ponto fixo de'l' e é o

tinico ponto fixo de 'I'em Y.
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Demonstracdo: NGs apenas temos que mostrar que, todas x,,’s, bem como z, estio em Y.

Fazendo m = 0 em (3.4), mudando n para m e usando (3.7), obtemos:

1
d(ifm $m) < md(on, 1171) =

1
d(xg, Txy) < . (1=a)r=r.

11—« -«
Ou seja, d(zp,, x9) < r. Logo, todos x,,’s estdo em Y. Também, temos que x € Y pois

rm — x e Y € fechado. Entdo, pelo Teorema 2.3.5, Y € completo. Dai, segue do Teorema

3.2.1, que z € o unico ponto fixo de 7. O

A seguir, apresentaremos um resultado importante que serd util mais a frente no Capitulo
4, que diz respeito a aplicacdo 7™ ser uma contragao para algum m, a qual também pode ser

considerada uma versao do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Lema 3.2.1 (Ponto Fixo). Seja T : X — X uma aplicagdo em um espagco métrico completo
X = (X, d) e suponha que T™ seja uma contragdo em X, para algum inteiro positivo m. Entdo

T tem um tinico ponto fixo.

Demonstra¢do: Como 7" é uma contragdo em X, segue do Teorema 3.2.1 que 7™ tem um tnico
ponto fixo x € X, ou seja,

z="T"x.

Entdo, aplicando 7' na equagdo acima, temos que
Te=TT"x =T"(Tx).

Logo, T'z é um ponto fixo de 7™. Mas, x também € ponto fixo de 7™. Consequentemente, pela
unicidade de tal ponto fixo, T'x = x. Portanto, 7" tem um unico ponto fixo, a saber, 0 mesmo

ponto fixo de 7™. O

3.3 CONTRACOES FRACAS

Nesta se¢do apresentaremos versdes ou extensdes do Teorema do Ponto Fixo de Banach.
A extensdo que apresentaremos agora ¢ devida ao matematico M. Edelstein, que diz respeito a
uma subsequéncia da sequéncia das iteradas (x,,), sendo que aqui o = 1. Os resultados dessa

secdo sdo baseados na referéncia Brooks e Schmitt (2009).
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Antes, consideremos o seguinte: dizemos que uma aplicacdo 7' : X — X € dita uma
contracao fraca se

d(Tz, Ty) <d(xz,y), Vaz, yelX.

O exemplo a seguir mostra que uma contragdo fraca pode nao ter ponto fixo.
Exemplo 3.3.1. Seja X = {zx € R|z > 1} com a métrica usual
d(z,y) = |z —yl, VYV, yeX,

esejal : X — X, dada por

1
Tr =x4+ —.
x
Entdo, temos que
1 1
d(Tz, Ty) = w+——y——‘
z Y
(1)~ —(z )
Y 7y Yy

1
Mas, 1 — — < 1 para z, y > 1. Logo,
Yy

Portanto, T' é uma contracdo fraca. Por outro lado, repare que ndo existe uma constante «,
0 <a<l,tal que
d(Tz, Ty) < ad(z,y), Vuz,yeX.

1

De fato, dado qualquer o, 0 < o < 1. Tomee =1 —a > 0eescolhazxry =1+ — ey, = 1.
€

Entdo, segue-se que xg, yo € X e d(Txg, Tyo) > ad(xo, yo) (verifique!). Além disso, T ndo

tem pontos fixos em X. De fato, se T'x = x, teriamos

1 1
r+-—-—=x=—=0,
T x

0 que ndo é possivel.

O exemplo acima nos diz que se substituirmos a hipétese no teorema do ponto fixo de
que 7' € uma contragdo pela hipétese menos restritiva de que 7' é uma contracao fraca, entdo 7'
ndo necessariamente tem um ponto fixo. Contudo, temos o seguinte resultado devido a Edelstein

(1961), que garante a existéncia e unicidade de ponto fixo para uma contragao fraca.
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Teorema 3.3.1. Seja (X, d) um espaco métrico e sejaT : X — X uma aplicacdo tal que
d(Tz, Ty) < d(z,y), Vz,yeX, xz#uy.
Além disso, assuma que exista z € X tal que a sequéncia das iteradas (x,,), dada por
To = 2,

Ty =Try1, n2=>1,

tem a propriedade de que existe uma subsequéncia (v,,) de (x,), com

lim x,, =y € X.

j—o0

Entdo, y é o tnico ponto fixo de T

Demonstra¢do: Lembrando que z,, = T"xy, podemos escrever y; = T"xy = 1"z, em que
a sequéncia (n,) é a dada na hipétese do teorema. Suponhamos por absurdo que 7" ndo tenha
pontos fixos, ou seja, 7'z # x, V x € X. Entdo, a fun¢do f : X — [0,00) definida por

d(T?%x, Tx)
T =

¢ uma funcao continua em X, pois € composta e quociente de fun¢des continuas, desde que a
métrica d é continua pelo Exemplo 2.2.3 e a contragdo 7' € continua pelo Lema 3.1.2. Também,
por hipétese 7" ndo tem pontos fixos, ou seja Tz # x, Vx € X, e como o contradominio da
métrica d é [0, c0), temos que 7" estd bem definida.

Como a sequéncia (y;) converge para y, pela Defini¢do 2.2.7, o conjunto /&, dado por

K ={y, 92, ...} U{y}

¢ compacto e, portanto, sua imagem por f € compacto (Ver Apéndice A).
Por outro lado, como

d(T?z, Tx)

f(@)d(Tz, x) = ATz, 7)

d(Tx, x) = d(T?z, z) = d(T(Tz), Tx) < d(Tx, ), VX,

segue que f(z) < 1,V € X, e, como K é compacto, existe uma constante positiva ¢ < 1, tal
que

flx)<e, VzekK.

Agora, observemos que
d(T?z,Tz)

d(T?z, Tz) = iT72)

d(Tz, z)
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também,

d(T?%z,Tz)d(T?z, T%z)
d(Tz,z) d(T?z,Tz)

= J(2)[(T2)d(T2, 2)

= f(T°2) f(T2)d(Tz, ).

d(T?z, T?z) = d(Tz, z)

Generalizando, para qualquer inteiro positivo m, temos que

d(T™ 2, Tz) = (H f(le)> d(Tz, z).

Logo, para m = n;, temos

nj—1
(T 2, T 2) = d(T(T" z), T" z) (H f(T%2) > (Tz, 2),
e, como f(T"z) < ¢ < 1, obtemos que
d(Ty;,y;) = d(T(T" 2), T" 2) < 7 1d(Tz, 2). (3.8)
Por outro lado, quando j — o0, y; — y e pela continuidade de 7" (Teorema 2.3.6)
Ty; — Ty,

e, também

[ —(
pois 0 < ¢ < 1. Assim, como d(7'z, z) é constante, de (3.8) obtemos que
j—o0

Um absurdo, pois Ty # y. Portanto, temos que x,;, — = € X implicaem T'z = x, ou seja, x €

um ponto fixo de 7. O

Para finalizar essa secdo apresentaremos um teorema, que ¢ consequéncia do resultado

acima, o qual envolve um subconjunto compacto de X.
Teorema 3.3.2. Seja (X, d) um espaco métrico e sejaT : X — X uma aplicacdo tal que
d(Tx, Ty) <d(z,y), Va,ycX, z#y.

Suponha ainda que

T:X — K,

em que K é um subconjunto compacto de X. Entdo 'I' tem um tinico ponto fixo em X.
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Demonstragdo: Como K é compacto, segue que para todo z € X a sequéncia (7"z) tem uma
subsequéncia convergente. Logo, o Teorema 3.3.1 pode ser aplicado. Portanto, 7' tem um tnico
ponto fixo em X.

Alternativamente, uma maneira direta de ver o que foi dito acima € a seguinte. Por hipdtese,

temos a restri¢io 7' : K — K, e afungdo g : K — [0, + 0o) dada por
g(x) = d(T'z, x)

¢ uma func¢do continua em K e deve assumir seu minimo, digamos, em um ponto y € K. Se

Ty # y, entdo

9(Ty) =d(T?y, Ty) = d(T(Ty), Ty) < d(Ty, y) = g(y),

ou seja, existe um w = d(T?y, Ty) < d(Ty,y) = y contradizendo o fato de que g(y) = d(Ty, y)

¢ o valor minimo. Portanto, 7'y = . O

3.4 DEPENDENCIA CONTINUA DO PARAMETRO

Nesta sec@o apresentaremos um resultado no qual a aplicagdo contracdo também de-
pende de outra varidvel (paradmetro), no qual se a dependéncia for continua, entdo o ponto
fixo também dependerd continuamente desse parametro. Mais precisamente, temos o seguinte

resultado. Os resultados desta se¢do sdo baseados na referéncia Brooks e Schmitt (2009).
Teorema 3.4.1. Sejam (A, d') um espagco métrico, (X, d) um espagco métrico completo e
T:-AxX —X
uma familia de contracdes com constante de contragdo uniforme o, 0 < o < 1, isto é,
AT\, x), T\ y) <ad(z,y), VIXEA Vz, yeX.
Além disso, suponha que para cada x € X, z fixo, a aplicacdo
A= T\ x)

é uma aplicag¢do continua de \ para X. Entdo, para cada \ € A, T'()\, -) tem um tinico ponto
fixo x(\) € X, e aaplicagdo
A= x(A),

€ uma aplicacdo continua de A para X.
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Demonstragdo: O Teorema do Ponto Fixo de Banach pode ser aplicado para cada A € A e,

portanto, a aplicagdo A — x(\) estd bem definida. Para A\, Ay € A, temos que

d(z(X), 2(X2)) = d(T(A1, (M), T(A2, 2(A2)))

< d(T(Ar, (M), T(Ag, (A1) + d(T' (A2, (A1), T(A2,2(A2)))
< d(T (A, (A1), T( A2, (A1) + ad(z(Ar), z(A2)).
Portanto,
(1 = a)d(z(M), z(A2)) < d(T(A; (M), T(Az, 2(Xs))).
Assim, pela continuidade de 7" em relacdo a A para cada z fixo, o resultado estd provado. O

3.5 APLICACOES DE LIPSCHITZ MONOTONAS

Nesta secdo apresentaremos um resultado que fornece a existéncia e unicidade de ponto
fixo para aplicacdes que sdo perturbagdes da identidade por aplicagdes de Lipschitz mondtonas,

sem a hipétese da contragio.

Para isso, vamos assumir que X seja um espago de Banach com norma || - ||, o qual tam-

bém é um espaco de Hilbert. Primeiramente, relembremos e consideremos algumas defini¢des.

Definicao 3.5.1 (Espaco Normado). Seja X um espaco vetorial sobre os niimeros reais ou
complexos. Uma aplicagdo || - || : X — R, € chamada de norma se as seguintes condi¢oes

sdo satisfeitas:
(N1) ||z|| = 0 se, e somente se, z = 0;

(N2) ||Bz| = |B][|=

’

(N3) |z +yll < =]l + [yl

’

em que x e y sdo vetores arbitrdrios em X e 3 é um escalar. Se X é um espago vetorial e || - || é
uma norma em X, entdo o par (X, || - ||) é denominado espago vetorial normado.
Definicio 3.5.2 (Espaco de Banach). Se X é um espaco vetorial e || - || é uma norma em X,

entdo X torna-se um espaco métrico se definirmos a métrica d por

d(d],y):|‘$—y|l7 VZE, ?JEX
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Um espago vetorial normado que é um espaco métrico completo em relacdo a métrica d definida

anteriormente, é denominado espago de Banach.

Definicao 3.5.3 (Espaco com produto interno, Espaco de Hilbert). Um espaco com produto
interno é um espaco vetorial X munido de um produto interno definido em X. Um espago de
Hilbert é um espaco com produto interno que é completo (ou seja, completo segundo a métrica
definida pelo produto interno). Aqui, um produto interno em X é uma aplicacdo de X x X
no mesmo corpo K sobre o qual X é considerado um espaco vetorial; ou seja, a cada par de

vetores x e Yy estd associado um escalar que se escreve

(, ),

denominado o produto interno de x e vy, tal que para todos os vetores x, y, z e todo escalar (3,

valem

(PII) (x+y,z) = (x,2) + (y, 2)

(PI2) (Bx,y) = B(z, y)

(PI3) (x,y) = {y, 2)

(PI4) (z,z) > 0e (x,x) =0 se, e somente se, x = 0.

Um produto interno em X define uma norma em X dada por
2]l = v/ {z, z)

e uma métrica em X dada por

dz,y) = |lz -yl = V{r—y, 2 —y).

Portanto, os espagcos com produto interno sdo espacos normados e os espacos de Hilbert sdo

espacos de Banach.

Seja X um espaco de Banach, que também € um espago de Hilbert, isto €, X é um
espaco com produto interno (sobre o corpo dos nimeros complexos) completo, cujo produto

interno (-, -), estd relacionado com a norma por

lull = (u,u),  VueX.
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Para que possamos apresentar o resultado desta secdo, precisaremos que 7' seja uma

aplicagdo mondtona, ou seja, a aplicacdo 7' : X — X € dita mondtona se
Re((Tu —Tv,u—wv)) >0, Vu,velX,

em que Re(c) denota a parte real de nimero complexo c.

Agora estamos em condicdes de enunciar o teorema a seguir, devido a Zarantonello,
(ver Saaty (2012)) que dé a existéncia de pontos fixos tnicos de aplicagdes que sdo perturbagdes
da aplicacao identidade por aplicacdes de Lipschitz mondtonas, sem a suposicdo de que sejam

contragdes. Os resultados dessa se¢do sdo baseados na referéncia Brooks e Schmitt (2009).

Teorema 3.5.1. Seja X um espaco de Hilbert e seja’l’ : X — X, uma aplicacdo monotona tal

que para alguma constante 3 > 0
| Tu—Tv|| < Bllu—nv|| Vu,velX.
Entdo, para qualquer w € X, a equagcdo
u+Tu=w 3.9
tem uma unica solugdo v = u(w), e a aplicacdo w — u(w) é continua.
Demonstracdo: Se 5 < 1, entdo a aplicagdo
u— w—Tu,

¢ uma contracao e o resultado segue do Teorema do Ponto Fixo de Banach. Agora, consideremos

o caso em que 3 > 1. Notemos que para A # 0, u € uma solugao de
u=(1—=XNu—ATu+ \w, (3.10)
se, e somente se, u satisfaz (3.9). De fato, se u satisfaz (3.10), temos que

u=(1=-XNu—ANu+ < u=u—Au—\NTu+Iw
S - - ANu+ w=0—-u—Tu+w=0w=u+Tu.
Assim, u satisfaz (3.9). Agora, se u satisfaz (3.9), temos que
u=w-—Tu=w—Tu— Aw+ w+ \XTu— \Tu
=(1=XN(w—=Tu) = NTu+ A w = (1—Nu— \Tu+ \w.
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Logo, u satisfaz (3.10). Denotemos por
Thu = (1—Nu— ATu+ lw.
Disso, segue que
Thu—Thv = (1= (u—v)—XTu—Tv).
Logo, usando propriedades do produto interno e a hipdtese sobre 7', temos que
ITou — Towl* = [[(1 = A)(w = v) = MTu — Tv)|*
= (1 =XN(u—v)=AXTu—Tv), (1= (u—2v)— ANTu—Tv))
= [[(1 = X (u—v)* = 2Re({(1 = X)(u — v), NTu = Tv))) + |\(Tu — Tv)|
= (1= A)?|u—v[* = 2Re(A(1 — N {(Tu — Tv, u — v)) + N?||Tu — Tvl||?
< (1= AN?lu—2|* = 2Re(MN(1 — A\{Tu — Tv, u —v)) + N?B?|u — v||%.
Portanto, se 0 < A < 1, a monotonicidade de 7" implica que
1 Thu — Thw|* < ((1 =X+ X26%)||lu — v|?, (3.11)
pois
—2Re(A(1 = A\){(Tu — Tv,u —v)) <0.

SeA=1/(f2+1),temos0 <\ < 1le

2
(1—>\)2+/\262:<1 ! )+ L

CEEEY N CE
BN TE SR S
I B | |
. 2 9 1
- 62+1+(6+1>((B2+1)2)
_1 2 1

TEA1
:BQ+1—2+1: 32
62_*_1 62+1

Assim, escolhendo

de (3.11), obtemos
[Thu = Thw|| < aflu—wvl,
sendo
82
p+1
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Logo, T é uma contracdo. O resultado, portanto, segue por uma aplicacdo do Teorema do Ponto
Fixo de Banach. Por outro lado, se u e v resolvem (3.9), ou seja, u + Tu = wy e v + Tv = ws,

entao
lwy — ws|* = |lu+Tu—v—To|> = ||(u—2v) + (Tu — Tv)|]?
= [|u —v||* + 2Re((Tu — Tv, u — v)) + | Tu — Tl
A monotonicidade de 7', portanto, implica que
lu = vl|* + [|Tw — Tv||* < flwr — ws|?,
da qual, a continuidade da aplicagdo w — u(w) segue, uma vez que

lu = vl* < flu = ol* + || Tw — T]*.

3.6 RECIPROCA DO TEOREMA

Nesta secdo apresentaremos um resultado de Bessaga (1959) que fornece uma reciproca
ao Teorema do Ponto Fixo de Banach. Nos baseamos principalmente nas referéncias Brooks e
Schmitt (2009) e Jachymski (2000). Seguimos o tratamento dado em Jachymski (2000); veja
também Deimling (2010).

Mais precisamente, o enunciado da reciproca é dado no seguinte teorema.
Teorema 3.6.1. Seja X # () um conjunto, « € (0, 1) e sejaT : X — X. Entdo:

(1) Se T™ tiver no mdximo um ponto fixo para cadan = 1, 2, ..., entdo existe uma métrica d
tal que
d(Tz, Ty) < ad(z,y), Vuz,yeX.

(2) Se, além disso, alguma 'T™ tem um ponto fixo, entdo existe uma métrica d tal que
d(TI’ Ty)SOZd({L‘, y)? \VIZL‘, yGX,
e (X,d) é um espaco métrico completo.

Apresentaremos agora o seguinte lema, que serd importante na demonstracao do Teo-

rema 3.6.1.
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Lema 3.6.1. SejaT : X — X e « € (0, 1). Entdo, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(i) Existe uma métrica d, a qual torna X um espaco métrico completo e tal que

d(Tz, Ty) < ad(v,y), Vaz,yeX.
(ii) Existe uma funcdo ¢ : X — [0, 00) tal que ¢ ({0}) é um conjunto unitdrio e
o(Tx) < ap(x), VzelX.

Demonstracdo: (1)=-(i1) Suponha que a primeira afirmacao seja verdadeira. Entdo, o Teorema do

Ponto Fixo de Banach garante que 7' tem um tnico ponto fixo, digamos z € X. Definamos
o(x)=d(x,z), VzelX.
Como d é uma métricaem X, ¢ : X — [0, 0o) estd bem definida. Além disso, temos que
b(z) = d(z,2) = 0= = = 7' ({0}).
Pela unicidade de z, segue que ¢~1({0}) é um conjunto unitédrio. Resta verificar que
o(Tz) < ag(x), VzelX.

Temos que

O(Tx)=d(Tz,z) =d(Tx, Tz) < ad(z, 2) = ag(x).

Portanto, ¢(Tz) < a¢(x),Vz € X.

(11)=-(1) Suponha que a segunda afirmacdo seja verdadeira. Definamos

o(x)+oly), x#y
0, z=uy.

d(z,y) =

Entdo, d é uma métrica em X. De fato, temos que d estd bem definida, pois ¢ : X — [0, 00) e
se (z,y) = (z, w) entdo d(z, y) = d(z, w). Sejam z, y, w € X. Verifiquemos (M1), (M2) e
(M3):
(M1) Temos que

d(z,y) =0 ¢(z) + ¢(y) =0 = ¢(x) = —o(y).

Como ¢(z) > 0,V x € X, temos

o(r) = —o(y) & ¢(x) = ¢(y) = 0.
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Logo, z, y € ¢ *({0}). Como ¢~ '({0}) é um conjunto unitério, entdo r = y. Portanto,
d(x,y) = 0 se, e somente se, x = .

(M2) Temos que
d(z,y) = ¢(z) + o(y) = o(y) + ¢(x) = d(y, ).
Portanto, d(z, y) = d(y, z).
(M3) Temos que
d(z, y) = ¢(z) + d(y)
< ¢(x) + ¢(w) + d(w) + 6(y)
= (¢(z) + o(w)) + (¢(w) + ¢(y)) = d(x, w) + d(w, y).

Portanto, d(z, y) < d(z, w) + d(w, y). Agora, verifiquemos que 7' é uma contra¢do. Temos que
d(Tz, Ty) = ¢(Tx) + (Ty) < ad(x) + ad(y) = a(d(x) + ¢(y)) = ad(z, y).

Logo, d(Tx, Ty) < ad(z, y). Portanto, 7' € uma contra¢do com constante a. Seja (z,) C X
uma sequéncia de Cauchy. Se tal sequéncia tiver apenas um numero finito de termos distintos,
ela converge. Portanto, podemos assumir que contém infinitos termos distintos. Entdo existe uma

subsequéncia (x,, ) de elementos distintos e, portanto, como
ATy, Tn,,) = O(@n,) + G(@n,,),
e uma vez que a sequéncia (x,,) é de Cauchy, segue que
(2, ) — 0.
Como por hipétese existe tnico z € X tal que ¢(z) = 0, segue que
d(xp,, z) — 0,
e, portanto, pelo Teorema 2.3.3, x,, — z. Ou seja, (x,,) converge para um elemento de X.

Portanto, X € um espaco métrico completo. O

Agora vamos dar a demonstracdo do Teorema 3.6.1, sendo suficiente produzir uma
funcdo ¢ do Lema 3.6.1. Para tal, vamos fazer uso do Lema de Zorn (Ver Apéndice A, Lema
A.l).

Agora daremos uma prova da parte (2) do Teorema 3.6.1.
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Demonstracao do Teorema 3.6.1: Seja z € X um ponto fixo de 7™, conforme garantido pela

parte (2) do teorema. A unicidade entdo implica que
z="1Tz,

e pela parte (1) z € um tnico ponto fixo de cada iterada de 7.
Para uma dada fung¢io ¢ definida em um subconjunto de X, denotemos por D, seu dominio de

defini¢do e seja o conjunto
Q={¢p:Dy —[0,00)|]z € Dy C X, *({0}) = 2,T(Dy) C Dged(Tx) < ad(z), Vo € Dy}
Notemos que, para o dado z, se definimos

Dy ={z}, ¢"(z) =0,

entdo, ¢* € (). Logo, a colecdo 2 é ndo vazia. Agora, definamos uma relacdo de ordem parcial

no conjunto {2 da seguinte forma:

¢p1=¢s & Dy CDy, e ¢a|p, =1

Se €y é uma cadeia, ou seja, um conjunto totalmente ordenado, em ({2, <), entdo o conjunto

D= J Dy

$€Qo

€ um conjunto 7-invariante, ele contém z e se definirmos
YD — 0, 00)

por
(x) = o(x), € Dy,

entdo v € um limitante superior para {2 com dominio D,, = D. Consequentemente, pelo Lema

de Zorn, existe um elemento maximal
¢0 . DO = D¢0 — [0, OO)

em (€2, <). Mostremos agora que Dy = X, completando assim a demonstragio da parte (2) do

Teorema. Suponha por absurdo que Dy # X. Seja xg € X \ Dy e considere o conjunto

O={T"zn=0, 1, 2,...}.



49

Se
ONDy=0,
entdo os elementos T"xy, comn =0, 1, 2,..., devem ser distintos, caso contrario z € O.
Definamos
Dy, =0UDy, ¢|p, = po, p(T"x9) =a", n=0, 1, 2,....
Entao,

¢€Q7 ¢7é¢0 ¢Oj¢7

um absurdo, pois ¢y € o elemento maximal. Portanto,
O N Dy # 0.
Agora, tomamos
m = min{n|T"zy € Dy},

entdo T 'z ¢ D,. Defina
Dy = {T™ x5} U Dy.

Entao,

T(Dqg) = {Tml‘g} U T(D()) C Dy C D¢.

Logo, D ¢ T-invariante e contém z. Defina ¢ : Dy — [0, 00), como segue:

° ¢|D0 = ¢0'

e Se Tz = z, definimos ¢(T™ 'zg) = 1.
Tm

.+ Se Ty £ 2, definimos ¢(T™1zy) = 20T %0)
«

Em ambos o0s casos ¢ € €2, ¢ # ¢ e ¢y = ¢, 0 que gera uma contradicdo com a maximalidade
de ¢¢. Portanto, podemos inferir que Dy = X. Aplicando o Lema 3.6.1 completa a prova da

parte (2) do Teorema 3.6.1. O

O nosso objetivo nesta se¢do era apresentar o resultado de Bessaga, que em 1959 provou
a parte (2) do Teorema 3.6.1, aqui ndo apresentamos a demonstracdo da parte (1) do Teorema

3.6.1, mas ela pode ser consultada em Deimling (2010).
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4 APLICACOES

Neste capitulo, apresentaremos algumas aplicacdes do Teorema do Ponto Fixo de
Banach. Nesta primeira secdo, apresentaremos o método de Newton. Para as outras trés secdes,
consideramos trés campos importantes de aplicagdo do teorema, a saber, equacdes algébricas
lineares, em que apresentaremos a Iteracdo de Jacobi e a iteracdo de Gauss-Seidel (Secao 4.2),
equacdes diferenciais ordindrias, em que apresentaremos o Teorema de Existéncia e Unicidade
de Picard (Secdo 4.3) e equacdes integrais, em que apresentaremos os Teoremas de Fredholm e
Volterra (Secao 4.4). Existem outras aplica¢des (por exemplo, em equacdes diferenciais parciais)

cuja discussdo exigiria mais pré-requisitos.
4.1 METODO DE NEWTON

Nesta primeira se¢io iremos apresentar, sob a visdo do Teorema do Ponto Fixo de
Banach, o Método de Newton ou como também é conhecido Método de Newton-Raphson.
E um método em que utiliza derivadas para estimar as raizes de uma funcio, ou seja, solucdes
aproximadas de zeros de uma funcdo. Os resultados desta secdo sao baseados na referéncia
Trindade (2019).

Seja f : R — R uma funcio da qual desejamos encontrar os zeros, ou seja, encontrar
solugdes da equagdo f(Z) = 0. A Figura 5 mostra a representaco grifica do método de Newton
para uma funcdo f qualquer, em que temos a reta tangente a fung¢do f passando pelo ponto
(n, f(x,)), com inclinagdo f'(z,,).

O Método de Newton é um método iterativo, que, para ser iniciado, necessitamos da
aproximagao inicial z,, e cuja proxima iteracdo x,; € obtida tomando o ponto de intersecao

dessa reta tangente com o eixo x. Sabemos que a equacdo desta reta tangente é dada por

y = fan) + f(2n)(z — 2n),

entdo, se y = 0 e f'(z,) # 0, temos

— f(@n)

Obtemos assim o método de Newton que fornece z,, 1 como uma aproximagao para a

raiz z, dada por
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Figura 5 — Método iterativo de Newton

}( b (Inx

Fonte: Autoria propria.

em que a cada itera¢do, esperamos nos aproximar cada vez mais do zero da fun¢do f. Com isso,
temos que, encontrar solu¢des para f(Z) = 0 é equivalente a encontrar solugdes para

f(2)

f1(&)’

com f’(z) # 0. De tal maneira, que se torna um problema de ponto fixo para o problema de

T=2—

encontrar zeros de fungdes. Para isso, seja T : [a, b] — R uma aplicagdo dada por

f(z)

Te =x— =

f'(@)’
com f' # 0 em [a, b]. Para que seja possivel aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach,

precisaremos estabelecer algumas condi¢des sobre a aplicagcdo 7', que serdo apresentadas em trés

lemas. Mostremos primeiro a contratividade de 7'.

Lema 4.1.1. Seja f : [a, b] — R duas vezes diferencidvel e f' # 0 em |a, b]. Se existir o, com
0 < a< 1, tal que

<a, Vz€la,bl 4.1

'f (z)f" ()
(f'(2))?

entdo a aplicacdo T, dada acima, é contracdo.
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Demonstracdo: Sejam x, y € [a,b], temos que

Ty To—y— f() (TFC)/ [ t]dt

(0)F(t —f( V1t C(FOP - F00)
D)2 ]dt /[1 ) i

(1)

)2} it

(ff
ft)
f/

11+
f//

Dai, de (4.1), temos que

ff" ()

Ty =Tl = (PO

dt

e =[]
§/:adt:a(y—x)

<aly— x|

Portanto, 7' € uma contragao. O

Assim, temos uma contragdo. Mas, para que o Teorema do Ponto Fixo de Banach
possa ser aplicado, precisamos garantir que 7" esteja bem definida, ou seja, que 7" leva pontos
do intervalo [a, b] para [a, b]. Para este resultado, apresentaremos dois lemas para os quais

consideremos, apenas para simplificacao de notagao,

b+a b—a
2 2

T =

Lema4.1.2. y € [a, b] y—T| <A\

Demonstragdo: Sejam y € R e [a, b] um intervalo. Entdo,

agygb@a—f—asygb;b@a—b—;a—i—bgyg%
<:>0L—b_’__< <b—a+_<:>a—b< _<b—a
g T PEYsETTTET Ty s TEe T

o b—a < __<b—a
g ) =YY=

O Lema 4.1.2 € um resultado simples, contudo ser4 ttil para a demonstra¢do do Lema

4.1.3, que garantird que T estd bem definida, ou seja, a, b].
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Lema 4.1.3. Seja f : [a, b — R diferencidvel, com ' # 0 em [a, b]. Se existir o, com

0 < a <, tal que

entdo, T([a, b)) C [a, b).

Demonstragdo: Seja = € [a, b, aplicando 7" em Z, temos

@ e, f(@
T:t:—x—f/(f) = x—Tx—i-f/(E).
Dai, dos Lemas 4.1.1, 4.1.2 e por (4.2), temos que
|Tx —Z| = Tx—TE—%’ <|Tx—Tz| + ff/((?)
§a|x—f|+‘]{,((?)‘ <alr -7+ (1—a)A
<ad+ (1 —a)d =\,

4.2)

em que na segunda desigualdade foi usado o Lema 4.1.1. Assim, temos que |7z — Z| < A. Dai,

novamente pelo Lema 4.1.2, temos que T’z € [a, b]. Portanto, T" leva pontos de [a, b] em [a, b].

O

Os Lemas 4.1.1,4.1.2 e 4.1.3 fornecem as condi¢des suficientes para que a aplicagdo T’

seja uma contracao e esteja bem definida, e assim podemos aplicar o Teorema do Ponto Fixo de

Banach, que nos fornece o seguinte resultado.

Teorema 4.1.1 (Método de Newton). Se f : [a, b] — R é, pelo menos, duas vezes diferencidvel,

com f'(x) #0e f(a)f(b) <0, entdo f possuird um zero z, tinico, num dado intervalo [a, b se

existir a, com 0 < o < 1 tal que

f(@)f"(x)

—— 1 <a, Vzé€lal,

e .
e, se

/()
< (1—a)A,
Pl <0-a
Neste caso, tem-se & = lim (z,,), com x,, € [a, b], determinada iterativamente por
n—oo
Tpp1 =Txy =2, — ]{1/(((;”))7 Vn >0,

com xg € |a, b] fixado.

4.3)

4.4)
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Finalizamos essa se¢do com um exemplo do Método de Newton para encontrar o valor

aproximado da raiz quadrada de 2.

Exemplo 4.1.1 (Raiz quadrada). Usando o Método de Newton, vamos determinar um valor
aproximado para /2 calculando o zero positivo da funcdo f (x) = x? — 2. Mas, para usarmos o
Teorema 4.1.1 devemos encontrar um intervalo |a, b| e um niimero real o, com 0 < a < 1, de
forma que a funcdo [ cumpra as condicoes (4.3) e (4.4) do teorema. Para isso, calculando suas
derivadas, temos f'(x) = 2z e f"(x) = 2. Agora, precisamos determinar um intervalo em que f

se anule. Vejamos que
f)=1"-2=-1<0 e f(2)=2"-2=2>0.

Pela continuidade de f, entre 1 e 2 temos uma raiz positiva' de f. Dessa forma, tomando

[a, b] = [1, 2] e & = 1/2 as condicdes (4.3) e (4.4) sdo satisfeitas. De fato,

f@)f'(@)| _|@*=2)-2| _|#2=2] |1 _1]_1
(f(z)? | 42 222 | |2 22| T2
Também,
_ 3 1
5 I 1 1 /2-1 1
f@ IR il _ L gk
() f'(3) 3 12 2 2 4
Portanto, podemos aplicar o método de Newton. Usando a sequéncia iterativa
n =T n— dn T L7\
Tt =R )
comecando de xq = 1, temos:
12-2 3
—1— =2 =15
I 2.1 2 I
(1,5)2-2 17
=15—-——"7——=_— =141 ;
T D 515 5 ,4166666667;
1,4166666667)% —2 557
x3 = 1,4166666667 — (1, ) = — = 1,4142568628;

2.1,4166666667 408
(1,4142568628)% — 2
2. 1,4142568628
(1,41421356303)% — 2
2. 1,41421356303

x4 = 1,4142568628 —

= 1,41421356303;

x5 = 1,41421356303 —

= 1,41421356237;

Percebemos que na quinta iteracdo jd conseguimos uma aproximagcdo para \/2 com erro 0.03125

dada pela estimativa a posteriori (3.6).

' Veja o Apéndice A, Teorema A.2
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4.2  APLICACAO DO TEOREMA DE BANACH AS EQUACOES LINEARES

O Teorema do Ponto Fixo de Banach tem aplicagdes importantes para métodos de
iteracdo para resolver sistemas de equacdes algébricas lineares e produz condi¢des suficientes
para convergéncia e limites de erro.

Sabemos que existem varios métodos diretos para resolver esses sistemas lineares;
um exemplo bem familiar € o método de eliminacdo de Gauss (aproximadamente, uma versao
sistemadtica da eliminagdo ensinada na escola). No entanto, uma iteracdo, ou método indireto,
pode ser mais eficiente se o sistema for especial, por exemplo, se for esparso.

Como vimos no Capitulo 3, para que o Teorema do Ponto Fixo de Banach possa ser
aplicado, precisamos de um espaco métrico completo e uma contracao definida nesse espaco.

Consideremos o conjunto X de todas as n-uplas ordenadas de niimeros reais, da forma

x:(glu"wén)’ y:(7717~-a77n)7 Z:(Clw"agn)a

Agora, definimos em X uma métrica d dada por
d(z, z) = max & — Gl (4.5)

Sabemos, pelo Exemplo 2.4.2, que X = (X, d) é completo. Agora, definimos em X a
aplicacdo 7' : X — X, dada por

y=Tz=Cz+b, (4.6)

emque C' = (cjk) é uma matriz n X n real, fixa, e b € X um vetor fixo.
Queremos saber sobre quais condi¢des a aplicagdo 7' € uma contragdo, para que o
Teorema do Ponto Fixo de Banach possa ser aplicado. Para isso, escrevendo (4.6) em suas

componentes, temos que
n

n=>_ cinbe+ B,

k=1
paraj =1,..., n,sendo b = (3;). Tomemos agora outra n-upla w = (w;) = Tz, em que

n

wi =Yy + B,

k=1
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paraj = 1,..., n. Dai, das equacdes (4.5) e (4.6), temos que

> i+ B — (Z CjkCr + 5;‘)
K1 k=1

< mjaxz |Cjk||(§k - Ck)|
k=1

d(y, w) = d(Tx, Tz) = max|n; — w;| = max
J J

n

> enl& = G)

k=1

n
< max|(& — )| mjaxl; e

= max

=d(x, 2) maxz lcikl-
—
Portanto, d(y, w) = d(Tz, Tz) < ad(z, z), onde
a= maxz ikl 4.7)
J
k=1

Agora que temos o espago métrico completo X e a aplicacdo contracao 7' definida em
X, podemos aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach para obter o seguinte resultado para

sistemas de equacgdes lineares, com a notacdo ja indicada acima.

Teorema 4.2.1 (Equacoes Lineares). Seja um sistema

r=Czr+b (4.8)
com C = (c;i,) e b dados, de n equagdes lineares em n incognitas &1, . . . &, (as coordenadas de
x) que satisfaz

D lewl <1 (G=1,....n). (4.9)
k=1

Entdo, este sistema tem precisamente uma solucdo x. Esta solu¢do pode ser obtida como o limite

da sequénica iterativa (9, Y @ ), em que %) é arbitrdrio e

™) = 0™ b om=0,1,.... (4.10)

As estimativas de erro sdo dadas por

d(z™, 2) < ——d(x" D, 2M) < S —d(2®, z0). (4.11)

l-«a
Obtemos (4.10) a partir da sequéncia iterativa, na qual temos que (™ = Tz(m=1),

e (4.11) é consequéncia do Coroldrio (3.2.1), onde a primeira desigualdade € a estimativa a

posteriori e a segunda desigualdade € a estimativa a priori.
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A condicdo (4.9) € suficiente para a convergéncia. Essa condi¢do é chamada de critério
de soma de linhas.
Vejamos agora, como que o Teorema 4.2.1 esta relacionado aos métodos usados na

pratica. Um sistema de n equacdes lineares em n incdgnitas € geralmente escrito na forma
Ar = ¢, (4.12)

em que A é uma matriz quadrada n x n com A = (a,;). Muitos métodos iterativos para (4.12)
com detA # 0 sdo tais que se escreve A = B — G com uma matriz ndo singular adequada B.

Entdo, substituindo em (4.12), temos que
Brxr=Gx+c

ou

r =BGz +c).

Isso sugere a forma da iteragdo (4.10), onde
C=B"'G, b=B"c (4.13)

Vamos ilustrar isso com dois métodos padrdes, a iteracdo de Jacobi e a iteragcdo de

Gauss-Seidel, amplamente usada em Matemdtica Aplicada.
4.2.1 Tteracdo de Jacobi

Este método de iteracdo é definido por

n

1 o _¢(m)
g = — | 2™ =1, (4.14)
jj k=1
k#j
em que ¢ = (;) descrita na equagdo (4.12) e assumimos a;; # 0 para j = 1,...,n. A expressdo

(4.14) pode ser escrita na forma (4.10) com
C=-DYA-D) e b=D"'c (4.15)

em que D = diag(a,;) donde existe a inversa D~!. De fato, se Az = ¢, queremos obter C' e b

tal que x = C'z + b. Assim, fazemos

v=Ir—D'c+D'c=1Ir— D 'Ax)+ D 'c

=-DYAz)+Iz+D''e=—-D*A—D)x+ D 'c=Cx+b,
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emque C = —-D"'Y(A-D)eb= D"'c.
A condi¢io (4.9) aplicada a C' em (4.15) € suficiente para a convergéncia da iteragcdo de
Jacobi. Como C' em (4.15) € relativamente simples, podemos expressar (4.9) diretamente em

termos dos elementos de A. O resultado € o critério de soma de linhas para a iteracido de Jacobi

n
%k

<1, j=1,...,m, (4.16)

j—1 | Qi
k#j

ou ainda

n
Z|ajk|<|ajj|a j=1,...,n
k

=1
k#j

4.2.2 Tteracdo de Gauss-Seidel

A iteracdo de Gauss-Seidel € um método de correcdes sucessivas, em que a cada instante

sdo utilizadas todas as ultimas componentes conhecidas. O método é definido por

—1 n
" 1 N m "
40 = (= S = 3 ) 1
17 k=1

) _
k=j+1
com j = 1,..., n e novamente assumimos que a,; 7 0 para todo j.

Obtemos uma forma matricial de (4.17) escrevendo
A=—-L+D-U,

em que D = diag(a;;), como na iteragdo de Jacobi, L e U sdo matrizes triangulares inferior e
superior, respectivamente, com os elementos das diagonais principais todos iguais a zero e os
demais elementos respectivos sdo as entradas —a i, lembrando que A = (ajk), € os sinais de

menos apenas por uma questdo de convengdo e conveniéncia. Assim, de (4.12), obtemos
(—L+D—-U)r=c=Dx=c+ Lx+Ux.

Agora imaginamos que cada equacdo em (4.17) € multiplicada por a;;. Entdo podemos escrever

o sistema resultante na forma
D™t = ¢ 4 L) 4 g,

ou

(D — L)2™ ) = c 4 Uz™.
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Multiplicando por (D — L)™', obtemos (4.10) com
C=(D-L)"'U, b=(D-L)"c (4.18)

Como (' é complicada para obtermos a condi¢do que garante a aplicagdo do Teorema
do Ponto Fixo de Banach, apenas mencionamos que a condi¢do (4.9) aplicada a C' em (4.18) é
suficiente para a convergéncia da iteragdo de Gauss-Seidel, de tal maneira que a condicao (4.16)
¢ suficiente para que a iteracdo de Gauss-Seidel seja aplicada. Mais detalhes e referéncias podem
ser encontrados em Kreyszig (1991). Contudo, ao final dessa sec@o esperamos ter dado uma

ideia da importincia e aplicacdo do Teorema do Ponto Fixo de Banach nessa area.
4.3 APLICACAO DO TEOREMA DE BANACH AS EQUACOES DIFERENCIAIS

As aplicacdes mais interessantes do Teorema do Ponto Fixo de Banach surgem em
conexdo com espacos de funcdes. Nesta secdo, iremos aplicar o Teorema do Ponto Fixo de
Banach para demonstrar o Teorema Picard, que garante existéncia e unicidade de solucdo para
equacdes diferenciais ordindrias. Os resultados dessa secdo sdo baseados na referéncia Kreyszig
(1991).

De fato, consideramos o problema de valor inicial, dado por

T = f(t> l‘)

I(to) =29

(4.19)

aqui, 2’ € a derivada de primeira ordem e x(fy) = xo é a condi¢ao inicial, onde ¢y e o sdo
ndmeros reais dados.

A ideia aqui € transformar o problema de valor inicial acima em algo equivalente de
modo que possamos encaixar nas hipéteses do Teorema do Ponto Fixo de Banach para poder
aplicé-lo. Mais precisamente, a (4.19) serd convertida em uma equacao integral, que define uma
aplicacdo 7', e as condi¢des do teorema implicardo que 7' € uma contragdo, tal que seu ponto
fixo torna-se a solu¢c@o do nosso problema.

Primeiramente, vamos transformar o problema (4.19) em um problema de resolugdo de

equacao integral. Vejamos o lema a seguir.

Lema 4.3.1. Todo problema do tipo (4.19), com f : U — R continua no aberto U, tem uma

equagdo integral correspondente, isto é, uma fungdo continuamente diferencidvel v : I — R é
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solucdo do PVI (4.19) se, e somente se, é solucdo da equacdo

¢
x(t) = xo + / f(r,yz(r))dr, Vtel. (4.20)
to

Demonstracio: (=) Suponha que u € soluc@o do problema (4.19), ou seja, u satisfaz

u(ty) = xo.

Como f € continua em [, pelo T.F.C. (Ver Apéndice A, Teorema A.5), temos

/t W' (1) dr = u(t) — u(ty) = u(t) = u(ty) +/ u'(r)dr Vtel.

to

Mas, u € solucao de (4.19), entdo

u(t) = o —l—/t f(r, u(r)) dr.

(<) Agora, suponha que u : I — R é continua e satisfaz (4.20), entdo

t
u(t) = xo +/ f(r, u(r)) dr.
to
Logo,
to
u(to) = xo + / f(r,u(r)) dr = 29 + 0 = xq.
to
Derivando u em ¢t € I, obtemos
d d d t
—(u(t)) = — — dr | .
o) = gt + 5 ([ sruie ar)
Pelo T.E.C. (Ver Apéndice A, Teorema A.4), temos que
u'(t) = f(t, ult))

Portanto, u € solugdo de (4.19). O

O Lema 4.3.1 nos diz que resolver a equacao integral (4.20) é equivalente a resolver
o PVI (4.19). Este resultado, nos sera qtil para a demonstracao do Teorema de Picard que

enunciaremos a seguir.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Existéncia e Unicidade de Picard). Seja f uma funcdo continua

no retangulo (Figura 6)

R=A(t,x) | |t —to| < a, |x— x| < b},
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Figura 6 — O retangulo R

Ty + b=

ry — b=

ty —a i ipta
Fonte: Autoria prépria.

e assim, limitada em R, ou seja, existe c > 0 tal que
|f(t,z)|<c V(tx)€R. 4.21)

Suponha que f satisfaca uma condicdo de Lipschitz em R com relagdo ao seu segundo argumento,
ou seja, existe uma constante k (constante de Lipschitz) tal que para quaisquer (t, x), (t,v) € R
vale

[f(t, 2) = f(t, v)] < K|z —of. (4.22)

Entdo, o problema de valor inicial (4.19) tem solugdo tinica. Essa solu¢do existe em um intervalo
[to - 57 2f(] + ﬁ]’ em que
b 1
£ < min {a, -, —} : (4.23)
¢ k

Demonstragdo: Seja C'(J) o espaco métrico de todas as fun¢des continuas a valores reais definidas

no intervalo J = [ty — 3, to + (] com a métrica d definida por

d(z, y) = max|a(t) — y(0)]

C'(J) é completo, como sabemos do Exemplo 2.4.3. Seja Co subespago de C'(J) consistindo de

todas aquelas fun¢oes x € C'(J) que satisfazem
|x(t) — x| < B, Vte (4.24)

Temos que, C é fechado em C (J). De fato, seja x,, em C' e suponha que x,, — x. Como
T, To € C,entdo |z, (t) — xo| < ¢f, ¥Vt € J. Tomando o limite n. — oo, temos |z (t) — | <
¢B, ¥t € J. Portanto, z € C e C é fechado em C pelo Teorema 2.2.2, de modo que C' é

completo pelo Teorema 2.3.5. Construiremos agora a aplicag¢do 7'. Por integracao, (4.19) pode
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ser escrita por x = T'x, sendo 1" : C — C definida por
t
x(t) = xo +/ f(ryz(r))dr, Vteld (4.25)
to

Observe que, pelo Lema 4.3.1, os pontos fixos de 7" sdo solucdes para o problema (4.19). Agora,
temos que, para todo x € C, T estd bem definida, pois ¢3 < b por (4.23), de modo que se x € C,

entdo 7 € Je (1, z(7)) € R, e aintegral em (4.25) existe, pois f é continua em R. Além disso,

< / \F(r, 2(7))] dr

t
gc/ dr < c|t —to] < cf.

to

podemos usar (4.25) e (4.21), obtendo

ITe(t) — o] =

f(r, z(7)) dr

Logo, Tx € C.Ou seja, 1" : C — C est4 bem definida.

Agora, mostremos que 7' € uma contragdo em C. Pela condi¢do de Lipschitz (4.22), para

Ty + /t:f(T, x(7)) dr — (:1:0 + /t:f(T, v(T)) dT)

t

[f(T 2(1)) = f(7, o(7))] dr

T, VE C’, temos

T (t) — To(t)| =

/yfm« — f(ro(r ))]d7<k/]x )= o(r)| dr

< kmax |z(1) — U(T)\/ dr < kmaJX|:1c(T) —o(7)||t — to]
to TE

TeJ

= k|t — told(z, v) < kBd(z,v).

Como a ultima desigualdade ndo depende de ¢, podemos tomar o maximo no lado esquerdo com

t € J. Assim, obtemos

d(Tz, Tv) < ad(z, v),

sendo a = kf3. De (4.23), sabemos que o = k3 < 1, ou seja, T' é de fato uma contracdo em C.
Logo, pelo Teorema 3.2.1, 7' tem um dnico ponto fixo x € C, isto é, uma funcdo continua x em

J satisfazendo x = T'x. Escrevendo x = T'x, temos por (4.25), que
t
z(t) = xo +/ f(ryz(r))dr, Vtel (4.26)
to

Como (7, z(7)) € Re f é continua em R, (4.26) pode ser diferenciada (T.F.C.). Portanto, = é

ainda diferencidvel e satisfaz (4.19). Reciprocamente, toda solucio de (4.19) satisfaz (4.26). Isso
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equivale a existéncia de uma tnica solucao para o problema (4.19). O

O Teorema do Ponto Fixo de Banach também implica que a solucdo z de (4.19) € o

limite da sequéncia (z¢, x1,...) obtida pela iteracdo de Picard

t
() = 70 + / f (7, 2a(r)) dr, @27)
to

emquen=20,1,....
Finalizamos essa se¢do com um exemplo, onde usaremos o Teorema de Picard 4.3.1 para
garantir existéncia e unicidade de solugdo e através da iteragdo de Picard (4.27), encontraremos

a tnica solucao para o problema de valor inicial dado.

Exemplo 4.3.1. Considere o problema de valor inicial

(1)
(0)

2(z(t) + 1) 428)
0

definido no aberto U C R? tal que [—a, a] x [—b, b] C U. Seja a funcdo f : U — R, dada
por f(t,y) = 2(y + 1). Temos que f é continua, limitada e Lipschitziana em relagdo a segunda
varidvel. Entdo, pelo Teorema de Picard 4.3.1, (4.28) tem uma tinica solucdo num intervalo
J = [to — B, to + 5] e podemos usar a iteracdo de Picard (4.27) para encontrar esta solugdo.

Pelo Lema 4.3.1 obtemos que a equacdo integral equivalente a (4.28) é:

x(t) = /0 2(z(1) +1) dr.

Usando o método iterativo,

Tpa1(t) = /0 2(z, (1) + 1) dr.

Analisemos algumas de suas iteradas, comecando de x(t) = 0, temos:

t
/ 2dr = 2t;
0
(2t)”

zo(t) :/OtQ(Zlil(T) +1)dr = /Ot2(27' + 1) dr = —— + 2t;

2l
zvg(t)Z/OtQ(ﬂfg(T)—l—l) dT:/OtQ(@—FQT—i—l) ar— G0° L CO% o

x1(t) :/0 2(xo(7) + 1) dr

2 3! 2!

Prosseguindo dessa forma obtemos uma sequéncia (x,,(t)), dada por
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Logo, a solugdo exata é dada por

oo koo k
w(t) = lim 2,(H) = > (2]:!) (2]:!) e,

n—oo
k=1 k=0

Portanto, a solugcdo do PVI (4.28) é:
r(t)=e*—1. VteJ

A Figura 7 mostra o grdfico de x5(t), x19(t) e x(t), a solugdo exata.
Figura 7 — Grafico de x5 (¢), z10(t) e x(t)
L z(t)

1000

— x(t)
500 r T5(t)

T1a(t)

=500 -

Fonte: Autoria propria.

4.4 APLICACAO DO TEOREMA DE BANACH AS EQUACOES INTEGRAIS

O Teorema do Ponto Fixo de Banach também € uma fonte de teoremas de existéncia e
unicidade para equagdes integrais. Nesta secdo, aplicaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach
para encontrar solucdes de dois tipos de equagdes integrais, as chamadas equacdes integrais de
Fredholm do segundo tipo e as equagOes integrais de Volterra do segundo tipo. Os resultados
dessa secdo sdo baseados na referéncia Kreyszig (1991).

Uma equagao integral da forma

b
x(t) — u/ k(t, T)x(T) dr = v(t) (4.29)

é chamada de equacdo de Fredholm do segundo tipo®. Aqui, [a, b] é um intervalo dado, = é uma

2

A presenga do termo z(t) nos permite aplicar a iteragdo, como mostra o Teorema 4.4.1. Uma equaco sem esse
termo € da forma

b
/ k(t, T)x(t) dr = v(t)

e ¢ dita ser do primeiro tipo.
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funcdo em [a, b] que é desconhecida e i é um pardmetro. O niicleo & da equagdo é uma fungéo

dada no quadrado G = [a, b] X [a, b] (Figura 8) e v é uma funcdo dada em [a, b].

Figura 8 — Dominio da definicdo GG do nicleo i na equagio
integral (4.29) em que a e b sao positivos

T

Fonte: Autoria prépria.

A ideia é encontrar uma aplicagdo 7' que seja uma contracdo num espaco métrico
completo e aplicar o teorema, de modo que o ponto fixo seja a solucao da equagdo integral.

As equacdes integrais podem ser consideradas em vérios espagos de fungdes. Nesta
se¢do consideramos (4.29) em Cla, b], o espago de todas as fungdes continuas definidas no
intervalo J = [a, b] com a métrica d dada por

d(x,y) = max |z(t) — y(t)|. (4.30)

teJ

Sabemos que C/[a, b] é completo (Exemplo 2.4.3). Assumimos que v € Cla, bl e k é

continua em G. Entdo k£ é uma funcdo limitada em G, ou seja, existe ¢ > 0 tal que
k(t,7) <ec, V(t,T)EG. (4.31)
Temos que (4.29) pode ser escrita como x = T'x, sendo 7" dada por
b
Ta(t) = v(t) + / k(t, T)a(r) dr, Vite . 4.32)

Como v e k sdo continuas, (4.32) define um operador 7" : Cla, b] — C|a, b]. De fato, seja
to € [a, b] e t, —> toem [a, b]. Como k é continua, dado € > 0, existe § > 0 tal que se u, = # 0,

temos

€

[tn —to] <0 = |k(tn, 7) — k(to, 7)| < =——77—,
2| pf[|[|b — af

V1€ la,bl.
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. . . ) . €
Assim, como v é continua, se n € suficientemente grande, temos |v(t,) — v(to)| < 3¢

|Tx(t,) — Tx(to)] = |v(t,) — v(to) + ,u/b[k:(tn, T) — k(to, 7)|x(7) dr

< lo(ta) = o)+ Il [ [k(ta, 7) = Ko, 7l |a()]| dr

b

€ €

<5+ |u|||1‘||/ S = 4T
2 a 2lplllz][b = al
€ €

=5 T lellzllfb —al - S
2 2|pl |16 — al
€ n €

=—+_-=c
2 2

Portanto, 7'z é continua em [a, b, ou seja, 1" leva pontos de C'[a, b] em C|[a, b]. Assim, a aplicacdo
T estd bem definida. Agora, iremos impor uma condi¢cdo em p para que 7' seja uma contracgao.

Para z, y € Cla, b] e de (4.30), (4.31) e (4.32), temos

d(Tz, Ty) = max|Tz(t) — Ty(t)|
b

= max
teJ

v(t) + u/abk:(t, T)x(T) dT — (v(t) +,u/ k(t, T)y(T) dr)‘

a

b b
/ k(t, Dl(r) — ()] dr| < [ max / k(t, T)|e(r) — y(r)| dr

- Iy
b b
<l [ elalr) = y(r)] dr < Jule | maxla(o) - yio)] dr

b
= |ulemax|z(o) — y(o)| / dr = |plcd(z, y)(b - a).

Portanto, temos que d(T'z, Ty) < ad(z, y), em que o = |p|c(b — a). Assim, T" torna-se uma

contracdo se o < 1, ou seja,
1

c(b—a)

Com isso, estamos em condicdes de aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, o qual

(4.33)

| <

fornece o resultado a seguir.

Teorema 4.4.1 (Equacao Integral de Fredholm). Suponha que k e v em (4.29) sejam continuas
em J x JeJ=a,b] respectivamente, e assuma que [ satisfaz (4.33) com c definido em (4.31).
Entdo (4.29) tem uma uinica solugdo x em J. Essa funcdo x é o limite da sequéncia iterativa

(o, x1,...), em que o é qualquer fun¢do continua em J e paran =0, 1,...,

Ty (t) = v(t) + u/ k(t, T)x,(7) dr. (4.34)
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Agora, consideremos a equacao integral de Volterra,

x(t) — p/t k(t, )z (T) dr = v(t). (4.35)

A diferenca entre (4.29) e (4.35) é que em (4.29) o limite superior da integracao b é constante,
enquanto aqui em (4.35) € varidvel. Isso € essencial no sentido que agora, sem qualquer restricao

em /i, obtemos um novo teorema de existéncia e unicidade.

Teorema 4.4.2 (Equacao Integral de Volterra). Suponha que v em (4.35) seja continua em
[a, b] e o niicleo k é continua na regido triangular R no plano-tT dado pora <1 <t,a <t <b
(Figura 9). Entdo, (4.35) tem uma tinica solugdo x em [a, b] para todo p.

Figura 9 — Regiao triangular R do Teorema 4.4.2 no caso de
a e b positivos

T

apE

Fonte: Autoria propria.

Demonstragdo: Vimos que a equacdo (4.35) pode ser escrita como x = Tz, com T : Ca, b] —
C'a, b] definida por
t
Tx(t) =v(t) + u/ k(t, T)x(r) dr, Vte]la,b]. (4.36)

Como k € continua em R e R é fechado e limitado, entdao £ € uma func¢ao limitada em R, ou seja,
existe ¢ > 0 tal que

k(t,7)| <c, V(t7)€R.

Utilizando-se (4.30), segue-se que para todo z, y € Cla, b

o0+ [ k710051t (w04 [ bt 000 )|
[ ki)~ wir

[Tx(t) — Ty(t)| =

= 14l <1 / Ikt )la(r) — y(r)]| dr

< |led(x, y) / dr = |ule(t — a)d(z, y).

(4.37)
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Observamos que esse resultado € similiar ao encontrado para a equacao de Fredholm, mas repare
que nesse caso aparece a dependéncia na variavel ¢ no lado direito. Agora, mostremos, por

indugdo, que para todo inteiro m > 1,

7(t) ~ 7)) < e ). (438)

De fato, para m = 1 segue de (4.37). Suponhamos que (4.38) valha para algum m > 1. De (4.36)
e (4.38), obtemos

[T (t) — Ty (t)] = [T(T™2 () — T(T™y(1)))]

v(t) + p / k(YT () dir — (U(t) + / tk(t, 7)™y (7) dT)

= lul| [ bt T"a(r) = Ty(r)]

<lul [ 1Kt PTa(r) = Ty (r)| dr

(1 —a)™

t
< |M|/ C|M|mcde(l‘7 y) dr

mit i1 AT, y) [* m
= |p|m et (m‘ )/(T—a) dr

|m+1cm+1 d(l’7 y) (t B a)m—H
m)! m+1
(t _ a)m-i—l

(m+1)!

= |n

= |p[" e d(z, y).

Logo, por indugdo, a desigualdade (4.38) é valida para m > 1.
Usando o fato de que t — a < b — a no lado direito de (4.38) e entdo tomando o maximo sobre

t € J no lado esquerdo, obtemos de (4.38) que
d(T"z, T™y) < apd(z, y),

sendo
(b—a)m
m!

= ||

Para qualquer p fixo e m suficientemente grande, temos «,,, < 1, uma vez que

mem(f _ m
m—00 m)
ou seja, existe um m € N, tal que
mem(p m
e - am

m)
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Logo, 7™ é uma contracdo em C'[a, b] e, pelo Lema 3.2.1, 7" tem um tdnico ponto fixo. O

Repare que nesse caso ndo usamos exatamente o Teorema do Ponto Fixo de Banach e
sim uma versao desse teorema.

Finalizamos essa se¢do com um exemplo, onde usaremos o Teorema de Volterra 4.4.2
para garantir existéncia e unicidade de solu¢do para uma equacao integral e através da iteracao

(4.34), encontraremos a tnica solucdo para o problema.

Exemplo 4.4.1. Dada a equacdo integral de Volterra como segue:

t2 t
() = sen(mt?) — +/ Pra(r)dr,  0<t<1.
@ 0
t2

Temos que a equacdo acima satisfaz as hipoteses do Teorema 4.4.2, ou seja: sen(nt?) — = éuma

fungao continua em [0, 1], o niicleo k(t, 7) € continuo em R = {(t,7), 0 <7 <¢,0<t <1}

A solugdo serd determinada a partir da equagdo acima pelo método de iteracdo de ponto fixo
2

t t
punlt) = sen(rt?) = =t [ ra(r)
@ 0

Analisemos algumas de suas iteradas, comecando de x((t) = sen(rt?), temos:

t2 t t2 t
x1(t) = sen(nt*) — — +/ t*rao(7) dr = sen(nt?) — — +/ t*rsen(w7?) dr
d 0 ™ 0
sen(7t?) e + 2 ! (1 — cos(mt?))
= o) — — — (1 — cos(nt?));
T 2m ’
2

t
T9(t) = sen(mt?) — 2 +/ t* 1wy (1) dr
T 0

t2 t 7_2 1
= sen(mt?) — — +/ tir (sen(ﬂ7'2) - —+ 7'22—(1 - cos(7r7'2))) dr
0

T T T
2
= sen(mt?) — p + @(—47# — 24 4ricos(mt?) + t'a* 4 2t wsen(nt?)

1
+ 2005(7rt2))t2%(1 — cos(mt?));
2

t t
x3(t) = sen(nt?) — — +/ t* 1wy (7) dr
T 0

2 t 2 2

= sen(mt?) — — +/ tir (sen(7w2) — — + —(—47?* — 2 + 47*cos(nT?) + 7
T Jo T

+ 27%nsen(n7?) + 2003(7r72))> dr

1

t? : :
= sen(mt?) — — +1?{ ——— =321° — 167 — 247 + 327 cos(nt?) + 8t'n® — 4t*n®
™ 6476
+ 16t°7* (sen(mt?) + 167°cos(mt?) + t37° — 8t'wPcos(nt?) + 24t*7* (sen(wt?))

+ 247rcos(7rt2))> }
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Considere que para |t| < 1, a sequéncia (z,,(t)) ird convergir para x(t) = sen(mt?) — é A

Figura 10 mostra a comparagdo do resultado numérico com o resultado analitico.

Figura 10 — Grafico de z3(t) e x(t)

o6

L \  —z

Fonte: Autoria propria.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho de conclusdo de curso teve como principal objetivo enunciar € demonstrar
o Teorema do Ponto Fixo de Banach e algumas de suas versdes, assim como algumas de suas
aplicacOes para obter existéncia e unicidade de solucdes. Este teorema é um importante resultado
da teoria dos espacos métricos, que garante condi¢gdes para a existéncia e unicidade de pontos
fixos para aplicagOes que sdo contracdes em espagos métricos completos.

Primeiro apresentamos o conceito de espacos métricos e a suas principais propriedades,
em que mostramos que os espacos R" e Cla, b] sdo espagos métricos completos, resultados esses
que foram de vital importancia para o desenvolvimento do trabalho.

Seguimos o trabalho exibindo o Teorema do Ponto Fixo de Banach, sobre o qual
podemos dizer que € um resultado bastante simples de ser aplicado para obter a existéncia e
unicidade de pontos fixos para contracdes, 0s quais sdo solucdes para diversas equacoes que
podem ser transformadas em um problema de ponto fixo.

Na sequéncia, apresentamos algumas das aplicagdes do Teorema de Ponto Fixo de
Banach, em que vimos o método de Newton, importante para encontrar os zeros de funcoes,
e outra para encontrar a Unica solucdo para sistemas de equagdes lineares, sendo essa solucao
o limite da sequéncia iterativa. Também, mostramos que é uma importante ferramenta para
problemas de existéncia e unicidade de solucdes de Equacdes Diferenciais Ordindrias, mais
precisamente, para demonstrar o Teorema de Picard. Além disso, vimos que o teorema garante a
existéncia e unicidade de solugdes para equacdes integrais, mais precisamente, para as equagoes
integrais de Volterra e Fredholm.

Assim sendo, concluimos que o Teorema do Ponto Fixo de Banach tem uma grande
importancia para a rea da analise matematica, pois permite resolver uma variedade de problemas,
em que as condi¢des do teorema implicam que o ponto fixo € a tinica solu¢do do problema em
questdo. Além das aplicacdes que foram apresentadas aqui, esse teorema produz outras diversas
aplicacdes em diferentes dreas da matematica (ver, por exemplo, Brooks e Schmitt (2009)).

Por fim, tendo em vista todo o contetddo apresentado aqui, espera-se que este trabalho
sirva como base ou inspira¢do para estudos mais aprofundados do Teorema do Ponto Fixo de

Banach.
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APENDICE A - RESULTADOS UTILIZADOS
Neste apéndice compilamos os resultados que foram citados ao longo do trabalho, os

quais podem ser encontrados nas seguintes referéncias Lima (2004) e Royden e Fitzpatrick

(1988)

Teorema A.1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Seja (x,,) uma sequéncia limitada de niimeros

reais. Entdo, (x,) possui uma subsequéncia convergente.

Teorema A.2 (Teorema do Valor Intermediério). Seja f : [a, b — R uma fungdo continua. Se

fla) < d < f(b) entdo existe ¢ € [a, b] tal que f(c) =d

Teorema A.3. A imagem de um conjunto compacto por uma aplica¢do continua é um conjunto

compacto.

Teorema A.4 (Teorema Fundamental do Célculo - Parte 1). Seja f : I = [a, b] — R, continua

em 1, entdo a funcdo F : I — R, definida por

Fla) = / ) dr

é continua e diferencidvel em [ e F'(x) = f(x), isto ¢,

d x
%/a ft)dt = f(z), zel

Teorema A.5 (Teorema Fundamental do Célculo - Parte 2). Seja f : [ = [a, b] — R, continua

em 1, entdo ,
| #ta) do = P) - Fla)

sendo F' ¢é qualquer primitiva de f, isto é, uma fungdo tal que F' = f.

Lema A.1 (Lema de Zorn). Seja X um conjunto parcialmente ordenado ndo vazio tal que cada

cadeia em X ¢ limitada superiormente. Entdo X possui pelo menos um elemento maximal.
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