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Resumo

Consideramos uma rede de mapas acoplados que exibe propriedade de rede
sem escala. A conectividade de cadi@osobedece uma distriblag lei de
potencia, onde a maioria do#iss tem poucas conérs € uma minoria com
muitas coneiies. Eviéncias experimentais mostram que uma rede neurakbiol
gica em algumagreas do erebro apresentam uma arquitetura semelhante a
uma rede sem escala. Por outro lado, uma resposta coerente de um conjunto
de neudnios pode ser descrita atés/da sincronizap de fase d@ica da ativi-
dade dos seus disparos. Usamos o0 modelo de Rulkov que possui @macdin
compaavel aos disparos neurais para estudar a sincrciozde fase d#ica,
em particular a sua depegrktia nas propriedades do acoplamento. Realizamos
esse estudo inspirados nas pesquisas sobre patologias como epilepsias e Mal de
Parkinson, as quais em termosalmcos esio relacionadas a comportamentos
de sincronizago. Nesta tese apresentaremos duas formas conhecidas na lite-
ratura de como tratar o problema usandetodos nuraricos: Aplicando um
sinal externo com determinadas amplitudes e féegias, e a realimentag de
um sinal extredo da pbpria rede com um certo tempo de atraso no sistema
para suprimir ou controlar os ritmos sincronizados. Encontramos resultados
satisfabrios quanto as reges de controle e supr@&sde ritmos neurais inde-
sejados variando dos [@anetros do sistema. Finalmente, mostramos alguns
resultados do efeito da sincronizacsegundo a interaQ entre um grupo de
redes conforme a variag da probabilidade de coriges entre osi8os de redes

diferentes e tarmém pertencentes a mesma rede.

Palavras chave: Redes. Nenios. Caos.
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Abstract

We consider a network of coupled maps that displays a property of scale-free
network. The connectivity of each site satisfies a power law distribution,avher
most sites have few connections and the minority dominating the connectivity
with many connections. Experimental evidence show that a biological neural
network in some areas of the brain have a similar architecture to afseale
network. On the other hand, a consistent response of a set of neurons can be
described by the phase synchronization of chaotic activity of your bursts. We
use the model having a dynamic Rulkov comparable to the neural firing to inves-
tigate the synchronization of chaotic phase, in particular its dependence on the
coupling properties. We conducted this study inspired by research on diseases
such as tremors and Parkinson’s disease, which in dynamic terms arel relate
to synchronized behavior. In this thesis we present two forms well-known in
the literature on how to deal with the problem by applying numerical methods:
applying an external signal with certain amplitude and frequency, and a feed-
back signal extracted from the network itself with a certain delay imine
system to suppress or control the rhythms synchronized. We find a satisfactory
regions of control and suppression of unwanted neural rhythms according to
the variation of system parameters. Finally, we show some results camger
the effect of synchronization according to the interaction between a group of
networks varying the probability of connections between networks and within

each network.

Keywords: Network. Neurons. Chaos.
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1 Introducao

O estudo de redes complexasitilizado em muitas aplicaes cierificas e
tecnobgicas. Muito esfor¢o tem sido gasto para estudar tais redes usando ferra
mentas derivadas dgeas tais como maaica estastica, teoria de grafos (uma
representeo de um conjunto deds conectados por arestas que formam uma
rede) e a diamica rao linear [1]. No estudo de redes complexas,itessre-
presentam organizaes ou indivduos e as ligaies funcionam como interaes
mUtuas de acordo com a arquitetura da c@oesspeifica [2]. Uma classe de
rede complexa muito estudaéaa sem escala, para a qual a conectividade, ou
0 nUmero de conedes de cadaitso, apresenta uma depdttia estastica na
forma lei de poéncia [3]. SeP(k)dk denota a probabilidade de encontrar um
sitio com conectividade entiee k4 dk, para uma rede sem escala temos que
P(k) ~ k™Y ondey > 1. Dentre as principais caradgicas de uma rede sem es-
calaé que esta deve ter poucdsas com muitas conées e muitosiios com
poucas conedes, segundo Albert e Baradi, “rich get richer” - ricos ficam mais
ricos. Quanto mais conées um B possui, maior a probabilidade destetar
novas conedes. Eles denominaram essa carastiea de “preferential attach-
ment” ou cone#o preferencial. Mais especificamente, ubrtende a se conec-
tar a um @ pré-existente com mais con@as. Essa assertiva implica em outra
premissa fundamental: as red€orseriam constiidas de 0s igualifrios, ou
seja, com a possibilidade de se ter mais ou menos o masmern de conedes.

Ao contiario, tais redes possuiriand® que seriam altamente conectados (hubs
ou conectores) e uma grande maioria de noom poucas conégs. Esses me-
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canismos 80 comuns em muitas redes de sistenisisds, biobgicos e soci-
ais. Alguns exemplosa® as redes de computadores conectadasl|d Wide
Wel [4], grandes programas de computadores [5], prolifevade doencas [6],
contatos sexuais humanos [7], distrithogde dormios proténicos [8], cadeia
metalblica celular [9] e redes neurais [10]. Numa rede neural osomeos $.0
representados poit®s e 0s aknios, que atuam como canais de transéuss
neurais, as con@es entre osigos de uma rede complexa. A figura 1.1 (a)
apresenta o modelo de um nénio e, em (b), tem-se uma rede complexa.

Figura 1.1: Esquema comparativo entre uma rede neuraldfagasquerda) e uma rede com-
plexa (figuraa direita).

~/ gj
x Corpo Celular

Z/ AxOnio

Dendritos (a) Rede Complexa b)

As linhas representam os@ios e 0s rculos 0s nelwinios.
Fonte: O Autor.

Evidéncias dinicas salientam que a sincronizaga dilimica de new@nios
individuais desempenha um papel fundamental em algumas éesdiatad-
gicas, tais como a doenca de Parkinson e epilepsias [11]. Uma&dasds
utilizadas no processo de controle desse comportangaticionar sinais ex-
ternos pelbdicos de pequenas amplitudes e determinadaséreigs com 0
intuito de controlar os ritmos neurais indesagis [12, 13]. Como exemplo,
tem-se a sincronia da dimica neural localizada na ganglia thalamus e basal
gue aparece causando os tremores no mal de Parkinson. Desta forma, uma
poss$vel solu@o para controlar esses ritmos patptos seria suprimir o estado
de sincronizago. Um dos recursos utilizadésa aplicago de um sinal de alta

frequencia(> 100Hz) numa derterminada reap do &rebro [14].
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Baseados nos fatos apresentados anteriormente, este trabalho foi derivado
de conhecimentos fundamentais daagimca rao-linear e da vasta informag
na literatura neurociefiica, utilizando-se dois tipos de intervéacpara con-
trolar os ritmos sincronizados. Primeiramente, aplicando um sinal externo em
determinadas reges do Ortex cerebral com uma dada frécia e amplitude
e, posteriormente, aplicando-se um segundo tipo de perobat quake ar-
mazenado um sinal emitido pela rede e reinjetado na mesbsauaptempo de
atraso. Para estudar tais fenenos usamos um modelo de rede de mapas aco-
plados onde cadat® da rede representa um nénio como @ descrito anterio-
mente. Investigamos taraln o comportamento da inteéagentre agrupamento

de redes no espaco de paretros.

A dinamica das redes corticaifc simuladas por um modelo multiel,
rede de redes, onde caalea do ortexé tratada como uma subrede. Neste tra-
balho, estudamos sincroniZzaxde disparos dos néurios em uma rede neuro-
nal modular, que codim \arias sub-redes. Por meio de simileg nunéricas,
encontramos a infincia de fatores tais como a intensidade de intra e interco-
nexdes. As mudancas na for¢ca de acoplamento @roeno de conedes por
neudnio S0 dois fatores que afetam de certa maneira a sincr@oz&ggere-
se portanto que os resultados apresentados possam facilitar nossa coaapreens
nao © da sincronizago em redes modulares, mas t@mbo impacto sobre a

sincroniza@o em redes neuronais.

O trabalho est organizado da seguinte forma. No @alp 2 apresenta-
mos os fundamentos@dacos que envolvem o modelo considerado e as suas
caracteisticas. No Cappulo 3 A uma breve descia@ sobre redes complexas
e a teoria dos grafos. No daylo 4 a forma do acoplamento sem escala. No
Cagptulo 5 exibimos os resultados das sim@es quando ao efeito de acopla-
mento, o controle de sincronizage a supreg® de sincronizap. Finalmente,
no Captulo 6, o estudo da interag entre redesa® apresentados.
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2 Fundamentos Téricos

2.1 Mapas

Um mapa unidimensional [1% uma equaio da forma,

Xnt1 = f(Xn)a (21)

onden=0,1,2, ... sAo os valores discretos do tempd(&,) & uma funéo rao
linear. Fornecido uma condig inicial Xy, podemos obter os demais valores
por meio de sucessivas itefas. Aorbita dex paraf determina os pontos
{x, f(x), f?(x),...}, e o ponto inicialx da 6rbitaé& chamada de valor inicial da
mesma. Uma@rbita de pelodo mé o conjunto de pontos fixog,x;, ..., istoé,

X" = fM(x*), (2.2)

ondef™ & a mésima iterada do mapa. Batdadasg, 0 mapa resulta;. Dado

X1 obtem-sexp, e assim por diante.

A representafo g@afica de umabrbita, figura (2.1)g feita pelo esboco de
uma fun@o f junto com uma linha diagongl= x. Por exemplo, @nico ponto
fixo de f(x) = 2x @€x = 0. Dado um valor iniciak = 0,1, aps uma iterada,
encontramos o valor,@ = f (0, 1); tracamos e@o, um linha vertical pontilhada
unindo esses dois pontos. Na seqcia encontra-se o valor d¢0,2), sendo

que este valor como se fosse outro valor inicial que no ed%d, e na ordem
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tornamos a colocar o valor que sai dentro do respectivo valor que entra. Feito
Isso, tracamos uma linha horizontal pontilhada entre o par valor que entra e

valor que sa(0,1;0,2), ou mais especificamente, enfrex) = 2xey = x.

Figura 2.1: Representag de umarbita.

1 | l
f(X):ZX
08— |
y=x
06— |
o~

Q =

0,4 - |

v Iy — |
0 I : : | L | 1 | 1

0 02 0,4 06 o 1

Fonte: O Autor.

2.2 Pontos Fixos

Um pontox* & um ponto fixo do mapé se f (x*) = x*. A aralise da esta-
bilidade local ou linear do ponto fixe feita mediante estudo das itebas do
mapa em suas vizinhancas. Seja uma ifiewag proximo ao ponto fixoc*, tal

que

sendo um mapg" = fM(x*) de (2.3) temos
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i1 = [Xne1—X|
= |f(xn) —X|

= |f(X"+ ) —X|, (2.4)

expandindof (X* + dy) em $rie de Taylor e truncando, temos

df(x*)
dx*

On. (2.5)

o1 = |F(X)+ Oh—X'
df(x")

dx+

Portanto, se ocorré, . 1 < o, as iterafes esio convergindo pard’, logo eleé

eshvel, sendo assim

‘d 1)) g (2.6)

dx

sedn .1 > o, asiterades esdo se afastando d&, portanto ele insavel e temos

|d f(x*)
dx

> 1. 2.7)

Ainda, se|f’(x*)] = 1 ou|f’(x*)| = 0 o ponto fixo s&x dito neutro ou supe-

restivel, respectivamente.

2.3 Expoente de Lyapunov e Diagrama de Bifurcaies
2.3.1 Expoente de Lyapunov

Se Xy € um ponto fixo de um mapa unidimensiorfak f'(xg) = a > 1,

enfio asorbitas de cada pontoproximo dex; separam-se dg por uma raao
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multiplicativa de aproximadamengepor itera@o, aé aorbita dex afastar-se
significativamente para longe dg

Num regime catico o sistema apresenta sensibilidadsescondides ini-
ciais, istoé, mesmo tendo-se conds iniciais pbximas, as iteradas podem
divergir exponencialmente com o tempo. O expoente de LyapAimogde esta
divergencia, que pode ser visto representado na figura 2.2
Figura 2.2: Separ@ap exponencial de duas condiés iniciais ppximas, ondéN &€ o imero de
iteragdes.

\ \ \ \
X Xo+ € f " (xo) Nxp+e)

Fonte: O Autor.

Da figura (2.2) sabemos que

g 00) — | N(xo + &) — fN(x0)], (2.8)

tal que, quand@ — 0 eN — oo, resulta para (Xp)
fN(xo+€) — fN(xo)

A(Xg) = lim lim 1In

N—oco g—0

Y

T (2.9)

di(m)"

Portanto, da equag acima conclui-se que! *) & o fator nedio pelo qual a
distancia entre 0s pontos adjacente@ximos varia aps um grande timero de

iteragdes.

Usando a regra da cadeia em (2.9),
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d f2(x)

5| = ) (x0) = £'(x0)f'(x0), (2.10)

Xo

ondex; = f(Xg), € 0 expoente de Lyapunov torna-se

1 1dfV(xo)
A (Xo) l\IlanmNIn a0 | (2.11)
N-1
A(Xp) = lim —In f'(Xn) |, (2.12)
N—o N nEL
e
A (Xo l\lllinm— Z In|f'(Xn)] (2.13)

SeA (Xp) > 0 o sistema apresenta um regimeétied e seA (Xp) < 0 tal sistema
apresenta um regime regular.

2.3.2 Diagrama de Bifurca@es

O estudo do diagrama de bifur@ess de mapas nos permite observar como

pontos fixos estveis de um sistema dimico se comportam devido a vaigag

de um ou mais pametros do sistema. O termo “bifuréa¢ &€ gererico; o que

€ mais importante entendemos neste procéssomo um ponto fixo altera a
sua estabilidade ou instabilidade devalalterago destes pametros. Pode-
mos ver na figura 2.3(a), como se comporta aavedli de estada, do mapa
logistico f(x) = rx(1—x) durante a evoluip do paametro de controle, com
uma condi@o inicial fixadaxg = 0,2. Observamos que parall<r < r, te-
mos um regime de bifurcaes, e pard., < r < 4,0, predomina uma rego
cabtica, onder, ~ 3,57 € um ponto onde & uma acumul&p de cascata de

bifurca@des. Para > 4,0, ocorre quec — o e parar > r, uma regio catica
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em que a trajétria depende sensivelmente das co@dginiciais. Existem sub-
regioes na figura 2.3, como= 3,74, denominadagnelas que exibem com-
portamento peéidico. 10 caracterizadas porbitas de pé@odoimpar e podem
tambem sofrer bifurcages. Observando a figura 2.3(b) vemos que o0 expoente
de Lyapunowe sempre negativo, com excéss nos pontos de bifurdags onde

0 expoente nulo. Parai, <r < 4,0 o expoente de Lyapun@quase que com-
pletamente positivo com rdigs dejanelas A < 0, caracterizando um compor-

tamento pefddico.

Figura 2.3: (a) diagrama de bifur@ges, (b) expoente de Lyapunov para o mapestag.

0,8
0,6

0,4

X
1 T 1 T 1 ' T

0,2

5 \ \ \ \ \ 1(b)

Fonte: O Autor.

Outra maneira ilustrativa de verificar o comportamenfttica de um mapa
pode ser visualizado na figura 2.4. Usamos o mapatiog f (1) = rxn(1—
Xn) para visualizar a propriedade de sistemasticas que apresentam grande
sensibilidadeas condiges iniciais. Na figura 2.4 (a) definimos o garetro
de controler = 3,0 e duas condiies iniciais muito ppximas descritas por
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circulos §o = 0,2) e quadradosy = 0,25). Ha evidentemente aproxing
das oscilages da vaével diramicax, apds a terceira iterada do mapa. Por
outro lado, na figura 2.4 (b) algo diferente ocorre para as mesmas Gesadic
iniciais parar = 3,8. Para este valor do g@anetro de controle o mapa listico
assume comportamentoateo, isto€, as oscliagges da vaavel diramica di-
vergem ao longo do tempo.

Figura 2.4: Comportamento dimico da vad@vel de estado do mapa Istico para duas
condiges iniciais.

Em (a) r=3,0, comportamento regular e (b) r=3,3 comportamezitico, sendo que
consideramosy = 0, 2 (circulos) ex; = 0,25 (quadrados).
Fonte: O Autor.

2.4 Mapa de Rulkov

Os impulsos nervoso&s transmitidos atréas de um potencial de ag, que
€ uma apida variago do potencial de repouso, iggpuma variago do poten-



21

cial negativo para o positivo e depois uaprdo retorno para o potencial de
repouso negativo. O modelo para aatimca de um nednio que considera-

mos neste trabalho possui dois tempos de escala. Um tempo de épicda r
que esh relacionado com a atividade de um conjunto de picos de disparos, ou a
rapida variago do potencial de repouso citado acima, enquanto que a escala de
tempo lento aparece sob a forma de um decaimeatoratvalor ninimo, quee

o potencial de repouso. Hodgkin e Huxley [16] e Hindmarsh Rose [17] propu-
seram modelos mateaticos descritos sob a forma de eqieg diferenciais, no
entanto utilizamos o mapa de Rulkov [18],

a
X = —
n+1 1_|_ [Xn]z +yn7

Ynt+1=Yn— 0%, — 3, (2.14)

para o estudo em quést, o qual simplifica o desenvolvimento e abrevia a
obten@o dos resultados devido ao tempo e a localimagspacial assumirem
valores discretos. O mapa de Rulkewm modelo fenomenagjico e bidimen-
sional, tal quex, € responavel pela didamica ou a escala de temgpida ey, a
escala lenta. O pametroa influi diretamente no tempo de escala dos disparos
a tal ponto que produz oscildes céticas na vaévelx, quando4,1;4,4| e os
palametroso e 3 podem ser associados aigsilos externos.

No mapa de Rulkov a evol&g lenta deg/, para cada passu € dado por,

Yot1= Yo — (0 + OXTT), (2.15)

sendo qu&m= (z?irﬁnﬂ)x(j)/m é o valor nédio dex, calculado paranconse-
cutivas iterages. Enfo, vemos que de (2.15) o valor geaumenta durante os
m passos sE,;m< —f3, e diminui sex;m> —f3. Como a variago dey, € lenta,

pode-se considerar qyg € constantg,=y, . Portanto, aapida diramica do
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sitio pode ser entendido pela&ise de um mapa unidimensional.

Xnt1= f(th a, y) = ( TV (216)

1+ x2)
O mapa (2.16) temérs pontos fixos.x, x5, X3). Utilizando-se (2.6) e (2.7),

temos que

£(x) = (15—32)()2 (2.17)
Substituindo o primeiro ponto fixg; ~ —2,0 (Veja figura (2.5)), parar =
4,1, temosf’(2,0) ~ 0,65, dondex* & eshvel. Para¢; ~ —1,3, encontramos
f/(—1,3) ~ 1,47, ou sejax; & inshvel, ex; pode mudar de estabilidade depen-

dendo do valor dg.

Figura 2.5: Diagrama de Retorno.

Comportamento da fudo f (x, a,y) paraa = 4,1 y = —2,65 (curva corihua)
y=Yy* = —2,75 (curva pontilhada) g = —2.85 (curva tracejadak;, x; e X3 SA0 0s pontos
fixos do mapay* corresponde ao valor da bifur@ugonde surgern; e x5. Fonte: O Autor.

As propriedades damicas deste mapa @stclaras na figura 2.6(a) e 2.6(b).
Estas figuras mostram a&ise do diagrama de bifurcaégs em conjunto com

o calculo do expoente de Lyapunov. O regime de bifudescapresenta uma
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tencencia do mapa ir para uma régieshvel a medida que o valor do @ganetro
de controley & elevado. Em (b) tem-se régis onde predominam as janelas em
gue o exponente de Lyapun@menor que 0. No final da ré&g catica o
expoente de Lyapund¥ sempre menor que zero e nos pontos de bifdeso

expoentee exatamente igual a zero.

Figura 2.6: (a) Diagrama de bifurdaes e (b) expoente de Lyapunov para a egaéz.16).

& o A M O N GNAORNW

Fonte: O Autor.

2.4.1 Dinamica do Mapa de Rulkov

Para ficar mais claro as deséms acerca dessa dmica para o mapa de
Rulkov, podemos analisar a figura (2.7). Ea) temos a &rie temporal do
potencial de a&@o produzida pela vavel apidax,. Os iricios dos trens de
disparos &o indicados pelas setas pontilhadas. Em torng ée—2 o neudnio
esh em repouso ou estado quiescente. A figura 2.7 (b) mostra a avaiiac
dinamica lenta. As linhas pontilhadas identificammsdisparos produzidos
durante um intervalo de tempo observado, a quaiséamrbostram que o inio
de um disparo na vavel iapida, corresponde a um valoarimo da varavel

lenta.

Como consideramos valores deno mapa de Rulkov para descrever oscila-

cOes caticas, a oco@ncia temporal de umy disparo para oy, nuncaé a
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Figura 2.7: Evolugo temporal para a vael apida (a) e a lenta (b) usando o mapa de Rulkov.
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Fonte: O Autor.

mesma.

Define-se uma fase

o(n) = 2mk + 2K (2.18)
M1 — Nk
e freqiencia
Q = lim M, (2.19)

X— 0 n

para medir-se as flutuaes caticas da vaavelxp.
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3 Grafos e Redes Complexas

3.1 Grafos

Grafos &0 definidos matematicamente como estrut@@gA) compostas
por um conjunto de @&rticesV, ou os, e por um conjunto de arestAsAs
arestas &o utilizadas para indicar alguma redagentre os 0s, istog, as ares-
tas conectam (ouaw) os \ertices de acordo com a conformidade do problema
modelado. O estudo das redes complexas na forma da teoria dos&@rafos
dos pilares fundamentais da ma#tgioa discreta. Atribui-se a Euler o primeiro
trabalho neste campo realizado em 1735 [19]. Na figura 3.1 temos um exemplo
de um grafo onde utilizamosrculos para denotar ostitices e linhas para as

arestas.

Figura 3.1: Representag de um grafo com 6as e 5 arestas.

Vertice -V
/ aresta — /

e

Fonte: O Autor.
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3.1.1 Grafo Direcionado

Em um grafo direcionado, a ordem entre @stices de uma aresta (V,&)
diferente da aresta (A,V) e representada por uma flecha de A para V como
mostra a figura 3.2.

Figura 3.2: Representag de um grafo direcionado.

o
A
[ ]

Fonte: O Autor.

3.1.2 Matriz de Adjacéncias

Dado um grafo G(A,V) em qup/| = R, a matriz de adja@nciaR= (rjj) &

uma matrizn x n tal que:

e rijj=1 se os @rticesv;, vj forem adjacentes;

e rij=0 caso conério.

Um exemplo para representar uma matriz de d@fjeia a partir de um grafo
encontra-se na figura 3.3.

A matriz de adjaencia referente ao grafo G(A,\&) representada como se-

gue: )
0100

1011
0101
0110
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Figura 3.3: Grafo G(A,V) que representa uma matriz de &tjeie.

Fonte: O Autor.
3.2 Redes Complexas

Uma rede complexa definida como uma estrutura quEorsegue um pado
regular. No entantoduma dificuldade na literatura em encontrar uma défmic
fechada que aborda o conceito de “f@adregular” apliavel a este contexto. A
maioria dos trabalhos sugerem que redes complexas modelem sistemas grande
privilegiando o seu tamanho [19] e que podem contar com 0 Ssenso comum para
delimitar seu escopo [20]. Em redes neuraasuma formag@o de estruturas
complexas. No entanto tais estruturas @®m um certo grau de impreais
indesejado. Na tentativa de eliminar este proble@maiima procura que seja,
no mnimo, aceihvel de como se definir uma rede complexa. Umaipeks
solu@o é a analogia entre redes complexas e grafos, donde pode-se originar
uma discusso aceiavel.

Tradicionalmente, redes com topologias complegasdescritas pela teoria
de grafos randmicos de Erds e Renyi (ER) [21], onde estas redesitpor ca-
racteistica apresentar um alto grau de auto-orgamiaagostrando uma propri-
edade de larga escala em redes complexas. Entretanto, independente do sisteme
e da identidade de seus constituintes, a probabiliBéklede cadasio interage

com outrok sitio decai como uma lei de paricia,P(k) ~ k™. Este resultado
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indica que redes grandes auto-organizam-se dentro de um estado sem escala,
uma caracteéstica rao prevista por todos os modelos de redesaandas exis-

tentes. Atribui-se essa caradggtica ao incorporar o crescimento e cchex
preferencial, duas caracisticas de redes reais:

1) Crescimento - partindo de unumero fixo de elementos qué@c co-
nectados randomicamente (modelo-ER), com o intuito de simular uma rede no
mundo real, elasd® formadas pela adig contnua de novosisos no sistema;

2) Conexo Preferencial - redes reais apresentam uma éonaneferencial.
Estes dois aspectos de redes reams 10 incorporados nos modelos que assu-
mem um rfumero fixo de BiosN que §io randomicamente conectados (modelo-
ER figura 3.4 (a)), onde uma rede rénaica apresentd sitios conectados com
probabilidadeper [21]. O niUmero total de conées do sistem& dado por
n= perN(N —1)/2. O exemplo mostra uma rede cdi= 10 dtios para
PeEr= 0,0 e per= 0,2. Parapgr = 0,0 ndo ha coneXes no sistema. A fi-
gura mostra o resultado papar = 0,2, obtendo uma rede um total de= 9
coneXes. Pargppr= 1 a redeé completamente conectada. A figura 3.4 (b)
mostra 0 modelo proposto por Watts e Strogats, partindo de uma rede regular
em uma dimer#o com 0s vizinhos mais @ximos conectados.

A ilustracao apresenta uma rede cdin= 8 dtios. Pargoy s= 0 o sistema
uma rede regular com\e= 20 conexes. Pargys= 0,3, 2pyw I\ = 6 conexdes
foram reconectadas randomicamente. Note que pate—= 1 & obtida uma
rede randmica, equivalente ao modeltR com per=< k> /N=0,4. Mas
ambas&m uma caractéetica comum, qué a probabilidade nula de encontrar
um dtio fortemente conectado, is&® com grand&k. Os stios com grande
conectividade & praticamente ausentes. Em contraste, a lei dmpiat para
as redes estudadas, indica qitedos com muitas conées &€m probabilidade

nao nula de ocorrer.

Em suma, redes reais expandem continuamente pelacadé&novositios
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Figura 3.4: llustrago dos modelos de (a) Ers-Reny e (b) Watts-Strogatz.

Fonte: O Autor.

e conectam-se preferencialmente a outros quesfio presentes no sistema.
Modelos de redes randiicas, as quais, assumem (ligos 90 conectados
randomicamente e uniformemente, contrastam com sistemas reais que exibem
conectividade preferencial, como visto no exemplo do ator novato atuar prefe-
rencialmente com ator mais famoso. A probabilidade com a qual um novo
sitio se conecta aitsos ja presentes na red@mé uniforme e A uma grande
probabilidade deste ser conectado a utio gjue tem um grandemero de

conees.

A maior investiga@o aé hoje foi feita por Erds-Renyi [22], onde foi rea-
lizado o primeiro estudo de aspecto éstato sobre grafos radahicos base-
ado em um ratodo probabiktico. O modelo era simples, assumia que todos
0s gtios da rede eram equivalentes, e quaisquer pares eram conectados com a
mesma probabilidad@. Dentre outras propriedades (Veja figura 3.5 (a))p&rd
e Renyi observaram o surgimento de umaeespde “enraizamento” do#i®s
com rela@o a probabilidad®(k) = e 2aX/k!, ondek sio as conedes ea é a

inclinacgao da reta ajustada.
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3.3 Rede Sem Escala

Uma classe de redes complexas que tem recebido grandé@éagede
sem escala (figura 3.5 b), para a qual a conectividadeimero de conédes
de cadawio, apresenta uma depdimttia estastica tipo lei de pdincia. Erdo,
em uma rede sem escala, udmmero pequeno détes possui uma grande co-
nectividade, enquanto que a maioria da®s 20 encontrados com baixa co-
nectividade. Especificamerfék) ~ kY ondey > 1 denota a probabilidade de
encontrar umisio com conectividade enttee k+ dk. A distribucdo tipo lei de
potencia fica evidente, como uma congeqcia de dois mecanismos @eitos
gue ja foram mencionados anteriormente éVickncias experimentais de que a
rede neural em determinada®as do erebro pode ser designada por uma rede
sem escala [23].

Figura 3.5: Topologias para as redes (a) tanita e (b) sem escala.

AN

) k)

L {

)

S
R

Fonte: O Autor.

A arquitetura das conées da rede neur&@ um objeto de intensa inves-
tigagdo. Existem vastas e crescentes inforoescna literatura [24] de como
(ou qual) seria 0 modelo ideal para desérs. Mesmo que um modelo tridi-
mensional de nednios acoplados seja o ideal, resultados podem ser obtidos
atra\es do estudo de uma rede unidimensional com a qual aireta Egumas

das caractésticas gerais das redes com dinfees maiores. Deste ponto de
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vista, usamos uma rede unidimensional ddmeudnios governados por uma
dinamica de disparos simulados pela e@m@.14), a qual apresenta a seguinte
forma quando queremos fazer um estudo de mapas acoplados:

(i) . o
a
5 +tyn XY

YW =y —oxt) —B,(i=1,2,..N), (3.1)

onde o acoplamentﬁ(i) é calculado no tempo de esca#pido. Usamow =

[ = 0,001 para todos os neamios acoplados.

Uma investigago comum de um modelo neugataracterizada pela conecti-
vidade alta dos ne@nios e que o termo de acoplameatom campo produzido

por todos 0s hednios. Assirr(:ﬁi> tem a seguinte forma,

. . N
ch( 'zﬁz , (3.2)

ondeN & o tamanho ou olmero de ®ios da rede & é a intensidade de

intera@o com a qual ositsos da rede edb acoplados.

Consideramos tan@m que a descr@p rao leva em conta a déstcia entre
0s neudnios. Uma rede sem escala tem como carestiea uma distribuigo
de conees que seguem uma depéndia do tipo lei de pénciaP(k) ~ k=«
onde o expoente® esh contido no intervalo entre @ e 2 2 [25], com um termo

de acoplamento

N
())_ € W)
k(l)% '

ondee > 0 cada #io i & acoplado com um determinatique pertence &)
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outros §tios escolhidos aleatoriamente ao longo da redg; € a matriz de

adja@ncias.

A rede sem escakobtida pos passos, onde= 0,1, 2, .., Syaxtal que inici-
amos com uma rede coly = 11 stios representada na figura 3.6 (a). Para cada
passacs € adicionado um novdt® na rede de tamanh, tal queé conectada
al > 2 dtios ja presentes. As con@égs ocorrem preferencialmente a@tsos
mais conectados, quas governados pelo uso de uma probabilidade diferente
para cadaisio Péi) = kg)/Ns, ondekg) € 0 rumero de conédes por #io para
cada passe. A figura 3.6 (b) mostra o histograma para a conectividagara
a rede conN = 230.

Figura 3.6: (a) esquema da cortilicincial para a rede sem escala chig= 11 dtios. (b)

distribuicao final da conectividade para uma rede ddm 230 stios.
10 3

11

1000

(b)

100 ¢

10 ¢

P(k)

1 10 100

Fonte: O Autor.

Um efeito posiel ao acoplamentsé ilustrado na figura (3.7), ondemos-

trada a érie temporal da vaavel @apida para dois ne@nios distintos na rede.
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Quando @ao existe acoplament@huma incoe¥ncia nos disparos éluma de-
terminada separag entre as setas em vermelho (figuras 3.7(a) e 3.7(c)). Para
€ # 0 as fases dos disparos se aproximam, correspondenaoa possel
sincroniza@o dos disparos. Note que a sepamentre as setas para este caso
é minima, figuras 3.7 (b) e (d).

Figura 3.7: Evolugo temporal da vaaivel apida.

£=0 €=0,08

N Tnk+l nankﬂ

_ 1 1 | 1
5%000 52500 52500 53000
2 : : 2 —

(d]

53000 5%500 53068000 5|2’1500 53000

Dois mapas selecionados{! = 4,1 ea()4,2) em uma rede sem escala cem 0 [(a) e ()]
ee=0,08 [(b) e (d)]. As setas em vermelho mostram uma aprox@oapsn, disparos
guando o acoplamentodiferente de zero.

Fonte: O Autor.

Se as fases dos osciladoresaestincronizadas podemos caracterizar a sin-
croniza@o dos disparos pela exa@sicia de pldis de fregéncia. Isto pode ser
feito pela compardip da freqénciaQl) de um neudnio acoplado, dado pela
equa@o 2.19, com fregencias sem perturbag para newnios desacoplados
Qg). A figura 3.8 mostra como um pfatomporta-se em fu@g da intensidade
do acoplamento.A medida que a constante de acoplamento vai diminuindo

(partindo da figura (a) para a figura (d)) vemos que @@afre uma inclinago,
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indicando que, para ~ 0,01, a varia@o das fregancias crescem linearmente

e consequentemente a frémeia perturbada assemelha-se a sem perfaobac

Figura 3.8: Fregéncia dos disparos para uma rede sem escala versus @rfosmula rede
desacoplada.
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Em (a)e =0,10; (b)e =0,07; (c)e = 0,03 e (d)e =0,01.
Fonte: O autor.

3.4 Controle da Sincroniza@o dos Disparos por meio de um
Sinal Externo

Dada a exi€incia de um estado de disparos sincronizados, estamos interes-
sados em suprimir este estado mediante a aglaecde um sinal pebdico ex-
terno. Consideramos tal interve&itgcem apenas um néunioi = S (os demais
neuBnios permanecem inalterados), ao qual um termo (dgené aplicado
com uma determinada freguacia e amplitude] e w, respectivamente.

Usamos valores da intensidade de acoplamento para os quais a rede sem
perturbagéo externgd = 0) apresenta sincronizag dos disparos. As respec-
tivas freq@enciasQ; sao determinadas para um valor comum, como mostrado

na figura 3.9(a), onde as diferencas de fesmuas Q; — w) em fun@o dew
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Figura 3.9: Fregéncias de Travamento.
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(a) diferenca de fredgancias dos disparos versus a freqcia externa para uma rede sem
escala. (b)ihgua de Arnold para a amplitude das fréquias versus a fre@ucia externa para
0 gtio S= 1 com amplitudel = 0, 05.

Fonte: O Autor.

sao exibidas, para todos os nénios da rede. Verificamos uma ragide trava-
mento|wy, wp] com tamanhdw = wp, — w;. Como freg@&ncia sem perturbag

Wp nao € localizada no meio do intervalo de travamento de fase, consideramos
tamkem a disinciadw = wy — wy.

O intervalo da fregéncia de travamento mostrado na figura (2.9) se@o
de corte de umdrgua de Arnold no plano nos @anetros da amplitude ver-
sus a fregéncia externa. Essa estrutura semelhante a imgad caracteriza
uma regao onde a freggncia dos disparos sincronizad@ snantidos iguais
a freqencia do sinal externo. Essa estrut@rassingtrica, especialmente para
amplas amplitudes, como ilustrado na figura (3.10), onde ardigtd como
uma fun@o da amplitude do sinal. Aumentando-se muito a amplitude do sinal

pode-se danificar um ne&umio biologico.

Uma particularidade interessaréequando o tamanho da rede aumenta,
como ilustrado na figura 3.11 (a), onde os intervales sao estudados em
funcdo do inverso do tamanho da red&\N1 Como as conectividades da rede
sem escala apresentam uma éstiah do tipo lei de p@ncia, espera-se ter
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Figura 3.10: Disincia entre a fredncia de disparos sem perturbag o maior intervalo de
travamentau,.

0,002

0,0015—

oW

0,001—

0,0005—

Os paBmetros 8o 0s mesmos usados na figura (3.9).
Fonte: O autor.

mais $tios com baixa conectividade e poucos fortemente conectados. Assim,
na figura 3.11(a) mostramos os resultados de quando oesapicado aoisio
mais conectado {(culos), e aos dois seguintadi@s mais conectados (quadra-
dos e trangulos), segundo a distribéig e grau de conées. Portanto, para
todos os casos o tamanho dlagua decresce conyll, significando que o in-
tervalo de travamento torna-se menor para redes grandes, o qua deder

a interven@o do sinal praticamente irawel. Uma possibilidade para contornar
este problem& usar mais que um néwnio para controlar ao mesmo tempo
[12]. Com mais perturbdes espera-se um aumento no tamanhardpé de
travamento. Na @tica rio sabemos a prif@o quais 80 0s #ios mais co-
nectados, uma vez que tal ex@etia de interverdp seria realizado em um
pedaco de tecido com macrégicas e escassas inforndag sobre as conegs
existentes. E@, comparamos o efeito de uma pertudmafN, = 1) aplicada
ao stio mais conectado e o efeito deiftiplas perturbages (N, = 10) aplica-
das a #ios escolhidos randomicamente. Nossos resulta@losrestrados na
figura 3.11(b). Em ambos os casosiaglias dilatam-se e mostram que 0 uso
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de perturba@es niltiplas escolhidos aleatoriamente produzem o mesmo efeito
de controle que para ufiica perturba@o no §io mais conectado.

Figura 3.11: (a) Largura dos intervalos de frégaias de travamento versus o inverso do tama-
nho da rede.
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randomicamente.

Fonte: O Autor.

3.5 Supresao de Sincroniza@o com um Sinal de Realimenta-
cao

Semelhante ao caso da pertu@@agom o sinal externo, consideramos a
possibilidade de suprimir tais ritmos inde®egis por meio de um sinal de
realimenta@o de acordo com o procedimento proposto por Rosenblum e Piko-
wsky [13, 26]. A estrutura acoplada (em nosso caso, uma rede sem éseala)
presentada por um termo que inclui um campamio X, adicionado na equag
2.14. Este term@ aplicado somente na vavel que representa a @imica
rapida de cada nedmio que gera o trem de picos. Para que isto ocorra mesmo
guando o0s nednios esio acoplados necesario que os valores das vaveis

lentas sejam comparativamente pequenas.

Na segéncia, apresentamos os resultados do procedimento para suprimir a
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sincroniza@o dos disparos neurais por meio de um controle de realindantac
no que diz respeito a sua depéndia no campo édio:

(i)

. q .
Xy = 5t Yh Xt E Xt — %
1+ [x,q)]

ondeX, representa o campoédio definido como,

VR V) (3.5)

Duas condifes o importantesii) realimentago direta que leva em con-
sidera@o o campo radio atual e suas pré-itera@es,X,_;, com uma intensi-
dade de acoplament de tal maneira que’ = 0; (ii) realimentago diferen-
cial, para que o termo de controle seja a diferenca entre a corrente e 0s campos
médios realimentados, coeh= €;. Ha diferencas naweis entre estes dois es-
guemas de controle, quando se considera su&efie em tirar o sistema fora

de sincronizago.

Um exemplo de supreds da sincroniza&p dos disparoé a figura (3.12)
onde observamos a evohm temporal de dois nebmios com (a)a = 4,1 e
(c) a = 4,2, mostrando-se uma proximidade entre 0s tempos para 0s quais
0S neudnios comecam a disparar. Note que o acoplameatodestdi a ca-
racteistica irregular (catica) dos picos dos neamios individuais, apenas sin-
croniza o incio dos disparos. Na figura 3.1B) e (d), a evolu@o temporal
das varaveis apida de dois nednios da rede com um sinal de realime@@¢
diferencial, &’ = & = 0,08 e atraso de tempp = 140, aplicado no instante
n= 51000, mostra o resultado para a sugese sincronizap.
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Figura 3.12: Evolugo temporal da vaavel rapida para o mapa de Rulkov.
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Em (a)a = 4,2 e (c)a = 4,1 para uma rede sem escala cmi- 230 neudnios com uma
forca de acoplamento= 0,08 sem sinal de realimentg. (b) e (d) 8o situades respectivas
para um sinal de realimenfag come; = 0,08 et = 140.

Fonte: O Autor.

O campo nedio X; apresenta as flutuaes ruidosas de pequena amplitude,
(Veja figura 3.13 b)) indicando que os nednios rao eséo disparando em fase
quando comparada com a figura 3(43 onde o campo BdioX oscila sem ne-
nhuma perturbd@p. O sinal de realimentag, descrito na figura 3.18) tem as
amplitudes consideravelmente menores que as odesagedias do campoE

iImportante que o sinal de realimerdacseja uma perturbag externa pequena

de modo a &o danificar os nednios.

Um estado de disparos sincronizaéasaracterizado por oscildgs de grande
amplitude do campo &dio macrosgpico, visto que as flutuées de pequena

amplitude marcam a a@scia de sincroniza&p. Assim, uma medida quantita-
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Figura 3.13: ®rie temporal para o campoéaio de uma rede sem escala.
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ParaN = 230 neudnios eg’ = 0,08, (a)es = 0; (b) & = 0.08. (c) Evolu@o temporal do sinal
de realimenta@o diferenciaX,_; comt = 140.
Fonte: O Autor.

tiva da sincroniza&o & a varéincia do campo édio 0% = Var(X). Na figura
3.14 descrevemos esta quantidagesusa amplitude de acoplamen&para

trés valores do acoplamentp. Quando @o ha controle € = 0, drculos aber-

tos na figura) a sincronizag dos disparoé verificada se o acoplamentce
maior que o valor dtico &.. Nestas figuras osatculos foram feitos tanto para a
supresao diferencial (figura 3.14(a)) quanto para a direta (Veja figura 3.14(b))
em que o tempo de atraso igual a 140= 0,2 (quadrados) e,04 (triangulos).

O valor ciitico &; € maior para o caso diferencial quando comparado ao direto.

O procedimento efetivo no controle da supé&esde sincronizap pode ser
guantificado por meio do coeficiente de supaed6]
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Figura 3.14: Vaidncia do campo édioversusa intensidade de acoplamersto

Para a rede sem escala cbim- 230 stios, (a) diferencial e (b) direto paea = 0 (circulos),
€t = 0,2 (quadrados) e; = 0,04 (triangulos) e um comum tempo de atrase 140. Em (b)
temose = &;.

Fonte: O Autor.

(3.6)

ondeX e Xs sa0 o0s valores do campoadio na augncia e presenca de controle,
respectivamente. A aplicag da realimentap é eficiente quando a variag

do campo radio controlado diminui, independentemente de seu valor sem con-
trole, tendendo assim a um valor infinito 8eEm geral, quanto maid o valor

de S, mais eficiente séro sinal aplicado para suprimir a sincron@actE con-
veniente analisar as ré&gis com grandes valores 8g(doninios) variando o
valor degs (normalizado pok) e o tempo de atrasp(normalizado pela gdia

dos disparos com p@do T) que pode se visto nas figuras (3.15) e (3.16).
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Figura 3.15: Dormios de supre$® de sincroniza&p dos diparos neurais para o gpaetro de
acoplamente; (acoplamentwersusgempo de atraso), indicado pelos valores do coeficiente de
supresgoS.
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Considerando redes (a) sem escala e (b) acoplamento glab& pa230 neudnios para um
controle diferencial.
Fonte: O Autor.

A figura 3.15(a) mostra os ddmos (valores des indicados em uma es-
cala de cores) para anetros estudados neste trabalho e para um esquema
de controle diferencial. Para pequenos valores do tempo de atraso (menor que
~ 0,5T) o controle alcanca uma supraeshoa dos estados sincronizados para
um decescimo dos valores dg. Parat/T = 1,0 a fronteira do dofmio de
controle estabiliza parg /€ = 1,0. Estes resultados contrastam com os obtidos
para um acoplamento global on@gequaéo (3.3)) tem a forma

. . N
e (xd) :%Z 3.7)

onde o imero de ne@miosé o mesmo que na rede sem escala (figura. 3.15
(b)). O coeficiente de supreégsassume somente valores pequenos que mal po-
demos distinguir um doimio de controle centrado em~ T. Estas diferencas
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gualitativas levam a conclae que a efi@ncia total da supreds de sincroniza-
cao de uma rede sem escélanais elevada que para uma estrutura de campo

médio quando considera-se 0 mesndonero de newmios.

A maior eficéncia da suprea@s de sincronizaép em redes sem escala no
gue diz respeito ao campaaio,é uma consedncia da exigncia de nedmios
fortemente conectados na rede. Este &atomplamente reconhecido em estru-
turas de interesse social e epideragita, sendo respoagel pela dissemina
rapida de informa@es e doencas, respectivamente. Em geral, com al@fios s
fortemente conectados, a inforndacpode propagar-se com mais éiaia do
gue em um esquema de acoplamento onde a mesma infooree diluida ao
longo da estrutura, desde que seja propagadaéstdiy campo kdio de todos

os stios.

Os donnios $0 descritos na figura 3.16) e (b) para o controle direto de
rede sem escala e de campedio, respectivamente. Embora a rede sem escala
seja mais eficaz do que uma estrutura de acoplamento global para poder supri-
mir a sincronizago, em ambos 0S casos encontramosidm® com uma pre-
feréncia para valores negativos do acoplament@nmAtisso, os domios fi0
completamente similares, sendo caracterizados por valores menorespdo tem
de atraso no que diz respeito ao exemplo do controle diferencial. Nestdosenti
podefamos concluir que, um controle direto usado em uma rede sem e&oala n
€ muito diferente de aplicado em uma estrutura de acoplamento global. Ainda

nao temos uma explicag para este fato, mesmo no sentido qualitativo.

Na rede sem escala obtida pelo procedimento de @enaeste trabalho, adi-
cionamos um novoigo a cada passo do processo daronexes, tal que novos
neudnios €m a maior probabilidade de serem conectados a outrosaquers
temente conectados. Bat, podemos esperar que algumas propriedades da rede
dependam doimerol de liga®es. Na figura (3.17) mostramos o coeficiente de

supresao para diferentesimeros de liga@esl= 1 (circulos),|l=2 (triangulos) e
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Figura 3.16: Dormios para a supreds de sincronizap dos disparos neurais no plano acopla-
mentoversustempo de atraso, indicado pelos valores do coeficiente des@ipS.

(@)

(b)

T T T T T T 1

5706
=008
0.2 1

0,25

T/T 0.3 et ' &/E

Considerando redes (a) sem escala e (b) acoplamento glaob&l pa230 neudnios com um
controle direto.
Fonte: O Autor.

|I=3 (quadrados). No controle diferencial para o caso de um tempo pequeno de
atraso, figura 3.1(a) a efi@ncia da supre@sé pequena para qualquermero

de liga®es, mas aumentado o tempo de atraso, figura 3.17(b), a APEASS
menta quando o valor dg cresce. Esse aumento fica mais evidente e2a

|I=3. Istoé explicado pelo fato de que quanidd a rede tem uma distribi@EQ

de cone®es muito esparsa maammuito densa o suficiente quampermita

o efeito de acoplamento. Este fato foi observado quando um procedimento de
controle foi usado com um sinal externo jaelico [27]. Na 3.17(c) temos uma
situa@o similar, mas agora para um pequeno tempo de atraso usando o controle

direto, a eficgncia decresce cowdy, mostrando exigncia de um doiio de
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controle para unt pequeno e constante de acoplamento negativo (figura 3.16
(d)). A au€ncia de um doimio de controle para grandes tempos de atéaso
manifestada no coeficiente de sup&essbservado na figura 3.17(d).

Figura 3.17: Coeficiente de supraesem fun@o do acoplamenter para uma rede sem escala.

Paral=1 (drculos),|=2 (triangulos) d=3 (quadrados). Consideramos um controle direto para
(&)t =4 e (c)t = 35, e um controle diferencial para (b}=4 e (d)t = 35.
Fonte: O Autor.

Com o avanco dos estudos sobreépebro, o aprimoramento e um maior
dominio de redes, em uma publiGgimportante [28] onde os autores afirmam
gue uma rede com ligaes seguindo uma distrib@glei de poéncia exponen-

cialmente truncada

P(k) = k1K, (3.8)

apresenta uma topologia mai$gima das redes neurais observadas experimen-
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talmente do que uma rede sem escala, dgaexr sao paametros. Considera-
mosPy = 500,a = 2,08 ek, = 7. Implementamos a distribi@g@ descrita acima
baseando-se nos resultadasencontrados para a rede sem escala para uma
pos$vel comparago. Observando cuidadosamente na vanago paametro

de supres® S na figura 3.18 confrontarmos com as figuras 3.16 (a) e 3.16
(b), podemos afirmar que os damos de supres® produzidos tanto para a
rede sem escala, quanto para uma rede conbn@g distribiidos com uma

lei de po&ncia exponencialmente truncadag ®s mesmos.&ha diferenca no
modulo do donmio de supres® S que fica entre uma rede sem escala e um
acoplamento de campoadio (acoplamento global).

Figura 3.18: Coeficiente de suprassem funéo do acoplamente; e do tempo de atrasp
(ambos normalizados), para uma distrilwgei de padncia exponencialmente truncada.
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Fonte: O Autor.
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4 Redes Acopladas

Na natureza, muitas redes complexas (como por exemplo, redegibas)
sao modulares, ou sejaa@ compostas por subgrafos com conectividade in-
terna e externa. Alguns resultados interessantes sobre a sincéaneragedes
modulares@&m sido relatados recentemente [29]. Sabe-se que a sincr@mizag
de redes depende da intediagentre as propriedades insecas do sistema in-
dividual e da topologia da rede. As atividad@scsonas &m relades estreitas
com estados cerebrais pdtgicos e fundes cognitivas. A rede corticalmuito
complexa, apresentando hierarquia e estruturas modulares agrupadas. Assim,
estudar a diamica de uma rede neural de sub-redes &amb muito significa-

tivo para os neurocientistas.

Consideramos sub-redes com propriedades de redes de mundo pequeno. Re-
des de mundo pequeroum conjunto de @s com ligages locais, em que al-
guns rds s10 aleatoriamente conectados com c@esxde longa diancia. Estas
ligagdes de longa diahcia reduzem olnmero de sinapses percorridas para ligar
quaisquer pares de némios na rede. Na literaturahrabalhos supondo que
algumas red@ies do ortex cerebral podem ser descritas por uma rede de mundo
pequeno (ouSmall Worldnetworks) [30]. As caractesticas para a rede de
mundo pequeno que utilizamos obedecem o modelo de Newman e Watts [31],
o qual insere “atalhos” em uma rede regular [32]. Para verificar a propriedade
de mundo pegueno nos modelos que coistog calculamos o coeficiente de
agrupamento, que vem a ser a medida dio@uprovavel em que 0s vizinhos
de um @ sAo ligados uns aos outros, e @&dm da separap entre 0sifios,
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como f€0 mostrados na figura 4.1. Na rede de mundo pequeno o coeficiente de
agrupamento apresenta valor alto e&dia de separap € baixa.

Consideramos um agrupamentoMeedes com arquitetura mundo pequeno
comL neubnios cada (figura 4.2). Um daddis tem probabilidadep; de se
conectar com outrodtgos dentro de cada rede, e uma probabilidpglde um
sitio ser conectado com uniti® de outra rede.

Figura 4.1: Coeficiente de agrupamentodalos) e a radia da separap entre ositios (qua-
drados) versus a probabilidade das c@ssx@o locais.

lc T T T 1T T 17T T T T T T 7T

C(p)/C(p*)

0,751 —

0,251 _

. (p)/1(p*) ]

0 | | | v | |
0,001 0,01 0,1

Y

Para N=100 @* = 103,
Fonte: O Autor.

Usamos como modelo para este estudo a égué. Analisamos uma rede
neural que tem por caractsticas interages qumicas. O modelo possui limiar
para o qual um neodnio pode ser excitado conforme um sinal por ele absorvido.
O termo de acoplamento adicior@aprescrito como
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Figura 4.2: Representag esquerdtica deM = 4 redes unidimensionais tipo mundo pequeno e
cada uma com = 8 gtios.

Fonte: O Autor.

V(xi(n),xj(n)) = (xi(n) —Vs)S(xj(n)), (4.1)

onde o potencial reversg > x;(n) para todox(n) implica que a sinapsé

excitabria; supomo¥s = 2,0. O acoplament&tem a seguinte forma,

1

S lie ey (4-2)

S(x)

onde o paaimetro de saturapA = 10 e®s = 0,25 520 escolhidos de maneira a
proporcionar que cada pico dentro de cada disparo possa atingir o limiar. Assim,
0 mapa de Rulkov com o termo de acoplamento fica escrito como

. ql) . N o
Xy =+ e Y aV i x)
_ >

YW =yn—ox) - B, (4.3)
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ondei =1,2,...,ML, € > 0 & a intensidade de acoplamente;gé a matriz de
adja@ncia comgjj = 1 se um newnioi esé acoplado com um neamio j, e
gjj = 0 para outros casos.

4.1 Parametro de Ordem

O calculo do paametro de orderR caracteriza o surgimento da sincronizag
dentro da rede. Introduzido por Kuramoto [&§lado por

2 = RyEXD(27T ) = % iexp(Znix,q)), (4.4)

=

ondeR, e ¢, sao amplitude éngulo, respectivamente, de um vetor fase para

uma rede unidimensional como conis de contorno pédrilicas.

A equa@o (4.4)é composta por um termo imagimo que fisicamenteao
tem significado. O termo e@m’xﬁ”) sel decomposto usando a redacde

Euler (ou de Moivre)

exp(zmxﬁj)) = cos(2nx§1j)) + iser(anﬁ]j)) (4.5)

por meio do nddulo de um amero complexa = a+ bi onde

2 = /a2 + b2, (4.6)

Das equages 4.5 e 4.6, segue-se que

:é % Vlcost2md) )2 + [ser(2rd) 2 (4.7)
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Logo, utilizamos a seguinte forma paraalaulo,

expie(])), (4.8)

Z| -

M=

Zn = Rpexp2mi¢y) =

)

para um vetor de fase de uma rede unidimensional. Se apfdss disparos
permance descorrelacionada, o valor da soma na aquhBé pequena. Por
outro lado, se a fase com que os disparos comecam a acontecer aproxima-se

assintoticamente, o valor da soma aproxima-se de 1.

Para se analisar a sincronidacvariando-se o pametro de acoplamento e

a probabilidade, calculamos axlia do paametro de ordem dada por

Ro=1lm = 5 R, (4.9)

As simula@es nungricas realizadas mostram que o estudo sobre agrupa-
mento de redes exibe sincronidagpenas sg, for maior que um determinado
valor citico. Este valor depende daimero de sub-redes e tagrh sabe-se,
guanto maior for o agrupamento de redes um valor maior paganecesario.

A figura 4.3 mostra a evol@p da nédia temporal do pametro de ordem para
pi =102 el =100. Na figura 4.3 (a) temdd = 2 e 4.3 (b)M = 4, onde
R € calculado para diferentes valoresme Na augncia de conedes entre as
redes e para suficientemente grande ocolRe~ 1/M. Sep, e € sdo suficien-
temente grandes o suficiente tenfos 1. Paras = 0 teremoR [0 (ML) 2 e

seL >> 1 ouM >> 1 ocorre quéeR deve ser piximo de zero.

Dentro deste estudo da inteéacentre redes, realizamos simuas para a
intensidade dgtica e para o acoplamento em f@duacdas intra e interconégs.

A intensidade de acoplamentdtao de acordo com a refénciaé [34]

C

pi(L—1)4+ po(N—L)’ (4.10)

E =
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Figura 4.3: Media temporal do pametro de ordem como fuag da intensidade de acopla-
mento.

0,1

AN

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

Parapi = 10 2 eL = 100. (a)M = 2 e (b)M = 4. Em ambas as figuras = 0 (circulos),
Po = 1,6 x 10~* (quadrados)p, = 2 x 102 (triangulos).
Fonte: O Autor.

ondeC depende de um valor limite do [@ametro de ordem &uio globalR para
0 qual atinge a sincronizag global. Os detalhes n@mcos §o mostrados na
figura 4.4 pargi=102 e L = 100, onde usamos! = 2 eM = 4 nas figuras
4.4 (a) e 4.4 (b), respectivamente. Em ambas as figurasonsas representam
os valores dticos para o valor limite do pametro de ordem igual a @5. A
linha lidaé o resultado obtido por meio eq@ag4.10 cone: + d. A probabi-
lidade p, aumenta e a intensidade de acoplamenitiarpara a sincronizag
global decresce. Isto mostra que as propriedades de sincraoigégpal 80
ampliadas.



Figura 4.4:¢. x po. para uma rede coin= 100 ep; = 102,
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Os drculos representam os valores limites dogpaetro de ordem global equivalente, 89 e
alinha $lidag. =C/[pi(L —5) + po(N—L)]+ &, onde (aM = 2,C = 0,07 ed = 0,045; (b)
M=4,C=0,112 ed = 0,0032.

Fonte: O Autor.

4.2 Transicao de Fase

Para estudar a trangig do estadodo sincronizado para o estado em que 0s
sitios da rede e&b sincronizados, definimos a quantidade

1 S

ondeNg & o rimero de ocoéncias d&R > ¢ ({=0,95) que encontramos dentro
do intervaloA, e s & o rumero de configurdges das conées distribidas com
probabilidadegy,. Ento,F pode ser interpretado como a faagde sincronizao
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global em um dado intervalo de tempo. Esta quantidade depende da intensi-
dade de acoplamentoe pode apresentar comportamentos distintos como uma
funcado da probabilidade,. Na figura 4.5 mostramos a depéndia deF em
funcio dep,. A transi@o para a sincronizag globake abrupta parge = 101

e & ~ 0,05, enquanto que paf = 10~2 & menos abrupta.

Figura 4.5: Frag@o de tempo onde o agrupamento de redes péseaior que 095 versusa
intensidade de acoplamento.
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ParalL = 100M = 2, p; = 10—2,5= 20 ep, = 101 (circulos) ep, = 10~2 (quadrados). Estas
duas probabilidades mostram trai@&sg distintas para a sincronizacglobal.
Fonte: O Autor.

Tal comportamento estrelacionado com as propriedades de cada rede iso-
lada. Sep, € suficientemente pequeno, cada rede pode ser tratada como inde-
pendente uma da outra. Portanto, cada rede tende a uma sincionsalada,
levando a uma transa@ suave. Por outro lado, $8 € grande, a diémica
coletiva de cada subredefortemente afetada pelas demais sub-redes. A sin-

croniza@o ocorre rapidamente levando a uma traas@gbrupta.



55

5 Conclues

Investigamos o0 modelo de Rulkov no qual temos dois elemerédsisds:
(i) a dinamica neural (com temp@pido e lento representando a atividade de
disparo e picos repetitivos) descrita por um mapa de Rulkov; (ii) a arquitetura
das cone&es com uma propriedade de livre escala, que pode descreveaa fung
de uma rede neural encontrada por meio de um experimento de arsson
magretica por Chialvo e colaboradores [23]. Consideramos um tipo importante
de oscilages coletivas conforme o efeito de acoplamento, que se manifesta

como uma sincroniza&p nos disparos neurais.

O uso de uma interveaQ externa para o controle da sincronégaglos
disparos em uma rede de mapas de Rulkov tem muitas similaridades com a
sincroniza@o de fase de um oscilador hamnico com uma fonte externa pefi
dica. A estrutura semelhangelingua produzida nos espacos dejpaetrose
obtida pelos valores para 0os quais a sincrotdiaa@ mantida. Esta estrutura
mostra uma forte assimetria, mas o seu tamanho aumenta com a amplitude ex-
terna. O tamanho dela diminui rapidamente com o tamanho da rede, tal que
maiores tamanhos podem ser obtidos pelo aumento da amplitude aplicada ou
pelo uso de uma ou mais perturbags. Mostramos numericamente que dois
fatores podem ser obtidos dentro de um experimento de int&wgngtico:

() a freqencia externa deve ser maior que a fieggia natural da rede e (ii)
multiplos sinais (pelo menos 10) podem ser usados, uma vez que o eégito m

e semelhante ao de uimico sinal no gio com maior limero de coneées.
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De acordo com a possibilidade de alguns ritmos cerebrais sincronizados es-
tarem relacionados a algumas patologias neurais, consideramos o efeito de uma
tecnica proposta por Rosenblum e Pikoswsky para suprimir essas 0ssilag
sincronizadas. O &todo consiste em usar um sinal de realimeidagom um
certo tempo de atraso e com valores efas de amplitude e tempo de re-
tardo. O procedimento de supras€ rao invasivo e realizado pela apliax
de um sinal externo de pequena amplitude e de uma curtagdudacintervalo

temporal.

Encontramos domios de supre&® de estados sincronizados para interva-
los amplos de alguns @anetros, e conclmos que um controle efetivo em uma
rede sem escala, pode ser obtido por meio daaadie mais de uma Corex
para cada passo de tempo.€Al de considerarmos uma rede sem escala, con-
sideramos tan#m uma distribuigo das conedes com decaimento que segue
uma lei de pancia exponencialmente truncada, concordando qualitativamente
com alguns resultados com respeito as@egide dormmios de supres® no
plano de pametros.

Em rela@o ao acoplamento de redes, coimos que sincroniz&ép é so-
mente possel se a probabilidade entre as reéesuficiente grande. Se este for
0 caso, a transap de estadosawn-sincronizados ao comportamento sincroni-
zadoé abrupta, e isso ocorre para uma intensidade de acoplamento maior que
um valor citico. Este valor dtico pode ser teoricamente previsto, considerando
um agrupamento de redes, onde o0s osciladores acoplados em fase obedecem ¢
um modelo de Kuramoto, que éstde acordo com a pre#@is térica dada pelo
modelo. Mostramos que, antes da traasipara a fase de sincroniZagglobal,
0 sistema sofre estados intermitentes entre os estados sincronizémsie-n
cronizados. Na transip o estado sincronizado comporta-se como um atrator
cabtico contendo um tmmero infinito dedrbitas perbdicas inshveis. Se algu-

mas dessalrbitas tornam-se transversalmente ansis, a intermé&ncia entre
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disparos e estados laminares ocorrem degidsiséncia de sela ddica. Um
estado permanente sincronizadessria possel se 1o houvebrbita perodica
transversalmente e irastel. Por outro lado, se a probabilidade dentro das redes
€ muito pequena, este @b de uma abrupta tran8ig para a sincronizao

global pode &o se aplicar, e temos uma tra@gcuave para Ssincronizag

Como trabalhos futuros pretendemos estudar redes neurais acopladas utili-
zando o modelo de Hodgin Huxley [38]. Este modelo simul@fe@nos rela-
cionados como o caos espaco-temporal e a faamde merarias. O model@
composto por uma cadeia de egbesg diferenciais que interagem segundo um
acoplamento bem definido, onde o tempo e aavalide estadc@® contnuas e
0 espace discreto. Na rede de equiss diferenciais de Hodgin-Huxley utili-
zaremos como topologia para as caiesx entre 0s nednios, os dados que se
encontram na literatura sobre a conectividade@tex cerebral. Estudaremos
a possibilidade de sincronizag dos disparos dos néunios e a forma com que
as interages entre as diferentes régs do érebro ocorrem devido a infacia
da conectividade.
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