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Resumo

Consideramos uma rede de mapas acoplados que exibe propriedade de rede

sem escala. A conectividade de cada sı́tio obedece uma distribuição lei de

pot̂encia, onde a maioria dos sı́tios tem poucas conexões e uma minoria com

muitas conex̃oes. Evid̂encias experimentais mostram que uma rede neural bioló-

gica em algumaśareas do ćerebro apresentam uma arquitetura semelhante a

uma rede sem escala. Por outro lado, uma resposta coerente de um conjunto

de neur̂onios pode ser descrita através da sincronização de fase cáotica da ativi-

dade dos seus disparos. Usamos o modelo de Rulkov que possui uma dinâmica

compaŕavel aos disparos neurais para estudar a sincronização de fase cáotica,

em particular a sua dependência nas propriedades do acoplamento. Realizamos

esse estudo inspirados nas pesquisas sobre patologias como epilepsias e Mal de

Parkinson, as quais em termos dinâmicos est̃ao relacionadas a comportamentos

de sincronizaç̃ao. Nesta tese apresentaremos duas formas conhecidas na lite-

ratura de como tratar o problema usando métodos nuḿericos: Aplicando um

sinal externo com determinadas amplitudes e frequências, e a realimentação de

um sinal extráıdo da pŕopria rede com um certo tempo de atraso no sistema

para suprimir ou controlar os ritmos sincronizados. Encontramos resultados

satisfat́orios quanto as regiões de controle e supressão de ritmos neurais inde-

sejados variando dos parâmetros do sistema. Finalmente, mostramos alguns

resultados do efeito da sincronização segundo a interação entre um grupo de

redes conforme a variação da probabilidade de conexões entre os sı́tios de redes

diferentes e tamb́em pertencentes a mesma rede.

Palavras chave: Redes. Neurônios. Caos.
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Abstract

We consider a network of coupled maps that displays a property of scale-free

network. The connectivity of each site satisfies a power law distribution, where

most sites have few connections and the minority dominating the connectivity

with many connections. Experimental evidence show that a biological neural

network in some areas of the brain have a similar architecture to a scale-free

network. On the other hand, a consistent response of a set of neurons can be

described by the phase synchronization of chaotic activity of your bursts. We

use the model having a dynamic Rulkov comparable to the neural firing to inves-

tigate the synchronization of chaotic phase, in particular its dependence on the

coupling properties. We conducted this study inspired by research on diseases

such as tremors and Parkinson’s disease, which in dynamic terms are related

to synchronized behavior. In this thesis we present two forms well-known in

the literature on how to deal with the problem by applying numerical methods:

applying an external signal with certain amplitude and frequency, and a feed-

back signal extracted from the network itself with a certain delay timein the

system to suppress or control the rhythms synchronized. We find a satisfactory

regions of control and suppression of unwanted neural rhythms according to

the variation of system parameters. Finally, we show some results concerning

the effect of synchronization according to the interaction between a group of

networks varying the probability of connections between networks and within

each network.

Keywords: Network. Neurons. Chaos.
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1 Introdução

O estudo de redes complexasé utilizado em muitas aplicações cient́ıficas e

tecnoĺogicas. Muito esforço tem sido gasto para estudar tais redes usando ferra-

mentas derivadas deáreas tais como mecânica estatı́stica, teoria de grafos (uma

representaç̃ao de um conjunto de nós conectados por arestas que formam uma

rede) e a din̂amica ñao linear [1]. No estudo de redes complexas, os sı́tios re-

presentam organizações ou indiv́ıduos e as ligaç̃oes funcionam como interações

mútuas de acordo com a arquitetura da conexão espećıfica [2]. Uma classe de

rede complexa muito estudadaé a sem escala, para a qual a conectividade, ou

o número de conex̃oes de cada sı́tio, apresenta uma dependência estatı́stica na

forma lei de pot̂encia [3]. SeP(k)dk denota a probabilidade de encontrar um

śıtio com conectividade entrek e k+dk, para uma rede sem escala temos que

P(k)∼ k−γ ondeγ > 1. Dentre as principais caracterı́sticas de uma rede sem es-

calaé que esta deve ter poucos sı́tios com muitas conex̃oes e muitos śıtios com

poucas conex̃oes, segundo Albert e Barabási, “rich get richer” - ricos ficam mais

ricos. Quanto mais conexões um ńo possui, maior a probabilidade deste nó ter

novas conex̃oes. Eles denominaram essa caracterı́stica de “preferential attach-

ment” ou conex̃ao preferencial. Mais especificamente, um nó tende a se conec-

tar a um ńo pŕe-existente com mais conexões. Essa assertiva implica em outra

premissa fundamental: as redes não seriam constituı́das de ńos igualit́arios, ou

seja, com a possibilidade de se ter mais ou menos o mesmo número de conex̃oes.

Ao contŕario, tais redes possuiriam nós que seriam altamente conectados (hubs

ou conectores) e uma grande maioria de nós com poucas conexões. Esses me-
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canismos s̃ao comuns em muitas redes de sistemas fı́sicos, bioĺogicos e soci-

ais. Alguns exemplos são as redes de computadores conectados (World Wide

Web) [4], grandes programas de computadores [5], proliferação de doenças [6],

contatos sexuais humanos [7], distribuição de doḿınios protéınicos [8], cadeia

metab́olica celular [9] e redes neurais [10]. Numa rede neural os neurônios s̃ao

representados por sı́tios e os ax̂onios, que atuam como canais de transmissão

neurais, as conexões entre os sı́tios de uma rede complexa. A figura 1.1 (a)

apresenta o modelo de um neurônio e, em (b), tem-se uma rede complexa.

Figura 1.1: Esquema comparativo entre uma rede neural (figura à esquerda) e uma rede com-
plexa (figuràa direita).
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(a)

Axonio

Corpo Celular

Dendritos Rede Complexa
(b)

As linhas representam os axônios e os ćırculos os neur̂onios.
Fonte: O Autor.

Evidências cĺınicas salientam que a sincronização na din̂amica de neur̂onios

individuais desempenha um papel fundamental em algumas condições patoĺo-

gicas, tais como a doença de Parkinson e epilepsias [11]. Uma das técnicas

utilizadas no processo de controle desse comportamentoé adicionar sinais ex-

ternos períodicos de pequenas amplitudes e determinadas frequências com o

intuito de controlar os ritmos neurais indesejáveis [12, 13]. Como exemplo,

tem-se a sincronia da dinâmica neural localizada na ganglia thalamus e basal

que aparece causando os tremores no mal de Parkinson. Desta forma, uma

posśıvel soluç̃ao para controlar esses ritmos patológicos seria suprimir o estado

de sincronizaç̃ao. Um dos recursos utilizadosé a aplicaç̃ao de um sinal de alta

freqûencia(> 100Hz) numa derterminada região do ćerebro [14].
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Baseados nos fatos apresentados anteriormente, este trabalho foi derivado

de conhecimentos fundamentais da dinâmica ñao-linear e da vasta informação

na literatura neurocientı́fica, utilizando-se dois tipos de intervenção para con-

trolar os ritmos sincronizados. Primeiramente, aplicando um sinal externo em

determinadas regiões do ćortex cerebral com uma dada frequência e amplitude

e, posteriormente, aplicando-se um segundo tipo de perturbação no quaĺe ar-

mazenado um sinal emitido pela rede e reinjetado na mesma após um tempo de

atraso. Para estudar tais fenômenos usamos um modelo de rede de mapas aco-

plados onde cada sı́tio da rede representa um neurônio como j́a descrito anterio-

mente. Investigamos também o comportamento da interação entre agrupamento

de redes no espaço de parâmetros.

A dinâmica das redes corticais são simuladas por um modelo multinı́vel,

rede de redes, onde cadaárea do ćortexé tratada como uma subrede. Neste tra-

balho, estudamos sincronização de disparos dos neurônios em uma rede neuro-

nal modular, que contém v́arias sub-redes. Por meio de simulações nuḿericas,

encontramos a inflûencia de fatores tais como a intensidade de intra e interco-

nex̃oes. As mudanças na força de acoplamento e o número de conex̃oes por

neur̂onio s̃ao dois fatores que afetam de certa maneira a sincronização. Sugere-

se portanto que os resultados apresentados possam facilitar nossa compreensão

não śo da sincronizaç̃ao em redes modulares, mas também o impacto sobre a

sincronizaç̃ao em redes neuronais.

O trabalho est́a organizado da seguinte forma. No Capı́tulo 2 apresenta-

mos os fundamentos teóricos que envolvem o modelo considerado e as suas

caracteŕısticas. No Caṕıtulo 3 h́a uma breve descrição sobre redes complexas

e a teoria dos grafos. No capı́tulo 4 a forma do acoplamento sem escala. No

Caṕıtulo 5 exibimos os resultados das simulações quando ao efeito de acopla-

mento, o controle de sincronização e a supressão de sincronizaç̃ao. Finalmente,

no Caṕıtulo 6, o estudo da interação entre redes são apresentados.
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2 Fundamentos Téoricos

2.1 Mapas

Um mapa unidimensional [15]é uma equaç̃ao da forma,

xn+1 = f (xn), (2.1)

onden= 0,1,2, ... são os valores discretos do tempo ef (xn) é uma funç̃ao ñao

linear. Fornecido uma condição inicial x0, podemos obter os demais valores

por meio de sucessivas iterações. Aórbita dex para f determina os pontos

{x, f (x), f 2(x), ...}, e o ponto inicialx da órbita é chamada de valor inicial da

mesma. Umáorbita de peŕıodo mé o conjunto de pontos fixosx∗0,x
∗
1, ..., isto é,

x∗ = f m(x∗), (2.2)

onde f m é a m-́esima iterada do mapa. Então dadox0, o mapa resultax1. Dado

x1 obtem-sex2, e assim por diante.

A representaç̃ao gŕafica de umáorbita, figura (2.1),́e feita pelo esboço de

uma funç̃ao f junto com uma linha diagonaly= x. Por exemplo, óunico ponto

fixo de f (x) = 2x é x = 0. Dado um valor inicialx = 0,1, aṕos uma iterada,

encontramos o valor 0,2= f (0,1); traçamos então, um linha vertical pontilhada

unindo esses dois pontos. Na sequência encontra-se o valor def (0,2), sendo

que este valor como se fosse outro valor inicial que no casoé 0,4, e na ordem
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tornamos a colocar o valor que sai dentro do respectivo valor que entra. Feito

isso, traçamos uma linha horizontal pontilhada entre o par valor que entra e

valor que sai(0,1;0,2), ou mais especificamente, entref (x) = 2x ey= x.

Figura 2.1: Representação de umáorbita.

Fonte: O Autor.

2.2 Pontos Fixos

Um pontox∗ é um ponto fixo do mapaf se f (x∗) = x∗. A ańalise da esta-

bilidade local ou linear do ponto fixóe feita mediante estudo das iterações do

mapa em suas vizinhanças. Seja uma iteraçãoxn próximo ao ponto fixox∗, tal

que

δn = |xn−x∗|, (2.3)

sendo um mapax∗ = f m(x∗) de(2.3) temos
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δn+1 = |xn+1−x∗|

= | f (xn)−x∗|

= | f (x∗+δn)−x∗|, (2.4)

expandindof (x∗+δn) em śerie de Taylor e truncando, temos

δn+1 =

∣

∣

∣

∣

f (x∗)+
d f(x∗)

dx∗
δn−x∗

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

d f(x∗)
dx∗

∣

∣

∣

∣

δn. (2.5)

Portanto, se ocorreδn+1 < δn as iteraç̃oes est̃ao convergindo parax∗, logo eleé

est́avel, sendo assim

∣

∣

∣

∣

d f(x∗)
dx∗

∣

∣

∣

∣

< 1, (2.6)

seδn+1> δn as iteraç̃oes est̃ao se afastando dex∗, portanto elée inst́avel e temos

∣

∣

∣

∣

d f(x∗)
dx∗

∣

∣

∣

∣

> 1. (2.7)

Ainda, se| f ′(x∗)| = 1 ou | f ′(x∗)| = 0 o ponto fixo seŕa dito neutro ou supe-

rest́avel, respectivamente.

2.3 Expoente de Lyapunov e Diagrama de Bifurcaç̃oes

2.3.1 Expoente de Lyapunov

Se x0 é um ponto fixo de um mapa unidimensionalf e f ′(x0) = a > 1,

ent̃ao asórbitas de cada pontox próximo dex1 separam-se dex0 por uma raz̃ao
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multiplicativa de aproximadamentea por iteraç̃ao, at́e aórbita dex afastar-se

significativamente para longe dex0.

Num regime cáotico o sistema apresenta sensibilidadesàs condiç̃oes ini-

ciais, istoé, mesmo tendo-se condições iniciais pŕoximas, as iteradas podem

divergir exponencialmente com o tempo. O expoente de Lyapunovλ mede esta

diverĝencia, que pode ser visto representado na figura 2.2

Figura 2.2: Separação exponencial de duas condições iniciais pŕoximas, ondeN é o ńumero de
iteraç̃oes.

ε

εx 0 + ε f  (x  +   )0f   (x  )0
N N

N λ(     )N x0
eε

x

Fonte: O Autor.

Da figura (2.2) sabemos que

εeNλ (x0) = | f N(x0+ ε)− f N(x0)|, (2.8)

tal que, quandoε → 0 eN → ∞, resulta paraλ (x0)

λ (x0) = lim
N→∞

lim
ε→0

1
N

ln

∣

∣

∣

∣

∣

f N(x0+ ε)− f N(x0)

ε

∣

∣

∣

∣

∣

,

λ (x0) = lim
N→∞

1
N

ln

∣

∣

∣

∣

∣

d fN(x0)

dx0

∣

∣

∣

∣

∣

. (2.9)

Portanto, da equação acima conclui-se queeλ (x0) é o fator ḿedio pelo qual a

dist̂ancia entre os pontos adjacentes próximos varia aṕos um grande ńumero de

iteraç̃oes.

Usando a regra da cadeia em (2.9),
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d f2(x)
dx2

∣

∣

∣

∣

∣

x0

= f ′[ f (x0)] f
′(x0) = f ′(x1) f ′(x0), (2.10)

ondex1 = f (x0), e o expoente de Lyapunov torna-se

λ (x0) = lim
N→∞

1
N

ln

∣

∣

∣

∣

∣

d fN(x0)

dx0

∣

∣

∣

∣

∣

, (2.11)

λ (x0) = lim
N→∞

1
N

ln

∣

∣

∣

∣

∣

N−1

∏
n=0

f ′(xn)

∣

∣

∣

∣

∣

, (2.12)

e

λ (x0) = lim
N→∞

1
N

N−1

∑
n=1

ln | f ′(xn)|, (2.13)

Seλ (x0)> 0 o sistema apresenta um regime caótico e seλ (x0)≤ 0 tal sistema

apresenta um regime regular.

2.3.2 Diagrama de Bifurcaç̃oes

O estudo do diagrama de bifurcações de mapas nos permite observar como

pontos fixos estáveis de um sistema dinâmico se comportam devido a variação

de um ou mais parâmetros do sistema. O termo “bifurcação” é geńerico; o que

é mais importante entendemos neste processoé como um ponto fixo altera a

sua estabilidade ou instabilidade devidoà alteraç̃ao destes parâmetros. Pode-

mos ver na figura 2.3(a), como se comporta a variável de estadoxn do mapa

loǵıstico f (x) = rx(1− x) durante a evoluç̃ao do par̂ametro de controler, com

uma condiç̃ao inicial fixadax0 = 0,2. Observamos que para 1,0 ≤ r < r∞ te-

mos um regime de bifurcações, e parar∞ < r ≤ 4,0, predomina uma região

cáotica, onder∞ ≈ 3,57 é um ponto onde h́a uma acumulaç̃ao de cascata de

bifurcaç̃oes. Parar > 4,0, ocorre quex→ ∞ e parar > r∞ uma regĩao cáotica
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em que a trajetória depende sensivelmente das condições iniciais. Existem sub-

regiões na figura 2.3, comor = 3,74, denominadasjanelas, que exibem com-

portamento periódico. S̃ao caracterizadas porórbitas de perı́odoı́mpar e podem

tamb́em sofrer bifurcaç̃oes. Observando a figura 2.3(b) vemos que o expoente

de Lyapunov́e sempre negativo, com excessões nos pontos de bifurcações onde

o expoentée nulo. Parar∞ < r ≤ 4,0 o expoente de Lyapunové quase que com-

pletamente positivo com regiões dejanelas, λ < 0, caracterizando um compor-

tamento períodico.

Figura 2.3: (a) diagrama de bifurcaçãoes, (b) expoente de Lyapunov para o mapa logı́stico.

1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
r

-15

-10

-5

0

5

λ

1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

x n

(a)

(b)

Fonte: O Autor.

Outra maneira ilustrativa de verificar o comportamento caótico de um mapa

pode ser visualizado na figura 2.4. Usamos o mapa logı́stico f (xn+1) = rxn(1−

xn) para visualizar a propriedade de sistemas caóticos que apresentam grande

sensibilidadèas condiç̃oes iniciais. Na figura 2.4 (a) definimos o parâmetro

de controler = 3,0 e duas condiç̃oes iniciais muito pŕoximas descritas por
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ćırculos (x0 = 0,2) e quadrados (x′0 = 0,25). Há evidentemente aproximação

das oscilaç̃oes da varíavel din̂amicaxn aṕos a terceira iterada do mapa. Por

outro lado, na figura 2.4 (b) algo diferente ocorre para as mesmas condições

iniciais parar = 3,8. Para este valor do parâmetro de controle o mapa logı́stico

assume comportamento caótico, istoé, as oscliaç̃oes da varíavel din̂amica di-

vergem ao longo do tempo.

Figura 2.4: Comportamento dinâmico da varíavel de estado do mapa logı́stico para duas
condiç̃oes iniciais.

0 5 10 15 20
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

x n

0 5 10 15 20
n

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

x n

(a)

(b)

Em (a) r=3,0, comportamento regular e (b) r=3,3 comportamento cáotico, sendo que
consideramosx0 = 0,2 (ćırculos) ex′0 = 0,25 (quadrados).
Fonte: O Autor.

2.4 Mapa de Rulkov

Os impulsos nervosos são transmitidos através de um potencial de ação, que

é uma ŕapida variaç̃ao do potencial de repouso, istoé, uma variaç̃ao do poten-
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cial negativo para o positivo e depois um rápido retorno para o potencial de

repouso negativo. O modelo para a dinâmica de um neurônio que considera-

mos neste trabalho possui dois tempos de escala. Um tempo de escala rápido

que est́a relacionado com a atividade de um conjunto de picos de disparos, ou a

rápida variaç̃ao do potencial de repouso citado acima, enquanto que a escala de

tempo lento aparece sob a forma de um decaimento até um valor ḿınimo, queé

o potencial de repouso. Hodgkin e Huxley [16] e Hindmarsh Rose [17] propu-

seram modelos matemáticos descritos sob a forma de equações diferenciais, no

entanto utilizamos o mapa de Rulkov [18],

xn+1 =
α

1+[xn]2
+yn,

yn+1 = yn−σxn−β , (2.14)

para o estudo em questão, o qual simplifica o desenvolvimento e abrevia a

obtenç̃ao dos resultados devido ao tempo e a localização espacial assumirem

valores discretos. O mapa de Rulkové um modelo fenomenológico e bidimen-

sional, tal quexn é responśavel pela din̂amica ou a escala de tempo rápida eyn a

escala lenta. O parâmetroα influi diretamente no tempo de escala dos disparos

a tal ponto que produz oscilações cáoticas na varíavelxn quando[4,1;4,4] e os

par̂ametrosσ e β podem ser associados a estı́mulos externos.

No mapa de Rulkov a evolução lenta deyn para cada passom é dado por,

yn+1 = yn−m(α +σx,m), (2.15)

sendo quex,m= (∑n+m
j=n+1)x

( j)/m é o valor ḿedio dexn calculado paramconse-

cutivas iteraç̃oes. Ent̃ao, vemos que de (2.15) o valor deyn aumenta durante os

mpassos sex,m<−β , e diminui sex,m>−β . Como a variaç̃ao deyn é lenta,

pode-se considerar queyn é constante,y= yn . Portanto, a ŕapida din̂amica do
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śıtio pode ser entendido pela análise de um mapa unidimensional.

xn+1 = f (xn,α,γ)≡
α

(1+x2
n)

+ γ. (2.16)

O mapa (2.16) tem três pontos fixos. (x∗1,x
∗
2, x∗3). Utilizando-se (2.6) e (2.7),

temos que

f ′(x) =
−2αx

(1+x2)2
. (2.17)

Substituindo o primeiro ponto fixox∗1 ≈ −2,0 (Veja figura (2.5)), paraα =

4,1, temosf ′(2,0) ≈ 0,65, dondex∗ é est́avel. Parax∗2 ≈ −1,3, encontramos

f ′(−1,3)≈ 1,47, ou seja,x∗2 é inst́avel, ex∗3 pode mudar de estabilidade depen-

dendo do valor deγ.

Figura 2.5: Diagrama de Retorno.
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Comportamento da função f (xn,α,γ) paraα = 4,1 γ =−2,65 (curva cont́ınua)
γ = γ∗ =−2,75 (curva pontilhada) eγ =−2.85 (curva tracejada);x∗1,x

∗
2 ex∗3 são os pontos

fixos do mapa;γ∗ corresponde ao valor da bifurcação onde surgemx∗1 ex∗2. Fonte: O Autor.

As propriedades din̂amicas deste mapa estão claras na figura 2.6(a) e 2.6(b).

Estas figuras mostram a análise do diagrama de bifurcações em conjunto com

o cálculo do expoente de Lyapunov. O regime de bifurcações apresenta uma
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tend̂encia do mapa ir para uma região est́avel a medida que o valor do parâmetro

de controleγ é elevado. Em (b) tem-se regiões onde predominam as janelas em

que o exponente de Lyapunové menor que 0. No final da região cáotica o

expoente de Lyapunov́e sempre menor que zero e nos pontos de bifurcações o

expoentée exatamente igual a zero.

Figura 2.6: (a) Diagrama de bifurcações e (b) expoente de Lyapunov para a equação(2.16).
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Fonte: O Autor.

2.4.1 Din̂amica do Mapa de Rulkov

Para ficar mais claro as descrições acerca dessa dinâmica para o mapa de

Rulkov, podemos analisar a figura (2.7). Em(a) temos a śerie temporal do

potencial de aç̃ao produzida pela variável ŕapidaxn. Os ińıcios dos trens de

disparos s̃ao indicados pelas setas pontilhadas. Em torno dexn =−2 o neur̂onio

est́a em repouso ou estado quiescente. A figura 2.7 (b) mostra a evolução da

dinâmica lenta. As linhas pontilhadas identificam osnk disparos produzidos

durante um intervalo de tempo observado, a quais também mostram que o inı́cio

de um disparo na variável ŕapida, corresponde a um valor máximo da varíavel

lenta.

Como consideramos valores deα no mapa de Rulkov para descrever oscila-

ções cáoticas, a ocorr̂encia temporal de umnk disparo para onk+1 nuncaé a
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Figura 2.7: Evoluç̃ao temporal para a variável ŕapida (a) e a lenta (b) usando o mapa de Rulkov.
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α = 4,1 eσ = β = 0,001.
Fonte: O Autor.

mesma.

Define-se uma fase

ϕ(n) = 2πk+2π
n−nk

nk+1−nk
, (2.18)

e freqûencia

Ω = lim
x→∞

ϕ(n)−ϕ(0)
n

, (2.19)

para medir-se as flutuações cáoticas da varíavelxn.
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3 Grafos e Redes Complexas

3.1 Grafos

Grafos s̃ao definidos matematicamente como estruturasG(V,A) compostas

por um conjunto de v́erticesV, ou ńos, e por um conjunto de arestasA. As

arestas s̃ao utilizadas para indicar alguma relação entre os ńos, istoé, as ares-

tas conectam (ou não) os v́ertices de acordo com a conformidade do problema

modelado. O estudo das redes complexas na forma da teoria dos grafosé um

dos pilares fundamentais da matemática discreta. Atribui-se a Euler o primeiro

trabalho neste campo realizado em 1735 [19]. Na figura 3.1 temos um exemplo

de um grafo onde utilizamos cı́rculos para denotar os vértices e linhas para as

arestas.

Figura 3.1: Representação de um grafo com 6 nós e 5 arestas.

aresta − A

Vertice − V

Fonte: O Autor.
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3.1.1 Grafo Direcionado

Em um grafo direcionado, a ordem entre os vértices de uma aresta (V,A)é

diferente da aresta (A,V) ée representada por uma flecha de A para V como

mostra a figura 3.2.

Figura 3.2: Representação de um grafo direcionado.

Fonte: O Autor.

3.1.2 Matriz de Adjacências

Dado um grafo G(A,V) em que|V| = R, a matriz de adjaĉenciaR= (r i j ) é

uma matrizn×n tal que:

• r i j =1 se os v́erticesvi,v j forem adjacentes;

• r i j =0 caso contŕario.

Um exemplo para representar uma matriz de adjacência a partir de um grafo

encontra-se na figura 3.3.

A matriz de adjaĉencia referente ao grafo G(A,V)é representada como se-

gue:














0 1 0 0

1 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 0














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Figura 3.3: Grafo G(A,V) que representa uma matriz de adjacência.

2

4

1

3

Fonte: O Autor.

3.2 Redes Complexas

Uma rede complexáe definida como uma estrutura que não segue um padrão

regular. No entanto h́a uma dificuldade na literatura em encontrar uma definição

fechada que aborda o conceito de “padrão regular” aplićavel a este contexto. A

maioria dos trabalhos sugerem que redes complexas modelem sistemas grande

privilegiando o seu tamanho [19] e que podem contar com o senso comum para

delimitar seu escopo [20]. Em redes neurais há uma formaç̃ao de estruturas

complexas. No entanto tais estruturas impõem um certo grau de imprecisão

indesejado. Na tentativa de eliminar este problema há uma procura que seja,

no ḿınimo, aceit́avel de como se definir uma rede complexa. Uma possı́vel

soluç̃ao é a analogia entre redes complexas e grafos, donde pode-se originar

uma discuss̃ao aceit́avel.

Tradicionalmente, redes com topologias complexas são descritas pela teoria

de grafos rand̂omicos de Erd̈os e Renyi (ER) [21], onde estas redes têm por ca-

racteŕıstica apresentar um alto grau de auto-organização mostrando uma propri-

edade de larga escala em redes complexas. Entretanto, independente do sistema

e da identidade de seus constituintes, a probabilidadeP(k) de cada śıtio interage

com outrok śıtio decai como uma lei de potência,P(k) ∼ k−γ . Este resultado
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indica que redes grandes auto-organizam-se dentro de um estado sem escala,

uma caracterı́stica ñao prevista por todos os modelos de redes randômicas exis-

tentes. Atribui-se essa caracterı́stica ao incorporar o crescimento e conexão

preferencial, duas caracterı́sticas de redes reais:

1) Crescimento - partindo de um número fixo de elementos que são co-

nectados randomicamente (modelo-ER), com o intuito de simular uma rede no

mundo real, elas são formadas pela adição cont́ınua de novos sı́tios no sistema;

2) Conex̃ao Preferencial - redes reais apresentam uma conexão preferencial.

Estes dois aspectos de redes reais não s̃ao incorporados nos modelos que assu-

mem um ńumero fixo de śıtiosN que s̃ao randomicamente conectados (modelo-

ER figura 3.4 (a)), onde uma rede randômica apresentaN śıtios conectados com

probabilidadepER [21]. O número total de conex̃oes do sistemáe dado por

n = pERN(N − 1)/2. O exemplo mostra uma rede comN = 10 śıtios para

pER = 0,0 e pER = 0,2. ParapER = 0,0 não h́a conex̃oes no sistema. A fi-

gura mostra o resultado parapER= 0,2, obtendo uma rede um total den = 9

conex̃oes. ParapER= 1 a redeé completamente conectada. A figura 3.4 (b)

mostra o modelo proposto por Watts e Strogats, partindo de uma rede regular

em uma dimens̃ao com os vizinhos mais próximos conectados.

A ilustraç̃ao apresenta uma rede comN = 8 śıtios. ParapWS= 0 o sistemáe

uma rede regular com 2N= 20 conex̃oes. ParapWS= 0,3, 2pWSN= 6 conex̃oes

foram reconectadas randomicamente. Note que parapWS= 1 é obtida uma

rede rand̂omica, equivalente ao modeloERcom pER=< k > /N = 0,4 . Mas

ambas t̂em uma caracterı́stica comum, quée a probabilidade nula de encontrar

um śıtio fortemente conectado, istóe, com grandek. Os śıtios com grande

conectividade s̃ao praticamente ausentes. Em contraste, a lei de potência para

as redes estudadas, indica que sı́tios com muitas conex̃oes t̂em probabilidade

não nula de ocorrer.

Em suma, redes reais expandem continuamente pela adição de novos śıtios
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Figura 3.4: Ilustraç̃ao dos modelos de (a) Erdös-Ŕeny e (b) Watts-Strogatz.
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Fonte: O Autor.

e conectam-se preferencialmente a outros que já est̃ao presentes no sistema.

Modelos de redes randômicas, as quais, assumem que sı́tios s̃ao conectados

randomicamente e uniformemente, contrastam com sistemas reais que exibem

conectividade preferencial, como visto no exemplo do ator novato atuar prefe-

rencialmente com ator mais famoso. A probabilidade com a qual um novo

śıtio se conecta a sı́tios já presentes na rede não é uniforme e h́a uma grande

probabilidade deste ser conectado a um sı́tio que tem um grande número de

conex̃oes.

A maior investigaç̃ao at́e hoje foi feita por Erd̈os-Renyi [22], onde foi rea-

lizado o primeiro estudo de aspecto estatı́stico sobre grafos randômicos base-

ado em um ḿetodo probabilı́stico. O modelo era simples, assumia que todos

os śıtios da rede eram equivalentes, e quaisquer pares eram conectados com a

mesma probabilidadeP. Dentre outras propriedades (Veja figura 3.5 (a)), Erdös

e Renyi observaram o surgimento de uma espécie de “enraizamento” dos sı́tios

com relaç̃ao a probabilidadeP(k) = e−aak/k!, ondek são as conex̃oes ea é a

inclinaç̃ao da reta ajustada.
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3.3 Rede Sem Escala

Uma classe de redes complexas que tem recebido grande atenção é a rede

sem escala (figura 3.5 b), para a qual a conectividade ou número de conex̃oes

de cada śıtio, apresenta uma dependência estatı́stica tipo lei de pot̂encia. Ent̃ao,

em uma rede sem escala, um número pequeno de sı́tios possui uma grande co-

nectividade, enquanto que a maioria dos sı́tios s̃ao encontrados com baixa co-

nectividade. EspecificamenteP(k)∼ k−γ ondeγ > 1 denota a probabilidade de

encontrar um śıtio com conectividade entrek ek+dk. A distribuç̃ao tipo lei de

pot̂encia fica evidente, como uma conseqüência de dois mecanismos genéricos

que j́a foram mencionados anteriormente. Há evid̂encias experimentais de que a

rede neural em determinadasáreas do ćerebro pode ser designada por uma rede

sem escala [23].

Figura 3.5: Topologias para as redes (a) randômica e (b) sem escala.
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Fonte: O Autor.

A arquitetura das conexões da rede neuralé um objeto de intensa inves-

tigaç̃ao. Existem vastas e crescentes informações na literatura [24] de como

(ou qual) seria o modelo ideal para descrevê-la. Mesmo que um modelo tridi-

mensional de neurônios acoplados seja o ideal, resultados podem ser obtidos

atrav́es do estudo de uma rede unidimensional com a qual ainda retém algumas

das caracterı́sticas gerais das redes com dimensões maiores. Deste ponto de
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vista, usamos uma rede unidimensional comN neur̂onios governados por uma

dinâmica de disparos simulados pela equação (2.14), a qual apresenta a seguinte

forma quando queremos fazer um estudo de mapas acoplados:

x(i)n+1 =
α(i)

1+

[

x(i)n

]2 +y(i)n +C(i)
n X(i)

n

y(i)n+1 = y(i)n −σx(i)n −β ,(i = 1,2, ...N), (3.1)

onde o acoplamentoC(i) é calculado no tempo de escala rápido. Usamosσ =

β = 0,001 para todos os neurônios acoplados.

Uma investigaç̃ao comum de um modelo neuralé caracterizada pela conecti-

vidade alta dos neurônios e que o termo de acoplamentoé um campo produzido

por todos os neurônios. AssimC(i)
n tem a seguinte forma,

C(i)
n (x(i)n ) =

ε
N

N

∑
j=1

x( j)
n , (3.2)

ondeN é o tamanho ou o ńumero de śıtios da rede eε é a intensidade de

interaç̃ao com a qual os sı́tios da rede estão acoplados.

Consideramos também que a descrição ñao leva em conta a distância entre

os neur̂onios. Uma rede sem escala tem como caracterı́stica uma distribuiç̃ao

de conex̃oes que seguem uma dependência do tipo lei de potênciaP(k) ∼ k−ω

onde o expoenteω est́a contido no intervalo entre 2,0 e 2,2 [25], com um termo

de acoplamento

C(i)
n (x(i)n ) =

ε
k(i)

N

∑
j∈I

gi j x
( j)
n , (3.3)

ondeε > 0 cada śıtio i é acoplado com um determinadoI que pertence ak(i)
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outros śıtios escolhidos aleatoriamente ao longo da rede, egi j é a matriz de

adjaĉencias.

A rede sem escaláe obtida porspassos, ondes= 0,1,2, ..,smaxtal que inici-

amos com uma rede comN0= 11 śıtios representada na figura 3.6 (a). Para cada

passos é adicionado um novo sı́tio na rede de tamanhoNs, tal queé conectada

a ℓ > 2 śıtios já presentes. As conexões ocorrem preferencialmente aos sı́tios

mais conectados, que são governados pelo uso de uma probabilidade diferente

para cada śıtio P(i)
s = k(i)s /Ns, ondek(i)s é o ńumero de conex̃oes por śıtio para

cada passos. A figura 3.6 (b) mostra o histograma para a conectividadek, para

a rede comN = 230.

Figura 3.6: (a) esquema da condição incial para a rede sem escala comN0 = 11 śıtios. (b)
distribuiç̃ao final da conectividade para uma rede comN = 230 śıtios.
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Fonte: O Autor.

Um efeito posśıvel ao acoplamentóe ilustrado na figura (3.7), ondeé mos-

trada a śerie temporal da variável ŕapida para dois neurônios distintos na rede.
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Quando ñao existe acoplamento há uma incoer̂encia nos disparos e há uma de-

terminada separação entre as setas em vermelho (figuras 3.7(a) e 3.7(c)). Para

ε 6= 0 as fases dos disparos se aproximam, correspondendoà uma posśıvel

sincronizaç̃ao dos disparos. Note que a separação entre as setas para este caso

é ḿınima, figuras 3.7 (b) e (d).

Figura 3.7: Evoluç̃ao temporal da variável ŕapida.
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Fonte: O Autor.

Se as fases dos osciladores estão sincronizadas podemos caracterizar a sin-

cronizaç̃ao dos disparos pela existência de plat̂os de freqûencia. Isto pode ser

feito pela comparaç̃ao da freqûenciaΩ(i) de um neur̂onio acoplado, dado pela

equaç̃ao 2.19, com freqûencias sem perturbação para neur̂onios desacoplados

Ω(i)
0 . A figura 3.8 mostra como um platô comporta-se em função da intensidade

do acoplamento.À medida que a constante de acoplamento vai diminuindo

(partindo da figura (a) para a figura (d)) vemos que o platô sofre uma inclinaç̃ao,
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indicando que, paraε ∼ 0,01, a variaç̃ao das freqûencias crescem linearmente

e consequentemente a frequência perturbada assemelha-se a sem perturbação.

Figura 3.8: Freqûencia dos disparos para uma rede sem escala versus a frequência da rede
desacoplada.
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Fonte: O autor.

3.4 Controle da Sincronizaç̃ao dos Disparos por meio de um
Sinal Externo

Dada a exist̂encia de um estado de disparos sincronizados, estamos interes-

sados em suprimir este estado mediante a aplicação de um sinal periódico ex-

terno. Consideramos tal intervenção em apenas um neurônio i = S (os demais

neur̂onios permanecem inalterados), ao qual um termo dsen(ωn) é aplicado

com uma determinada frequência e amplitude,d e ω, respectivamente.

Usamos valores da intensidade de acoplamento para os quais a rede sem

perturbaç̃ao externa(d = 0) apresenta sincronização dos disparos. As respec-

tivas freqûenciasΩi são determinadas para um valor comum, como mostrado

na figura 3.9(a), onde as diferenças de frequências (Ωi −ω) em funç̃ao deω
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Figura 3.9: Freqûencias de Travamento.

(a) diferença de freqûencias dos disparos versus a frequência externa para uma rede sem
escala. (b) ĺıngua de Arnold para a amplitude das frequências versus a frequência externa para
o śıtio S= 1 com amplituded = 0,05.
Fonte: O Autor.

são exibidas, para todos os neurônios da rede. Verificamos uma região de trava-

mento[ω1,ω2] com tamanho∆ω = ω2−ω1. Como freqûencia sem perturbação

w0 nãoé localizada no meio do intervalo de travamento de fase, consideramos

tamb́em a dist̂anciaδω = ω2−ω0.

O intervalo da freqûencia de travamento mostrado na figura (3.9)é a seç̃ao

de corte de uma lı́ngua de Arnold no plano nos parâmetros da amplitude ver-

sus a freqûencia externa. Essa estrutura semelhante a uma lı́ngua caracteriza

uma regĩao onde a freqûencia dos disparos sincronizados são mantidos iguais

a freqûencia do sinal externo. Essa estruturaé assiḿetrica, especialmente para

amplas amplitudes, como ilustrado na figura (3.10), onde a distânciaδ como

uma funç̃ao da amplitude do sinal. Aumentando-se muito a amplitude do sinal

pode-se danificar um neurônio biológico.

Uma particularidade interessanteé quando o tamanho da rede aumenta,

como ilustrado na figura 3.11 (a), onde os intervalos∆ω são estudados em

função do inverso do tamanho da rede 1/N. Como as conectividades da rede

sem escala apresentam uma estatı́stica do tipo lei de potência, espera-se ter
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Figura 3.10: Dist̂ancia entre a freqûencia de disparos sem perturbação e o maior intervalo de
travamentoω2.
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Fonte: O autor.

mais śıtios com baixa conectividade e poucos fortemente conectados. Assim,

na figura 3.11(a) mostramos os resultados de quando o sinalé aplicado ao śıtio

mais conectado (cı́rculos), e aos dois seguintes sı́tios mais conectados (quadra-

dos e trîangulos), segundo a distribuição e grau de conexões. Portanto, para

todos os casos o tamanho da lı́ngua decresce com 1/N, significando que o in-

tervalo de travamento torna-se menor para redes grandes, o que poderá deixar

a intervenç̃ao do sinal praticamente inviável. Uma possibilidade para contornar

este problemáe usar mais que um neurônio para controlar ao mesmo tempo

[12]. Com mais perturbações espera-se um aumento no tamanho da lı́ngua de

travamento. Na prática ñao sabemos a princı́pio quais s̃ao os śıtios mais co-

nectados, uma vez que tal experiência de intervenç̃ao seria realizado em um

pedaço de tecido com macroscópicas e escassas informações sobre as conexões

existentes. Então, comparamos o efeito de uma perturbação (Np = 1) aplicada

ao śıtio mais conectado e o efeito de múltiplas perturbaç̃oes (Np = 10) aplica-

das a śıtios escolhidos randomicamente. Nossos resultados são mostrados na

figura 3.11(b). Em ambos os casos as lı́nguas dilatam-se e mostram que o uso
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de perturbaç̃oes ḿultiplas escolhidos aleatoriamente produzem o mesmo efeito

de controle que para uḿunica perturbaç̃ao no śıtio mais conectado.

Figura 3.11: (a) Largura dos intervalos de frequências de travamento versus o inverso do tama-
nho da rede.
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terceiro mais conectado (triângulos). (b)Np = 10 perturbaç̃oes aplicadas e escolhidas
randomicamente.
Fonte: O Autor.

3.5 Supress̃ao de Sincronizaç̃ao com um Sinal de Realimenta-
ção

Semelhante ao caso da perturbação com o sinal externo, consideramos a

possibilidade de suprimir tais ritmos indesejáveis por meio de um sinal de

realimentaç̃ao de acordo com o procedimento proposto por Rosenblum e Piko-

wsky [13, 26]. A estrutura acoplada (em nosso caso, uma rede sem escala)é re-

presentada por um termo que inclui um campo médioXn adicionado na equação

2.14. Este termóe aplicado somente na variável que representa a dinâmica

rápida de cada neurônio que gera o trem de picos. Para que isto ocorra mesmo

quando os neurônios est̃ao acoplados,́e necesśario que os valores das variáveis

lentas sejam comparativamente pequenas.

Na seqûencia, apresentamos os resultados do procedimento para suprimir a
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sincronizaç̃ao dos disparos neurais por meio de um controle de realimentação

no que diz respeito a sua dependência no campo ḿedio:

x(i)n+1 =
α(i)

1+

[

x(i)n

]2 +y(i)n + εXn+ ε f Xn−τ − ε ′Xn

y(i)n+1 = y(i)n −σx(i)n −β , (i = 1,2, ...N), (3.4)

ondeXn representa o campo médio definido como,

Xn =
1
N

N

∑
i=1

x(i)n . (3.5)

Duas condiç̃oes s̃ao importantes,(i) realimentaç̃ao direta que leva em con-

sideraç̃ao o campo ḿedio atual e suasτ pré-iteraç̃oes,Xn−τ , com uma intensi-

dade de acoplamentoε f de tal maneira queε ′ = 0; (ii) realimentaç̃ao diferen-

cial, para que o termo de controle seja a diferença entre a corrente e os campos

médios realimentados, comε ′ = ε f . Há diferenças notáveis entre estes dois es-

quemas de controle, quando se considera sua eficiência em tirar o sistema fora

de sincronizaç̃ao.

Um exemplo de supressão da sincronizaç̃ao dos disparośe a figura (3.12)

onde observamos a evolução temporal de dois neurônios com (a)α = 4,1 e

(c) α = 4,2, mostrando-se uma proximidade entre os tempos para os quais

os neur̂onios começam a disparar. Note que o acoplamento não destŕoi a ca-

racteŕıstica irregular (cáotica) dos picos dos neurônios individuais, apenas sin-

croniza o ińıcio dos disparos. Na figura 3.12(b) e (d), a evoluç̃ao temporal

das varíaveis ŕapida de dois neurônios da rede com um sinal de realimentação

diferencial,ε ′ = ε f = 0,08 e atraso de tempoτ = 140, aplicado no instante

n= 51000, mostra o resultado para a supressão de sincronizaç̃ao.
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Figura 3.12: Evoluç̃ao temporal da variável ŕapida para o mapa de Rulkov.

50000 50500 51000 51500 52000
-3

-2

-1

0

1

2

x n(i)

50000 50500 51000 51500 52000
-3

-2

-1

0

1

2

50000 50500 51000 51500 52000
n

-3

-2

-1

0

1

2

x n(i)

50000 50500 51000 51500 52000
n

-3

-2

-1

0

1

2

(a) (b)

(c) (d)

Em (a)α = 4,2 e (c)α = 4,1 para uma rede sem escala comN = 230 neur̂onios com uma
força de acoplamentoε = 0,08 sem sinal de realimentação. (b) e (d) s̃ao situaç̃oes respectivas
para um sinal de realimentação comε f = 0,08 eτ = 140.
Fonte: O Autor.

O campo ḿedioXf apresenta as flutuações ruidosas de pequena amplitude,

(Veja figura 3.13(b)) indicando que os neurônios ñao est̃ao disparando em fase

quando comparada com a figura 3.13(a), onde o campo ḿedioX oscila sem ne-

nhuma perturbaç̃ao. O sinal de realimentação, descrito na figura 3.13(c) tem as

amplitudes consideravelmente menores que as oscilações ḿedias do campo.́E

importante que o sinal de realimentação seja uma perturbação externa pequena

de modo a ñao danificar os neurônios.

Um estado de disparos sincronizadosé caracterizado por oscilações de grande

amplitude do campo ḿedio macrosćopico, visto que as flutuações de pequena

amplitude marcam a ausência de sincronização. Assim, uma medida quantita-
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Figura 3.13: Śerie temporal para o campo médio de uma rede sem escala.
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ParaN = 230 neur̂onios eε ′ = 0,08, (a)ε f = 0; (b) ε f = 0.08. (c) Evoluç̃ao temporal do sinal
de realimentaç̃ao diferencialXn−τ comτ = 140.
Fonte: O Autor.

tiva da sincronizaç̃ao é a varîancia do campo ḿedio σ2 = Var(X). Na figura

3.14 descrevemos esta quantidadeversusa amplitude de acoplamentoε para

três valores do acoplamentoε f . Quando ñao h́a controle (ε f = 0, ćırculos aber-

tos na figura) a sincronização dos disparośe verificada se o acoplamentoε é

maior que o valor crı́tico εc. Nestas figuras os cálculos foram feitos tanto para a

supress̃ao diferencial (figura 3.14(a)) quanto para a direta (Veja figura 3.14(b))

em que o tempo de atraso igual a 140,ε f = 0,2 (quadrados) e 0,04 (triângulos).

O valor cŕıtico εc é maior para o caso diferencial quando comparado ao direto.

O procedimento efetivo no controle da supressão de sincronizaç̃ao pode ser

quantificado por meio do coeficiente de supressão [26]
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Figura 3.14: Varîancia do campo ḿedioversusa intensidade de acoplamentoε.
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Para a rede sem escala comN = 230 śıtios, (a) diferencial e (b) direto paraε f = 0 (ćırculos),
ε f = 0,2 (quadrados) eε f = 0,04 (triângulos) e um comum tempo de atrasoτ = 140. Em (b)
temosε = ε f .
Fonte: O Autor.

S=

√

Var(X)

Var(Xf)
, (3.6)

ondeX eXf são os valores do campo médio na auŝencia e presença de controle,

respectivamente. A aplicação da realimentação é eficiente quando a variação

do campo ḿedio controlado diminui, independentemente de seu valor sem con-

trole, tendendo assim a um valor infinito deS. Em geral, quanto maioŕe o valor

deS, mais eficiente será o sinal aplicado para suprimir a sincronização. É con-

veniente analisar as regiões com grandes valores deS, (doḿınios) variando o

valor deε f (normalizado porε) e o tempo de atrasoτ (normalizado pela ḿedia

dos disparos com perı́odoT) que pode se visto nas figuras (3.15) e (3.16).
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Figura 3.15: Doḿınios de supressão de sincronizaç̃ao dos diparos neurais para o parâmetro de
acoplamentoε f (acoplamentoversustempo de atraso), indicado pelos valores do coeficiente de
supress̃aoS.
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Fonte: O Autor.

A figura 3.15(a) mostra os domı́nios (valores deS indicados em uma es-

cala de cores) para parâmetros estudados neste trabalho e para um esquema

de controle diferencial. Para pequenos valores do tempo de atraso (menor que

∼ 0,5T) o controle alcança uma supressão boa dos estados sincronizados para

um decŕescimo dos valores deε f . Paraτ/T & 1,0 a fronteira do doḿınio de

controle estabiliza paraε f/ε & 1,0. Estes resultados contrastam com os obtidos

para um acoplamento global ondeC (equaç̃ao (3.3)) tem a forma

C(i)
n (x(i)n ) =

ε
N

N

∑
j=1

x( j)
n , (3.7)

onde o ńumero de neur̂oniosé o mesmo que na rede sem escala (figura. 3.15

(b)). O coeficiente de supressão assume somente valores pequenos que mal po-

demos distinguir um doḿınio de controle centrado emτ ∼ T. Estas diferenças
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qualitativas levam a conclusão que a eficîencia total da supressão de sincroniza-

ção de uma rede sem escalaé mais elevada que para uma estrutura de campo

médio quando considera-se o mesmo número de neur̂onios.

A maior eficîencia da supressão de sincronizaç̃ao em redes sem escala no

que diz respeito ao campo médio,é uma conseqûencia da exist̂encia de neur̂onios

fortemente conectados na rede. Este fatoé amplamente reconhecido em estru-

turas de interesse social e epidemiológica, sendo responsável pela disseminação

rápida de informaç̃oes e doenças, respectivamente. Em geral, com alguns sı́tios

fortemente conectados, a informação pode propagar-se com mais eficiência do

que em um esquema de acoplamento onde a mesma informação seja diluida ao

longo da estrutura, desde que seja propagada através do campo ḿedio de todos

os śıtios.

Os doḿınios s̃ao descritos na figura 3.16(a) e (b) para o controle direto de

rede sem escala e de campo médio, respectivamente. Embora a rede sem escala

seja mais eficaz do que uma estrutura de acoplamento global para poder supri-

mir a sincronizaç̃ao, em ambos os casos encontramos domı́nios com uma pre-

ferência para valores negativos do acoplamento. Além disso, os doḿınios s̃ao

completamente similares, sendo caracterizados por valores menores do tempo

de atraso no que diz respeito ao exemplo do controle diferencial. Neste sentido,

podeŕıamos concluir que, um controle direto usado em uma rede sem escala não

é muito diferente de aplicado em uma estrutura de acoplamento global. Ainda

não temos uma explicação para este fato, mesmo no sentido qualitativo.

Na rede sem escala obtida pelo procedimento de iteração neste trabalho, adi-

cionamos um novo sı́tio a cada passo do processo coml conex̃oes, tal que novos

neur̂onios t̂em a maior probabilidade de serem conectados a outros que são for-

temente conectados. Então, podemos esperar que algumas propriedades da rede

dependam do ńumerol de ligaç̃oes. Na figura (3.17) mostramos o coeficiente de

supress̃ao para diferentes números de ligaç̃oesl= 1 (ćırculos),l= 2 (triângulos) e
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Figura 3.16: Doḿınios para a supressão de sincronizaç̃ao dos disparos neurais no plano acopla-
mentoversustempo de atraso, indicado pelos valores do coeficiente de supress̃aoS.
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l= 3 (quadrados). No controle diferencial para o caso de um tempo pequeno de

atraso, figura 3.17(a) a efiĉencia da supressãoé pequena para qualquer número

de ligaç̃oes, mas aumentado o tempo de atraso, figura 3.17(b), a supressão au-

menta quando o valor deε f cresce. Esse aumento fica mais evidente paral= 2 e

l= 3. Istoé explicado pelo fato de que quandol=1 a rede tem uma distribuição

de conex̃oes muito esparsa mas não muito densa o suficiente que não permita

o efeito de acoplamento. Este fato foi observado quando um procedimento de

controle foi usado com um sinal externo periódico [27]. Na 3.17(c) temos uma

situaç̃ao similar, mas agora para um pequeno tempo de atraso usando o controle

direto, a eficîencia decresce comε f , mostrando existência de um doḿınio de
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controle para umτ pequeno e constante de acoplamento negativo (figura 3.16

(d)). A auŝencia de um doḿınio de controle para grandes tempos de atrasoé

manifestada no coeficiente de supressão observado na figura 3.17(d).

Figura 3.17: Coeficiente de supressão em funç̃ao do acoplamentoε f para uma rede sem escala.
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Fonte: O Autor.

Com o avanço dos estudos sobre o cérebro, o aprimoramento e um maior

doḿınio de redes, em uma publicação importante [28] onde os autores afirmam

que uma rede com ligações seguindo uma distribuição lei de pot̂encia exponen-

cialmente truncada,

P(k) = kα−1ek/kc, (3.8)

apresenta uma topologia mais próxima das redes neurais observadas experimen-
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talmente do que uma rede sem escala, ondekc e α são par̂ametros. Considera-

mosP0 = 500,α = 2,08 ekc = 7. Implementamos a distribuição descrita acima

baseando-se nos resultados já encontrados para a rede sem escala para uma

posśıvel comparaç̃ao. Observando cuidadosamente na variação do par̂ametro

de supress̃ao S na figura 3.18 confrontarmos com as figuras 3.16 (a) e 3.16

(b), podemos afirmar que os domı́nios de supressão produzidos tanto para a

rede sem escala, quanto para uma rede com neurônios distribúıdos com uma

lei de pot̂encia exponencialmente truncada, são os mesmos. Śo há diferença no

módulo do doḿınio de supress̃ao S que fica entre uma rede sem escala e um

acoplamento de campo médio (acoplamento global).

Figura 3.18: Coeficiente de supressão em funç̃ao do acoplamentoε f e do tempo de atrasoτ
(ambos normalizados), para uma distribuição lei de pot̂encia exponencialmente truncada.
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4 Redes Acopladas

Na natureza, muitas redes complexas (como por exemplo, redes biológicas)

são modulares, ou seja, são compostas por subgrafos com conectividade in-

terna e externa. Alguns resultados interessantes sobre a sincronização em redes

modulares t̂em sido relatados recentemente [29]. Sabe-se que a sincronização

de redes depende da interação entre as propriedades intrı́nsecas do sistema in-

dividual e da topologia da rede. As atividades sı́ncronas t̂em relaç̃oes estreitas

com estados cerebrais patológicos e funç̃oes cognitivas. A rede corticalé muito

complexa, apresentando hierarquia e estruturas modulares agrupadas. Assim,

estudar a din̂amica de uma rede neural de sub-redes tambémé muito significa-

tivo para os neurocientistas.

Consideramos sub-redes com propriedades de redes de mundo pequeno. Re-

des de mundo pequenoé um conjunto de ńos com ligaç̃oes locais, em que al-

guns ńos s̃ao aleatoriamente conectados com conexões de longa distância. Estas

ligações de longa distância reduzem o ńumero de sinapses percorridas para ligar

quaisquer pares de neurônios na rede. Na literatura há trabalhos supondo que

algumas regĩoes do ćortex cerebral podem ser descritas por uma rede de mundo

pequeno (ouSmall Worldnetworks) [30]. As caracterı́sticas para a rede de

mundo pequeno que utilizamos obedecem o modelo de Newman e Watts [31],

o qual insere “atalhos” em uma rede regular [32]. Para verificar a propriedade

de mundo pequeno nos modelos que construı́mos calculamos o coeficiente de

agrupamento, que vem a ser a medida de quão é prov́avel em que os vizinhos

de um ńo s̃ao ligados uns aos outros, e a média da separação entre os śıtios,
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como s̃ao mostrados na figura 4.1. Na rede de mundo pequeno o coeficiente de

agrupamento apresenta valor alto e a média de separaçãoé baixa.

Consideramos um agrupamento deM redes com arquitetura mundo pequeno

com L neur̂onios cada (figura 4.2). Um dado sı́tio tem probabilidadepi de se

conectar com outros sı́tios dentro de cada rede, e uma probabilidadepo de um

śıtio ser conectado com um sı́tio de outra rede.

Figura 4.1: Coeficiente de agrupamento (cı́rculos) e a ḿedia da separação entre os śıtios (qua-
drados) versus a probabilidade das conexões ñao locais.
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Para N=100 ep∗ = 10−3.
Fonte: O Autor.

Usamos como modelo para este estudo a equação 4.3. Analisamos uma rede

neural que tem por caracterı́sticas interaç̃oes qúımicas. O modelo possui limiar

para o qual um neurônio pode ser excitado conforme um sinal por ele absorvido.

O termo de acoplamento adicionalé prescrito como
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Figura 4.2: Representação esqueḿatica deM = 4 redes unidimensionais tipo mundo pequeno e
cada uma comL = 8 śıtios.

Fonte: O Autor.

V(xi(n),x j(n)) = (xi(n)−Vs)S(x j(n)), (4.1)

onde o potencial reversoVs > xi(n) para todoxi(n) implica que a sinapsée

excitat́oria; supomosVs= 2,0. O acoplamentoS tem a seguinte forma,

S(x) =
1

1+e−λ (x−Θs)
, (4.2)

onde o par̂ametro de saturaçãoλ = 10 eΘs= 0,25 s̃ao escolhidos de maneira a

proporcionar que cada pico dentro de cada disparo possa atingir o limiar. Assim,

o mapa de Rulkov com o termo de acoplamento fica escrito como

x(i)n+1 =
α(i)

1+

[

x(i)n

]2 +y(i)n + ε
N

∑
j=1

ai jV(x(i)n ,x( j)
n )

y(i)n+1 = yn−σx(i)n −β , (4.3)
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ondei = 1,2, ...,ML, ε > 0 é a intensidade de acoplamento eai j é a matriz de

adjaĉencia comai j = 1 se um neur̂onio i est́a acoplado com um neurônio j, e

ai j = 0 para outros casos.

4.1 Par̂ametro de Ordem

O cálculo do par̂ametro de ordemRcaracteriza o surgimento da sincronização

dentro da rede. Introduzido por Kuramoto [33]é dado por

zn = Rnexp(2π iϕn)≡
1
N

N

∑
j=1

exp(2π ix(j)
n ), (4.4)

ondeRn e ϕn são amplitude êangulo, respectivamente, de um vetor fase para

uma rede unidimensional como condições de contorno periódicas.

A equaç̃ao (4.4)é composta por um termo imaginário que fisicamente não

tem significado. O termo exp(2π ix( j)
n ) seŕa decomposto usando a relação de

Euler (ou de Moivre)

exp(2π ix( j)
n ) = cos(2πx( j)

n )+ isen(2πx(j)n ) (4.5)

por meio do ḿodulo de um ńumero complexoz= a+bi onde

|z|=
√

a2+b2. (4.6)

Das equaç̃oes 4.5 e 4.6, segue-se que

Rn =
1
N

N

∑
j=1

√

[cos(2πx( j)
n )]2+[sen(2πx(j)n )]2. (4.7)
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Logo, utilizamos a seguinte forma para o cálculo,

zn = Rnexp(2π iϕn)≡
1
N

N

∑
j=1

exp(iφ( j)), (4.8)

para um vetor de fase de uma rede unidimensional. Se a faseφ dos disparos

permance descorrelacionada, o valor da soma na equação 4.8é pequena. Por

outro lado, se a fase com que os disparos começam a acontecer aproxima-se

assintoticamente, o valor da soma aproxima-se de 1.

Para se analisar a sincronização variando-se o parâmetro de acoplamento e

a probabilidade, calculamos a média do par̂ametro de ordem dada por

Rn = lim
T→∞

1
T

T

∑
n=m

Rn. (4.9)

As simulaç̃oes nuḿericas realizadas mostram que o estudo sobre agrupa-

mento de redes exibe sincronização apenas sepo for maior que um determinado

valor cŕıtico. Este valor depende do número de sub-redes e também sabe-se,

quanto maior for o agrupamento de redes um valor maior parapo é necesśario.

A figura 4.3 mostra a evolução da ḿedia temporal do parâmetro de ordem para

pi = 10−2 e L = 100. Na figura 4.3 (a) temosM = 2 e 4.3 (b)M = 4, onde

R é calculado para diferentes valores depo. Na auŝencia de conex̃oes entre as

redes e paraε suficientemente grande ocorreR≈ 1/M. Sepo e ε são suficien-

temente grandes o suficiente temosR≈ 1. Paraε = 0 teremosR∝ (ML)−1/2 e

seL >> 1 ouM >> 1 ocorre queR deve ser pŕoximo de zero.

Dentro deste estudo da interação entre redes, realizamos simulações para a

intensidade crı́tica e para o acoplamento em função das intra e interconexões.

A intensidade de acoplamento crı́tico de acordo com a referênciaé [34]

ε =
C

pi(L−1)+ po(N−L)
, (4.10)
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Figura 4.3: Ḿedia temporal do parâmetro de ordem como função da intensidade de acopla-
mento.

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

R

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
ε

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

R
(a)

(b)

Parapi = 10−2 eL = 100. (a)M = 2 e (b)M = 4. Em ambas as figuraspo = 0 (ćırculos),
po = 1,6×10−4 (quadrados),po = 2×10−3 (triângulos).
Fonte: O Autor.

ondeC depende de um valor limite do parâmetro de ordem ḿedio globalRpara

o qual atinge a sincronização global. Os detalhes numéricos s̃ao mostrados na

figura 4.4 parapi=10−2 e L = 100, onde usamosM = 2 e M = 4 nas figuras

4.4 (a) e 4.4 (b), respectivamente. Em ambas as figuras os cı́rculos representam

os valores cŕıticos para o valor limite do parâmetro de ordem igual a 0,95. A

linha śolida é o resultado obtido por meio equação 4.10 comεc+δ . A probabi-

lidadepo aumenta e a intensidade de acoplamento crı́tica para a sincronização

global decresce. Isto mostra que as propriedades de sincronização global s̃ao

ampliadas.
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Figura 4.4:εc × po. para uma rede comL = 100 epi = 10−2.
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Os ćırculos representam os valores limites do parâmetro de ordem global equivalente a 0,95 e
a linha śolida εc =C/[pi(L−5)+ po(N−L)]+δ , onde (a)M = 2,C= 0,07 eδ = 0,045; (b)
M = 4,C= 0,112 eδ = 0,0032.
Fonte: O Autor.

4.2 Transição de Fase

Para estudar a transição do estado ñao sincronizado para o estado em que os

śıtios da rede estão sincronizados, definimos a quantidade

F =
1
s

s

∑
1

NR/∆n, (4.11)

ondeNR é o ńumero de ocorr̂encias deR> ζ (ζ=0,95) que encontramos dentro

do intervalo∆n e s é o ńumero de configuraç̃oes das conex̃oes distribúıdas com

probabilidadepo. Ent̃ao,F pode ser interpretado como a fração de sincronizaç̃ao
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global em um dado intervalo de tempo. Esta quantidade depende da intensi-

dade de acoplamentoε e pode apresentar comportamentos distintos como uma

função da probabilidadepo. Na figura 4.5 mostramos a dependência deF em

função depo. A transiç̃ao para a sincronização globaĺe abrupta parapo = 10−1

e ε ∼ 0,05, enquanto que parapo = 10−2 é menos abrupta.

Figura 4.5: Fraç̃ao de tempo onde o agrupamento de redes possuiR maior que 0,95 versusa
intensidade de acoplamento.
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ParaL = 100,M = 2, pi = 10−2,s= 20 epo = 10−1 (ćırculos) epo = 10−2 (quadrados). Estas
duas probabilidades mostram transições distintas para a sincronização global.
Fonte: O Autor.

Tal comportamento está relacionado com as propriedades de cada rede iso-

lada. Sepo é suficientemente pequeno, cada rede pode ser tratada como inde-

pendente uma da outra. Portanto, cada rede tende a uma sincronização isolada,

levando a uma transição suave. Por outro lado, sepo é grande, a din̂amica

coletiva de cada subredeé fortemente afetada pelas demais sub-redes. A sin-

cronizaç̃ao ocorre rapidamente levando a uma transição abrupta.
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5 Conclus̃oes

Investigamos o modelo de Rulkov no qual temos dois elementos básicos:

(i) a dinâmica neural (com tempo rápido e lento representando a atividade de

disparo e picos repetitivos) descrita por um mapa de Rulkov; (ii) a arquitetura

das conex̃oes com uma propriedade de livre escala, que pode descrever a função

de uma rede neural encontrada por meio de um experimento de ressonância

magńetica por Chialvo e colaboradores [23]. Consideramos um tipo importante

de oscilaç̃oes coletivas conforme o efeito de acoplamento, que se manifesta

como uma sincronização nos disparos neurais.

O uso de uma intervenção externa para o controle da sincronização dos

disparos em uma rede de mapas de Rulkov tem muitas similaridades com a

sincronizaç̃ao de fase de um oscilador harmônico com uma fonte externa perió-

dica. A estrutura semelhanteà ĺıngua produzida nos espaços de parâmetrosé

obtida pelos valores para os quais a sincronização é mantida. Esta estrutura

mostra uma forte assimetria, mas o seu tamanho aumenta com a amplitude ex-

terna. O tamanho dela diminui rapidamente com o tamanho da rede, tal que

maiores tamanhos podem ser obtidos pelo aumento da amplitude aplicada ou

pelo uso de uma ou mais perturbações. Mostramos numericamente que dois

fatores podem ser obtidos dentro de um experimento de intervenção pŕatico:

(i) a freqûencia externa deve ser maior que a frequência natural da rede e (ii)

múltiplos sinais (pelo menos 10) podem ser usados, uma vez que o efeito médio

é semelhante ao de uḿunico sinal no śıtio com maior ńumero de conex̃oes.
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De acordo com a possibilidade de alguns ritmos cerebrais sincronizados es-

tarem relacionados a algumas patologias neurais, consideramos o efeito de uma

técnica proposta por Rosenblum e Pikoswsky para suprimir essas oscilações

sincronizadas. O ḿetodo consiste em usar um sinal de realimentação com um

certo tempo de atraso e com valores especı́ficos de amplitude e tempo de re-

tardo. O procedimento de supressão é ñao invasivo e realizado pela aplicação

de um sinal externo de pequena amplitude e de uma curta duração de intervalo

temporal.

Encontramos doḿınios de supressão de estados sincronizados para interva-

los amplos de alguns parâmetros, e concluı́mos que um controle efetivo em uma

rede sem escala, pode ser obtido por meio da adição de mais de uma conexão

para cada passo de tempo. Além de considerarmos uma rede sem escala, con-

sideramos tamb́em uma distribuiç̃ao das conex̃oes com decaimento que segue

uma lei de pot̂encia exponencialmente truncada, concordando qualitativamente

com alguns resultados com respeito as regiões de doḿınios de supressão no

plano de par̂ametros.

Em relaç̃ao ao acoplamento de redes, concluı́mos que sincronização é so-

mente posśıvel se a probabilidade entre as redesé suficiente grande. Se este for

o caso, a transiç̃ao de estados não-sincronizados ao comportamento sincroni-

zadoé abrupta, e isso ocorre para uma intensidade de acoplamento maior que

um valor cŕıtico. Este valor cŕıtico pode ser teoricamente previsto, considerando

um agrupamento de redes, onde os osciladores acoplados em fase obedecem a

um modelo de Kuramoto, que estão de acordo com a previsão téorica dada pelo

modelo. Mostramos que, antes da transição para a fase de sincronização global,

o sistema sofre estados intermitentes entre os estados sincronizados e não sin-

cronizados. Na transição o estado sincronizado comporta-se como um atrator

cáotico contendo um ńumero infinito deórbitas períodicas inst́aveis. Se algu-

mas dessaśorbitas tornam-se transversalmente instáveis, a intermit̂encia entre
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disparos e estados laminares ocorrem devidoà exist̂encia de sela caótica. Um

estado permanente sincronizado só seria posśıvel se ñao houveŕorbita períodica

transversalmente e instável. Por outro lado, se a probabilidade dentro das redes

é muito pequena, este cenário de uma abrupta transição para a sincronização

global pode ñao se aplicar, e temos uma transição suave para sincronização.

Como trabalhos futuros pretendemos estudar redes neurais acopladas utili-

zando o modelo de Hodgin Huxley [38]. Este modelo simula fenômenos rela-

cionados como o caos espaço-temporal e a formação de meḿorias. O modelóe

composto por uma cadeia de equações diferenciais que interagem segundo um

acoplamento bem definido, onde o tempo e a variável de estado são cont́ınuas e

o espaçóe discreto. Na rede de equações diferenciais de Hodgin-Huxley utili-

zaremos como topologia para as conexões entre os neurônios, os dados que se

encontram na literatura sobre a conectividade do córtex cerebral. Estudaremos

a possibilidade de sincronização dos disparos dos neurônios e a forma com que

as interaç̃oes entre as diferentes regiões do ćerebro ocorrem devido a influência

da conectividade.
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