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RESUMO

Na presente tese, apresentamos as propriedades de emaranhamento dos estados hipergrafo, uma
classe de estados quanticos multipartidos genuinamente emaranhados que generaliza a classe de
estados grafo e que estd contida na classe maior de estados maximamente emaranhdveis local-
mente. O principal foco deste trabalho consiste na proposta e andlise das propriedades do que
chamamos “estados hipergrafos randomizados”, como uma noc¢do generalizada do procedimento
de aleatorizagdo feito em portas quanticas para os estados grafos usuais. Aqui, as probabilidades
de aplicacdo das portas-controle generalizadas simulam as operagdes ruidosas sobre os qubits.
Para a classe de estados multiqubit mistos, obtemos medidas de emaranhamento como a concor-
réncia, negatividade e emaranhamento multipartido. Diferentes estados sao analisados, incluindo
o hipergrafo simétrico para até cinco qubits. A presenca de emaranhamento multipartido é
analisada em detalhes com énfase na observagao inédita de morte subita de emaranhamento
para os estados aleatorizados considerando hiperarestas de diferentes ordens, enfatizando o novo
comportamento que emerge para estados emaranhados nao-uniformes, gerando uma espécie de
concorréncia por emaranhamento enquanto recurso, facilitando o entendimento do comporta-
mento de estados sob condicdes realisticas de ruido em laboratério. Ademais, apresentamos uma
concisa introducdo a informac¢do quantica gaussiana, bem como sua aplicabilidade a estados

grafo e estados hipergrafo gaussianos.

Palavras-chave: Informac¢ao Quantica, Emaranhamento Quantico, Estados Hipergrafo, Nao-

Localidade, Morte Subita de Emaranhamento, Informag¢ao Quantica Gaussiana



ABSTRACT

In this thesis, we introduce and analyze the entanglement properties of randomized hypergraph
states, as an extended notion of the randomization procedure in the quantum logic gates for the
usual graph states, recently proposed in the literature. Here, the probabilities of applying an
imperfect generalized controlled gate simulates the noisy operations over the qubits. For the
mixed multiqubit state class, we obtain entanglement measures such as concurrency, negativity
and multiparty entanglement. Different states are analyzed, including the symmetric hypergraph
for up to five qubits. The presence of multipartite entanglement is analyzed in detail with
emphasis on the unprecedented observation of sudden death of entanglement (SDE) and rebirth of
entanglement for the randomized states considering hyperedges of different orders, emphasizing
the new behavior that emerges for non-uniform entangled states, generating a kind of competition
for entanglement as a resource, facilitating the understanding of the behavior of states under
realistic noise conditions in the laboratory. Furthermore, we present a concise introduction to
Gaussian quantum information and its applicability to Gaussian graph states and hypergraph

states.

Keywords: Quantum Information, Quantum Entanglement, Hypergraph States, Non-Locality,

Entanglement Sudden Death, Gaussian Quantum Information
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Processo de randomizac¢do do estado hipergrafo 3-uniforme de 4 qubits.
As linhas tracejadas representam operagdes ruidosas, ao passo que linhas
continuas sdo aplicagdes bem-sucedidas da hiperaresta correspondente.
No total, hd 16 possiveis de combinacdes, desde o hipergrafo completo
(F12), com as 4 hiperarestas aplicadas com sucesso, até o estado livre,
no caso em que as 4 hiperarestas falham (Fjg). Os estados F, a Fij
representam estados sub-hipergrafo intermedidrios, os quais englobam
combinacdes de aplicagdes exitosas e ruidosas das hiperarestas. . . . .
Tlustrag@o dos hipergrafos de interesse neste trabalho. Estes representam
algumas classes de equivaléncia sob transformagdes locais unitarias
de estados hipergrafo para até 4 qubits. O caso (H14) € equivalente ao
estado GHZ completo. Os casos (H3), (Hy) e (Hy4) atraem atencao
especial, uma vez que tais estados possuem as matrizes reduzidas maxi-
mamente mistas, formando conjuntos maximamente emaranhados. Isto
significa que eles ndo podem ser construidos mediante LOCC a partir
de nenhum outro estado com o mesmo nimero de qubits. (4). . . . . .
Negatividade de alguns estados hipergrafo randomizados para 4 qubits
mostrados na Figura (23) que possuem matrizes reduzidas maximamente
mistas: (a) pp,, particdo {1}{2,3,4}; (b) pf,, parti¢do {2}[{1,3,4};
(¢) piy,» particdo {1}[{2,3,4}; (d) pi,, particdo {2}{1, 3,4}; (&) piy,
partigio {3}[{1,2,4}; (f) p3y,,, particdo {1}[{2, 3, 4}; (2) piy,,» particdo
{1}1{2,3,4}; e (h) pj,,. partico {3}[{1,2,4}. O primeiro fato ao qual
chamamos a atencdo é como a quebra de monotonicidade de emaranha-
mento escala em abruptude conforme ha maior “competicdo”, conforme
escolhemos denominar o fendmeno, entre arestas e hiperarestas para
emaranharum dadoqubit. . . . . . . ... ... L L.
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mistas: (a) pj;,, particdo {1}[{2}; (b) pf,. particdo {2}|{3}; (¢) pf,.
particdo {1}[{2}; (d) p,. particdo {1}|{3}; (e) p,. particdo {2}|{4};
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e (e). Todavia, tal fato ndo necessariamente esté ligado a uma diferenca

direta entre os estados, mas a medidaemsi. . . ... ... ... ...
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Emaranhamento multipartido para probabilidade de 0 a 1 dos estados
hipergrafo mostrados na Figura 23. Os nimeros de (1) a (16) corres-
pondem aos estados mostrados na Figura 23. A nitida quebra de mo-
notonicidade de emaranhamento para todos os casos onde h4 estados
ndo-uniformes, i.e., estados que compartilham hiperarestas de cardinali-
dades distintas, enquanto o oposto permanece valido: a monotonicidade
é respeitada em todos os estados uniformes. Estados hipergrafo como
Hy, com duas hipearestas de ordem 3 e trés arestas (e portanto, de
ordem 2), sdo de especial interesse por possuirem matrizes reduzidas
maximamente mistas, ou seja, ndo podem ser obtidos a partir de outros
estados meramente por LOCC'. Casos extremos, com evidente presenga
da morte suibita de emaranhamento, sao observados no estado H;6,
cuja a diferenca de cardinalidade entre as hiperarestas € igual a 2. A
quebra de monotonicidade torna-se mais evidente a medida em que a
diferenca das ordens das portas aplicadas € maior, “acirrando” a disputa
por emaranhamento. . . . . . . . . .. ...l
Emaranhamento multipartido para probabilidade de 0 a 1 dos estados
hipergrafo mostrados na Figura 23. Os ndmeros de (17) a (27) corres-
pondem diretamente aos estados mostrados na Figura 23. O ultimo
grafico é o resultado para o estado grafo GHZ, a titulo de comparacao
apenas. E interessante notar como a morte de emaranhamento torna-
se cada vez mais abrupta a medida em que os estados hipergrafo sao
menos uniformes. Os resultados obtidos nesses dados para emaranha-
mento ndo apenas respondem a questio levantada na literatura sobre a
possibilidade da quebra de emaranhamento em estados grafos (cuja a
resposta € negativa), como mostra que tal quebra esta relacionada com
a ndo-uniformidade do estado, resultado que poderia ser observado ape-
nas com a generalizacdo para estados hipergrafos, uma vez que estados
grafo sempre serdo 2-uniformes. N@o obstante, todos os estados apresen-
tam o renascimento de emaranhamento conforme a probabilidade das
arestas tende a 1. Cabe também notar que estados simétricos, como H»4,
ndo necessariamente apresentam simetria no emaranhamento, conforme
pode ser observado na figura. . . . ... ... ... ... ... ..
Emaranhamento multipartido para probabilidade de 0 a 1 dos estados
hipergrafo 16, 18, 20 e 23 da Figura (23), onde destacamos a quebra
de monotonicidade de emaranhamento na regido de probabilidades das
hiperarestasentre 0a0,5. . . . . . . . ... ... .. ... ... ..
Hipergrafos “clover” Cl,, 3-uniformes para 5, 9 e 13 qubits, respecti-
vamente, representando alguns dos estados hipergrafo propostos para

célculo do overlap e testemunha de emaranhamento. . . . . . . . . ..



Figura 30

Figura 31

Figura 32

Comparagdo da randomizagdo dos overlaps O(p{, ) para a familia de
hipergrafos clover 3-uniformes totalmente conectados com 5, 9 e 13
vértices em relagdo ao seu caso particular, a familia do grafo estrela com
3, 5 e 7 vértices. Note que o estado grafo pg, apresenta p,, em torno
de p = 0,6, a partir do qual nenhuma testemunha detecta emaranha-
mento. Em contrapartida, o estado hipergrafo clover p¢;, apresentou
maior robustez de emaranhamento, com p,, em torno de p = 0, 8. Por
tratar-se de hipergrafos uniformes, observamos em todos os casos a
monotonicidade de emaranhamento ser obedecida. . . . . . . . .. ..
Negatividade para o estado LME com quatro vértices e duas hiperarestas.
Notamos que, de fato, a fase ¢ = 7 apresenta o emaranhamento maximo
para o dado estado. O mesmo comportamento € observado para os
demais estados hipergrafo. . . . . . . ... ... ... L.
Cendrio tipico de bilocalidade com entanglement swapping no qual as
trés partes, Alice, Bob e Charlie, compartilham duas fontes S e S5 que
emitem pares independentes de particulas em estados quanticos py, ps.
Nesse tipo de sistema, Bob realiza uma medida local y sobre cada uma
das duas particulas que ele recebe de cada uma das duas fontes, Alice
e Charlie, obtendo um resultado de saida b. A depender do resultado
de Bob, os sistemas de Alice e Charlie acabam em um dos possiveis
estados emaranhados. Entdo, Alice e Charlie aplicam medidas x e z,
respectivamente, em cada uma de suas particulas, obtendo resultados a
e c. Esse experimento gera uma distribui¢ao de probabilidade conjunta

do tipo P(a,b,clx,y,z). . . . . . ..o
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1 INTRODUGAO

O emaranhamento quantico € indiscutivelmente um dos fendmenos mais intrigantes da
ciéncia, pela sua natureza profundamente ndo-intuitiva, como toda a teoria quantica. A nossa
dificuldade em compreender ou mesmo aceitar o fato que dois ou mais entes quanticos emara-
nhados possam interagir de tal maneira que uma medida no primeiro ente identifique o resultado
da medida no segundo, mesmo que arbitrariamente distantes, ainda € algo que nos desafia a
maneira naturalmente cldssica de interpretarmos o a realidade.

De fato, talvez desde a longa celeuma envolvendo a real natureza da luz nio se via na histéria
da fisica tamanho debate como o da descoberta de um “suspeito fendmeno de a¢do a distancia”,
para citar a famosa frase que descrevia ainda de forma incipiente o emaranhamento no pioneiro
trabalho de Einstein, Podolsky e Rosen (EPR)! (5, 6).

Pouco depois da publicagcido de EPR, o termo “emaranhamento’? foi cunhado na literatura
por Erwin Schrodinger, originalmente do alemao “verschrinkung”, que esté relacionado ao
substantivo “schranke”, que significa “limite” ou “barreira”, como as barreiras utilizadas em
cruzamentos nas linhas férreas (7). A ideia trazida por este substantivo pode ser relacionada com
0 nosso habito de cruzar os bracos “die Arme verschrinken”, de modo que ambos estejam de tal
maneira unidos que seja impossivel mexer em um braco sem afetar o outro. Essa mesma ideia foi
transposta por Schrodinger a duas particulas, derivando o termo “quantenverschréinkung > (8).

Todavia, desde o principio € evidente a preocupagdo dos pioneiros da teoria quantica, em
especial Schrodinger, de que o fendmeno de emaranhamento pudesse violar o principio da
teoria especial da relatividade que proibe velocidades superluminais*. Experimentos consistentes
confirmam que o emaranhamento existe mesmo quando feito em uma configuracdo de modo que a
luz ndo poderia chegar a tempo de um sistema quantico a outro emaranhado com ele (9). Contudo,
ainda assim isso ndo viola a teoria especial da relatividade, desde que nenhuma informagao
externa € passada, mas a Unica “coisa” trocada € o sistema quantico interno (10, 11, 12, 13).

Embora Einstein ndo tenha vivido a tempo de presenciar o desenrolar desta epopeia, a defini-
c¢do formal do fendmeno de emaranhamento quantico foi amadurecida nas décadas subsequentes,
principalmente no artigo seminal de John S. Bell em 1964 (14), o qual assumiu a localidade como
hipétese a priori, conforme o artigo de EPR, e mostrou que € possivel expressar correlacdes entre
os estados do sistema compdsito com um dado limite superior para qualquer teoria completa da
mecanica quantica, demonstrando a irrazoabilidade de um sistema local com varidveis ocultas,
uma das formas defendidas por EPR5.

Nas palavras do préprio Bell,

' Albert Einstein (1879 - 1955), Boris Podolsky (1896 - 1966) e Nathan Rosen (1909 - 1995).

Também denominado "entrelacamento quantico"na literatura.

Caracteristica marcante do alemdo enquanto lingua aglutinativa, i.e., uma lingua cuja a maior parte das palavras
¢ formada pela unido de morfemas.

Ou seja, acima da velocidade da luz, de aproximadamente 300 mil quildmetros por segundo no véacuo.
Entretanto, € preciso notar que, embora usualmente se faca uma confusdo entre a teoria quantica de varidveis
ocultas e o realismo, esta é¢ apenas uma dentre as varias vertentes realistas dentro da teoria, de modo que o
realismo nio é dependente da localidade. Maiores detalhes podem ser entendidos em (15, 16).
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“E do proprio requisito para localidade que o resultado de uma medida em um sistema néo
seja afetado por operagoes realizadas em outro sistema distante com o qual interagiu no passado,
que cria a principal dificuldade... essa [ndo-localidade] é caracteristica, conforme provado aqui,
de qualquer teoria que reproduza exatamente as predigoes da mecdnica quantica.”(14)

Entretanto, cabe ressaltar que os trabalhos responsaveis por descobrirem o fato que particulas
ou quanta seguem equacdes de movimento ndo-locais tenham sidos introduzidos primeiramente
em (17) e (18)° respectivamente, enquanto o artigo de Bell tenha o mérito em descobrir as
correlagdes ndo-locais (22). Ja a caracterizacdo fisica de fato destas correlacdes ndo-locais com
vista a uma aferi¢do experimental foi proposta um pouco depois por Clauser, Horne, Shimony e
Holt (23).

O fator mais impressionante do trabalho de Bell talvez seja o seu resultado geral que emerge
de uma anélise das probabilidades dos resultados oriundos das vérias medidas conjuntas, sem
uma dependéncia a priori de algum detalhe na teoria de varidveis ocultas ou da prépria teoria da
mecanica quantica em si (24). Destacamos, contudo, que o proprio termo “mecanica quantica”
ja é inapropriado pois é cunhado pelo fundadores da teoria quantica a partir da linguagem
mecanicista newtoniana. Uma vez que a linguagem molda a nossa percep¢do da realidade,
naturalmente somos inclinados a uma interpretacao errénea da mecanica quantica como uma
teoria de “particulas quanticas”, o que € completamente inconsistente com os principios da fisica
quantica, em especial da nao-localidade. (25).

As primeiras transi¢cdes dos experimentos mentais para os laboratérios se desenvolveram
a partir da década seguinte, confirmando o outrora obscuro fendmeno de emaranhamento e
refor¢cando o que viria a ser a base para os primeiros estudos em teoria da informag¢do quantica
(26, 27, 28). Esta teoria foi amadurecida na década de 1980 a partir do desenvolvimento da
mecanica quantica, concomitantemente a ciéncia da computacao, principalmente pela deteccao
e manipulacdo do emaranhamento quantico em laboratério, permitindo a geragdo de redes de
estados emaranhados e da computaciao quéntica baseada em medidas (29). Uma descricao mais
historicamente detalhada sobre o emaranhamento e decoeréncia’ pode ser encontrada em (30).

Assim, ndo debalde o emanharamento € consolidado como o principal recurso para o de-
senvolvimento de protocolos quanticos, a saber: cddigos quanticos (31), criptografia quantica
(32), correcao quantica de erros (33), internet quantica (34) e metrologia quantica (35). A ma-
nipulacdo de emaranhamento em si é um alvo frequente de estudos no sentido de aumentar ou
diminuir o emaranhamento de um dado estado quantico, de modo que é fundamental discernir e
caracterizar da forma mais completa possivel as diversas classes de estados multipartidos. Além
disso, esforcos tém sido feitos em modelar novas hierarquias que permitam protocolos mais

eficazes em computagdo quantica (36).

®  Embora, de fato, ainda permanega o intrincado debate sobre a natureza ndo-local da acio do campo magnético

do efeito Aharonov-Bohm, ou sobre a realidade do potencial vetor. Mais detalhes sobre o fendmeno podem ser
encontrados em (19, 20, 21).

A decoeréncia quantica € o fendmeno da perda de coeréncia quantica de um sistema, a partir do momento em que
0 mesmo passa a manifestar um comportamento puramente classico e, consequentemente, deixa de apresentar
qualquer fendmeno tipico do regime quantico como emaranhamento e superposicao.

7
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Circuitos supercondutores ou de estado sélido sao frequentemente utilizados como maneiras
de se criar sistemas quanticos funcionais em informacao quantica. Entretanto, perturbacdes como
flutuacdes térmicas levam a falhas e ineficiéncia dos hardwares e protocolos quanticos, causando
degradacdo ou perda completa de coeréncia quantica (37, 38, 39).

Pesquisas buscando a deteccdo de emaranhamento na natureza tém sido alvo de grande
interesse na literatura, principalmente na biologia quéntica, abrindo uma nova area de pesquisa
até pouco tempo desconhecida (40, 41). Ainda assim, a causa eficiente ou o que “h4 por trds” do
emaranhamento quantico ainda é um tema de extenso debate. O fato € que a teoria quantica de
campos (TQC) tem um papel fundamental na discussdo, dado que a principal linha de investigagdo
sugere a interacao das flutuacdes quanticas do estado de vacuo do campo eletromagnético com os
quanta emaranhados. Esse fendmeno é conhecido na literatura como entanglement harvesting®
e tem sido estudado em diversos sistemas (42, 43, 44).

Dois dtomos separados fisicamente a uma certa distancia que interagem localmente via um
campo eletromagnético também pode ser emaranhados, através do fendmeno de entanglement
harvesting; Isto €, dois dtomos ou quanta podem ser emaranhados ainda que estejam distantes
de tal aneira que seja impossivel qualquer intercAmbio de fétons virtuais entre eles. O fendmeno
fica mais claro pela seguinte explanagdo (45):

Suponha que busquemos que dois osciladores harmoénicos quanticos sejam emaranhados
entre si, mas nao podem interagir diretamente, mas podem via uma rede de osciladores do
estado fundamental do campo eletromagnético, representados pelos vértices em azul, conforme
¢ ilustrado na figura (1). Entretanto, o estado fundamental da rede |0) ndo é simplesmente o

0) # Q) 10,). Isso

ocorre porque o estado fundamental contém emaranhamento entre osciladores distantes na rede.

produto tensorial dos estados fundamentais de cada oscilador |0,,), ou seja,

Assim sendo, A e B podem ‘““acoplar-se” a estes osciladores e trocar o emaranhamento dos

osciladores da rede para eles mesmos mediante entanglement swaping por interacdes locais (46).

Embora nesse mecanismo ndo exista intercambio de informagao diretamente entre A e B,
os dois dtomos interagem localmente com a rede de “osciladores” do campo eletromagnético,
“colhendo” (harvesting) o emaranhamento do estado fundamental do campo. A partir de uma
abordagem da teoria quantica de campos, o campo eletromagnético pode ser concebido como o
limite continuo dessa rede de osciladores quanticos no estado fundamental. Embora tenha promis-
soras aplicacdes em protocolos quanticos, a detec¢do experimental do fendmeno é desafiadora
porque exige um sistema de referéncia comum entre A e B. Conquanto diversos quantificadores
de emaranhamento tenham sido propostos (47, 48) outra consideragdo importante € a preservagao
da coeréncia em sistemas quanticos (49), bem como evitar o fendmeno denominado “morte

9990

subita de emaranhamento™, no qual o emaranhamento de um dado sistema vai a zero em tempo

finito, (50, 51). Ademais, frequentemente € observada ndo apenas a perda de emaranhamento,

8 Ou “colheita de emaranhamento” em tradugéo livre, termo que fica mais claro apés a explicagdo do fendmeno

como as particulas virtuais enquanto recursos que os guanta “colhem” do vacuo quéntico para se entrelagarem.

9 Abordada na literatura utilizando a nomenclatura inglesa de “sudden death” e “rebirth” de emaranhamento.
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Figura 1 — Ilustra¢do de como duas particulas ou quanta, A ¢ B, podem ser emaranhadas medi-
ante a interacao da rede de osciladores do estado de vacuo do campo eletromagnético,
representados pelos vértices em azul. Embora A e B estejam separados de tal forma
que ndo possam interagir localmente, ambos podem emaranhar-se mediante interagdo
local com os vértices da rede.

A B

i-1 J*1

Fonte: O autor.

mas também o renascimento do mesmo (52), atraindo consideravel aten¢do na literatura dada a
sua natureza peculiar e ainda ndo explicada em definitivo.
Enquanto a coeréncia quantica diz respeito muito mais a uma propriedade de um tnico

?10 5 emaranhamento é um fendmeno manifestado em

sistema quantico, i.e., a sua “quanticidade
multiplos subsistemas, conforme veremos na definicdo de emaranhamento. Logo, a morte subita
significa que o emaranhamento entre dois qubits decai rapidamente a zero, embora ainda possa
preservar coeréncia quantica. A discussdo sobre a real natureza da decoeréncia € longa e ainda
ha muito a se descobrir; o leitor interessado no tema pode se aprofundar em (54).

Um dos meios para se estudar emaranhamento quantico € através de estados grafo e estados
hipergrafo, conforme o leitor pode observar no titulo da presente tese. Dentre os estados grafo,
os estados do tipo cluster sdo de especial utilidade em computacio quantica baseada em medidas
(55, 56), onde se utiliza o emaranhamento como um recurso para medi¢des destrutivas e formagao
de portas l6gicas (29, 57).

Recentemente, a classe de estados grafo foi generalizada para estados hipergrafo, por meio
da generalizacdo matematica feita na década de 1970 em Berge (58, 59). Como veremos adiante,
todo grafo € um caso particular de hipergrafo, de modo que diversas propriedades dos estados
grafo s@o propensas a generalizacao para estados hipergrafo, objetivo que compreende a pre-
sente tese realizar, a0 menos para uma propriedade, a saber: a defini¢do do estados hipergrafo
randomizados, importante em qualquer tentativa de implementacao real de estados emaranhados
(31, 60, 61). Pelo seu carater mais abrangente, estados hipergrafo tém despertado acentuado
interesse na literatura recente, tanto no contexto puramente tedrico quanto de implementacao
para utiliza-los como recursos em protocolos quanticos (62, 63, 64).

Outrossim, apds minuciosa revisao de literatura, percebe-se que diversos protocolos quanticos

descritos com sucesso baseados nesta classe de estados ainda estdo abertos a generalizacao

10" Para uma estimulante discussio acerca da quanticidade na fisica, o leitor pode conferir (53).
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mediante estados hipergrafo, tanto no contexto de informacdo quantica discreta, na qual se deu
maior foco até o momento do estudo, quanto em varidveis continuas, terreno em que os estados
grafo e hipergrafo ainda tem muito potencial para exploracdo, seja no contexto de inequalidades
de Bell ou de transcri¢do de estados gaussianos em estados hipergrafo (65, 3, 66, 67).

Isto posto, dada a ampla gama de aplicabilidade dessa classe de estados em protocolos
quanticos, escolhemos como principal linha de investigacdo nesta tese a anélise de morte subita
e renascimento de emaranhamento em estados multipartidos, conferindo o carater de ineditismo
necessdrio a mesma. Para tal abordagem, utilizamos estados hipergrafo (68, 69), ou seja, estados
maximamente emaranhados criados mediante a acdo de portas quanticas de N qubits.

Em suma, esta tese € dividida da seguinte forma:

No capitulo segundo, fornecemos ao leitor os elementos basicos da informacdo quantica
em variaveis discretas, na qual utilizam-se qubits supercondutores descritos em espacos de
Hilbert finitos, e posteriormente apresentamos os fundamentos da informa¢ao quantica gaussiana,
na qual temos N modos gaussianos sujeitos a operagdes gaussianas ou nao-gaussianas. Tal
procedimento foi adotado com fins didéticos para familiarizar o leitor as duas abordagens, uma
vez que € possivel definirmos estados hipergrafo em ambas as representacdes; seja para qubits,
em informac@o quantica discreta, ou qumodes'!, em informacio quintica gaussiana.

No capitulo terceiro, apresentamos os resultados de emaranhamento concernentes ao processo
de randomizacgdo dos estados hipergrafo para até quatro qubits, incluindo a negatividade bipartida,
concorréncia de emaranhamento e a negatividade multipartida generalizada (GMN)'2. Todas
as medidas obtidas apresentaram em maior ou menor grau a morte subita e renascimento de
emaranhamento para dados estados hipergrafo nao-uniformes. Buscamos entender a causa desse
fendomeno nesses estados, bem como formas de evitar ou atrasar a ocorréncia da mesma, objetivo
de interesse na literatura, dadas as consequéncias na geracao de estados quanticos em laboratério
(70). Além disso, inserimos resultados relacionados as generaliza¢Oes para estados hipergrafo
com fase variante, denominados estados LM F, bem como apresentamos o célculo do valor
médio da testemunha de emaranhamento para um estado hipergrafo generalizado do tipo trevo
(ou clover), comparando com sua contraparte em estados grafo, o grafo estrela, revelando que o
estado hipergrafo apresenta maior robustez ao emaranhamento.

Na conclusdo, sumarizamos os resultados mais importantes encontrados ao longo da pesquisa,
com destaque para a quebra de monotonicidade de emaranhamento, incluindo casos extremos
que levam a morte subita e renascimento de emaranhamento, fendmeno interpretado como
consequéncia da competitividade por emaranhamento das portas quanticas de diferentes ordens,
algo que jamais poderia ser observado em estados k—uniformes, como € o caso dos estados
grafo'3.

Finalmente, no apéndice A, inserimos os resultados realizados paralelamente ao projeto desta

tese durante estadia de doutorado-sanduiche entre os anos de 2019 e 2020 no Institut de Ciencies

1" Do inglés “quantum bit” e “quantum mode”.

12" Do inglés “Genuine Multiparticle Negativity”.
13" Como veremos, todo estado grafo é um caso particular de um hipergrafo 2-uniforme.
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Fotoniques (ICFO) em Barcelona, na Espanha. Neste projeto, buscamos possiveis violagdes
de desigualdades de Bell para estados sobre os quais atuam operagdes ndo-gaussianas em um
cendrio de bilocalidade gaussiana. De acordo com o que serd demonstrado, o valor maximo
encontrado na tentativa de viola¢ao da desigualdade, de 1.98, foi insuficiente para comprovar
qualquer ndo-localidade nesse tipo de sistema. Ndo obstante, no apéndice B mencionamos
en passant outra aplicacio possivel da teoria de hipergrafos, especificamente em hipergrafos

quanticos, uma generalizacdo teérica de grafos quanticos.
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2 ESTUDOS PRELIMINARES

2.1 Informacao Quantica em Varidveis Discretas

Nesta secdo, trabalharemos os principios bdsicos da Informag¢do Quantica em varidveis
discretas, utilizando espacos de Hilbert de dimensao finita na base computacional, pela qual os

estados hipergrafo usualmente sdo definidos.

2.2 Emaranhamento Quantico

Frequentemente, a principal questdo a ser respondida em emaranhamento quantico € distinguir
quais estados sdo emaranhados e quais nao sao.

Na Informacdo Quantica usual para varidveis discretas, um estado quantico de dimensao d
€ um elemento de um espaco vetorial complexo e finito denominado espago de Hilbert J{. Tal
estado quéntico é dito “puro” quando pode ser descrito como um tnico vetor |¢)) normalizado
no espaco de Hilbert, cujo o vetor dual (1| corresponde a (1| = |¢)", fornecendo a informagio
completa do sistema. Todavia, hd casos em que ndo temos a informacao completa sobre o estado,
conhecendo apenas que com alguma probabilidade p; o sistema estd em um estado puro [1);).
Nestes casos, dizemos que o sistema total estd em um estado misto, i.e., uma mistura estatistica
dos estados puros, cuja descricao é dada pela matriz densidade p, uma matriz com autovalores
nao-negativos p > 0O:

p=_pilt) (Wi, @.1)

onde p; representam probabilidades de forma que ) ., p; = 1e Tr(p) = 1. Sendo assim, qualquer
matriz positiva semi-definida p com 7T'r(p) = 1 € uma matriz densidade capaz de descrever um
estado misto.

Contrariamente ao estado puro, um estado misto ndo pode ser descrito como um Unico vetor
no espago de Hilbert, sendo necessaria uma matriz densidade p para representd-lo. Nao obstante,
um estado misto atuante em um espaco de Hilbert J{ sempre pode ser representado como o
trago parcial de um estado puro' sobre um sistema bipartido maior H; ® H, para um espago H,
suficientemente grande.

Baseados na nomenclatura da informacao cldssica, onde os estados sdo bits com dimensao
d = 2, denominamos os estados quanticos como estados qubits, para dimensdo d = 2, ou qudits,
para d > 2. E ao contrdrio da teoria cldssica, na qual o espago de estados do sistema total € dado
pelo produto cartesiano dos n subsistemas que o compde, na teoria quantica o espaco de Hilbert
total € dado pelo produto tensorial dos subespacos que o compde, de modo que, pelo principio

da superposicao, podemos escrever (71):

) = ai, in) (2.2)

in

' Tarefa denominada "purificacdio de estados"e largamente usada em Informacio Quantica.
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onde ¢;, = 1,12, ..., i, 530 coeficientes que satisfazem a relagio S |c;. |2 = 1 e |in) =
li1) ® |is) ® ... ® |i,,) é a base a utilizada em informagdo quantica discreta, denominada base
computacional.

Um dos meios mais eficazes para gerar emaranhamento € a Conversao Descendente Paramé-
trica Espontanea (SDPC)?, um importante processo em 6ptica ndo-linear demonstrado em 1967 e
largamente utilizado ainda hoje (72, 73). Este método consiste basicamente em converter fotons
de alta energia (geralmente denominado laser de “pump” ou bombeio em um par de fétons de
menor energia, sendo um dos fétons denominado “sinal” e o outro féton € o “idler” ou ocioso,
baseado no principio da conservacdo de momentum linear (74).

Experimentalmente, um laser de alta frequéncia é emitido sobre um cristal ndo-linear?,
conforme ilustrado na figura (2). Pelas leis de conservacdo de energia e momentum, o par de
fotons refratado necessariamente possui energia € momenta combinados que sdo iguais ao
momentum e energia do foton inicial. O fato do cristal ser ndo-linear permite que os fétons se
espalhem em regides simétricas e variadas, por isso a necessidade de realizar o procedimento
por diversas vezes. Quando dois fétons sdo emitidos simetricamente pelo cristal em uma regidao
especifica, significa que estdo emaranhados pela polarizagdo, ou seja, se um dos fétons estiver
polarizado verticalmente, o seu par obrigatoriamente estard polarizado horizontalmente.

Recentemente, pesquisadores vém tentando emaranhar todo tipo de “particula”, ou, mais
precisamente, guanta, incluindo sistemas macroscépicos, como membranas de dimensdes mili-
métricas atuando como osciladores harmonicos (75, 76, 77). Além disso, surpreendentemente é

possivel produzir emaranhamento quantico até mesmo usando organismos vivos (78).

2.3 Emaranhamento Bipartido

A primeira forma de emaranhamento a ser estudada ¢ o emaranhamento bipartido, i.e., entre
duas partes do sistema . Assumindo que um estado puro separdvel |¢)) seja compartilhado entre
dois laboratérios A e B, sabemos que os estados puros locais sdo, respectivamente: |1)4) € H4 e
vp) € Ha.

Definicao 2.1: Um estado puro bipartido |¢) € Hy ® Hp € um produto de estados se
o mesmo pode ser escrito como um produto tensorial de dois estados puros [4) € Hy e
¥p) € Ha:

) = [¢a) ® [¢) - (2.3)
Caso contrdrio, o estado € dito ndo-separdvel, e portanto, emaranhado.

Dois sistemas estdo em um estado puro e emaranhado se 0os mesmos estio correlacionados

e se nenhum outro sistema esta correlacionado com eles. Os estados puros emaranhados mais

2
3

Do inglés, “Spontaneous Parametric Down-Conversion”
Ou seja, um cristal cujo o indice de refracdo varia com a intensidade do laser incidente e também com a
orientacdo espacial dentro do cristal.
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Figura 2 — Ilustracdo esquematica do processo de conversao paramétrica descendente espontanea
(SDPC), a esquerda. As leis de conservagdo de energia € momentum garantem que
o par de fétons refratado (“‘sinal” e “idler”’), em vermelho, necessariamente possui
energia e momenta combinados que sdo iguais ao momentum e a energia do féton
inicial “pump”, em azul. A direita, temos os diagramas de vetores de conservagio do
momentum, representado por K, e das energias logo abaixo, representado por E.
Conservacao do momentum linear

Conversao Paramétrica
Descendente Esponténea (SDPC)

S (sinal)
KPump
Conservacgdo da energia
>- ............... -A-- -----------------------------
Laser
incidente
(pump)
i (idler) Epump i :
S
Cristal ndo-linear
E
A4

Fonte: O autor.

conhecidos sdo os estados de Bell de dois qubits maximamente emaranhados, dados por:

|B)" = 7(!0> A®1[0) 5+ (1), ® 1)) (2.42)
)~ = 7<ro> A® 10— (1), @ (1)) (2.4b)
)" = 7<ro> A® [0+ 1), @ (1)) (2.40)
B)" = (0, @ [0) — 1), @ 1)), (2.4d)

V2

largamente utilizados em aplicagdes de emaranhamento bipartido (79). Um conceito similar é
aplicavel a estados mistos, conforme a defini¢ao a seguir.
Defini¢ao 2.2: Um estado misto p de um sistema composto por duas partes A e B é separavel

se pode ser escrito na forma:
p=> pnt®pl, (2.5)

onde p; sdo as probabilidades associadas aos estados dos subsistemas p:* e pP.

Caso contrdrio, o estado é dito emaranhado. Um estado pode ser misto no sentido em
que ndo conhecemos exatamente a preparacdo do sistema, mas apenas o conhecemos por um
ensemble estatistico das possiveis medidas. Nesse caso, € possivel que outro observador conheca

completamente a preparacao do sistema, e descreva esse mesmo estado como sendo puro. Porém,
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se for um estado misto emaranhado, como descrito acima, a propria presenca de emaranhamento
deverd impedir que qualquer observador tenha completo acesso aos subsistemas do estado,
sendo impossivel descrevé-lo como um estado puro. Pela prépria definicao de separabilidade, a
combinacdo de dois ou mais estados separaveis ainda € um estado separével.

Na prética, encontramos estados mistos muito mais frequentemente do que estados puros.
Isso se dd principalmente por dois fatores: Primeiramente, a interacdo natural do sistema quéntico
com o ambiente, possivelmente emaranhando o primeiro com os diversos graus de liberdade do
ambiente, gerando um estado misto. Em segundo lugar, pela natureza imperfeita das medidas
em nivel quéntico, usualmente gerando resultados probabilisticos sobre o sistema, além da
imprecisdo de medida em laboratério devido a presenca de ruido, fator que facilmente pode levar
o sistema a perda de coeréncia quantica (80).

A tarefa de encontrar critérios gerais de separabilidade para definir se uma matriz p é
separavel ou emaranhada é um problema amplo e de grande interesse em Teoria da Informacao

Quantica, denominado “problema da separabilidade”. (81, 82, 83, 84).

2.4 Emaranhamento Multipartido

Sistemas compostos envolvendo mais do que duas partes devem ser apresentados a parte,
considerando suas diferentes propriedades, usualmente tornando mais complicada a quantificagdo
de emaranhamento (85). Generalizando a defini¢ao para um produto de estados de /N-partes,
teremos a seguinte defini¢ao:

Defini¢do 2.3: Um estado puro N-partido |¢)) é um produto de estados se 0 mesmo pode ser

escrito como um produto tensorial de /V estados puros locais:

V) = |¥1) ® [12) ® ... ® [¢n) (2.6)

do contrdrio, o estado € dito emaranhado. A generalizacdo para estados mistos € dada a seguir.
Definicao 2.4: Um estado misto N-partido py de um sistema composto por N partes A, B,
..., N, é dito separdvel caso possa escrito na forma:

p=> pipt@pf ®..@p" (2.7)

, em que p; sdo as probabilidades associadas aos estados dos subsistemas p:',...,p¥. Caso contririo,
o estado € dito emaranhado.

Definicdo 2.5: Se um estado puro e multipartido |¢)) ndo puder ser escrito como um produto
tensorial de nenhum dos seus subsistemas, o mesmo € dito bi-separdvel ou, caso ndo seja separa-
vel em nenhuma biparti¢ao, dizemos que € um estado multipartido genuinamente emaranhado
(GME)*.

Exemplos frequentes na literatura de estados GME sdo os estados GHZ e estados 1/, dados

respectivamente por:
|000) + [111)

GHz) = 2R

(2.8)

4 Do inglés, “genuine multipartite entanglement”.
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1001) + [010) + |100)
_ . 2.
W) 7 (2.9)

Estados GHZ ainda serdo revisitados ao longo da presente tese, porém cabe destacar aqui a

importancia dos mesmos na violacdo méxima de desigualdades de Bell e como um importante
recurso para comunica¢do quantica em sistemas multi-partidos, por exemplo, no ambito da
criptografia quantica mediante secret sharing (86, 87, 88). Estados IV, por outro lado, apresentam
maior robustez a perda de particulas, uma vez que o estado GHZ perde completamente o
emaranhamento quando um dos qubits € retirado do sistema. Tal resiliéncia dos estados IV pode

ser desejada em um sistema muito susceptivel ao ruido.

2.5 Hierarquia de Correlagdes Quanticas

Conquanto o conceito de correlagdo como dependéncia ou associagdo entre duas varidveis
seja tema de pesquisa corrente na fisica cldssica, em informacao quantica € possivel estruturar
uma forma mais ampla de hierarquia de correlag¢des (89, 90).

Dentre os tipos de correlacdes quanticas, € possivel estabelecer uma hierarquia de ema-
ranhamento, cujas correlagdes devem respeitar as fronteiras onde estados podem apresentar
ndo-localidade, direcionamento (steering)’, emaranhamento e discérdia quéntica (91, 92, 93, 94).

E conhecido o fato que, dado um estado puro, a adi¢io de ruido sobre este pode revelar
a hierarquia de diferentes tipos de correlagdes quanticas, como as citadas acima; embora tais
efeitos possam diferir para estados mistos. Segundo Werner (95), um estado de Bell afetado
por ruido branco® pode estar emaranhado sem exibir ndo-localidade de Bell, ou seja, sem violar
qualquer desigualdade de Bell. Concomitantemente, foi constatado que estados de Werner podem
ser emaranhados sem apresentar steering apés certa quantidade de ruido, ou apresentar steering
sem apresentar nao-localidade.

O conceito de direcionamento quéntico, hoje classificado entre o emaranhamento e ndo-
localidade, aparece implicitamente no trabalho pioneiro de Schrodinger (7). Tém-se buscado
na literatura desenvolver medidas em direcionamento quantico para qubits supercondutores e
estados gaussianos (96, 97).

Em geral, as correlacoes de estados quanticos satisfazem as condi¢cdes de hierarquia de
conjuntos, utilizando uma notagcio matemadtica’: coeréncia quantica O discérdia quantica D

emaranhamento quantico D steering quantico 2 ndo-localidade de Bell, ou seja, estados sujeitos

> Direcionamento quintico ou “quantum steering” refere-se a um tipo especial de correlagio nio-local, interme-

didria entre a ndo-localidade de Bell e o emaranhamento quéntico. Onde ha steering, é possivel influenciar ou
predizer o estado de um quantum, em posse de Bob, por exemplo, baseado nas medidas realizadas sobre outro
quantum, em posse de Alice. Dai a razdo do termo, pois esse fendmeno permite direcionabilidade. Portanto, um
estado puro que apresenta nao-localidade deve também apresentar steering, da mesma forma em que um estado
puro que apresenta steering deve apresentar emaranhamento quantico. Para estados mistos, a discussao é mais
ampla e tais conjuntos nfio necessariamente apresentam convexidade.

Ou seja, um ruido aleatério de igual intensidade a frequéncias distintas, gerando uma densidade espectral de
poténcias distintas.

7 Isto é, o simbolo D, significando que o conjunto & esquerda contém o conjunto 2 direita.
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ao steering quantico formam um subconjunto dos estados emaranhados e um superconjunto dos
estados que manifestam ndo-localidade de Bell.

Mesmo sistemas ndo-emaranhados exibem outro tipo de correlagdo quantica, conhecida
como discérdia quantica (98). A discérdia € deveras util em teoria de informacio ao determinar
o grau de “quanticidade” das correlacGes entre dois sistemas quanticos gaussianos (99, 100). Um
conhecimento dessa natureza sobre sistemas permite quantificar a informac¢do mutua, que nao é
acessivel de forma local. A discérdia quantica desempenha um papel relevante principalmente

em estudos em cadeias de spin e cavidades quanticas (101, 102).

2.6 Medidas de Emaranhamento

Uma medida de emaranhamento E'(p) sobre um estado misto p permite quantificar a quanti-
dade de emaranhamento do mesmo, satisfazendo as seguintes propriedades (103, 104):
a) Se, e somente se, o estado p € separavel, E(p) = 0.

b) A medida de emaranhamento € invariante sob transformacgdes locais unitarias, isto €:
E(p)=E(U,®..0Uy pUl ® ... UL). (2.10)

¢) Tal medida ndo pode aumentar quando sob a a¢do de um mapa A{LOCC'} que descreve
operagdes do tipo LOCC? (105):

EAMLOCCY] < E(p). 2.11)

Dizemos que £ € uma monétona de emaranhamento se ela obedece o critério acima. A maioria
das medidas de emaranhamento conhecidas sdao convexas, fato que decorre por estas serem
construidas via convex roof extension® (106, 107). A negatividade logaritmica, por outro lado, é
uma medida ndo-convexa (108). Por convexidade, queremos dizer que, dados dois vetores, vy, vo

pertencentes a um conjunto C' e um parametro A € [0, 1], satisfacam a propriedade:
Se {’Ul,’Ug} eC — [)\Ul + (1 — )\)Uz] e C. (2.12)

Fisicamente, tais vetores podem representar estados quanticos pertencentes a um espago
vetorial, de modo que a mistura entre tais estados gere um estado que ainda pertenca ao espago
original, garantindo a convexidade. Em termos geométricos, dois ou mais estados podem ser
representados por pontos em uma linha que representa o espaco vetorial que os contém, e as
operacdes sobre estes devem gerar novos estados que ainda estejam contidos nesta mesma linha.

Alguns conjuntos convexos, contudo, cont€ém pontos extremos, € que portanto ndo podem ser

8 Do inglés, "Local Operations and Classical Communications", ou seja, "Operacdes Locais e Comunicagdes

Cléassicas", um método utilizado em Teoria da Informagdo Quantica onde uma operacdo € realizada em parte do
sistema (local) e entdo comunicada por um meio cldssico, como uma fibra 6ptica ou linha telefdnica, para outra
parte do sistema.

Ocasionalmente traduzido como "extensdo de telhado convexo", preferimos manter o termo original. O termo,
largamente usado em Teoria da Informagdo Quantica, significa uma operagdo matemadtica que estende uma
fun¢do definida sobre alguns estados quanticos puros para uma classe maior de estados mistos, mediante somas
convexas desses estados.
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obtidos pela soma convexa de dois pontos. Esse é o caso, por exemplo, dos vértices de um
quadrado ou tridngulo (109, 110). Vejamos agora algumas das medidas de emaranhamento mais

utilizadas.

2.7 Medida Geométrica de Emaranhamento

A medida geométrica de emaranhamento E determina a distancia minima entre um estado
emaranhado e o conjunto convexo dos demais estados separdveis. Para estados puros, a medida

geométrica de emaranhamento é dada por:

_ 1 _ 2
Ee(lv)) =1— _ max  [{l0)[ (2.13)

onde max denota a o valor maximo em médulo quadrético do produto (¢|¢)). Para aplicacdes da

medida geométrica em estados quanticos bipartidos e multipartidos, o leitor pode conferir (111).

2.8 Concorréncia de Emaranhamento

A concorréncia de emaranhamento'® é uma medida usual de emaranhamento entre dois

qubits A e B, definida para estados mistos de como:
CAB(p) = maX{O, )\1 — )\2 — )\3 — )\4}, (214)

com \; sendo as raizes dos autovalores em ordem decrescente de pp’, em que p/ é a matriz

densidade de spin-flip, dada por:
Php = (0,®0,)p" (0, @ 0,), (2.15)

na qual o, € uma das matrizes de Pauli, dadas por:

0 1 0 —i 1 0
Or = Oy = . 70z = ) (2.16)
10 1 0 0 —1
as quais satisfazem a relacdo o, = 10,0, = —i0,0,.

Para o caso de estados puros, € possivel mostrar que C'y = 2+/det p4, onde p4 é a matriz
densidade do qubit A, i.e., o trago de pap sobre o qubit B (112). Uma concorréncia Cyp =
0 corresponde ao estado sem emaranhamento, enquanto C'xp = 1 corresponde ao estado
maximamente emaranhado. Uma interessante proposta de medida da coeréncia quantica através
da concorréncia é encontrada em (113).

O emaranhamento de formagdo £y estd intimamente relacionado com a concorréncia, uma
vez que este € uma funcdo monotonicamente crescente de C'4 5. Tal relagdo € expressa como:

Ef—h(—1+ ';_Cz)), (2.17)

Aa 6

10" Do inglés “concurrence of entanglement”.
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onde h(x) = —xlogyr — (1 — x)logy(1 — x) é a fungdo da entropia de Shannon'!, por isso essa
expressdao também é conhecida como entropia de emaranhamento do sistema para um estado
puro.

O emaranhamento de formag¢ao ¢ uma medida de emaranhamento bipartido particularmente
util para quantificar quantos estados de Bell sdo necessarios para preparar um certo estado usando
LOCC (115). Para estados multipartidos de /V qubits, a caracteriza¢do da concorréncia torna-se
mais complexa (116). E preciso destacar também que o emaranhamento de formagdo é uma

medida de emaranhamento ndo-aditiva, satisfazendo a condi¢ao:

Ef(pap ® pap) < Ef(php) + Er(php) (2.18)

ou seja, existem estados bipartidos como o par de estados ply 5 € p% 5 cujo 0 emaranhamento de
formag@o para o estado conjunto p} 5 ® p%z é menor do que a soma do emaranhamento dos
estados individuais. Cabe notar também que a concorréncia de emaranhamento € invariante por

operagdes unitdrias locais (110).

2.9 Robustez de Emaranhamento

Outra medida bastante util para estados multipartidos € a robustez de emaranhamento (117),
1.e., 0 qudo resistente o0 emaranhamento do estado quantico diante da interagdo com o ambiente,
ruido ou mesmo perda de particulas, para estados com mais de dois qubits.

Defini¢ao 2.6 Dado um estado emaranhado p, considere um estado separdvel o,.,. Entdo,

R(p|osep) € definido como um ¢ minimo tal que o estado

(p+tosep)
wrsep) 2.19
(1+1) (2.19)
seja separdvel. Dado esse estado, a robustez de emaranhamento € definida como:
R(p) = inf R(p|osep), (2.20)

Osep

que pode ser relacionado a uma probabilidade p com um valor minimo de modo que o seguinte

estado,
(1 =p)p+ POsep, (2.21)

seja separavel. J4 a robustez randomica de um estado p estd relacionada com a quantidade de um
dado ruido ¢ que deve ser adicionado ao estado tp+ (1 — t)é para que ele perca o emaranhamento,
onde d refere-se a dimensao do sistema (118, 119).

A robustez de emaranhamento também pode ser considerada como um recurso quantico, por
exemplo, no contexto de estados que conservam melhor o emaranhamento em face da perda de
particulas (120).

" Claude Shannon, responsével por introduzir o conceito de entropia informacional, em artigo seminal de 1948
(114).
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2.10 Classes de Equivaléncia sob Manipulacdo Local de Emaranhamento

O emaranhamento pode ser tratado como um recurso quantico a ser manipulado (121) em
relacdo as operagdes necessdrias para a constru¢do de estados emaranhados. Em tais aborda-
gens, operagdes que geram emaranhamento sdo denominadas operacdes recursos, a0 passo que
operacdes que nao aumentam o emaranhamento do sistema sdo consideradas operagdes livres
(122, 123, 124).

Dentre as operacdes livres, as trés mais utilizadas sdo as do tipo locais unitarias (LU), opera-
¢oes locais e de comunicagao classica (LOCC) ou LOCC estocésticas (SLOCC) (125). E bem
conhecido na literatura o fato que operagdes livres como LOCC ndo podem produzir aumentos
de emaranhamento, condi¢do denominada de monotonicidade (126). Pouco apds esta condi¢ao
ser postulada, foi sugerido que a condicdo de monotonicidade deveria ser o unico postulado
necessario para uma medida de emaranhamento, de modo que as outras condi¢des seguissem na-
turalmente desse axioma primeiro (127). Para medidas bipartidas, a presenca de monotonicidade
sempre garante que o sistema bipartido € maximamente emaranhado. Naturalmente, uma vez
que todo estado separdvel pode ser convertido em outro estado separdvel meramente por LOCC,
segue-se que qualquer funcdo de emaranhamento £ serd constante em estados separdveis, cuja
constante € considerada o proprio valor zero, ja que para um estado ndo-emaranhado o valor de
E deve ser minimo.

Tais operacdes estabelecem classificacdes de equivaléncia de emaranhamento que sdo tteis
em diversas aplicacdes. No contexto de estados hipergrafo, por localidade significamos que uma
operacao local € feita em uma particdo especifica, onde cada vértice v € V faz referéncia a
uma particao especifica, e as operagcdes sdo como subclasses de todos os mapas completamente
positivos (CPM)!? que sdo separdveis em relago a tal parti¢do. Vejamos brevemente as defini¢des
bésicas:

Equivaléncia local unitaria (LU): Dizemos que dois estados N-partidos [¢)) e |¢) sdo
equivalentes sob operagdes locais unitdrias se existe um conjunto de matrizes unitarias que

satisfaz a relac@o para os operadores locais e unitdrios U,,:
QU [v) = 19) (2.22)
i=1

Se a eq. (2.22) ¢ satisfeita, entdo os estados |¢) e |¢) terdo equivaléncia de emaranhamento e
poderado ser utilizados para o mesmo protocolo, embora com possiveis perdas. Assim, dizemos
que a equivaléncia LU representa a forma mais forte de equivaléncia local. No contexto de
estados hipergrafo, os operadores locais unitarios U,, € SU(2) sdo os geradores do grupo
de Pauli P = {1,0,,0,,0.} e desempenham papel preponderante na defini¢cao dos estados
estabilizadores.

Equivaléncia por LOCC: Conforme explicado, em opera¢des do tipo LOCC, uma operagao

local é executada em parte do sistema e as correlacdes sdo coordenadas por uma via clédssica

12° Do inglés “Completely Positive Maps”.
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a outra parte do sistema. Contudo, a operagdo € dita deterministica se e somente se pode ser
realizada com probabilidade unitéria; caso contrério, € dita ser estocdstica (SLOCC) (128). No
segundo caso, o intuito é transformar um estado |¢)) em outro estado |¢) com probabilidade
nao-nula de uma operacao falhar. Operacdes LOCC deterministicas também sdo denominadas
protocolos ou superoperadores. A acdo de uma SLOCC atuante sobre um espago de Hilbert H,;
pode ser descrita por uma matriz invertivel pertencente ao grupo linear geral G L, de dimensao d.
Qualquer operacao do tipo LOCC pode ser representada como uma operagao separavel atuante
sobre um estado misto bipartido p4p definida como (47):

> A ®B;pap AZT ® BiT
Tr(> ., A ® B; pas AZ & BJ] 7

L(pap) = (2.23)
Tais operacdes definem classes de equivaléncia entre estados quanticos. O nimero de classes
cresce exponencialmente de acordo com o nimero de qubits no sistema, de modo que, dados dois
qubits, hd apenas uma classe de equivaléncia de SLOCC entre eles. Para um sistema tripartido,
porém, ha duas classes de estados emaranhados que ndo podem ser convertidos um no outro
via SLOCC, a saber, os estados ja mencionados |WW) e |GH Z). O conjunto dos LOCC é um
subconjunto de SLOCC e, uma vez que SLOCC O LU, dois estados equivalentes sob LU terao
equivaléncia sob SLOCC também.

2.11 Testemunhas de Emaranhamento

A abordagem mais geral possivel em caracterizar o emaranhamento quantico ¢ mediante
a acao de testemunhas de emaranhamento, cujo o termo fora introduzido em (129). Desde
entdo, as testemunhas estdo entre os critérios mais utilizados para detectar o emaranhamento em
sistemas quanticos, pois permitem a mensuragdo direta em laboratorio, ao contrdrio da medida
geométrica de emaranhamento, por exemplo, que exige a descricdo completa da tomografia do
estado quantico (130, 131, 132).

Uma vez que todo estado quantico pode ser detectado por ao menos uma testemunha, o
conhecimento desses operadores também fornecem informacdes para a classificacdo dos estados
quanticos, principalmente em se tratando de sistemas compodsitos. Outrossim, testemunhas de
emaranhamento estdo profundamente relacionadas com a teoria de mapas positivos na dlgebra
de operadores (133, 134, 135). No que concerne a realizacdo experimental de testemunhas de
emaranhamento, o leitor pode consultar (104).

A defini¢do formal da testemunha de emaranhamento, que também € um operador hermitiano,
¢ apresentada a seguir.

Definicao 2.7: Uma testemunha de emaranhamento 1/ é um observdvel que satisfaz as

seguintes propriedades:

Tr[Wps] > 0, para todos os estados separaveis p, (2.24)

Tr[Wp.] < 0, para ao menos um estado emaranhado p,, (2.25)
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onde pg e p. representam as matrizes densidades para estados separdveis e emaranhados, res-
pectivamente. Embora as testemunhas sejam observaveis e portanto operadores sobre estados
quanticos no espaco de Hilbert, € possivel entendé-las a partir de uma representacao geométrica,
uma vez que o conjunto de todos os estados é uma estrutura convexa. Assim, como a origem
da teoria das testemunhas de emaranhamento vem também da geometria, onde os conjuntos
convexos pode ser representados por hiperplanos, usualmente representamos a testemunha como
uma linha que corresponde a este hiperplano. Todo estado localizado a esquerda do hiperplano
ou pertencentes a ele possuem um valor médio ndo-negativo para a testemunha, e portanto sao
separdveis, conforme definido na equacdo (2.25). Tal representacdo € dada pela Figura (3). Para

um estudo aprofundado da geometria de estados quanticos, o leitor pode conferir (136).

Figura 3 — Representacdo geométrica dos conjuntos convexos de estados livres e emaranhados,
onde os hiperplanos W) e W2 sio duas testemunhas de emaranhamento, que
correspondem a hiperplanos, representados pelas linhas na figura. Dizemos que
a testemunha W) ¢ 6tima e é a mais procurada, pois é capaz de detectar mais
estados emaranhados do que outras testemunhas que estejam a direita dela como
W), representada pela linha tracejada. Todos os estados a esquerda do hiperplano
ou pertencentes a este, em especial os estados separaveis, fornecem um valor médio
ndo-negativo para essa testemunha, ou seja, 7'r(Wsp,) > 0. Todos os estados a direita
do hiperplano sdo os estados emaranhados detectados por aquela testemunha.

Estados Separéveis

Estados Emaranhados

Fonte: O autor.

A titulo de exemplo, considere o estado de Werner, dado por:

p=pQs+ (1—p)Qa, (2.26)

onde p € [0,1] e
_ 2
Qs = d<d2+1>PS 2.27)
Qa = mPA;
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e os parAmetros Pg e P, sdo projetores sobre os espacos simétricos e anti-simétricos em H?2,

respectivamente, € escritos como:
(2.28)

O estado de Werner é conhecido por ser separdvel somente para p > 1/2, que € a situacdo
onde o estado satisfaz a condicio de matriz transposta parcial positiva (PPT). Entao, a testemunha
W detecta todos os estados de Werner emaranhados se:

Tr(pW) =2p — 1, (2.29)

que satisfaz a condicao da equacgdo (2.25). Ademais, o estado de Werner viola a desigualdade do
tipo CHSH para a faixa de valores entre \/% < p < 1(137, 138). Existe ainda uma classe mais
geral de testemunhas, chamadas testemunhas de hiper-emaranhamento, capazes de detectar este

tipo de correlacdo, cujo prefixo “hiper” faz referéncia ao emaranhamento em mais de um grau de
liberdade (139).

2.12 Emaranhamento Preso e Morte Subita de Emaranhamento

Uma das formas consideradas “fracas” de emaranhamento é denominada emaranhamento
preso ou ligado!?, na qual um estado misto emaranhado p ndo pode ser destilado mediante LOCC.
Ou seja, nao é possivel transformar o estado misto p em N cépias de estados puros de Bell. Todo
estado emaranhado de dois qubits € destildvel. Contudo, sistemas com mais de dois qubits nem
sempre sdo destildveis, de modo que o ruido do ambiente pode afetar de tal forma o estado que
ele impossivel recuperd-lo por destilagcdo de emaranhamento (140, 141, 142, 143).

Os protocolos que tentam transformar um estado misto em N cépias de estados puros sao
chamados protocolos de purificagdo (142, 144).

Conquanto estados bipartidos de sistemas de dimensdo 2 X 2 ou 2 X 3 ndo apresentem
emaranhamento preso e portanto sio destildveis, até o momento tém-se a certeza de que ao
menos estados emaranhados bipartidos com transposi¢@o parcial ndo-negativa apresentam emara-
nhamento preso, e mais especificamente, um estado quantico de dimensdo 2 x 4 foi confirmado
como exemplo (142). Assim, o critério de transposi¢do parcial positiva (PPT)'* proposto por
Peres e Horodecki ndo € capaz de detectar estados com emaranhamento preso, exigindo outros
métodos de detecgdo (145, 146, 147). Em importante artigo sobre desigualdades de Bell (148),
fora conjecturado que estados bipartidos com emaranhamento preso ndo seriam capazes de violar
tais desigualdades. Todavia tal conjectura foi provada falsa quinze anos depois (149).

N3o obstante, o emaranhamento preso sustentou durante anos o questionamento se todo

estado emaranhado poderia ser utilizado em um protocolo quantico. Felizmente, respostas

13" Do inglés “bound entanglement”.
14 Do inglés “positive partial transposition”, o importante critério de separabilidade para transposico parcial
positiva: Se um estado p € S4 ® Sp é separdvel, entdo a transposi¢do parcial prp := (ida @ Tr[p]) > 0, onde

T é a transposi¢ao sobre o segundo subsistema do sistema composto S4 ® Sp.
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positivas tém sido dadas nesta dire¢do incluindo para estados multipartidos, o que permitiu
elaborar definicdes em termos afirmativos para o emaranhamento quantico, ao contrdrio da
definicdo usualmente apresentada'>. Outra definicdo possivel, esta de cardter afirmativo, € a de
que um estado € emaranhado se pode ser usado como recurso para uma tarefa nao-cléssica, i.e.,
um problema de ordem computacional ou informacional que ndo pode ser solucionado mediante
recursos classicos (desprovidos de coeréncia quantica) (71).

A negatividade logaritmica é muitas vezes utilizada como medida em estados com emaranha-
mento preso, uma vez que esta impde um limite superior ao emaranhamento para esse tipo de

estados (108) e pode ser definida como o logaritmo da norma de p*4:

&nl(p) =log, |0, (2.30)

em que ["4 representa a operacdo de transposicdo parcial, com o subindice A fazendo referéncia
ao subsistema A em relagdo ao qual € feita a transposi¢@o parcial. A notagdo ||.|| representa a
norma de p{“, i.e., a fun¢do que associa a cada vetor de um espaco vetorial um niimero real
nao-negativo.

Assim, &€, (p) pode ser relacionado com a negatividade N, uma medida usual de emaranha-
mento quantico dada em termos da soma absoluta dos autovalores negativos de p'4, conforme

veremos adiante, na seguinte maneira:
En(p) :=logy(2N + 1). (2.31)

Outrossim, uma vez que trabalhamos com estados hipergrafo randomizados, o emaranhamento
preso pode vir a ser util para medidas randomizadas em sistemas multipartidos, conforme indica
relevante publicacdo na literatura recente (150).

Outro fendmeno que atrai substancial atenc@o na literatura recente € a morte subita de
emaranhamento (ESD'®), confirmado em (151) ao constatar que em diversos sistemas o0 emara-
nhamento decai a zero em tempo finito, ao contrario do esperado usualmente, quando a interagdo
do sistema com o ambiente externo provoca a perda gradual da coeréncia no sistema (152, 153).
Tal decoeréncia relaciona-se, por sua vez, com a transferéncia de informagdo do estado para o
ambiente ou outros agentes externos, resultando no aumento da entropia do sistema e consequen-
temente ndo mais reduzindo-o as suas partes iniciais. Se esta transferéncia informacional nao
puder ser restaurada através de um reservatorio com memoria, por exemplo, resultard na perda
definitiva da mesma, produzindo a morte subita do emaranhamento (154).

Assim, conforme apontado em (155), a ocorréncia de ESD esté relacionada com a presenca
de ruidos ndo-correlacionados no sistema normalmente na forma de correlacdes insuficientes
entre diferentes subsistemas ou quadraturas, no caso de estados gaussianos. Nao obstante

haja manifestacdo de ESD, em diversos sistemas é observado também o renascimento deste

15 Como vimos, a definicdo usual de emaranhamento é dada em termos negativos, ou seja, um estado é emaranhado
se 0 mesmo nao for separdvel.
16 Sigla em inglés encontrada na literatura com frequéncia como “Entanglement Sudden Death”.
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emaranhamento, seja pela interferéncia da aplicagdo externa de um campo randomizado ou
mediante controle do banho térmico do sistema (156, 157).

Desde a descoberta de ESD, um grande niimero de efeitos previstos teoricamente na literatura
sdao melhores entendidos, todos compartilhando a propriedade de serem multipartidos (158, 159,
160). Maiores detalhes tedricos e experimentais acerca da manipulacio de morte subita em um

ambiente Optico podem ser conferidos em (161, 162).
2.13 Computagdo Quantica

Dentre as diversas aplica¢des possiveis da Teoria de Informacdo Quantica, indubitavelmente a
computagdo quantica se destaca. Portanto, cabe ressaltar aqui alguns conceitos bdsicos utilizados

em circuitos qu anticos que poderdo ser uteis a leitura deste trabalho.

2.14 Portas Quanticas Universais

Ao contririo de um computador cldssico, proposto na base bindria usual e composto a
partir de circuitos e portas cldssicas, um computador quantico se utiliza de portas quanticas que
condensam fendmenos quanticos. As operacdes unitarias agindo sobre os qubits sdo representadas
por portas quanticas, que podem agir sobre qubits tinicos ou em multiplos qubits. As principais
portas de qubits tinicos sdo as portas Hadamard e porta-T, relacionada a porta de fase .S, que

podem ser descritas matricialmente como:

1 1 1
H—- , 2.32
V2l1l -1 (2.32)

que mapeia os estados da base computacional {|0), |1)} em uma superposi¢ao desses estados,
\/Li |0) 4 |1). A porta Hadamard pode ser entendida como uma rotagéo de 90° ao redor do eixo

y na esfera de Bloch!’7, seguida por uma rotacio em 180° ao redor do eixo x, de modo que
H = XY'/2. A porta-T é dada por:

T = Lo 2.33
- 0 61'71'/4 ’ ( ’ )
que € equivalente a uma rotagdo de 7 /4 ao redor do eixo z e pode ser relacionada a porta de fase
10
S = 0 i pois S = T?. Dentre as portas que afetam dois qubits, destacam-se as portas
7

controlada-Z (CZ), CNOT e SWAP, respectivamente:

100 0 1000 1000

1 1 1

cz=| P 0 envor= | OV gpapo | OO0

00 1 000 1 0100

000 -1 0010 0001
(2.34)

17" Na computacgio quantica, a esfera de Bloch é a representaciio geométrica do espaco de estados puros de um
sistema quantico de dois niveis (qubit). Seu nome € em homenagem a Felix Bloch (1905 - 1983), um dos
descobridores da ressonincia magnética nuclear
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Como veremos, a porta CZ tem papel fundamental na constru¢io dos estados grafo, ao serem
responsaveis pelo emaranhamento entre dois qubits, representados pela aresta conectando dois
vértices no grafo. Para estados hipergrafo, tal porta é generalizada a uma dimensdo 2V x 2V,
responsavel por gerar uma hiperaresta conectando N vértices. A porta CNOT ¢é uma operacao
que possui um qubit como controle e atua sobre um segundo qubit alvo com uma porta de Pauli
X caso o qubit de controle esteja no estado |1), ou deixa o qubit alvo intocado caso o controle
esteja no estado |0). A porta SWAP, como o nome em inglés sugere, simplesmente “troca” o
estado de dois qubits. As operacdes citadas podem ser representadas usando circuitos quanticos,

conforme € mostrado na Figura (4) a fim de facilitacao didatica.

Figura 4 — Principais portas quanticas representadas na forma de circuitos quanticos. A porta
Hadamard, que mapeia o estado de base |0) na superposicio (|0) +|1))/v/2 e o estado
1) em (]0) — |1))/+/2. A porta T', uma operagdo sobre um tnico qubit, e que estd
relacionada com a porta de fase por S = T2. A porta C'Z, utilizada para ao menos
dois qubits, mas que pode ser generalizada para multiplos qubits, a depender da
conectividade do estado representado pelo grafo ou hipergrafo. A porta C NOT', outra
operacdo entre dois qubits, onde o primeiro qubit é o qubit de controle, e o segundo
€ o alvo. A acdo desta porta deixa o qubit de controle inalterado enquanto atua com
uma porta de Pauli X sobre o qubit alvo, quando o qubit de controle estd no estado
de base |1), ou simplesmente deixa o qubit de controle inalterado quando este se
encontra no estado de base |0). A porta SW AP, como o nome sugere, é uma operagao
entre dois qubits cujos os estados dos mesmos sdo invertidos. E, finalmente, a porta
multi-controlada N — C'Z é uma generalizacdo para /N qubits da porta emaranhadora
cZ.

Porta Hadamard Porta T

— H T

Porta CZ Porta CNOT Porta SWAP Porta N-CZ

I l

Fonte: O autor.

Os operadores do grupo de Pauli, se aplicados enquanto portas quénticas, atuam sobre qubits

unicos na forma:
Xly=11), X1)=]0) (2.35)

Y|0)=ill), Y|1)=—i|0) (2.35b)
Z10) =10y, Z[1)=-1), (2.35¢)
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onde X atua como uma rotagcdo de 7 sobre o eixo x na esfera de Bloch, e de forma semelhante

Y e Z atuando sobre o0s eixos y € z, respectivamente.

2.15 Estados de Multiqubits

Uma tarefa-chave em Informacdo Quéantica consiste na quantificagdo de emaranhamento
de estados com mais de dois qubits. Os estados hipergrafo caracterizam uma classe de estados
cujas familias formam estados multipartidos maximamente emaranhados (69, 163). Embora
estados grafo tenham sido aplicados em deteccdo de emaranhamento (164), distribui¢do quéntica
de chaves (165), steering'® quantico (166), inequalidades de Bell (167, 5, 168) e computacio
quantica baseada em medidas (MBQC)'?, ainda h4 a necessidade de generalizacdo para estados
hipergrafo na maioria desses protocolos.

Progressos recentes em estados hipergrafo tém sido feitos em violacao de localidade via
desigualdades de Bell e aplica¢des em algoritmos dos tipos Deutsch-Jozsa e Grover, uma vez que
estes sdo escritos em termos de estados reais e igualmente ponderados (REW)?°, cujo o conjunto
coincide com o conjunto dos estados hipergrafo (169, 170, 171). Além disso, interessantes
propriedades de simetria sdo analisadas nos estados hipergrafo, como sugerido em (172, 173).
N3ao obstante, alguns estados hipergrafo como os do tipo Union Jack apresentam propriedades
nao compartilhadas por estados grafo, como a capacidade de construir uma base universal para
MBQC usando apenas medidas de Pauli (174). A aplicacdo dos estado hipergrafo em computagao
quantica estd relacionada com a capacidade de verificarmos tais estados acessando medidas
locais. Esperamos que um método eficaz de verificacdo dos mesmos seja providenciado em breve,
como ja fora feito em estados grafo (175). Recentemente, um método simples para verificacao
de estados hipergrafo que demanda apenas duas medidas de Pauli distintas para cada parte do
sistema foi proposta na literatura (176).

Na representacdo de portas ldgicas quanticas mediante hipergrafos, uma aresta e = k ¢
equivalente a uma transformacao local unitaria Cj, = Z;. sobre o k—ésimo qubit, enquanto uma
aresta vazia e = () ou sobre um tnico vértice (loops) denota apenas um fator global na fase do
estado quantico correspondente, de modo que tais transformagdes podem ser desconsideradas,
no sentido em que as mesmas nao contribuem efetivamente no grau de emaranhamento do estado
global. Contudo, como de praxe, convém apresentarmos uma sucinta revisao de estados grafo

antes de ingressarmos na generalizacdo a estados hipergrafo.

2.16 Estados Grafo

Estados grafo formam uma classe de estados quénticos que sdo descritos mediante a teoria

de grafos, que formaliza a estrutura matematica de um grafo, a qual apresentamos brevemente a

18 Uma traducio geralmente adotada para o termo é a de “direcionamento” quéntico, a qual utilizaremos ao longo
da tese.

19 Do original em inglés Measurement Based Quantum Computation.

20" Do inglés, Real Equally Weighted states,
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seguir. Um grafo é um conjunto G = (V, F)) onde V' = {vy, ..., v, } é o conjunto dos vértices v,, e
E ={ey, ...,e,} é 0 conjunto das arestas e,, consistindo em pares ndo-ordenados de dois vértices
diferentes. Dois vértices v;, v; sdo considerados vizinhos se hd uma aresta e;; os conectando.
Um grafo é dito vazio (G?) se ndo possuir arestas, i.e. £ = (. Um grafo F com Vx C Vg e

Er C Eg é dito ser um subgrafo de G. Um exemplo de um grafo simples é mostrado na figura

(5).

Figura 5 — Ilustracdo de um grafo simples (sem preferéncia de sentido nas arestas) com 9 vértices
e 10 arestas.

1 2 3

6

Fonte: O autor.

Por outro lado, um grafo de n vértices dito completo ou totalmente conectado possui todas as
possibilidades de combinacdo de arestas dadas pelo bindmio (3) No caso em que 0s conjuntos
de vértices coincidem, i.e. Vp = V5, dizemos que F € um subgrafo gerador do grafo G. O grau de
um vértice v; é geralmente denotado como d,, e significa o nimero de vizinhos de v;. Dados dois
grafos F' e (G definidos sobre o mesmo conjunto de vértices V/, a diferenca entre os conjuntos,
FAG, é definida por Erppag = Er U Eg \ Er N Eg. A matriz de adjacéncia de um grafo simples
com NN vértices € uma matriz N x N com entradas 0 ou 1, quando houver ou ndo conectividade
entre os vértices, respectivamente, o que caracteriza totalmente qualquer estado grafo (177).

Fisicamente, estados grafo podem ser associados a um padrdo de intera¢do, onde duas
particulas formando um sistema de spin-1/2 interagem via uma interacao de Ising do tipo
H,, = o%?®. Em informagio quantica discreta, geralmente os vértices representam qubits
preparados em um estado inicial |+) na base de Hadamard, isto é, |[+) = \%(|0> + |1)). Sempre
que houver uma interacdo, havera uma aresta conectando os vértices. Tais interagdes do tipo

Ising sdo representadas por uma operacao unitaria do tipo
s a b
Uab<¢ab> =€ wﬁabazaz’ (236)

em que ¢, € a fase do operador. Para grafos simples, onde nao hd pesos nas arestas, temos
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¢q = m de modo que a porta pode ser escrita como

100 0
010 0
Uy = , 2.37
’ 001 0 2.37)
000 —1

que € a porta controlada CZ apresentada no contexto de computacdo quantica e pode ser escrita
de forma equivalente como C'Z = 1 — 2 |11)(11], terminologia que utilizaremos ao longo desta
tese — de forma que a ag@o desta porta pode deletar ou criar uma aresta no grafo (G, dependendo
se tal aresta ja estava contida em G ou ndo. A aplicag@o da porta controlada C'Z (2.16) no estado

% hos leva ao estado de Bell:

separdvel |++)
1

V2

que € um estado maximamente emaranhado, de modo que os estados grafo pertencem a classe

Uab [++) 0y = 0+) 0y + 1) 0s s (2.38)

de estados maximamente emaranhados. Ou, equivalentemente escrito na base computacional

{0, 1} e utilizando a nomenclatura da porta controlada C'Z:
1
V2

em que os indices (a, b) foram omitidos para facilitagdo.

CZap |++) = —=(]00) + [01) + [10) — |11)), (2.39)

Figura 6 — Trés exemplos de estados grafo representados por grafos: (a) O par de Bell, estado
grafo ndo-trivial mais simples possivel, com dois qubits emaranhados por uma porta
controlada C'Z; ». (b) O estado grafo triangular, equivalente local ao estado GHZ. (c)
O estado grafo do tipo estrela com quatro qubits.

1 CZ{1,2 2
1 {1,2} °

1 CZ{1.2 2
[ 1.2 ®

3 C7{2,3} 2

(a) (b)

Fonte: O autor.

Formalmente, podemos definir o estado grafo como

&= [ ¢%.,1+)*". (2.40)
{a,b}eE

em que N é o nimero de vértices do grafo, representando os qubits no estado |+).
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Exemplos de estado grafo sdo mostrados na Figura (6). O estado (a) da mesma Figura é
descrito matematicamente pela equagdo (2.39). Os estados grafo (b) e (c) da Figura (6) sdo

escritos, respectivamente, como:

‘G(b)> = CZI2C2130223 |—|—>®3 =

1 (2.41)
= = 000) +[001) +010) + [100) — |011) — [110) — 101} — [111)

V8

e, para o estado de quatro qubits:

G o)) = CZ12CZ13C Z14 | +)™* ) +10001) + |0010) + |0100) +

— L 0000
V16
+[1000) — [1001) — [1010) — [1100) + (5 40)
+]0101) + [0110) + [0111) + [0011) +
+1110) + [1101) + [1011) — [1111)}.

Repare que a agdo da porta controlada C'Z modifica o sinal a frente dos estados, tornando-
0 negativo para comutagdes impares ou permanecendo positivo para comutacdes pares; por
comutacdes queremos dizer a troca entre 1 e 0 nos estados quanticos acima. Estados grafo
tém sido largamente utilizados em aplicagcdes para computacao quantica baseada em medidas e
computacao (178, 179, 180).

Porém, hé ainda outra forma de definirmos estados grafo, em termos dos operadores estabili-
zadores, i.e., operadores que, ao serem aplicados sobre estados grafo, resultam no mesmo estado
com autovalor +1. Tais operadores também podem ser chamados de estabilizantes?! porque

pertencem ao grupo estabilizador, conforme definido a seguir.

2.17 Formalismo do Grupo Estabilizador

O formalismo do grupo estabilizador permite uma descri¢ao alternativa dos estados grafo
em termos de operadores que formam um grupo comutativo e estabilizador, isto é, que tem os
estados grafo por autoestados, e desempenham um papel fundamental em teoria quantica de
erros, circuitos quanticos estabilizadores (181, 182, 183). Dado um estado grafo de N qubits
G = (V,E)comV = 1,2,..., N, sobre cada vértice i € V definimos um operador g; que
consiste no produto tensorial do operador de Pauli X sobre o vértice 7 e do operador Z sobre os

vértices circunvizinhos a 7, referidos como N (7):
gi=Xi Q) 7. (2.43)
JEN()

Conforme mencionado, o conjunto dos operadores estabilizantes g; forma um grupo estabilizador
que satisfaz a relagdo:
9:1G) = 1G), (2.44)

2l Na literatura inglesa geralmente chamados de “stabilizing*” em contraste com o grupo “stabilizer” que os
contém.
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para todo ¢ € V. Para a facilitacdo didética, a acdo dos operadores g; sobre o grafo € ilustrada na
Figura (7) como exemplo. A generalizacdo para estados hipergrafo mostrard que cada elemento
do grupo estabilizador passa a adquirir uma estrutura ndo-local que ndo pode ser observada em

estados grafo.

Figura 7 — Operadores estabilizantes para os vértices do grafo triangular. A notacdo do produto
tensorial conforme definida na equacao (2.72) foi omitida na figura.

1 g1:X1 1o 7s

g3:X3 YAWA gQ:XQ 70 7s

3 2
Fonte: O autor.

2.18 Equivaléncia Local Unitaria e Complementagdo Local

Reaplicando as definicdes de equivaléncia local unitdria apresentadas anteriormente, dizemos
que dois estados grafo de n-qubits |G) e |G2) sdo equivalentes por SLOCC' se e somente se 0s
mesmos forem LU-equivalentes. Logo, para dois qubits hd somente uma classe de equivaléncia
LU. O estado grafo de trés qubits na figura (7), equivalente ao estado GHZ e definido por (2.8),
€ o unico estado de trés qubits maximamente emaranhado descritivel por um estado grafo, ao
contrario do estado W definido matematicamente em (2.9). Embora o estado GHZ apresente
violagdao méxima de desigualdades de Bell, o estado W € mais robusto a perda de particulas, por
exemplo, o que os tornam mais ou menos uteis a depender do contexto a serem aplicados.

Um exemplo usualmente citado € a equivaléncia local unitdria entre o estado grafo GHZ
associado ao grafo totalmente conectado (completo) e ao grafo estrela, conforme ilustrados na
figura (8). Isso pode ser constatado mediante complementagio local, aplicando portas unitérias
do tipo Hadamard H"\* a todos os vértices do grafo completo exceto o primeiro vértice, o
que leva ao grafo estrela, e uma subsequente complementacdo local leva o grafo estrela ao
grafo completo. Os operadores de complementacao local X e Z podem ser escritos no grupo de

Clifford, respectivamente, como:

1 +i T .
X1/2=§< | ,>=!+><+|i@|—><—|, (2.45)
Fi i
€
A I (2.46)
0 +i

onde |+) = \% = (|0) £ |1)) é autoestado do operador de Pauli X . Conforme mencionado, os

operadores do grupo de Clifford C,, = {V € Uy:|V P,VT = P,} estabilizam (ou seja, geram
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Figura 8 — O estado GHZ € LU-equivalente aos estados grafo correspondentes tanto ao grafo com-
pleto, a esquerda, quanto grafo estrela, a direita. Na figura, em vermelho, Ho, ..., H7
representam as agOes da porta Hadamard sobre os respectivos vértices de mesma
numeragdo, ao passo que L, €é a transformacao local que leva do grafo completo para
o grafo estrela, comprovando a equivaléncia entre ambos.

3 H:i
3 4
L» 2@ @5
1
7 6

Fonte: O autor.

autoestados com autovalor +1.) os operadores do grupo de Pauli € SU(2), de modo que o
grupo de Clifford € essencial nas operagdes de complementacgdo local para obter estados grafo
equivalentes. Tais operagdes levam o grafo completo ao grafo estrela sem utilizar operagdes
recursos, de modo que ambos preservam a mesma quantidade de emaranhamento multipartido,
uma vez que utilizamos somente operacdes livres para transformar um estado em outro. O
conceito de classes de equivaléncia sera revisitado ao abordamos estados hipergrafo.

Definicdo 2.8: Um estado grafo |G;) de N qubits pode ser convertido em outro estado
grafo |GG5) mediante a¢des locais de operadores do grupo de Clifford se e somente se o grafo
G correspondente ao estado grafo |G5) pode ser obtido do grafo de G; utilizando sucessivas
operacdes locais do grupo de Clifford, as quais denominamos complementacao local.

O processo de complementacao local sobre um grafo G pode ser executado mediante a
escolha de um vértice v; € V e a complementa¢do de um subgrafo H a partir de N(v;), a
vizinhanc¢a em torno do vértice escolhido. A complementacdo local consiste justamente em
excluir todas as arestas do subgrafo H e conectar os vértices inicialmente ndo-conectados. De
forma que lembra a estrutura do formalismo estabilizador, a complementacdo local pode ser

descrita matematicamente como:

£(9),, =X* Q) z)2, (2.47)

jEN(’Ui)

onde X,/” e Z;/ ? 0 os operadores de Clifford conforme definidos na se¢do 2.18. Um exemplo
de complementagio local € ilustrado na Figura (9), aplicada sobre os vértices 1 e 2, respectiva-

mente.
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Figura 9 — Ilustracao de duas acdes de complementacao local para um grafo de seis qubits,
aplicadas respectivamente no primeiro e segundo vértice: (a) aplicada no vértice 1,
gerando um subgrafo na vizinhanga dos vértices N (1) = {5,6}, e (b) aplicada sobre
o vértice 2 gerando o subgrafo na vizinhanga N (2) = {3,4,6}.

3 3 3

2 4 2.~ 4 29 SN gi
L l Lo '

1 5 5 1 5

(2) (b) (c)

Fonte: O autor.

2.19 Computacao Quantica Baseada em Medidas

Nos tltimos anos, a Computagio Quantica Baseada em Medidas (MBQC)?? tem atraido muita
atencdo enquanto técnica para computacdo quantica, em contraponto ao modelo de computagdo
quantica circuital, que também apresenta seus desafios (184, 185, 63).

A principal caracteristica da MBQC consiste justamente no fato de que as portas emaranha-
doras ndo estdo disponiveis durante o processo de computagdo em si, pois todos os recursos de
emaranhamento ja sdo previamente utilizados na construcdo de uma rede (cluster) de estados
grafo contruidos mediante portas C'Z, conforme ilustra a figura (10). Tal estado € entdo utilizado
como um recurso vidvel sobre o qual podem ser realizadas medidas locais de Pauli, desfazendo
o emaranhamento do sistema e permitindo o fluxo de informacao (186).

Até recentemente, estava em aberto a questao se apenas duas bases de Pauli seriam suficientes
para realizar MBQC; de fato, mostrou-se que € possivel atraves de estados hipergrafo construir
uma base universal para MBQC requerendo apenas medidas de Pauli em X e Z, além de ter sido
provado o fato de que tal estado pode ser verificado em tempo polinomial usando novamente as
mesmas bases X e Z, apresentando larga vantagem em relacdo as redes usuais de estados grafo.
Contudo, uma rede de estados hipergrafo é tecnicamente mais dificil de se gerar em laboratério,
ao menos até o presente momento (187). Algumas aplicacdes da computacdo quantica baseada
em medidas ja t€m sido efetuadas com sucesso, como no célculo do algoritmo de Deutsch (188).
Informagdes essenciais sobre a implementa¢do de um computador quantico baseado em medidas
gaussianas pode ser encontradas em (189). Uma recente implementa¢do de um computador
quantico baseado em medidas via um sistema Optico pode ser encontrado em (190), bem como a
geracao experimental com sucesso de um jogo quantico em um computador quantico pode ser
estudada em (191, 192). Uma discussao interessante sobre a computacdo quantica do ponto de

vista da complexidade computacional, embora um pouco desatualizada, pode ser encontrada em

22 Também denominada de “one-way quantum computer”, considerando que o sentido do fluxo de informagio é
unico pela rede, ja que os estados de recurso sdo destruidos apds as medidas.
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Figura 10 — Ilustragdo de um estado grafo do tipo “cluster” ou rede, essencial na constru¢ao
da computacdo quantica baseada em medidas. O processo comeca com um estado
grande emaranhado, a ser usado como recurso: a) O estado inicial € ajustado na
rede. b) As medidas locais sdo feitas a fim de implementar um circuito quantico
sobre o estado, permitindo o fluxo de informacao, da esquerda para a direita. c) O
estado final € obtido da maneira desejada conforme as portas foram aplicadas em b).
A execucdo da computacdo quintica baseada em medidas geralmente € feita com
dispositivos fotdnicos em mesas Opticas, pela sua viabilidade, mas também pode ser
realizada com qubits a base de matéria.

Fluxo de Informagéo

—JL

Fonte: O autor.

(193).

As diversas complicacdes técnicas, como a exigéncia de baixas temperaturas para a super-
posi¢do quantica em computadores quanticos supercondutores, sao as principais barreiras para
fazer da computacao quintica algo pratico (194, 195). Existem basicamente cinco condi¢des
necessdrias para que a computacio quantica avance em praticidade, a saber (196):

1) Um sistema fisicamente escalondvel para aumentar o nimero de qubits no sistema (197, 198,
199).

2) Qubits que possam ser inicializados em valores de fase arbitrarios (200).

3) Portas quanticas mais rdpidas do que o tempo de decoeréncia do sistema (201, 202).

4) Um conjunto universal de portas quanticas (203, 204).

5) Qubits cuja a informacgao possa ser facilmente acessada (205).

Relacionando com o trabalho desta tese, damos destaque ao ponto 3, nas tentativas de
construir portas quanticas com alta fidelidade (basicamente, taxa de sucesso de emaranhamento)
que resistam a perda de coeréncia quantica em face da interacdo com o ambiente externo (202).
O tempo de decoeréncia de um estado quantico pode ser da ordem de nanosegundos a poucos
segundos em baixas temperaturas, da ordem de 20 milikelvins. Um recente estudo mostrou
que até mesmo a incidéncia de raios cosmicos podem afetar sistemas quanticos e provocar

decoeréncia em questao de milissegundos (206).
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2.20 Estados Hipergrafo

Estados hipergrafo formam uma classe de estados multipartidos com propriedades combi-
natorias que generalizam a classe de estados grafo. Tal classe emergiu em 2013 (207) e vem
generalizando diversos protocolos ja obtidos outrora utilizando grafos. Contudo, ao contrario
da teoria de grafos, a teoria matematica de hipergrafos ainda € pouco conhecida e estd em
amadurecimento, principalmente no que tange a teoria espectral destes conjuntos (208, 209, 210).
Assim sendo, a fim de introduzir o leitor aos hipergrafos, a seguir apresentamos a defini¢do
matemadtica de um hipergrafo, antes de contextualiza-lo fisicamente como estado hipergrafo.

Definicao 2.9 Seja V' = {vy, v9, ...v,, } um conjunto finito. Um hipergrafo H sobre V' é uma
familia H = {F4, Es, ..., E,,,} de subconjuntos de V' tais que (58)

E; # 0, i=1,2,...n (2.48)

m

U E, =V. (2.49)
=1

A familia de Sperner de hipergrafos simples (que nao possuem loops) constituem hipergrafos
cujos elementos do conjunto H = { £}, Es, ..., E,,, } obedecem a relagdo E; C E;,i = j. Assim
como nas defini¢des usuais para grafos, os elementos vy, vs, ..., v, de V correspondem a vértices
mas os conjuntos £y, Es, ..., I, constituem as hiperarestas do hipergrafo. Uma ilustragdo de um

hipergrafo é dada na figura (11).

Figura 11 — Ilustracdo de um hipergrafo com 10 vértices e 8 hiperarestas. Repare que este
hipergrafo possui uma aresta de ordem zero (sem vértice algum), ordem um, com um
vértice, ordem dois, trés, quatro e cinco, sucessivamente. Ao contrario da limitagao
observada em grafos, hipergrafos podem possuir multi-hiperarestas que conectam
N vértices.

Fonte: O autor.

Um multigrafo que apresenta loops e multiplas arestas é um hipergrafo onde cada aresta

possui cardinalidade igual a dois. Nao obstante, as possibilidades combinatdrias para um hi-
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pergrafo sdo consideravelmente maiores. Enquanto para um grafo com N vértices existem
2N(N=1)/2 possibilidades combinatérias, para um hipergrafo com o mesmo niimero de vértices
existem 22" possiveis combinagdes de hipergrafos. Tal fato significa que hipergrafos podem
ser analisados complexamente, no sentido da complexidade de Kolmogorov (4). Dois vértices
de um hipergrafo s@o considerados adjacentes se estdo conectados por uma mesma hiperaresta.
O grau de um vértice é definido como o numero de vértices adjacentes a0 mesmo, ou seja,
quantas arestas estao ligadas ao vértice em questdo. Um hipergrafo é dito regular se todos os
seus vértices apresentarem o mesmo grau (211). Um hipergrafo é dito k—uniforme caso todas
as suas hiperarestas atuam exatamente sobre k vértices, de modo que todas as hiperarestas t€ém
cardinalidade & = |e|. Consequentemente, um hipergrafo serd k—uniforme quando possuir todas
as combinacdes possiveis de hiperarestas de certa cardinalidade k.

Um estado hipergrafo representado por um hipergrafo H = (V, F') é definido conforme se
segue:

A cada vértice v € V associamos o estado |+) = \/%(|O> +]1)) da base de Hadamard de
YN ¢ a cardinalidade do

modo que o estado inicial € dado por |[+)°", em que N = |V|, onde |V

conjunto dos vértices. Entdo, a cada hiperaresta e € F aplicamos a porta emaranhadora C, sobre

os qubits pertencentes aquela hiperaresta. Assim procedendo, obtemos:

1) =T celH)*M, (2.50)
eck
onde C, é a justamente a notacdo utilizada para a generalizagdo da porta C'Z utilizada nos
estados grafo, e ¢ dadapor C, =1 — 2 |11...1)(11...1].
Estados hipergrafo sdo casos especiais dos estados locais maximamente emaranhaveis

(LME)? (212), nos quais a porta C, adquire a sua forma mais geral possivel, a saber:
Co(p)=1—(1—€?)[11...1)11...1] (2.51)

em que ¢ é um fator de fase que pode representar arestas ponderadas. De fato, note que o caso
do estado hipergrafo ocorre para o valor de ¢ = 7 (213).
Como exemplo prévio, a Figura 12 apresenta alguns estados hipergrafo estudados nesta tese.

O estado hipergrafo de trés vértices (a) da figura (12) € descrito matematicamente como:

|Hs) = Cpiggy |4+)° )+]001)+]010)+[100)+[011)+]101)+]110) —[111) , (2.52)

1
= —1000
7

e de forma andloga para os demais estados. Assim como no caso de estados grafo, também ¢é
possivel tracar um paralelo entre estados hipergrafo e um circuito quantico. A Figura 13 ilustra
a implementagdo de um estado quantico construido a partir de um hipergrafo em um circuito
quantico de cinco niveis (68).

A aplicacdo das portas quanticas controladas € de grande interesse experimental, e esfor¢cos

tém sido feitos para aumentar a0 maximo a taxa de sucesso dessas operacdes emaranhadoras

2 Do inglés, “Locally Maximally Entangleable”.
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Figura 12 — Trés exemplos de estados hipergrafo: (a) o hipergrafo nao-trivial mais simples
possivel, de trés vértices e uma hiperaresta £ = {1,2,3}. (b) O hipergrafo
completo e uniforme com quatro vértices e quatro hiperarestas de cardinali-
dade k =trés, ou seja, £ = {{1,2,3},{2,3,4},{1,3,4},{1,2,4}}. (c) O hi-
pergrafo de cinco vértices com quatro hiperarestas de diferentes cardinalidades:

E={{1},{3,5},{1,4,5},{2,3,4,5}

Fonte: O autor.

(214). A implementacdo experimental de estados hipergrafo foi obtida com sucesso recentemente
e é de grande interesse dada a sua generalidade em relacdo aos estados grafo, principalmente
para a computagdo quantica baseada em medidas (63, 215). Uma das vantagens mais claras é a
de que estados grafo exigem um conjunto de portas maior para serem universais em computagao
quantica do que estados hipergrafo, com os quais € possivel torni-los universais com apenas

duas portas quanticas (187).

Figura 13 — Ilustragdo da correspondéncia entre um hipergrafo H° ndo-uniforme de cinco vér-
tices, a esquerda, e o estado quantico associado a ele, representado no circuito
quantico de cinco niveis C° a direita.

H5

Fonte: O autor.

N =
4

w

U b
*—
*—T—

C5

2.21 Correspondéncia entre estados RETV e estados hipergrafo

Ademais, constatou-se recentemente que estados hipergrafo correspondem a estados REW 24,
uteis nas tentativas de implementac¢do de algoritmos do tipo Grover e Deutsch-Jozsa na computa-
¢do quantica (171, 216, 217).

2% Do inglés “Real Equally Weighted”, estados de superposicio real e igualmente ponderados.
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Os problemas de busca que podem ser simulados de forma eficiente pelo algoritmo de Grover
devem apresentar as seguintes propriedades (218):
1) O sistema nao possui uma estrutura buscdvel na colec@o de respostas possiveis.
2) O nuimero de respostas possiveis a serem verificadas corresponde ao nimero de inputs no
algoritmo.
3) Exista uma fungo booleana® do tipo {0,1}" — {0, 1} que resolva cada input e determine
se esta € uma resposta correta.

Os protocolos de ac¢do que definem a utilizagdo dos algoritmos destes podem ser preparados

no estado inicial:
on_1

[0) = Z |z, (2.53)

que corresponde a uma superposic¢ao de estados REW de todos os possiveis 2" estados |x) na
base computacional. Tal classe de estados pode ser demonstrada como equivalente aos estados
hipergrafo (207). Aplicando uma transformacéo unitdria U; envolvendo um qubit adicional

(alvo) e atua na forma:

Urlz) ly) = |o) [f(z) @ ), (2.54)
o seguinte estado é gerado:
2" —1
[vy) = Z 1)/ [z) (2.55)

\/Q_n

em que f(x) é uma fungio booleana. Desse modo, é possivel definir os estados hipergrafo em

termos de uma func@o booleana f(z) na forma:

H) =gy > (-1 o, (2.56)
xe€{0,1}V
formando uma correspondéncia biunivoca entre a classe de estados hipergrafo e dos estados
REW . De fato, € intuitivo perceber que o hipergrafo com trés vértices envoltos por uma tnica
hiperaresta pode ser expresso pela fung¢do f(x) = x1x923, a0 passo que estados grafo podem
corresponder no mdximo a fun¢des com termos de duas varidveis, dado que sdo estados sempre
com arestas de cardinalidade igual a dois.

Um exemplo com trés qubits para um estado REW | f) é dado por:

1
£ = —=(1000) +1001) + [010) — [011) — [100) — [101) — 110} - [111)).  (257)

Assim, € possivel obter o hipergrafo correspondente a um estado REW aplicando sobre
0 mesmo uma sequéncia de portas 16gicas. No caso acima, a aplicacdo de transformagdes
Z1, C?Zys e C3Z,95 leva ao estado inicial \—|—>®3. Portanto, estas transformagdes aplicadas no

hipergrafo inicial com trés qubits, primeiramente cria uma hiperaresta que contorna o vértice 1

25 Ou seja, uma func@o que possui uma ou mais varidveis de entrada (input) e gera um resultado que depende
somente dos valores dessas varidveis. Matematicamente, é a fungdo do tipo f : X — B, onde X é um conjunto
arbitrario e B é um dominio booleano. Referente ao matematico britanico George Boole (1815-1864).
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(pela aplicacdo de Z;), e em seguida com as aplicagdes de C? Z,3 e C3Z93 produz uma aresta
comum conectando os vértices 1 e 2 e a hiperaresta conectando os trés vértices, respectivamente,

conforme ilustrado na Figura (14):

Figura 14 — Hipergrafo correspondente ao estado REW da equagdo (2.57)

Fonte: O autor.

2.22 Estados hipergrafo para o algoritmo de Grover e Deutsch-Jozsa

Para o algoritmo de Grover, a fungdo f tem por output “1” para entradas = que correspondam
a solugdes para o problema de busca e output “0” para valores de x que ndo forem solugdes
para o problema. Denotamos por M o ndmero de solucdes, que em geral € muito menor do
que o ndmero total de entradas (2"). Uma propriedade de interesse a ser buscada é o grau de
emaranhamento dos estados como fun¢@o do nimero de qubits n para um dado nimero fixo de
M solugdes possiveis. Aqui, quantificamos o grau de emaranhamento pela chamada “medida
geométrica de emaranhamento”, desenvolvida por Shimony (219) e posteriormente aplicada
a estados multipartidos em (220). Uma vez que o grau de emaranhamento de um dado estado
quantico pode ser determinado pela “distancia” ou angulo entre este e o estado ndo-emaranhado
mais proximo, da-se a esta o nome de “medida geométrica”. Por exemplo, considere o estado

puro N-partido |¢):

[) = Z Xp1.p2.eeon |Ep1Epa---€pn) (2.58)
pl,p2,...pn
a definicdo geométrica de grau de emaranhamento dar-se-4 por:
d=min [y} —|9) [l (2.59)

que representa justamente a distincia entre |1) e 0 estado separdvel mais proximo?® |¢) que esteja
mais proximo de |t)). Assim, para um estado puro N-partido |¢/), a medida de emaranhamento

pode ser escrita como
Eq|v) = 1= max [ (¢]g) [, (2.60)
|¢)€Sq

26 Como usamos a defini¢io usual na literatura de que um estado quantico é considerado emaranhado se ele nio
for separdvel, é natural supor que quanto maior for o grau de emaranhamento deste estado, mais distante ele
estard de um estado ndo-emaranhado, e portanto maior serd o angulo entre eles.
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onde S, representa o conjunto dos estados g—separdveis, os estados que sdo separdveis em
relacdo a g-parti¢des, estabelecendo a relacdo do estado emaranhado com um estado separdvel
mais proximo através da amplitude de probabilidade entre ambos, justificando a quantificacao
de emaranhamento em termo de distancia. Aqui, diferenciamos F,,, que quantifica qualquer
quantidade de emaranhamento contida no sistema global, e £, que quantifica o emaranhamento
genuino em um sistema multipartido.

Para o estado hipergrafo com trés qubits | H3), descrito na equagdo (2.52), podemos aplicar

uma porta do tipo Hadamard, levando o estado | H3) a:

|Hy) — %(\oom 1010 4 100 4 [111)). (2.61)

Ap6s o trago parcial para as matrizes reduzidas de |H3) ( Hs|, calculam-se autovalores iguais
a\ = % €\ = i e cuja medida geométrica de emaranhamento € £y = i. Contudo, todo
estado grafo conectado tém uma medida geométrica de emaranhamento Fy > %, 0 que comprova
que essa classe de estados ndo abrange todos os estados REW, ao contrario da classe dos
estado hipergrafo. estado hipergrafo com somente uma hiperaresta de cardinalidade médxima sao
superposicoes de todos os elementos da base computacional com somente um sinal negativo
precedendo o ket |11...1). Tal classe é exatamente a dos estados empregados no algoritmo

quantico de Grover, para o caso de solucio unica.

2.23  Formalismo do Grupo Estabilizador Generalizado ou Nao-Local

O formalismo do grupo estabilizador para estado hipergrafos generaliza os estabilizadores da
familia de estados grafo, de maneira tal que a acdo dos operadores estabilizantes passa a ter um
carater ndo-local, uma vez que ndo é mais possivel construir o formalismo estabilizador apenas
como o produto tensorial de operadores locais (221, 222).

A “magia” ou nio-estabilizacio de um estado hipergrafo?’ é outra propriedade interessante
a ser analisada, pois caracteriza o grau de desvio de um dado estado quantico do conjunto de
estados estabilizadores, o que € essencial para entender a complexidade de um estado e usa-lo
como recurso para computacdo quantica e tolerancia a erros (223, 224, 225).

Recentemente, a medida denominada S RE? foi proposta como uma forma de quantificar a
magia de um estado quantico, embora isso ainda seja tarefa ardua para estados de vdrios qubits.
(226)

Seja um estado hipergrafo H = (V, E) de N qubits com o conjunto de vértices V' =
1,2, ..., N. Aqui, seguindo a defini¢do proposta em (1), buscamos a generalizacdo do conceito
de vizinhanga de um vértice usual para estados grafo, denominando adjacéncia de um vértice
i€V como A(i)={e — {i} : e € E, onde i € e}. Assim, os elementos de A(7) sdo conjuntos de
vértices adjacentes a ¢ conectados por uma hiperaresta. Entao sobre cada vértice 7« € V' definimos

um operador h; que consiste no produto tensorial do operador de Pauli X;, aplicado sobre o

27 Do inglés “Magic” of a quantum state.
28 Abreviatura do inglés para “Stabilizer Renyi Entropy”.
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vértice i, e da porta controlada generalizada C'Z,, sobre os vértices adjacentes:

hi=X; Q) C.,. (2.62)

ejGA(i)

Os operadores h; formam um grupo comutativo que estabiliza a familia de estado hipergrafo

|H ), satisfazendo a seguinte relagao:
hi|HY=|H)Y, ¥V i€V (2.63)

A seguir, como exemplo, apresentamos os estabilizantes hi, ho € hz do hipergrafo (c) da figura
(12):

hl = X1 X 0{9}045 (2643)
hy = Xo ® Cass) (2.64b)
hs = X5 ® 0{5}0{245}, (2.64¢)

em que Cp) denota a adjacéncia inexistente do vértice 1, equivalente a uma hiperaresta vazia,
{} € A(1), que significa simplesmente um sinal global —1. Utilizando a defini¢do dos operadores
estabilizantes podemos definir o grupo estabilizador: dado um conjunto de 2"V operadores

observaveis,
§ = {S,[8, = [[(h)*) Vv wez}, (2.65)
i€V
que engloba todos os produtos entre operadores h;. Entdo, denominamos & o grupo abeliano

com 2% elementos que necessariamente satisfaz a condigio:
Sq|H) = [H), (2.66)

ou seja, estados hipergrafo nao apenas sdo autoestados de cada estabilizante /;, mas também das
combinagdes possiveis desses operadores. Tendo isso em maos, € possivel expressar a base de

estados hipergrafo na forma:

N

|HYH| = QLN > S = %H(hi +1). (2.67)
z€Zo™ i=1

Como veremos adiante, tais informagdes poderdo ser uteis na descricao de desigualdades de Bell
mediante o formalismo estabilizador de estados hipergrafo.

As relagdes entre estado hipergrafo, estados grafos e estados estabilizadores esta representada
na figura (15) é manifestada na seguinte ordem: A classe de estado hipergrafo inclui a classe de
estados grafos, enquanto estes constituem uma subclasse dos estados estabilizadores, a saber, a
classe de estabilizadores de acdo puramente local. Todo estado hipergrafo gerado a partir de um

hipergrafo cujo o grau seja maior do que 2 (equivalente a um grafo usual) deixa de ser um estado
estabilizador (207).
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Figura 15 — As relagdes entre estado hipergrafo, estados grafos e estados estabilizadores. Estados
grafos constituem uma subclasse dos estado hipergrafo e estados estabilizadores.
Isso significa que a classe de estados estabilizadores € maior do que a classe de
estados grafo, pois estados grafo ndo incluem estabilizadores ndo-locais, como os
estados hipergrafo sdo capazes. Por outro lado, a classe de estados estabilizadores
ndo necessariamente coincide com estados hipergrafo.

Estados Hipergrafo {{ Estados Grafo ]} Estados Estabilizadores

Fonte: O autor.

2.24 Equivaléncia Local de Pauli para Estados Hipergrafo

Assim como procedemos para estados grafo, para sua generaliza¢do em hipergrafo também
¢é proveitoso explanar a equivaléncia local. Para um estado hipergrafo de trés vértices e uma
hiperaresta hd apenas uma classe de equivaléncia local unitdria (4). Partindo da eq. (2.62),

escrevemos a regra de equivaléncia como:

Xi Q) C.,|H)=|H), (2.68)
e;€A()
isto €,
Xi|H)= ) C., |H), (2.69)
ejGA(i)

de maneira tal que o operador de Pauli X; atuando sobre o :—ésimo qubit adiciona todas as
arestas no entorno da adjacéncia de ¢. A porta de Pauli Z € trivial uma vez que apenas aplica uma
porta local C; sobre o qubit alvo. Para o caso de trés qubits, hd duas classes de estado hipergrafo
ndo-equivalentes por LU o estado grafo triangular da Figura (6), representando o estado GH Z
de trés vértices, e o estado hipergrafo da Figura (12 a). Para quatro qubits, todavia, hd um total
de vinte e nove classes de estados hipergrafo ndo-equivalentes por LU, sendo duas destas classes
estados grafo (4). Um exemplo pratico da aplicagdo das regras de equivaléncia local unitaria é

mostrado na figura (16).

2.25 Correlagdes locais do formalismo do grupo estabilizador nao-local

De acordo com o brilhante procedimento criado em (170), é possivel construir argumentos
de ndo-localidade baseados nos estabilizantes do estados hipergrafo, os quais, apesar de serem

nao-locais, indicam correlagdes perfeitas para algumas medidas locais. Por exemplo, para o
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Figura 16 — Exemplo de equivaléncia local-unitdria no estado hipergrafo de trés vértices: (a)
mediante aplicacdo de uma Pauli X sobre o vértice 3, cuja adjacéncia é A(3)={1,2},
conectando os vértices 1 e 2 por uma aresta, (b) seguido pela aplica¢do de uma porta
X sobre o vértice 2, cuja adjacéncia é A(2)={{1},{1,3}}, de modo que uma aresta
é gerada sobre o vértice 1 apenas e outra aresta ligando os vértices 1 e 3. (c) Uma
aplicacdo de X sobre o vértice 1 e sucessivas aplica¢des da Pauli Z sobre os vértices
1, 2 e 3 gera o grafo triangular em (d) cercado por uma hiperaresta.

Xs Xs X
YAVLYE
a) b) c)

d)
Fonte: O autor.
estado hipergrafo | H3), os operadores do formalismo estabilizador séo:
hy = X1 ® Cys (2.70a)
hy = Xo ® Ch3 (2.70b)
hs = X3 ® Cha, (2.70¢)

ou, mais explicitamente, h; € escrito como:

100 0
010 0
ho= X, ® 271
P 001 0 @7
000 —1

Uma vez que estados hipergrafo sdo permutavelmente simétricos, basta calcular as correlagdes
de apenas um dos geradores do grupo estabilizador. Note que os elementos da diagonal do
operador C53 podem ser considerados as projecdes de quatro subespagos que correspondem a
quatro resultados de medidas se efetuarmos medidas de Pauli Z sobre os qubits 2 e 3, a saber:
|00 00], [01)01],|10X10|,— [11)11], respectivamente.

Logo, se a acdo do primeiro operador sobre o estado na base de Pauli X gerar o resultado +,
hi|Hs) = + |H3) (2.72)

entdo as segundas e terceiras operagdes subsequentes ndo podem obter ambos resultados de saida
1 e 1, uma vez que isso resultaria numa projecao com sinal negativo, violando a equacgao (2.72).

Em termos de probabilidades, podemos condensar o raciocinio acima da seguinte forma:
P+—-—-|XZZ)=0,, (2.73)

e de forma andloga para quando a primeira particio medir em X e obtiver o resultado —, as

Unicas possibilidades admissiveis para as particdes medindo na base em Z s@o as projecdes
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—|11)(11]. Logo, para o estado |H3) a probabilidade P(— — —|XZZ) = 1, e portanto é um
resultado possivel. Além de (2.73), outras trés probabilidades violam a equagdo (2.72) e portanto

ndo podem ocorrer:
P(—++|XZZ)+ P(— —+|XZZ)+ P(—+—|XZZ) =0, (2.74)

completando assim as probabilidades proibidas para o primeiro operador, h;.
E, uma vez que o estado | H3) é simétrico, podemos obter diretamente as demais relagdes de

probabilidades proibidas para h, e hs, conforme demonstradas em (1):

P(—++|XZZ)+P(——+|ZZX) =0 (2.75)
P(+—+|ZXZ)+ P(— —+|ZXZ)+ P(+——|ZXZ) =0 (2.76)
P++—|ZZX)+ P(—+ —|ZZX)+ P(+ — —|ZZX) =0, (2.77)

totalizando doze correlagdes perfeitas para o estado hipergrafo de trés qubits. Semelhante
procedimento pode ser diretamente generalizado para um estado hipergrafo de N-qubits com

uma /V-hiperaresta de cardinalidade unica.

2.26 Complementacdo local em estados hipergrafo

Baseado no trabalho encontrado em (227), mostramos a generaliza¢do da complementagao
local para hipergrafos. Definamos primeiramente o conjunto dos pares de adjacéncia em relacdo

a um dado vértice a como:

As(a) = {{e1,ea}ler # ea, e1,e0 € Ala)}, (2.78)

diferenciando-o dos demais pares de adjacéncia. A complementagdo local em relacdo ao vértice a
complementa as arestas no multiconjunto P = {e; U es|{e1, €2} € As(a)}. Aqui, cabe ressaltar
que por complementacio queremos dizer que as hiperarestas sdo deletadas do hipergrafo, caso ja
estejam presentes, ou adicionadas a0 mesmo, caso ausentes estivessem.

Entdo, a complementacdo local € implementada sobre algum vértice a € V' de um hipergrafo

H = (V, F) mediante a raiz quadrada dos operadores estabilizantes h,,:

(a) = vVXo Q) VC., (2.79)

ecA(a)

onde v/C, = 1 — (1 — (&4))|11...1)}(11...1] é o operador diagonal que atua sobre vértices
pertencentes aquela aresta de |e|.

Portanto, para qualquer estado hipergrafo associado a um hipergrafo H = (V, E'), a transfor-
magdo 7(a) sobre o vértice a € V' opera uma complementagdo local entre os pares de hiperarestas

no mesmo hipergrafo.
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Figura 17 — Exemplo de equivaléncia local de dois estados hipergrafo de cinco qubits: (a)
Aplicam-se dois operadores locais de Clifford v/ X e v/Z responsaveis pela com-
plementacdo local sobre os vértices 1 e 5. (b) A hiperaresta {2,3,4} € obtida como
resultado da complementacio local sobre o primeiro vértice. Tal exemplo mostra que
para estados hipergrafo de 5 qubits operadores de Pauli locais ndo s@o suficientes
para classificar as equivaléncias locais unitérias, devido a presenca de hiperarestas
que formam multiconjuntos. Fonte: o autor, adaptado a partir de (1)

X11/2

Z41/2

-

X51/2

a)
2.27 Estados hipergrafo com d niveis

Uma possivel generalizacdo dos estados hipergrafo é mediante os qudits®, cujos vértices
representam estados quanticos com d niveis. Tais estados podem ser definidos em termos de
multi-hipergrafos®®, uma vez que estes possuem uma correspondéncia biunivoca com estados
hipergrafo qudits (228, 229).

O grupo de Pauli d—dimensional que estabiliza um estado hipergrafo para qudits na base

computacional {|0) , |1),...,|d — 1)} pode ser definido pelos operadores X e Z nas formas (230)

d—1
X =) lg®1)dl (2.80)
q=0
c
d—1
Z =2 wlg)l (2.81)
q=0

que satisfazem as propriedades X? = Z¢ = 1, onde w = ¢?™/?¢. Assim, podemos definir a porta
C'Zy generalizada d niveis como:

d—1 d—1

CZr = Z Z Wi g @iy X g - Qi | (2.82)
¢i1=0  ¢i,,=0
0 que mostra que estados hipergrafo qudit sdo equivalentes a estados multi “-hipergrafo, pois um
qudit seria equivalente a uma aplicacao sucessiva de portas emaranhadoras. Alguns exemplos de
estados hipergrafo qudit sdo mostrados na figura (18).

Estudos em estados grafo qudits incluindo aplica¢des podem ser encontrados em (231, 232).

2 Do inglés "quantum dit", generalizando o "quantum bit"para quaisquer d niveis possiveis.
30

Um multi-hipergrafo ¢ uma generalizagcdo de um multi-grafo que permite multiplas hiperarestas sobre os mesmos
vértices, conectando um niimero arbitrario de vértices. Ele amplia o conceito de multi-grafos e hipergrafos
ordindrios, relacionando um mesmo numero de vértices IV vezes possiveis.
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Figura 18 — Exemplos de estados multi-hipergrafos equivalentes a estado hipergrafo qudits. a)
estado grafo qudit, b) estado hipergrafo com trés hiperarestas, ¢) um multi-hipergrafo
nao-uniforme.

a) b)

2.28 Informagao Quantica em Varidveis Continuas

Nesta secdo, definimos os conceitos basilares de informacao quéntica em varidveis continuas,
com dois intuitos principais: familiarizar o leitor com as duas abordagens usuais na Teoria
da Informacdo Quantica e prepard-lo para um entendimento adequado do apéndice A, onde
apresentamos um breve resultado envolvendo bilocalidade gaussiana.

Contrariamente ao sistema em varidveis discretas, um sistema quantico € descrito em varidveis
continuas através de um espaco de Hilbert de dimensao infinita sobre o qual definimos N
observdveis bosodnicos com espectro de autovalores continuos (66). Se comparados aos estados
em varidveis discretas, estados gaussianos sao faceis de se manipular experimentalmente (233,
234).

Tal representacdo gerard N modos bosonicos associados ao produto tensorial H o =
®£f:1 Hy, que correspondem a N pares de operadores bosdnicos /N modos de radiacdo do campo
eletromagnético. Semelhante procedimento pode ser simplificado se considerarmos os modos
como /N osciladores harmodnicos.

Tais operadores podem ser arranjados como vetores na forma b= (a1, &I, vy A, dj\,), 0s

quais devem satisfazer as relacdes de comutac@o canodnica:

bib| =y (5 =1,2,.,2N) (2.83)
onde ZA)i, Bj sao os operadores bosonicos e (2;; representa os elementos da seguinte matriz 2N X
2N:
N W
0 1
Q= w = , w = 2.84
D o (2:84)

W

conhecida como forma simplética®!. O espaco de Hilbert descrito nessa forma € separavel e de

dimensao infinita gerado pela base de Fock {|n)}>° ,, composta pelos autoestados do operador

31 Do grego cuumAextiros, “complexo”, termo cunhado por Hermann Weyl como uma substitui¢io para um
nome prévio utilizado a fim de evitar confusdo entre termos do grupo linear complexo com o grupo linear
Abeliano (235).
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nimero 7 := a'a, tais que 7 |n) = n|n) e satisfazem as seguintes relagdes de comutagio
bosonica:
al0y=0, an)=+vmln—1),v n>1, (2.85)

em que a é o operador de aniquilaco de fétons, e o operador de criacdo &' agindo sobre o estado
de numero € dado por:
atlny =vn+1n+1), n>0, (2.86)

Um sistema bosodnico também pode ser descrito por operadores de quadratura do campo eletro-

magnético {qp, Pr. }o—, que podem ser descritos por um vetor de operadores do tipo:

X = (thﬁl?“'anNaﬁN)a (287)

cujas decomposicdes em termos dos operadores de criagcdo e aniquilacao sio:

~ A~

Gp = +a),  ppo=i(al — ag). (2.88)

Os operadores de quadratura do campo eletromagnético permitem escrevé-lo na forma:

E(r,t) =Y (& +ip;)u(r, 1), (2.89)
=1

J

em que r faz referéncia ao espacgo e ¢t ao tempo. Dessa forma, tais operadores satisfazem as
relacdes de comutagdo candnica (com h = 1):

[fi, ij] = inij, (290)

que pode ser derivado das relagdes de comutacio bosonica (2.83). Cabe ressaltar que ambos os
operadores de quadratura do campo eletromagnético, posi¢do (¢) e momentum (p) sdo observaveis

com espectro continuo de autovalores e que satisfazem a relacao:

qlo) =qla), plp)=plp)* (2.91)

cujas bases de autovetores estao relacionadas por uma transformada de Fourier do tipo:

la) = Qﬁ/ e p)dp,  |p) = ﬁ/ ¢/ |q) dg, (2.92)

de modo que para um espago de Hilbert de N-modos podemos escrever a equacdo de autovalores
como:
£ x) = x" %), (2.93)

tal que x € R e |x) := (|z1), ..., |ran))?, cuja familia de autovalores da quadratura forma
um sistema de varidveis continuas capaz de descrever todo um sistema bosodnico que deve ser

transcrito para uma representacdo em um espaco de fase, como veremos.

32 De forma mais precisa, |¢) e |p) sdo autoestados “impréprios”, uma vez que ndo sdo normalizdveis e seus
dominios ultrapassam o espaco de hilbert em questdo. Para uma discussdo sobre os fundamentos desta questdo,
o leitor pode conferir em (236)
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Assim, qualquer operador densidade p de n-modos pode ser definido sobre um espaco de
fase de dimensdo 2n. Primeiramente, a fun¢do caracteristica de tal operador pode ser escrita

como:
x(§) = Tr[pD(E)], (2.94)

onde D(&) = exp{z&Tﬂg } € um operador de Weyl que define a operagao dada sobre o estado,
para ¢ € R?N. A transposi¢do para uma funcdo de Wigner®® pode ser obtida mediante uma

transformada de Fourier, levando a:

W(z) = /:R ! exp{ —ix" Q¢ }x (&) d*NE, (2.95)

2N (27T)2N

onde as varidveis continuas x € R2" s3o os autovalores dos operadores de quadratura %. Tais
varidveis geram um espago simplético real que é denominado espaco de fase. As propriedades
mais destacadas da funcdo de Wigner sdo, respectivamente, o primeiro momento do estado
quantico:

X =< x>=Tr(xp), (2.96)

que é simplesmente o valor médio da variavel, e o segundo momento, a saber, a matriz de

covariancia V, cujos elementos sdo dados pelo valor médio do anti-comutador de Az;:
1

onde Az; := ;— < Z; >. Estados gaussianos sio estados bosdnicos que podem ser descritos
de forma completa pela caracterizacdo dos dois primeiros momenta, principalmente a matriz de
covariincia, ou seja, p = p(Z, V). Um estado gaussiano é definido como o estado cuja fungio

caracteristica é gaussiana (237):

1 1 \Ty7—1 =
W(zx) = W—dmexp{—ﬁ(x—x) \% (X—X)}. (2.98)

Um estado puro € gaussiano se e somente se a sua fungdo de Wigner € ndo-negativa (238, 239).
Assim sendo, a decomposi¢do de um estado gaussiano em um estado térmico € definida pelo

estado que maximiza a entropia de Von Neumann:
S:=-Tr(plnp), (2.99)

para uma energia fixa T'r(pa‘a) = n, para i > 0 sendo a média do nimero de fétons no modo
bosonico. A seguir, veremos brevemente as operagdes gaussianas unitdrias € como podemos

implementé-las sobre estados gaussianos.

2.29 Operagdes Gaussianas

Operagdes quanticas sao denominadas gaussianas na medida em que transformam estados

gaussianos em outros estados gaussianos, produzindo um conjunto convexo. Ou seja, uma

3 Ou, rigorosamente falando, uma distribui¢do de quasi-probabilidade.
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operagdo quintica é um mapa linear ¢ : p — () que deve satisfazer a condicdo 0 < Tr[e(p)] <
1. Tal opera¢do quantica € denominada canal quantico quando esta preserva a unitariedade do
trago, i.e., T'r[e(p)] = 1.

Os canais quanticos mais simples sdo aqueles que apresentam reversibilidade, sendo repre-
sentados por transformagdes unitdrias U ~! = UT, transformando um estado de acordo com a

regra p — UpUT, ou simplesmente |¢) — U |¢), para estados puros (240).

2.30 Operador Deslocamento

A primeira operagdo unitaria gaussiana geralmente utilizada € o deslocamento, definida
como:
D(a) := exp{aa’ — a*a}, (2.100)

em que o = (g + ip)/2 é uma amplitude complexa. Na representa¢do de Heisenberg, o operador
de aniquilagdo € modificado por uma transformacgdo unitdria de Bogoliubov do tipo a —
a + a, e os operadores de quadratura X = (§, )" pela translagdo X — X + d,, onde o vetor
deslocamento ¢ dado por d,, € R?N.

A operagdo de deslocamento sobre estados de vacuo geram estados coerentes do tipo |a) =
D(«) |0), que possuem a mesma matriz de covariancia do estado de vdcuo, (V = I). Estados
coerentes sdo autoestados do operador de aniquilacdo a |«) = «|a) e podem ser expandidos na

base dos estados de nimero como:

) = ezl 3 jﬁ In), (2.101)

que ndo satisfazem a condi¢do de ortogonalidade, de maneira que, dados dois estados coerentes
o) e |5),
| (Bla) | = exp{—|8 — a*}. (2.102)

2.31 Operador de Squeezing ou Compressao

O operador de squeezing ou compressao € capaz de comprimir um modo do campo eletro-

magnético e € definido como:

S(r) == exp{g(&Q - &TQ)}, (2.103)

onde r € R é um pardmetro de squeezing. Na representagdo de Heisenberg, o operador
de aniquilagdo € modificado por uma transformacgdo unitdria de Bogoliubov do tipo a —
(coshr)a — (senh r)al, e os operadores de quadratura X = (§, p)T pelo mapa simplético gerado

pela matriz S(r) tal que X — S(r)x:

S(r) == ( 6; 3 ) . (2.104)
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A aplicagdo do operador de squeezing sobre o estado de vacuo |0) leva a um estado de vacuo

comprimido (241):

1 V(2
0,r tanhr 2n (2.105)
’ > /COSh r Z onpl ‘ >

cuja matriz de covariancia € dada por V = S(r)S(r)? = S(2r) (242).
2.32 Rotagdo de Fase

Em um sistema de varidveis continuas, a fase € geralmente definida em termos de um oscilador
local representando um feixe cldssico modulado. Uma rotacdo de fase pode ser feita aumentando-
se o caminho do feixe Optico comparado ao oscilador. O operador de rotacdo de fase pode ser
gerado por um Hamiltoniano do tipo H = 26a'd e é definido como R(0) = exp(—i@d*d) (243).

Na representacdo de Heisenberg, o operador de aniquilagio € modificado por uma transfor-
macio unitdria de Bogoliubov do tipo @ — ¢?a para o operador de aniquilacio. As quadraturas

do campo sdo transformadas via um mapa simplético X — R/(#)X, tal que a rotagdo com angulo

o cos()  sen(0)
R(4) := ( Con(®) cos(® ) . (2.106)

6 € escrita como:

O caso especial em que = 7/2 corresponde a porta de Fourier, dada por:
F = R(7/2) = exp (igeﬁa), (2.107)
e que transforma as quadraturas do campo eletromagnético pela relagao:
F'4F = —p, F'pF =1i. (2.108)
2.33 Beam Splitter

A transformacao do tipo beam splitter ou divisor de feixes € uma das mais importantes
transformacdes unitarias gaussianas quando se trabalham com no minimo dois modos e € a
implementa¢do mais simples de um interferometro (244). Tal transformacao é definida para 2

modos matematicamente como:
B(§) = eXp{Q(dTl; - aiﬁ)}, (2.109)

onde @ e b sdo os operadores de aniquilacdo para cada um dos dois modos, enquanto ¢ determina
a transmissibilidade do beam splitter tal que 7 = cos® 6 € [0,1]. Se 7 = % o beam splitter é
dito balanceado, uma vez que nesse caso nao ha disting¢do entre o primeiro e o segundo modo
bosonico. Posteriormente, veremos a classe de estados grafo enquanto estados gaussianos e

possiveis implementacdes de unitdrias gaussianas sobre esta classe.



61

2.34 Estados Grafo Gaussianos

Embora estados grafo tenham sido inicialmente propostos no cendrio da informacdo quantica
discreta (56), sua transposi¢do para variaveis continuas permite que os descrevamos em espagos
infinitos que trazem diversos recursos.

Dentre as vantagens em se operar estados grafo gaussianos, destacam-se a resili€éncia a
decoeréncia e a capacidade em gerar deterministicamente redes maiores de estados emaranhados,
proporcionando o cendrio ideal para a manipulagdo de emaranhamento e implementacao em
MBQC pela geracao de estados cluster gaussianos (245, 246, 247, 248). Embora a transposi¢ao
de estados grafo para varidveis continuas seja um topico bastante recente, importantes aplicacdes
em metrologia quantica e redes complexas ja foram realizadas com sucesso, abrindo margem
para novos trabalhos (249, 250, 249). Uma proposta interessante para quantificar a coeréncia em
estados gaussianos € feita em (251), cuja possibilidade de se aplicar aos estados grafo gaussianos
parece perfeitamente factivel.

O modo quantico (qumode) € o andlogo da computagdo quantica em varidveis continuas para
o bit quantico (qubit) das varidveis discretas. Como ja fora mencionado, em varidveis continuos
geralmente definimos espacos de Hilbert de dimensao infinita gerados por estados ortogonais
|s),» Para cada s € R que satisfagam a condigdo de ortogonalidade (r|, |s), = d(r — s) e que
estdo relacionadas por uma transformada de Fourier como a mostrada na equacao (2.92) (2).
Qumodes sao tteis em protocolos quanticos como meios para codificar qubits para corre¢ao
quantica de erros via cédigos GKP** (252), produzir estados coerentes para computag¢io quantica
(253), ou ou mesmo na aplicacao direta de computacdo quantica gaussiana.

Para um tnico qumode, todas as operacdes gaussianas definidas definidas anteriormente
sd0 universais se juntas com qualquer interagdo ndo-gaussiana, como uma uma porta de fase
cubica (254, 255). O formalismo estabilizador pode ser utilizado para descrever estados grafo
em varidveis continuas. Nesse panorama, dizemos que um estado |0), € estabilizado por um
operador X (s), onde X faz ainda referéncia ao operador posi¢do. Logo, para todo pardmetro s o
estado fundamental na base dos momenta é um autoestado de X, portanto com autovalor +1.
Ademais, se K estabiliza o estado |¢), UK UT também estabiliza U |¢).

Na transposic¢do para estados gaussianos, no lugar do estado da base de Hadamard |+)
utilizamos o estado |0) ,» medidas na base de Pauli em X sdo substituidas por p, enquanto Z
€ substituido por ¢ e a porta emaranhadora C'; torna-se e¢'%9% . Utilizando a expansio do tipo

Baker—Campbell-Hausdorff, temos que:
iz p o TMd2 — b — Gy (2.110)
0 que nos permite escrever os estabilizadores para um estado grafo em varidveis continuas como:

Ki(s)=X; [ Zi(s), (2.111)

JEN()

3 "Gottesman-Kitaev-Preskill", c6digo proposto em 2001 por Daniel Gottesman, Alexei Kitaev e John Preskill
como um meio de codificar um qubit em um oscilador.



62

parai = 1,...,n e para todo s € R. Semelhantemente aos estabilizadores para estados em

varidveis discretas, os indices subescritos indicam sobre quais qumodes os operadores atuam.
Por sua vez, o grupo estabilizador é definido por uma 4lgebra de Lie**, Ndo obstante, o grupo

de estabilizadores € definido uma 4lgebra de Lie que forma o espaco de operadores nulificadores

H, e assim denominados pois satisfazem a condicao:
H|p) =0, (2.112)

que € oposta dos estabilizadores. Todo operador H que satisfaz a condi¢do acima € hermitiano e
portanto observdvel. Um nulificador /; atuante sobre o :—ésimo vértice, baseado nas equacdes
(2.110) e (2.111), é definido formalmente como:

Hi=p;— Y (2.113)
)

JEN(

para¢ = 1, ..., n. Qualquer superposi¢ao linear H= > ¢; H; satisfaz H |¢) = 0. Cabe ressaltar
ainda que os nulificadores satisfazem a relagdo de comutagdo [H;, H ;] = 0 para quaisquer (¢, 7).
Uma ilustracdo de um estado cluster gerado a partir de estados gaussianos € mostrada na figura
(19), na qual cada vértice representa um gumode.

A fun¢do de Wigner W(q, p) de um estado grafo |¢) com n qumodes pode ser escrita na

forma seguinte (2):

n

W(g,p) = [ [ ela:)d(Hy), (2.114)

i=1
em que H; sio os nulificadores, §(z) é a distribui¢do de Dirac e £(x) ¢ a distribuicio uniforme
infinita (2). No cendrio situagao ideal, estados grafo sao altamente singulares, justificando o uso
de ¢ e ¢, que idealmente seriam limites da fun¢do gaussiana normalizada cuja a variancia vai a
zero no infinito. A funcio de Wigner para o estado grafo (a) da figura (19), por exemplo, seria
e(q1)e(g2)e(g3)0(pr — q2)d(p2 — @1 — @3)9(p3 — q2).

Nao obstante, uma vez que estados grafo sdo estados gaussianos, estes podem ser descritos
completamente mediante as suas matrizes de covariancia. Assim, para construir um estado
grafo de m-modos, partimos do conjunto independente de modos comprimidos cuja matriz
de covariancia conjunta® é dada por Vy = diag(sy, ..., Sm, 51 ', ..., 5..1) (247). Tal conjunto de
modos a principio ndo-correlacionados € associado a um estado grafo utilizando-se de portas
CZ, que no contexto gaussiano passa a ser um operador do tipo exp{iz ;2 }. Em termos da
matriz de covariancia, podemos escrever:

1 A

Vo=V =G"V,G | G= 01 (2.115)

35 Uma dlgebra de Lie é uma estrutura algébrica que atua sobre um corpo e, juntamente com uma operaco bindria

comutadora, satisfaz os axiomas de bilinearidade, anti-comutatividade, alternatividade e da Identidade de Jacobi.
Do inglés “join covariance matrix”, também traduzida por “matriz de covariincia cruzada”, é a matriz cujo
elemento na posigéo ¢, j € a covaridncia entre o i-ésimo elemento de um vetor qualquer X e o j-ésimo elemento
de um vetor qualquer Y.

36
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Figura 19 — Estados cluster (rede) bi-dimensionais gerados a partir de estados grafo gaussianos.
Os operadores nulificadores fornecem uma descricao desse estado e formam um
espaco nulificador. No primeiro caso a), trés nulificadores atuam sobre os vértices
1, 2 e 3, respectivamente, p; — G2, P2 — ¢1-G3 € P3 — G2. O caso b) ilustra a rede
infinita, cujos nulificadores sdo H;; = pij — ¢i—1,j — Gi+1,; — Gi,j—1 — i, j+1 para cada
coordenada (i, 7). Fonte: O autor, inspirada em (2).

a)

Fonte: O autor.

em que V' € a matriz de covariancia 2 m-dimensional do estado grafo, descrito por um grafo
de matriz de adjacéncia A. Logo, nessa transposi¢do para varidveis continuas, a matriz de
covariancia V' passa a descrever um conjunto de modos quanticos gaussianos emaranhados, que

correspondem aos qubits. Nessa abordagem, o estado grafo passa a ser escrito como:

)= J[ ep{iViyai®aq}10)s", (2.116)
1<i<j<N

onde V;; € justamente a matriz de covariancia que descreve o estado gaussiano. Para estados
grafo gaussianos, como os estados cluster, sabemos que o vetor das coordenadas generalizadas
(4, p), aqui definido por X = {¢1, -, 4n; D1, ..., DN }, satisfaz a condi¢do da média < X >=0.
Todavia, uma vez que os estados grafo induzem estatisticas gaussianas nas medidas das
quadraturas do campo eletromagnético, tais estatisticas podem ser simuladas de forma eficiente
usando computacgdo clédssica, de modo que operacdes gaussianas sobre estados gaussianos nao
gera uma base universal para computagdo quantica (256, 257). Por este motivo, na terminologia
da teoria de recursos diz-se que estados e operacdes gaussianas sdo estados e operagdes livres,

respectivamente, enquanto os estados e operacdes ndo-gaussianas sdo considerados estados e
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operacdes de recurso (258, 259).

Assim sendo, é possivel introduzir operacdes ndo-gaussianas sobre os vértices ou modos de
um estado grafo, a fim de induzir estatisticas ndo-gaussianas sobre os mesmos e estudar suas
propriedades (260). Dentre estas operacdes, destacam-se a porta de fase cubica e a adi¢do ou
subtracao de fétons em modos gaussianos inicialmente comprimidos. A primeira é de dificil
construcdo experimental, o que torna a segunda op¢ao muitas vezes viavel (261, 262, 263).
Teoricamente, a adicdo ou subtracdo de fétons no sistema é feita mediante a acdo dos operadores
de criacdo e aniquilagdo. Tais operacdes podem ser implementadas usando a ptica ndo-linear
(263, 264, 265).

No caso de estados grafo do tipo cluster, ao invés de operar portas C'; sobre os multimodos
dos estados de vacuo comprimidos |0) , da rede inicial, também € possivel implementa-los
mediante transformacdes Oticas lineares sobre estes mesmos estados (266, 267). Este procedi-
mento € menos custoso do que a aplicagao de portas C'; sobre a rede, conforme implementagdes

experimentais do sistema revelaram (268, 269, 270).

2.35 Medida geométrica de emaranhamento em varidveis continuas

Conforme demonstrado recentemente na literatura (271), € possivel definir a medida geomé-
trica de emaranhamento para estados grafo em varidveis continuas. Dado um sistema quantico de
dois subsistemas, U = 1 ()19 (x2) e cada subsistema no espago configuracional com vetores
= (z},23,...,27) e xo = (2}, 23,..., 27", considerando ambos normalizados, definimos a
medida geométrica ' como a distdncia minima entre o estado emaranhado |¢') e o conjunto de
estados separdveis |1))

o : o 2\ o 2
E—r‘glpgl(l (YY) |7) =1 Ilrffl (W]s) 12, (2.117)

onde 1 — | (¥|¢s) |* é denominada distancia de Fubini-Study € o produto interno é dado por:
(Ylihs) = /\If*(:vl,xg)wl(xl)wg(m)dxldazg. (2.118)

E preciso encontrar o valor maximo do funcional®’ F[t)1, 1], com respeito a 11 (21) € ¥5(z2)

levando em conta as condi¢des de normalizacdo, produzindo o par de equagdes,

<¢’¢s>/‘1’($1,$2)¢f($1)d$1 = Ao (22) (2.119a)

<@Z)|¢S>/\P($1,I2)1/J;($2)dl'1 = )\177/11(11), (2119]3)
e multiplicando a primeira equagdo por ¢/}, integrando em z; e realizando procedimento andlogo

para a segunda equacio, teremos:

A= do = A= [ (¥y) [ (2.120)

37 Um funcional é basicamente a fungiio de uma fungio, ou mais especificamente, qualquer fungio cujo dominio é
um espaco vetorial e a sua imagem € o corpo de escalares.




65

Entdo, isolando o termo 5 (z3) de (2.119b) e substituindo em (2.119a), obteremos:

/\I’(x1$2)‘1’*($/1a x9)h1 () drydry = My (1), (2.121)

que por sua vez pode ser reescrito como:

/ K (o, 2,00 (), = A (21) 2.122)

onde K (z1,x)) é justamente o propagador

K(zy,2})) = /\Il(xl,xg)llf*(xll,xg)dxg (2.123)

que corresponde a matriz densidade do primeiro subsistema. Desse modo, a equacao (2.122)

pode ser tratada como uma equagdo de autovalores, ou seja, Apar = | (¥[1s) |0, € @ medida

geométrica de emaranhamento fica:
E=1—-A\pax- (2.124)

Dessa maneira, o cdlculo da medida geométrica de emaranhamento reduz-se a encontrarmos o

autovalor A na equacao (2.122).

2.36 Estados Hipergrafo Gaussianos

De forma semelhante a adotada para estados grafo, estados hipergrafo gaussianos podem ser

escritos na forma de seus estabilizadores (3, 272)

a7 (s) = Xi(s) R) Zi(s) (2.125)

JEN(E)
que podem ser identificados como os operadores de posicio X = e*P e momenta conjugados

Z = e~ A generalizacdo para hipergrafos é escrita como:
() =Xi(s) Q) CZ,, (2.126)
er—1EN(?)

de modo que se X é um estabilizador para um dado estado |¢)), UXUT é um estabilizador
para U |¢). A semelhanca de (2), definimos os nulificadores®® como elementos do espago de

operadores H tais que H |G) = 0, no caso de um estado grafo simples:

HY =pi— > g (2.127)
JEN(9)
ou, para o caso de um estado hipergrafo

HY =pi— Y gt (2.128)

€r—1 GN(’L)

3 Do original inglés "nullifier".
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para estados hipergrafo. Como exemplo, considere um hipergrafo linear de quatro vértices com
uma hiperaresta de cardinalidade 3 sobre os vértices 1, 2 e 3 e uma aresta usual entre os vértices
3 e 4. Esse estado hipergrafo em varidveis continuas é dado por /419293 3% |O)§4. Um dos
estabilizadores desse hipergrafo seria g3(s) = ¢*P3¢'7192¢'% | onde s € o pardmetro de squeezing
do estado, e o nulificador correspondente seria Hy = p3 — q1q2 — Q4.

Como esperado, os nulificadores satisfazem as relacdes de comutagdo [HZ(SH), H j} =0,
de maneira que qualquer H no espago nulificador (H |g<,) = 0) pode ser descrito como uma
combinagdo linear dos nulificadores H =, ¢;H f" Sendo hermitiano, todo nulificador € um
observdvel. Uma ilustra¢do de um estado hipergrafo em varidveis continuas é mostrada na figura
(20). Deve-se notar que medidas gaussianas em hipergrafos t€ém o efeito de reduzir em um fator
a ordem das hiperarestas conectadas ao vértice medido.

Uma possibilidade de implementacdo de um sistema dindmico com estados em varidveis
continuas envolvendo decoeréncia é a conexao de estados hipergrafos com um reservatorio
térmico, sendo necessario, neste caso, um estado hipergrafo térmico. Tendo em maos a dlgebra

do formalismo estabilizador visto anteriormente, definimos o operador hamiltoniano H,

H=-) g, (2.129)
i=1
cujo o estado térmico € dado por
¢~ FH
pr = 7 (2.130)

onde Z = Tr[e~PH] ¢ a funcdo de parti¢io que descreve o estado térmico a dada temperatura 7.

Quando 7" = 0, temos simplesmente o estado puro |H )(H |, onde H é o estado hipergrafo.

Figura 20 — Ilustracdo esquemadtica de um estado hipergrafo em varidveis continuas, onde as
hiperarestas 3-uniformes sdo mostradas como tridngulos em cinza. a) Um estado
hipergrafo 3-uniforme. b) O vértice 4 € medido na base ¢, originando um novo
estado. ¢c) Em seguida, o vértice central € medido na base p, gerando o estado (c).
As linhas sélidas representam as portas C'Z usuais Fonte: O autor, baseado em (3).

4 3
® ® 3 3
®
o ® ® o
1 2

Fonte: O autor.
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2.37 Teorema de Bell e a desigualdade CHSH

Uma das principais querelas envolvendo o emaranhamento quantico estd diretamente relacio-
nada as desigualdades do tipo Bell, com inimeras aplicagdes para estados de dois ou mais qubits
(273). Tal debate sobre a causa formal da ndo-localidade aprofundou as discussdes em Teoria
de Informacao Quantica. A partir desta, novas formulagdes foram propostas na literatura, entre
as quais a do tipo CHSH™. Inicialmente, o raciocinio de Bell consistiu em aceitar a conclusio
estabelecida por EPR* como uma premissa — a de que a descri¢do quantica da realidade fisica é
incompleta — a fim de formalizar um modelo deterministico em termos de “varidveis locais e
ocultas” ou “local hidden variable” (LHV)*'.

Considere um experimento de correlagdo realizado em dois laboratdrios representando dois
subsistemas, Alice (A) e Bob (B), onde as varidveis (A1, Ay) e (B1, Bs) sdo medidas dicotdmicas
com valores £1 realizadas por Alice e Bob em seus respectivos laboratérios sobre um estado,

conforme ilustrado na figura 21.

Figura 21 — Ilustragcdo de um cendrio de medi¢des de Bell com duas partes, Alice e Bob. A fonte
produz um par de de particulas emaranhadas (e.g., f6tons) e envia uma particula a
Alice e outra a Bob. Cada um efetua medicdes x e y, respectivamente, obtendo como
resultados a ou b, com a € {+1,—1}.

&L

| |
A Fonte B

Fonte: O autor.

O valor esperado E'(A;, B;) das correlagdes de possiveis medidas de Alice e Bob podem ser

calculadas, entao:
E(Ai, Bj) = p(+ + |AiB;) — p(+ — [AiBj) — p(— + |AiB;) + p(— — |AiB;),  (2.131)

onde p(++|A;B;) representa a probabilidade conjunta entre Alice e Bob. Em um modelo do tipo

LHYV guiado por varidveis ocultas A com valor bem definido, as probabilidades medidas por Alice

3 Em homenagem a John Clauser, Michael Horne, Abner Shimony e Richard Holt (23).

40 Paradoxo de Einstein, Podolski e Rosen, levantado pelos fisicos no artigo seminal de 1935 questionando a
completeza da Mecanica Quantica (274).

41O termo “oculto” ndo é precisamente adequado, uma vez que do ponto de vista epistemolégico toda varidvel
quantica € inacessivel macroscopicamente (275).



68

ndo podem depender das escolhas feitas por Bob, ou vice-versa. Desse modo, as probabilidades
conjuntas devem ser fatordveis e poderdo ser escritas em termos de funcdes-resposta ) que

atribuem valores objetivos as varidveis ocultas \:
p(ablA;B;) = / O (a] As, NP (5] B;, \p(A)dA, 2.132)

em que cada varidvel oculta A ocorre com probabilidade p(\) a,b € {1} fazem referéncia aos
possiveis valores de medi¢do. Em se tratando de um modelo LHYV, assumimos valores 0 ou 1 as

funcdes-resposta €2 para cada valor de \. A partir desse fato, podemos escrever a inequalidade:

E conforme demonstrado por CHSH, um modelo deterministico de partes A e B na forma de

(2.133) pode ser escrito na forma final:
|E(Ay, By) + E(Ay, By) + E(Ay, By) — E(As, By)| < 2, (2.134)

onde E(A;, B;) é simplesmente o valor esperado da correlacdo para uma medida A; B;. Tais
varidveis podem ser convertidas em operadores de modo a escrevermos um operador de Bell do
tipo:

Bensy = A1 ® (B1+ By) + A, ® (By — By), (2.135)
em que A(B); =a(b); - 0, ¢ A(B)2 = a(b)s - 0;, com o; sendo o vetor das matrizes de Pauli
Ouy.z € A(D) = gy (bsy,.) sd0 0s versores que referenciam as medidas de Alice (A) ou Bob
(B). Para um modelo LHYV, a inequalidade do tipo CHSH requer que a seguinte condicdo seja

satisfeita:
\Tr(Beusup)| < 2, (2.136)

que deve ser satisfeita por qualquer estado p que obedeca um modelo LHV.

Mediante o formalismo quantico em que Alice e Bob atuam como operadores, o valor médio

para (Bopsw) o sera:
[(Bersu)qu| = |Tr(Bersup)| < 2v2, (2.137)

em que 21/2 é conhecido como limite de Tsirelson, ou seja: dado que um estado quantico viole
a desigualdade (2.136), ndo podendo ser descrito por uma teoria local de varidveis ocultas, o
nimero de Tsirelson € o limite maximo em que um estado quantico poderia violar de maneira
otima a desigualdade do tipo Bell (desde que excluidas teorias que permitam comunicagao
mais rdpida do que a luz). Tal violag@o serd mais extrema quanto mais proxima ou igual a este
limite, e os estados com extrema violacdo sdo mais desejaveis pois apresentam maior robustez
de emaranhamento (170).

O modelo LHV (2.136) € claramente violado para certos estados, com violacdo maxima
para estados de Bell do tipo p = )~ )¢~ | . Uma proposta de desigualdades de Bell a partir de
estados grafo e robusta a self-testing*? pode ser encontrada em (276).

42 Em tradugio livre "auto-teste", i.e., um método para inferir a fisica subjacente de um experimento quantico em
um cendrio de "caixa preta", no qual o observador ndo acessa o sistema diretamente.
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2.38 Revisao: Informagdo quantica: discreta e continua

Por fim, com um singelo intuito didético, apresentamos aqui uma breve revisdo comparativa
das principais diferencas entre varidveis continuas e discretas, conforme descrito na tabela (1).
Em alguns contextos como criptografia quantica, a Teoria da Informagao concentra a maior parte
das publicacdes em informacao discreta, mediante qubits. Em outros aspectos como a fotonica, é
necessdria a utilizacdo de informacdo quantica gaussiana (277, 278).

Os qumodes ou modos quanticos continuos, por lidarem com varidveis continuas como as
amplitudes e fases da luz, tornam algumas abordagens particularmente uteis em aplica¢cdes como
a computacdo quantica baseada em f6tons (279, 280). Os qumodes também sdao amplamente
usados em experimentos em comunica¢ao quantica e detec¢do de sinais quanticos de alta
precisao (281, 282). Enquanto os qubits t€m sido foco de muitos avancos na computagao e
criptografia quéntica, os qumodes desempenham um papel crucial em sistemas de processamento
de informagdo quantica que lidam com quantidades continuas de dados. Ambos 0s conceitos sdo
partes essenciais do panorama da informagao quantica.

Interessantemente, estado hipergrafo podem ser utilizados como recursos em ambos 0s
panoramas, tanto como representacdes de qubits na base computacional quanto qumodes em
informac¢do quantica gaussiana, tornando-os representacdes versateis em diversas aplicagcoes e
protocolos quanticos.

Conforme vimos, os operadores d; do grupo de Pauli sdo utilizados em varidveis discretas,
enquanto para informacao quantica continua (frequentemente chamada de informag¢do quantica
gaussiana, ao serem usados principalmente estados e operacdes gaussianas) usam-se os operado-
res posi¢ao e momentum =, p. Enquanto em varidveis discretas usualmente estudam-se estados
da base de Pauli, na sua contraparte gaussiana os principais estados manipulados sao estados
coerentes (283) e estados comprimidos (284). Estados coerentes desempenham um papel crucial
na descri¢do da luz cldssica em sistemas Opticos, essenciais para aplicacdes avangcadas como
processamento quantico de informacdo e comunicagdo quantica.

As portas quanticas do tipo Toffoli (T), Hadamard, CNOT e CZ estdo entre as mais utilizadas
em informacao quantica discreta, ao passo que as operacdes de rotacdo (R), deslocamento (D),
mudancga de fase (S) e subtracdo de fétons mediante beam splitters (BS) estdo entre as mais
estudadas para informacdo gaussiana.

Uma das principais diferengas estd relacionada com as medidas realizadas sobre cada tipo
de sistema. Na informac¢do quantica em varidveis discretas, as medidas na base de Pauli sdo
frequentemente realizadas, por exemplo, em computacdo quantica baseada em medidas, conforme
estudado anteriormente. Na informagdo quantica gaussiana, geralmente utilizam-se dois tipos
de detec¢dao, homddina e heterédina. A primeira consiste em extrair informagdo recebida na
forma de modulagdo de fase ou frequéncia de um sinal oscilante mediante uma comparagdo entre
o sinal com uma oscilagdo padrdo que seria idéntico ao sinal se este ndo carregasse nenhuma
informacdo consigo. A segunda maneira de detec¢do de informacao, heterédina, implica no uso

de duas frequéncias diferentes no processo de detec¢do (revelando o motivo do uso do termo
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grego “heteros”, i.e., “diferente”, antdnimo de “homos”, i.e., “mesmo”).

Tabela 1 — Revisao comparando as diferencas principais entre teoria de informacao quantica em
varidveis continuas e discretas.

Variaveis Continuas Variaveis Discretas
Elemento Qumodes Qubits
Operadores {i,p}; {a,a'} {60.0y.0-}
Estados Coerentes |«); comprimidos |z); nimero [n)  Autoestados do grupo de Pauli
Portas Ri(¢), Di(a), Si(2), BS ; Porta T, Hadamard, CNOT, C'Z
Medidas Homddina Z4; heterédina Q(«) Medidas na base de Pauli.

Uma proposta bastante original em mesclar ambas as abordagens, trazendo uma informacao

quantica “hibrida” em discreta-continua pode ser encontrada em (285, 281).
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3 EMARANHAMENTO QUANTICO EM ESTADOS RANDOMIZADOS

3.1 Estados Hipergrafo Randomizados

Na presente secao, generalizamos o método anteriormente citado de estados grafo randomi-
zados, inspirados na teoria matematica de grafos de Erdos-Renyi (286), para estados hipergrafo
randomizados (287). Utilizando um procedimento semelhante, enfatizamos que o hipergrafo pos-
sibilita um nimero maior de combinagdes possiveis, pois este pode conter varios sub-hipergrafos,
incluindo sub-grafos'. Nesta composi¢do, ao invés de aplicar a porta controlada usual, definimos

—qubit}

um operador de randomizagdo 17, que introduz portas probabilisticas @;1’2""’N ao estado

livre |+)®Y

, onde a porta emaranhadora C. € aplicada com probabilidade p de sucessoou 1 — p
de falha. Por exemplo, para o hipergrafo mais simples, |H3), com trés qubits e uma hiperaresta,
teremos: ,

R,(|H3)) = @02 (|4 + + )+ + +|)

3.1)
= p|Hs)(Hs| + (1 = p) [+ + +)(+ + +].

E natural perceber que tal operador simula o comportamento ruidoso do sistema, e como todas
as portas ¢, comutam, a ordem de aplicacdo dessas portas ndo precisa ser especificada. No
entanto, devido a aplicacdo desse operador, temos estados mistos randomizados, ao contrdrio dos
estados puros que os estados hipergrafo costumam representar. Nesta tese, esses estados mistos
randomizados serdo descritos como pf;, denotando o fator de probabilidade que caracteriza o
mesmo. Um processo de randomizagdo para um estado hipergrafo 3-uniforme de quatro qubits é

mostrado a seguir, e sua ilustracdo € dada na Figura (22):

Rp(|Hy4)) = §123} o @254}

o @34 o GILLA (|4 4+ )+ + ++|)
5
= p3 [FF |+ p3(L = pa) Y [FR)E

k=2
11

+p3(1 = ps)® Y |FR)Fi

k=6
15
+ ps(1 = ps)’® Z | F3e)(F|
k=12
+ (1 — p3)* | Fie) Fiel , (3.2)

Isso deixa claro que um estado hipergrafo randomizado p%; que estd associado a um hi-
pergrafo é gerado pela aplicagdo do operador de randomizac¢io R, no estado |H). Cabe agora

apresentarmos uma defini¢ao mais precisa de um estado de hipergrafo randomizado.

" Em teoria de hipergrafos, um sub-hipergrafo de um hipergrafo H é outro hipergrafo formado a partir de um

subconjunto de vértices e arestas de H.
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Figura 22 — Processo de randomizacao do estado hipergrafo 3-uniforme de 4 qubits. As linhas
tracejadas representam operacgdes ruidosas, ao passo que linhas continuas sdo apli-
cagdes bem-sucedidas da hiperaresta correspondente. No total, ha 16 possiveis de
combinacdes, desde o hipergrafo completo (£72), com as 4 hiperarestas aplicadas
com sucesso, até o estado livre, no caso em que as 4 hiperarestas falham (Fig).
Os estados F; a F'j5 representam estados sub-hipergrafo intermedidrios, os quais
englobam combinagdes de aplicacOes exitosas e ruidosas das hiperarestas.

Fonte: O autor.

Defini¢ao: Dado qualquer estado hipergrafo |H), seu operador de randomizag@o é definido

COomo:

Ry(|H)) = > pP(1— p)FBn\ el nYh) (3.3)

h—H
onde h — H sio os sub-hipergrafos geradores de H (de maneira que todos devem ser computados
até chegarmos em H) e E} e /gy sdo os conjuntos de hiperarestas (de ordem 2 ou mais) de
h e H, respectivamente. Usando este procedimento, podemos mapear um estado hipergrafo
|H) inicialmente puro em uma mistura de todos os seus estados de sub-hipergrafo, onde a
probabilidade p atua como um parametro importante para calcular o emaranhamento de um

determinado estado e conecta os dois casos extremos, para p = 0, o hipergrafo vazio, e p = 1 para
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o estado puro. E importante notar a diferenca entre este procedimento e o utilizado nos modelos
Erdos-Renyi (ER) para grafos randomizados. Para este modelo, dado um nimero de vértices,
todas as arestas possiveis entre esses vértices precisam ser consideradas. Os hipergrafos estudados
neste trabalho sdo apresentados na Figura (23). Os resultados de alguns hipergrafos foram
submetidos para publicacdo que o leitor pode conferir em (288), cujo o foco foi principalmente
a quebra da monotonicidade e morte stubita de emaranhamento em estados hipergrafo nao-
uniformes.

No entanto, no estado hipergrafo randomizado, o caréter de aleatoriedade esté relacionado
apenas as hiperarestas do hipergrafo dado anteriormente. Nesse sentido, o estado hipergrafo
randomizado € mais geral do que a proposta de hipergrafos randomizados puros, ja que este
ultimo sempre considera um hipergrafo totalmente conectado. No que concerne a teoria de
hipergrafos, a randomizagdo de hipergrafo baseados no modelo de Erdos-Renyi e como eles estdo
relacionados a teoria da percolagdo® em redes podem ser encontrados em (289, 290, 291). Outra
interessante abordagem para estados hipergrafo randomizados baseados em tensor networks>

pode ser encontrado em (293).

3.2 Emaranhamento Bipartido

Nesta se¢do, apresentamos os resultados para o emaranhamento bipartido dos estados hi-
pergrafo randomizados da Figura (23) mediante o cdlculo da negatividade, onde plotamos as
probabilidades de sucesso das portas serem aplicadas, para hiperarestas e arestas. Destacamos
primeiramente os resultados numéricos da negatividade dos estados randomizados Hs, Hg € H14,
uma vez que as matrizes reduzidas destes sdo maximamente mistas (4, 103). Analisemos primei-
ramente a Figura (24), onde os casos (a) e (f) mostram a negatividade em termos da particao 1
para os estados H3 e Hy,4, respectivamente. Uma vez que hd apenas uma aresta no qubit 1 para
esses estados, ndo hd competi¢do entre as portas € ndo se observa quebra de monotonicidade
de emaranhamento. Na mesma figura, podemos observar o comportamento ndo-monotonico da
negatividade nos casos em que hd estados hipergrafos ndo-uniformes, ou seja, com hiperarestas
de ordens distintas. Semelhante fendmeno sera observado nos demais resultados, mostrando
uma espécie de competicao por emaranhamento entre as portas quanticas de diferentes cardi-
nalidades, o que pode levar a morte stbita, na qual o emaranhamento do sistema vai a zero em
tempo finito, como observado nos casos (c) e (h) da Figura (24), para citar um exemplo. Nos
demais casos, contudo, a quebra de monotonia nao foi suficiente para levar a morte subita, como
observamos no caso (b) da mesma figura, que trata um qubit ligado a uma aresta e hiperaresta.
Tal comportamento nos leva a deduzir que o evanescimento de emaranhamento serd tanto mais
forte quanto a variagdo na ordem das portas aplicadas. Assim sendo, se um estado fortemente

emaranhado é desejado, aplicar uma porta quantica controlada simples, i.e., de cardinalidade

2 A teoria de percolacio é responsdvel por descrever o comportamento de uma rede quando vértices ou hiperarestas

sdo removidos.
“Redes de tensores”, em traducdo livre. Uma classe de fun¢des de onda variacionais baseadas em tensores e
usadas em estudos de muitos corpos (292).

3
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Figura 23 — Ilustragdo dos hipergrafos de interesse neste trabalho. Estes representam algumas
classes de equivaléncia sob transformacgdes locais unitarias de estados hipergrafo
para até 4 qubits. O caso (H4) € equivalente ao estado GHZ completo. Os casos
(Hj3), (Hy) e (Hy4) atraem atencdo especial, uma vez que tais estados possuem
as matrizes reduzidas maximamente mistas, formando conjuntos maximamente
emaranhados. Isto significa que eles ndo podem ser construidos mediante LOCC a
partir de nenhum outro estado com o mesmo numero de qubits. (4).

Hy; Hig Hyy
[ J

H21 H23 H24

Hys Hyg Hsy GHZ

Fonte: O autor.
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Figura 24 — Negatividade de alguns estados hipergrafo randomizados para 4 qubits mostrados
na Figura (23) que possuem matrizes reduzidas maximamente mistas: (a) pZB,
particdo {1}[{2, 3,4}; (b) piy,. particdo {2}|{1,3,4}; (¢c) pf, . particdo {1}[{2, 3, 4};
(d) pg,» particio {2}[{1,3,4}; (e) pjy,. particdo {3}[{1,2,4}; (f) p,,. partido
{1}{2. 3,4} () piy,,» particdo {1}[{2,3,4}; e (h) pjy, . particdo {3}[{1,2,4}. O
primeiro fato ao qual chamamos a atencao é como a quebra de monotonicidade de
emaranhamento escala em abruptude conforme hd maior “competicdo”, conforme
escolhemos denominar o fendmeno, entre arestas e hiperarestas para emaranhar um
dado qubit.

Negatividade, N (py)
0,0

1,0

L
3

0,0
1,0

Probabilidade das Hiperarestas, p;

Lo
S

0,0 A
1,0 0,0 05 1,0 0,0 05 1,0

0,0

Probabilidade das Arestas, p,

Fonte: O autor.

igual a 2, e outra porta de maior cardinalidade geralmente ndo € o cendrio ideal pois os resultados
indicam que o sistema resultard na morte subita do emaranhamento. Entretanto, mesmo nos
estados em que observamos este fendmeno, sempre ocorre o renascimento do emaranhamento
em seguida. Uma vez que a morte subita € um fendmeno geralmente indesejado em laboratdrio,
conhecer a combinagdo ideal de portas serd ttil em determinar quais estados tendem a uma perda
de coeréncia mais rapida do que outros estados. De fato, os elementos ndo-diagonais da matriz
de densidade fornecem informagdo sobre a interferéncia e descrevem a coeréncia quantica do
sistema. Na perda de coeréncia quantica, tais elementos desaparecem da diagonal das matrizes
densidades dos estados.

Semelhantemente, analisemos os resultados para a concorréncia de emaranhamento (294),
conforme a Figura (25), percebemos que a quebra da monotonia se d4 nos estados representados
por hipergrafos ndo-uniformes, de forma que a monotonicidade de emaranhamento é quebrada
mais abruptamente quanto maior for a diferenca da ordem das hiperarestas, mostrando a presenca

de MSE com largas regides onde a concorréncia € nula. Enfatizamos que a concorréncia é a
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medida de emaranhamento que mostra o comportamento mais andmalo para os resultados de

emaranhamento.

Figura 25 — Concorréncia de alguns estados hipergrafo randomizados para 4 qubits mostrados na
Figura (23) que possuem matrizes reduzidas maximamente mistas: (a) p§3, parti¢do
{1}{2}; (®) pyy,» particdo {2}[{3}; (c) pjy,. particdo {1}[{2}; (d) pj,, partigdo
{1}{3}; (&) piy,. particdo {2}[{4}; () piy,,, particdo {1}|{2}; (2) piy,,, particdo
{1}{2}; e (h) pl,,. particio {1}|{3}. Chamamos a atengdo para o fato que a
concorréncia € a medida que apresenta as maiores discrepancias de emaranhamento,
se comparada as demais medidas estudadas, conforme vemos nos casos (d) e (e).
Todavia, tal fato ndo necessariamente esta ligado a uma diferenca direta entre os
estados, mas a medida em si.

Concorréncia, C(py)
0,0

=)

)

I=3

Probabilidade da Hiperaresta. ps

0,5
{f
¢,0 L - =
0,0 0,5 1,0 0,0 0,5 1,0 6,0 0,5 1,0 0,0 0,5 1,0

Probabilidade da Aresta, i2

Fonte: O autor.

3.3 Emaranhamento Multipartido Genuino

Nesta secao, analisaremos os resultados para o emaranhamento multipartido dos estados hi-
pergrafo randomizados. Conforme ja fora mencionado nesta tese, estados hipergrafo apresentam
emaranhamento multipartido genuino (GME)*, ou seja, estados que ndo podem ser expandidos

na forma das parti¢des:

p = C1P1)23 T C2p2)13 + C3P312, (3.4)

4 Do inglés “Genuine Multipartite Entanglement”
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onde p;|;;. € o estado bi-separdvel concernente a biparti¢do (i|jk) e 2?21 ¢ = 1, with ¢; > 0. Isto
torna claro o fato de que o GME € uma condi¢do mais geral do que o emaranhamento bipartido
(295).

Um estado p = ijpupiju i) (7| @ |k) (I| possui transposi¢do parcial positiva (PPT)’ com

respeito a uma particdo A|BC), se a transposic¢do parcial do mesmo, dada por:

P = Biapjiga ) (7] @ [k) (1] (3.5)

t ..
‘1)‘1)23, e similarmente

as demais parti¢des. Um estado pertencente ao conjunto dos estados PPT € denominado uma

nao possui autovalores negativos. Denotamos um estado desse tipo por p

mistura PPT cujo o conjunto pode ser escrito como:

pmix

PP = crpilyy + CapSliy + Capii, (3.6)

onde ¢, forma uma distribui¢do de probabilidade.

E importante notar que uma vez que todo estado separdvel é necessariamente PPT, todo
estado bi-separavel € uma mistura PPT (296). Logo, se um estado ndo € uma mistura PPT, ndo
€ bi-separavel, e portanto € um estado com GME (131, 297). A fim de proceder com o cadlculo
do emaranhamento via PPT mixzer conforme efetuado em (297), tomamos a testemunha de
emaranhamento /' como um operador que pode ser separado em dois operadores positivos Py,
+ QY com Tr(W) =1, Py e QF > 0 e M sendo a transposigdo parcial relacionada com a
biparticao M. Usando programagdo semi-definida obtemos a minimiza¢do do valor esperado
Tr(W p) sobre todas as testemunhas totalmente decomponiveis, isto é:

Eppmixer(p) = |min(0, min Tr(Wp)|, (3.7

W decomp.

que € capaz de detectar a presenca de GME e emaranhamento ligado se houver. Uma vez que
o conjunto das misturas do tipo PPT pode ser totalmente caracterizado mediante programacao
linear semi-definida (SDP)®, podemos usar a mistura PPT como uma medida GME a fim de obter
os resultados numéricos para os estados hipergrafo randomizados para até quatro qubits. Tais
resultados s@o mostrados na Figura (29) para os estados 1 a 16 e na Figura (28) para os estados
16 a 24 da Figura (23). Os graficos foram gerados mediante uso do Wolfram Mathematica pelo
método introduzido em (297) e com auxilio do programa PPTMIXER, disponivel em (298),
utilizando os resolvedores YALMIP (299) e MOSEK (300).

Os resultados obtidos mostram que o emaranhamento multipartido também € uma funcao
ndo-monotdnica das probabilidades p).|, concordando com o comportamento do emaranhamento
bipartido dos estados hipergrafo randomizados. Cabe ressaltar que na referéncia (287) apenas o
comportamento monotdnico do emaranhamento fora observado devido ao fato que estados grafo
sao sempre 2-uniformes. O questionamento sobre se tal monotonicidade seria sempre observada

fora levantado na mesma referéncia, e até entdo era uma questdo aberta. Com os resultados

> Do inglés “Positive Partial Transpose”

® Do inglés “semidefinite program".
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mostrados aqui torna-se claro que a monotonicidade do emaranhamento € perdida a partir do
momento em que portas de ordens distintas sdo aplicadas sobre o estado.

Para a primeira familia de estados com uma hiperaresta, H;, H> e H3, notamos a prepon-
derancia da hiperaresta para o emaranhamento, e somente a partir do terceiro estado as arestas
passam a desempenhar maior influéncia na competi¢do por emaranhamento, com emaranhamento
maximo ja a partir da probabilidade da aresta p, = 0.8.

Para o estado H, notamos a monotonicidade de emaranhamento sendo respeitada, justamente
para um caso onde nao h4 competi¢do por esse recurso, tratando-se de um hipergrafo 3-uniforme.
Para os estados H5 a Hg, note que a quebra de monotonicidade € mais intensa conforme
maior o nimero de portas simples (arestas) aplicadas, até o ponto onde ha morte stbita de
emaranhamento, com o renascimento deste em seguida para probabilidades maiores. Embora
a morte subita ndo apareca até o estado Hy, destacamos a um interessante comportamento
observado para os estados intermedidrios. Tais estados perdem o emaranhamento multipartido
mas preservam o emaranhamento bipartido, i.e., estados hipergrafo randomizados deixam de
ser estados GME. Isso pode contribuir na aplicagdo experimental de portas de multiqubits
sabendo previamente quais estados preservardao biparticoes emaranhadas, ainda que percam
emaranhamento multipartido devido a presenca de ruido.

No estado 3-uniforme H;, novamente observamos o emaranhamento crescendo regularmente
conforme se aumenta a probabilidade da hiperaresta, onde ha coeréncia em um momento
ligeiramente anterior do que em relacdo ao estado H,, justamente pela presenca de uma porta
emaranhadora adicional no estado H1(. Para os estados H1; a H;3 obtemos um padrao semelhante
aos estados nao-uniformes anteriores, com uma quebra da monotonicidade cada vez mais
acentuada na medida em que a competi¢ao € mais "acirrada". O estado Hy4 configura novamente
um hipergrafo 3-uniforme porém com quatro hiperarestas, o equivalente mais préximo do
estado GHZ. Tal estado totalmente conectado € extremamente sensivel a adi¢do de portas
emaranhadoras que compitam com as ja existentes, a ponto de apresentar morte stbita a partir
de duas arestas adicionadas ao estado, cujo o emaranhamento vai a zero rapidamente e para
probabilidade da aresta P, = 0.5, renascendo seguidamente. Ndo obstante, um detalhe a se
mencionar € a assimetria do emaranhamento observada nos gréaficos em questio, uma vez que
para a probabilidade da aresta igual a 1 o emaranhamento surge mais cedo no estado para uma
mesma probabilidade de hiperaresta. Observamos comportamento semelhante para os estados
hipergrafo Hy;7 a Hy4, porém severamente mais acentuado. A partir do estado g, quando a
competicdo por emaranhamento passa a existir, a morte subita é inevitavel. Nestes casos, a
diferenca entre as portas quanticas aplicadas € de duas ordens, pois hd no minimo uma aresta
e uma hiperaresta de ordem 4. Isso leva a conclusido que a morte subita sempre ocorrerd para
estados com d|;~2, onde d € a diferenca entre a ordem da aresta e da hiperaresta aplicada. O
estado Hs7 € 0 caso extremo de 4 qubits totalmente conectados por arestas e uma hiperaresta
envolvendo-o globalmente, o que representaria uma fase global, porém marca sua presenga no
emaranhamento ainda que muito discretamente, para probabilidade da hiperaresta préxima a 1.

Tal estado assemelha-se ao estado grafo GHZ, cujo o emaranhamento é mostrado por dltimo e,
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Figura 26 — Emaranhamento multipartido para probabilidade de 0 a 1 dos estados hipergrafo

Probabilidade das Hiperarestas, p;

mostrados na Figura 23. Os nimeros de (1) a (16) correspondem aos estados mostra-
dos na Figura 23. A nitida quebra de monotonicidade de emaranhamento para todos
os casos onde hd estados ndo-uniformes, i.e., estados que compartilham hiperarestas
de cardinalidades distintas, enquanto o oposto permanece valido: a monotonicidade
¢ respeitada em todos os estados uniformes. Estados hipergrafo como Hg, com duas
hipearestas de ordem 3 e trés arestas (e portanto, de ordem 2), sdo de especial inte-
resse por possuirem matrizes reduzidas maximamente mistas, ou seja, ndo podem
ser obtidos a partir de outros estados meramente por LOCC'. Casos extremos, com
evidente presenca da morte stbita de emaranhamento, sdo observados no estado
H,6, cuja a diferenga de cardinalidade entre as hiperarestas € igual a 2. A quebra de
monotonicidade torna-se mais evidente a medida em que a diferenca das ordens das
portas aplicadas é maior, “acirrando” a disputa por emaranhamento.

Epptmixer(pg)

0,0 0,5

1,0 0,0
Probabilidade das Arestas, p»

Fonte: O autor.
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como esperado, mantém a monotonicidade, tratando-se de um estado grafo, ou estado hipergrafo
2-uniforme.

Na Figura (28) ressaltamos a sutil quebra de monotonicidade do emaranhamento dos estados
16, 18, 20 e 23 para as regides da probabilidade das hiperarestas entre 0 e 0.5. Nesses casos,
ressaltamos o fato de que estados que sofrem a morte stibita de forma mais abrupta também
apresentam o renascimento de emaranhamento de forma mais eficaz, como observado no estado
16.

3.4 Estados Hipergrafo Generalizados e Estados LME

Conforme descrito anteriormente, um operador da forma da testemunha de emaranhamento
usual da literatura ndo € suficiente para validar o emaranhamento de estados mistos e rando-
mizados, pois é necessdrio levar em consideracdo o projetor das combinagdes possiveis de
sub-hipergrafos em relaciao aquele estado puro original.

Uma forma analitica da testemunha de emaranhamento é geralmente buscada uma vez que
¢ a ferramenta mais conveniente para detectar emaranhamento pois ndo demandam conheci-
mento tomografico total do estado em questdo. Conforme fora mencionado anteriormente, uma
testemunha para emaranhamento multipartido genuino € um observavel I/ com autovalores
nao-negativos sobre todos os estados bi-separdveis, mas com um autovalor negativo para ao
menos um estado emaranhado. Um procedimento usual para a construg¢do da testemunha de

emaranhamento em estados puros |H) é baseado no projetor
W= a1l — [HYH]|, (3.8)

onde ) € a sobreposi¢do maxima quadratica entre qualquer estado puro bi-separdvel e o estado
hipergrafo puro e GME |H).

Assim sendo, para incluir o célculo da testemunha nesse procedimento de randomizacao, é
preciso computar a randomizagdo da sobreposi¢do O(pY;) que calcula a projecdo de todos os
sub-hipergrafos, dada por Tr[| H )} H| p;]. Assim, a forma geral da sobreposi¢do para qualquer

hipergrafo sera dada por:

O(py) = Tr ([H)H| p)
= D P p) B BT ) [FXF], (3.9)
F' spans H
ou seja, € preciso calcular o produto interno do estado hipergrafo e seus sub-estados possiveis
oriundos da randomizagao. Tal procedimento ndo € de simples execucdo e geralmente exige
poder computacional devido ao grande niimero de combinacdes possiveis.
Como um exemplo pratico desse método, propomos um hipergrafo do tipo “clover”” de n

vértices Cl,,, como € ilustrado na Figura (29), que € um caso especial do “hiperflower” proposto

7" Ou hipergrafo “trevo” em traducdo livre.
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em (301). Nesse caso, a fim de envolvermos os sub-hipergrafos no cdlculo, computados a

sobreposicdo O (ol ):

O(p%ln) = S Z ( |El;i ) (2|Eczn| + 2|EF|)

|Ez1=0

onde F representam todos os sub-hipergrafos possiveis do hipergrafo clover de n vértices Cl,,.
Na Figura (30), plotamos O(pg, ) como fung¢io do pardmetro de randomizagao para hipergrafos
do tipo clover de até 13 qubits em comparagdo com o resultado de estados grafo do tipo
estrela S,, para 3, 5 e 7 qubits, que seria um equivalente do hipergrafo clover para estados
grafo. Dessa forma, € possivel estabelecer uma relacio entre o cdlculo do valor esperado da
testemunha de emaranhamento, 7 (W p%;) com a probabilidade. A probabilidade py é aquela
onde o valor esperado torna-se negativo e, consequentemente, o estado torna-se separdvel,
i.e., ndo emaranhado. Uma vez que a familia dos hipergrafos clover € uniforme, ndao houve
quebra de monotonicidade de emaranhamento ou morte subita. Destacamos a semelhanca dos
resultados entre o hipergrafo e seu equivalente, o grafo estrela, contudo os estados hipergrafo
sdo consideravelmente mais robustos do que seus equivalentes grafos.

Na figura (31), a titulo de exemplo, plotamos a negatividade para um estado LME, o estado
mais geral, conforme definido anteriormente. Observamos claramente o emaranhamento maximo
para a fase ¢ = 7, que corresponde a fase do feixe incidente, conforme esperado, dado que
hipergrafos quénticos, que possuem a fase igual a 7, jd apresentam o maior emaranhamento. O
mesmo € observado para os demais hipergrafos analisados. O fato do estado LME apresentar o
maior emaranhamento para a fase do laser incidente ¢ = 7, que € a acdo da porta controlada C'z,
tem relacdo com a propria estrutura da porta emaranhadora e € a fase buscada na geracio dos
estados na otimizacdo destes (302, 303). O mesmo comportamento € observado para os demais
estados hipergrafo, como € de fato realizado em laboratério. Note que todo estado hipergrafo de
N qubits € um estado LME, mas sempre ha um estado LME que nao é equivalente por operacdes

locais-unitarias a qualquer estado hipergrafo (303).
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Figura 27 — Emaranhamento multipartido para probabilidade de 0 a 1 dos estados hipergrafo

Probabilidade das Hiperarestas, p,

mostrados na Figura 23. Os ndmeros de (17) a (27) correspondem diretamente aos
estados mostrados na Figura 23. O ultimo gréfico € o resultado para o estado grafo
GHZ, a titulo de comparacio apenas. E interessante notar como a morte de emara-
nhamento torna-se cada vez mais abrupta a medida em que os estados hipergrafo
sdo menos uniformes. Os resultados obtidos nesses dados para emaranhamento nao
apenas respondem a questio levantada na literatura sobre a possibilidade da quebra
de emaranhamento em estados grafos (cuja a resposta € negativa), como mostra que
tal quebra estd relacionada com a ndo-uniformidade do estado, resultado que poderia
ser observado apenas com a generalizacdo para estados hipergrafos, uma vez que
estados grafo sempre serdo 2-uniformes. Nao obstante, todos os estados apresentam
o renascimento de emaranhamento conforme a probabilidade das arestas tende a
1. Cabe também notar que estados simétricos, como H4, ndo necessariamente
apresentam simetria no emaranhamento, conforme pode ser observado na figura.

Epptmixer (/72)
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Fonte: O autor.



83

Figura 28 — Emaranhamento multipartido para probabilidade de 0 a 1 dos estados hipergrafo
16, 18, 20 e 23 da Figura (23), onde destacamos a quebra de monotonicidade de
emaranhamento na regido de probabilidades das hiperarestas entre 0 a 0,5.
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Fonte: O autor.

Figura 29 — Hipergrafos “clover” Cl,, 3-uniformes para 5, 9 e 13 qubits, respectivamente, re-
presentando alguns dos estados hipergrafo propostos para cédlculo do overlap e
testemunha de emaranhamento.

Fonte: O autor.
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Figura 30 — Comparag@o da randomizagdo dos overlaps O( p%ln) para a familia de hipergrafos
clover 3-uniformes totalmente conectados com 5, 9 e 13 vértices em relagdo ao
seu caso particular, a familia do grafo estrela com 3, 5 e 7 vértices. Note que o
estado grafo pg, apresenta p,, em torno de p = 0,6, a partir do qual nenhuma
testemunha detecta emaranhamento. Em contrapartida, o estado hipergrafo clover
pci, apresentou maior robustez de emaranhamento, com p,, em torno de p = 0, 8. Por
tratar-se de hipergrafos uniformes, observamos em todos os casos a monotonicidade
de emaranhamento ser obedecida.
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Figura 31 — Negatividade para o estado LME com quatro vértices e duas hiperarestas. Notamos
que, de fato, a fase ¢ = 7 apresenta o emaranhamento maximo para o dado estado.
O mesmo comportamento € observado para os demais estados hipergrafo.
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Fonte: O autor.
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4 CONCLUSAO

Nesta tese, analisamos a classe de estados hipergrafo mediante distintas abordagens, in-
dicando a ampla gama de aplicabilidade desta classe em protocolos quanticos. Apesar da
dificuldade em se resolver alguns quantificadores de emaranhamento para estados mistos, obtive-
mos importantes resultados de medidas como a negatividade, concorréncia e emaranhamento
multipartido em relag@o ao limite tolerado de ruido para cada estado.

Ademais, concentramos os resultados de emaranhamento para estados hipergrafo randomiza-
dos, comparando os dados obtidos com o desenvolvimento da teoria na literatura até entdo, a fim
de apresentar com seguranca ao leitor o estado atual da questdo, principalmente no que concerne
a quebra de monotonicidade de emaranhamento, comportamento consideravelmente andmalo
para estados de varios qubits. Correlato a isto, observamos em diversos estados a morte subita e
renascimento de emaranhamento.

No capitulo 2, uma consistente revisdo de literatura é feita sobre teoria de emaranhamento,
a fim de introduzir o leitor no entendimento correto dos resultados apresentados na tese, bem
como servir como material didatico aos que futuramente utilizarem esta tese para estudar os
estados hipergrafo.

No capitulo 3, a nogdo de estados grafo randomizados foi generalizada para estados hiper-
grafo, possibilitando um meio de simular portas quanticas ruidosas e facilitar a implementacao
destas em uma situagdo real no laboratério. Tal processo de randomizagao resulta em estados
mistos randomizados, e consequentemente os conceitos de equivaléncia local unitdria deixam de
ter validade. Isto pode ser benéfico no sentido de auxiliar o entendimento dos melhores estados
a serem implementados a fim de otimizar a geracdo de estados maximamente emaranhados e
evitar a morte subita de emaranhamento.

Além dos resultados de decoeréncia obtidos terem respondido a uma questao que estava em
aberto na literatura, comprovando a nao-monotonicidade de emaranhamento em estados rando-
mizados, também mostramos que em diversos casos ndo hé apenas a quebra de monotonicidade
mas também a morte subita e renascimento do emaranhamento em tais estados. A origem deste
fendmeno reside na competicdo entre portas de diferentes ordens, ou seja, estados hipergrafo
ndo-uniformes invariavelmente apresentardo quebra de monotonicidade de emaranhamento. Tam-
bém demonstramos que alguns estados podem ter o nivel de emaranhamento aumentado usando
combinagdes apropriadas de arestas mesmo que para probabilidades menores de aplicacdo de
tais portas.

Outrossim, calculamos o valor esperado das testemunhas de emaranhamento para a familia
do hipergrafo clover, com o seu overlap de randomizacao de hipergrafos 3-uniformes totalmente
conectados para até 13 qubits. Comparamos o resultado obtido com a familia de estados grafo
do tipo estrela, mostrando que os estados hipergrafo possuem maior robustez de emaranhamento
do que seu caso particular em grafos. Também generalizamos o cdlculo da negatividade para
estados LME, revelando que de fato o emaranhamento maximo € atingido para a fase do estado

¢ = m, um resultado esperado mas ainda nao constatado na literatura.
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Finalmente, no apéndice A, inserido ao final desta tese, apresentamos alguns resultados
obtidos no que concerne a tentativa de violacdo da inequalidade CHSH mediante estados
gaussianos. Constatamos que estados gaussianos com operagdes gaussianas nao podem violar tal
desigualdade. Semelhantemente, estados gaussianos com operagdes e medidas ndo-gaussianas
como a adi¢@o e subtracio de fotons foram incapazes de apresentar violacdo da CHSH, chegando
ao resultado proximo mas insuficiente para violacdo de 1.98. No apéndice B, apresentamos de
forma brevissima outra possibilidade interessante de aplicac@o de hipergrafos em informagao
quantica, dessa vez como hipergrafos quanticos, que ainda pedem uma definicdo formal na
literatura.

Em trabalhos futuros, pretendemos generalizar o mesmo procedimento para a classe de
estados LME, obtendo assim a randomizac¢do da classe mais geral de estados do tipo maxima-
mente emaranhados. A mesma generalizacdo serd pretendida no estudo de estados qudits, que
despertam considerdvel interesse na literatura, dadas as aplicagdes em computagdo quantica, o
que nos permitird entender o emaranhamento de estados ruidosos de familias mais gerais. A
construcao de inequalidades de Bell mediante estados hipergrafo randomizados também € um

tema de interesse para investigacao futura.
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APENDICE A - Operacdes gaussianas sobre estados gaussianos

Neste apéndice, apresentamos parte do trabalho realizado durante o doutorado-sanduiche
no Institut de Ciencies Fotoniques (ICFO) em Barcelona, Espanha. Uma vez que nao tratamos
diretamente de estados hipergrafo nesse projeto, foi razodvel aloca-lo a parte.

A bilocalidade gaussiana € um conceito importante na drea de informacdo quantica e cripto-
grafia quantica. Esta refere-se a capacidade de dois sistemas quanticos distantes se comportarem
de maneira correlacionada, sem que haja comunicacio entre eles apds sua preparagdo. Na
bilocalidade gaussiana, os sistemas quanticos sdo descritos por distribui¢cdes de Wigner, que
sdo fungdes de probabilidade para a posicdo e momento dos sistemas. Essas distribuicdes de
Wigner sdo geralmente gaussianas, o que significa que sdo descritas por uma fun¢do gaussiana.
Dominar as correlagdes entre os sistemas quanticos pode ser util para criar chaves de criptografia
quantica que sdo seguras contra espionagem e violacdo. Além disso, a bilocalidade gaussiana é
um exemplo de uma classe mais ampla de correlacdes quanticas de emaranhamento, cruciais
para a computagdo quantica e outras aplicacdes. Com o tempo, novas aplicagdes podem ser
descobertas e a bilocalidade gaussiana pode se tornar ainda mais importante no desenvolvimento
de tecnologias quanticas avancadas (304, 305, 306, 307).

Desigualdades do tipo CHSH estdo entre as mais utilizadas atualmente para estudo da nao-
localidade. Aqui, estudamos a possibilidade de violacdo de uma desigualdade do tipo CHSH
mediante detec¢do homddina com estados gaussianos. Veremos a seguir que a resposta € negativa,
de modo que de forma semelhante ao fato de que operacdes gaussianas sobre estados gaussianos
nao formam uma base completa para computacio quantica, medidas gaussianas homddinas sobre
estados gaussianos ndo sdo capazes de apresentar violagdo da desigualdade CHSH. Todavia, aqui
apresentaremos somente uma parte dos resultados parciais obtidos até o momento.

Se temos uma distribuicao entre trés partes, a saber, Alice, Bob e Charlie, como ilustrado
na figura (32), um sistema que admita varidveis ocultas locais deve permitir que escrevamos o

sistema da seguinte maneira (307):

P(a,b,clz,y,z) = /91()\1)92()\2)17A(a’)\1735)293(5’)\1,Azay)pc(c\)\mz)d)\ld)\m (A.1)

onde z,y, z denotam as medidas de input escolhidas por Alice, Bob e Charlie, enquanto a, b, ¢
representam os outputs possiveis. g1 2(\) sdo as distribui¢des de probabilidades sobre os con-
juntos de estados possiveis A, que sdo determinados pelas varidveis ocultas locais. Também ¢é
assumido que as escolhas de medida x, y, z s@o independentes de .

Logo, o primeiro questionamento a ser levantado € se a atuagdo de operacdes e medidas
gaussianas! sobre uma distribui¢iio compartilhando um estado gaussiano entre as partes A e B e
outra compartilhando entre B e C € bilocal ou ndo.

Primeiramente, escrevemos as fun¢cdes de Wigner para o estado compartilhado entre Alice

e Bob, Wl(rA,rg)) e Wg(rg), rc), onde 14 representam os vetores NS) representando as

' Aqui, por medidas gaussianas entenda-se medidas homédinas.
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Figura 32 — Cenario tipico de bilocalidade com entanglement swapping no qual as trés partes,
Alice, Bob e Charlie, compartilham duas fontes .S; e S; que emitem pares indepen-
dentes de particulas em estados quanticos pq, po. Nesse tipo de sistema, Bob realiza
uma medida local y sobre cada uma das duas particulas que ele recebe de cada uma
das duas fontes, Alice e Charlie, obtendo um resultado de saida b. A depender do re-
sultado de Bob, os sistemas de Alice e Charlie acabam em um dos possiveis estados
emaranhados. Entao, Alice e Charlie aplicam medidas x e z, respectivamente, em
cada uma de suas particulas, obtendo resultados a e c. Esse experimento gera uma
distribui¢do de probabilidade conjunta do tipo P(a,b,clx,y,z).

X y V4
| l |
A _ Fon.te 1 X B Fonte 2 C
| |

Fonte: O autor.

operagdes gaussianas

T‘a—>7”f4:SA<7“A>+dA (A.2)
i = = Sa(r) ) + dis (A3)
rc — ’/‘/C = Sc(Tc) + dc, (A4)

que sdo matrizes simpléticas Sx de dimensdo 2(N 1(91) + N 1(32)) e 2N respectivamente. A fungdo

de Wigner do novo estado pode entdo ser expressa por
W(ra, rg), 7“532), re) = Wi(ry, rgl))Wg(réQ), ) (A.5)

Observando que qualquer medida de rotacdo de quadratura escolhida (gy, pp) pode ser reabsorvida
na defini¢do das transformacdes simpléticas, podemos assumir que as medidas consistem em ¢
ou p para cada modo, ou seja, aqueles para os quais os marginais de Wigner dao a distribuicao

correta. Isso significa que a saida de tal medigao é
pla, b, clz,y, z) = /dr W(r)o(ra(z) — a)d(rp(y) — b)d(re(z) — ), (A.6)

onde r = (z, v, z; p) representa todas as varidveis em I, os vetores (a, z) sdo N4 dimensionais,
~ 1 2) .. . .

os vetores (b, y) sdo N é) + N é) dimensional e similarmente para (c, z). Os vetores de escolha

de medigdo (z,y, z) sdo bindrios, ou seja, z € {0,1}Y4 e r4; = qa; se x; = 0, vice-versa

r4; = Pa; S€ x; = 1. Da mesma forma para a medi¢do de Bob e Charlie. Logo, a forma final da
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distribuicdo de probabilidades sera:

pla,b,clx,y, z) = / Wi (r'y, S (P )8 (ra(z) —a)d(rp(y) —b)d(re(2) —c)dr’ (A7)
mostrando que, ao identificarmos A\ = (¢4, qgl), Pas p’él)) e N = (qu(f)7 qr, pjg), P), adapta-
mos a forma da equacdo de bilocalidade (A.1) (305).

A detecc@o homddina € uma técnica usada para medir a posi¢cao € 0 momento de um sistema
quantico com alta precis@o. No contexto da bilocalidade gaussiana, a deteccdo homddina é
usada para medir a correlacdo entre dois sistemas quanticos distantes que sdo caracterizados por
distribui¢des de Wigner gaussianas.

Neste tipo de detec¢ao, um dado sinal € misturado com um sinal local forte antes de ser
detectado. O sinal resultante € entdo medido e a posi¢cdo e o0 momento do sistema quantico
podem ser determinados com base na fase e amplitude do sinal detectado. Para estudar a
bilocalidade gaussiana usando a deteccdo homddina, dois sistemas quanticos distantes sao
preparados em um estado emaranhado, que € caracterizado por uma distribuicao de Wigner
gaussiana conjunta. Medidas homddinas sdo entdo realizadas em cada sistema para determinar a
posi¢cdo e o momentum destes, cujas correlagdes nos sistemas podem ser determinadas com base
na distribuicao de probabilidade conjunta obtida a partir das medidas.

A bilocalidade gaussiana pode ser estudada usando a detec¢do homddina em uma variedade
de sistemas fisicos, incluindo atomos, ions e fétons, contribuindo significativamente para a
compreensdo do emaranhamento e das correlacdes quanticas no desenvolvimento de tecnologias
para comunicagdo e computagdo. No presente caso, consideramos um sistema de bilocalidade
com trés partes, Alice, Bob e Charlie, no qual Alice e Bob compartilham um estado emaranhado
de dois modos, e 0 mesmo ocorre para Bob e Charlie. Bob utiliza um divisor de luz ou beam

splitter? gerando os estados na forma:
W) ap, = V1= Aliyali)s, ) me =V1I=72Y Ali)sli)c (A.8)

onde < = tanhr e cuja a matriz de covariancia é bem conhecida:

Ch(r) 0  Sh(r) 0 0 0 0 0
0 Ch(r) 0 —=Sh(r) O 0 0 0

Sh(r) 0  Ch(r) 0 0 0 0 0

vV — 0 —Sh(r) 0 Ch(r) 0 0 0 0 (A.9)

0 0 0 0  Ch(r) 0  Sh(r) 0
0 0 0 0 0  Ch(r) 0  —Sh(r)
0 0 0 0  Sh(r) 0  Ch@) 0
0 0 0 0 0  —Sh(r) 0  Ch(r)

tal que Ch(r) = cosh 2r, Sh(r) = sinh(2r) e R = (qa, D4, 451+ dB1 482 » A8y 40> PO)-

2

Termo padrao utilizado na literatura para um divisor de luz , aparato dptico utilizado na maioria dos interferdme-
tros.
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O divisor de luz de Bob possui uma transmissibilidade ¢ e mistura os dois sinais de entrada

B, e B, sendo portanto uma operacio gaussiana cujo o efeito € descrito como

10 0 0 0 0 00
0 1 0 0 0 0 00
00 Vit 0 I—t 0 00

G_ 00 0 Vit 0 1—t 00 (A.10)
00 —V/I—t 0 Vit 0 00
0 0 0 V1=t 0 vVt 00
0 0 0 0 0 0 10
0 0 0 0 0 0 01

de maneira tal que este estado € transformado em um novo estado gaussiano, V' = GV G7 e cuja

a distribuicdo de Wigner € dada por:
W(R) = L FV A (A.11)
comdet{V'} =1e
R = (48,,PB,, 482 DBy, 40> Doy 44, pa) = B © Rac,

onde B faz referéncia as variaveis de Bob e AC' fazem referéncia a Alice e Charlie. No panorama
de Heisenberg, podemos utilizar uma transformacdo de Bogoliubov do tipo @ — (coshra) —

(sinhr)a’. Assim, a matriz simplética S pode ser escrita na forma

—/T —tSh(r) 0 —/tSh(r) 0
B 0 V1 —tSh(r) 0 VtSh(r)
o= —V/tSh(r) 0 VI —1Sh(r) 0 (A12)
0 VESh(r) 0 —V/1 —tSh(r)

Considerando que Bob atua com dois fotodetectores, um para cada modo, temos as fungdes

de Wigner para Alice e Charlie nas formas:

1

Wioyol(r) = ;e"f”’g, (A.13)
1 2 2
Wiy (r) = — (2(¢* +p*) = 1) ™7 (A.14)
) 1
Wiy (1) = 5- (A.15)

fazendo referéncia a detec¢ao ou nao-deteccao de fétons. As funcdes de Wigner do sistema serdo

dadas por, a menos de um fator de (27)",

—

Wacioo = [ W(R)Woy0/(rs,)Woyo/(rs,)drp,drs, (A.16)
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Wacno = /W(ﬁ)(wﬁ (r,) — Wioyo (78,)) Wioy o) (TB,) drp, drg, (A.17)
Wacior = /W(R)MO)(O|(TB1)(WI(TBQ) — VV|0><0|(7"BQ)) drp,drg, (A.18)

Wacin = /W(ﬁ) (Wi(rs,) — Wioyo(rs,)) (Wi(rs,) — Wiy (r,)) drp,dre,  (A.19)

As integrais acima podem ser calculadas usando-se o fato que Rp®Rac,e apds uma manipulagao
algébrica, obtencao dos fatores de normalizacdo e computagdo numérica, obtemos uma violagado
maxima de 1.98 para a desigualdade CHSH, um valor préximo porém insuficiente para a violag@o
de classicalidade, mostrando que operacdes ndo-gaussianas sobre estados gaussianos ainda nao

foram suficientes para tal.
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