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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos uma revisao bibliografica sobre cadeias de spin-1/2 no contexto da
Computagdo Quantica e Informacdo Quantica, destacando suas aplicagdes e possiveis implemen-
tacdes experimentais. Discutimos temas como a geracio e o armazenamento de emaranhamento
bipartido entre sitios das cadeias de spin. Além disso, investigamos e exemplificamos a dinAmica
da transferéncia de estados quanticos nessas cadeias. O espacgo de Hilbert que descreve o estado
quantico de uma cadeia composta por N spins acoplados possui dimensdo 2V. Contudo, ao
estudar a transferéncia de estados, € possivel adotar uma abordagem simplificada baseada na
georia de grafos, em que a dimensdo do espago de Hilbert escala linearmente com N, desde
que a cadeia apresente apenas uma Unica excitacdo. [sso ocorre porque, neste caso, o subespago
relevante do Hamiltoniano pode ser representado de forma equivalente a matriz de adjacéncia de
um grafo associado a cadeia. Essa equivaléncia permite simplificar cdlculos, como o da fidelidade
na transferéncia de estados, tornando-os computacionalmente mais eficientes. Com base nessa
abordagem, apresentamos resultados sobre a transferéncia de estados em cadeias de spins, bem
como configuracdes alternativas para a geracdo e o armazenamento de emaranhamento em

cadeias desacopladas.

Palavras-chave: Cadeias de Spin, Transferéncia de Estados Quanticos, Grafos



ABSTRACT

In this work, we present a bibliographic review of spin-1/2 chains in the context of Quantum
Computing and Quantum Information, highlighting their applications and possible experimental
implementations. We discuss topics such as the generation and storage of bipartite entanglement
between sites of spin chains. Additionally, we investigate and exemplify the dynamics of quantum
state transfer in these chains. The Hilbert space describing the quantum state of a chain composed
of N coupled spins has a dimension of 2. However, when studying state transfer, a simplified
approach based on graph theory can be adopted, in which the Hilbert space dimension scales
linearly with NV, provided the chain exhibits only a single excitation. This is because, in this case,
the relevant subspace of the Hamiltonian can be equivalently represented by the adjacency matrix
of a graph associated with the chain. This equivalence simplifies calculations, such as fidelity in
state transfer, making them computationally more efficient. Based on this approach, we present
results on state transfer in spin chains, as well as alternative configurations for generating and

storing entanglement in decoupled chains.

Keywords: Spin Chains, Quantum State Transfer, Graphs



Figura 1
Figura 2
Figura 3
Figura 4
Figura 5
Figura 6

Figura 7

Figura 8

Figura 9

Figura 10

Figura 11

LISTA DE FIGURAS

Grafo Caminho P. . . . . . . . . .
Exemplo de um grafo com 5 vérticese 6 arestas. . . . . . . ... ... ..
Grafo X com rotulagem alterada . . . . . . ... ... .. ........
Exemplos de Grafos drvores. . . . . . . ... .. ... .. ........
Representacdo esquemadtica de uma cadeia de spins 1/2. . . . . . . .. ..
Representacdo esquematica de uma cadeia de 4 spins e logo abaixo um
grafo caminho P, onde associa-se |0); = 1,|1), = 2,|1);, =3e|[l), =4
onde |a),, sdo os estados associados a cada vértice, onde a pode ser 0 ou 1
e o variade 1 a N. Usamos a cor vermelha para representar o estado |0) e
brancoparaoestado [1). . . . . . .. ... ..
Representacdo da propagacao da informacdo de um estado quantico de
spin 1/2 numa cadeia de spins unidimensional. Em (a) temos um estado
arbitrario antes de interagir com o sistema; em (b) temos o estado apds
a aplicacdo de um campo magnético uniforme; em (c) temos o estado
gerado com uma Unica excitacido na antipoda A e de (c) para (d) temos
a transferéncia do estado dessa excitagcdo para a outra antipoda, em 5. O
estado inicial |¥(0)) é considerado a partirde (¢). . . . .. .. ... ...
Ilustragcdo dos cinco primeiros passos de um caminhante (esfera em cor
preta) classico e quantico em uma rede. Observamos que para o caso
cldssico a trajetéria seguida pelo caminhante € bem definida. J4 no caso
quantico, devido ao carater ondulatdrio, o que temos € um espalhamento
do caminhante portodaarede. . . . . ... ... ... ... oL
Grafo caminho de 3 vértices representando um cadeia de 3 spins com uma
excitagionovértice 1. . . . . . . . . ...
Duas representagdes diferentes de matrizes esparsas, em ambas as cores
brancas representam os termos nulos, no caso (a) temos um quadrado
alaranjado para cada termo 1 presente no Hamiltoniano e em (b) temos
uma representagcdo melhor de ser visualizada na qual as cores mais intensas
representam a drea da matriz possuindo mais termos nao-nulos presentes e
a mais clara o inverso. Essa representacao corresponde ao Hamiltoniano
Hyxyxy deumacadeiade 10spins. . . . . . ... ... .. .........
Fidelidades para uma cadeia com trés spins, acoplamentos J; 5 = Jy3 = 1
e estado inicial | (0)) = |011). A curva azul representa a medida entre
o estado evoluido e uma excitagdo no terceiro e ultimo spin da cadeia. A
curva tracejada representa a medida entre a evolucao do estado inicial em
relacdo a ele mesmo (isso se repetird como padrdo para nossos graficos de
fidelidade). A TPE ocorre aqui para miltiplos inteiros de t = 7/v/2. . . .

33



Figura 12

Figura 13

Figura 14

Figura 15

Figura 16

Figura 17

Figura 18

Figura 19
Figura 20

Figura 21

Figura 22

Fidelidades para uma cadeia com quatro spins, acoplamentos J; o = Jy 3 =

Js34 = leestado inicial |W(0)) = [0111). . . ... ... ... ... ... 34
Zoom no gréfico da Fig. 12 na regido entre os tempos 26 e 30 e fidelidade
entre 0,95a1,00. . . . . . ... 34

Valores mdximos de fidelidades obtidos para cadeias de spins de até 80 spins
numa escala de tempo entre 0 a 4000/.J onde J € a intensidade uniforme
de acoplamento entre todos os spins. As barras representam os valores de
fidelidade de cada cadeia, a reta em F' = 2/3 representa a maior fidelidade
para a transmissdo cldssica de um estado quantico. A curva representa o
valor maximo de emaranhamento nessas cadeias. . . . . . ... ... .. 35

Acoplamento ponderado J; ;;; com Jy = 1 para uma cadeia de 20 spins,

onde N é ondmerode spins. . . . . . . . ... ... ... 36
TPE numa cadeia de 4 spins com J; 5 = V3, Joz=2eJ34= V3 e estado
inicial | (0)) = |0111). Aquia TPE ocorre parat =7/2. . . . . . . . .. 37

(a) Cadeia de 8 spins com acoplamentos modulados por J; ;11 = Jj m

e (b) grafico de densidade com as fidelidades de cada g-bit em relacdo ao
estadoinicial. . . . . . ... Lo 38
Cadeia de cinco spins com uma excitacdo concentrada no vértice 3 (a) e (b)
fidelidade medida em cada um dos cinco spins da cadeia com relagdo ao

spin no vértice 3 do grafo associado, ou seja, fidelidade de obter a excitacdo

em cada um dos vértices. O renascimento perfeito ocorre para tpp = 3,6276. 39
Grafocaminho Ps . . . . . . . . . . 39
(a) Grafo hipercubo ()5, obtido também por P, x Ps; (b) grafo hipercubo ()3,
obtido também por P, x ()5; (¢) grafo hipercubo ()4, obtido também pelo
produto P, x ()3 e (d) grafo hipercubo ()4, obtido também pelo produto

(a) Grafo hipercubo )3 e (b) grafico de densidade com as fidelidades de
cada spin localizado em cada vértice desse respectivo grafo. Podemos ver
que a excitacdo distribui-se numa sobreposicao entre os vértices adjacentes
ao 1, depois aos adjacentes ao vértice 8 até concentrar-se nele, levando a
TPE entre os vértices 1 e § paraotempodet =7/2. . . . ... ... .. 43
Dinamica do RP para um grafo arvore de nove vértices. A excitacdo
concentrada no vértice 5 distribui-se em sobreposicao até os vértices 7 e 1
no tempo de t); = 7 e retorna ao vértice 5 com periodode tgrp = 27. . . 44



Figura 23

Figura 24

Figura 25

Figura 26

Figura 27

Figura 28

Figura 29

Figura 30

(a) Seis configuracdes de estados iniciais com duas e trés excitagdes para
uma cadeia com cinco spins (outras configuragdes sdo obtidas por simetria
dessas mesmas e portanto causariam o mesmo comportamento). Os vértices
vermelhos representam um estado |0) e as cores brancas representam um
estado |1); (b) gréfico de densidade com as fidelidades de cada configuragio
inicial para a cadeia com cinco spins. Neste caso, cada configuracao esta
com sua respectiva fidelidade para o renascimento do estado inicial.
Duas configuracdes iniciais diferentes (a) e (b) na cadeia de trés spins e seus
respectivos gréficos de fidelidade e EoF (c) entre os spins 1 e 3, a esquerda
para o estado inicial com uma excitacao no vértice 1 e a direita para uma
excitacdono vertice 2. . . . . . .. ... e
(a) Cadeia de quatro spins com uma excitacao no primeiro spin e (b) perfil
do EoF entre dois pares de g-bits dessa cadeia ndo modulada com uma
excitacdo no vértice 1. Os pares ndo mostrados possuem FoF' = (0 para
qualquer valorde tempo. . . . . . .. ...
(a) Cadeia de quatro spins com uma excitacdo no segundo spin e (b) perfil
do EoF entre dois pares de g-bits dessa cadeia ndo modulada com uma
excitacdo no vértice 1. Os pares nao mostrados possuem EoF = 0 para
qualquer valorde tempo. . . . . . . . ...
Perfil do Emaranhamento de Formacao entre 2 pares de g-bits numa cadeia
de 5 spins (a) ndo modulada com uma excitacdo no vértice 3. Os pares nao
mostrados possuem EoF = 0 para qualquer valor de tempo. . . . . . . ..
(a) Cadeia arvore de nove spins Tg;(b) fidelidade do estado inicial (re-
nascimento perfeito) e cinco padrdes de EoF para os 18 pares de g-bits
emaranhados. . . . . . ... Lo
(a) Representacdo esquemadtica do protocolo com uma cadeia de 11 spins.
O estado inicial («) consiste de todos os g-bits no estado |0) exceto os
representados pelos vértices A e C. Em 3 temos o estado evoluido até o
tempo de espelhamento ¢, no qual A e C estdo emaranhados e remove-se o
g-bit B, chegando ao estado representado em . Em (b) temos trés funcdes,
a fidelidade do estado inicial em relacao ao estado futuro em vermelho, a
fidelidade do estado a partir do momento em que remove-se o g-bit B (¢;,)
e o estado futuro na cor preta, e o valor do EoF entre os g-bits A e C para
toda a evolucdo, obtido numericamente. . . . . . .. ... ... ... ..
(a) Cadeia de 11 spins configurada como um grafo caminho, as arestas mais
grossas representam o acoplamento J = A e as mais finas J = 4, sendo
A/é = 0,1 e cada um dos vértices em vermelho claro representam um
estado |+); (b) dinAmica do renascimento de estado quintico inicial na cor
pretae FoF'(3,9) paraessamesmacadeia. . . . . . ... ... .. ....

45



1.1

1.2

1.2.1
1.2.2
1.2.3
1.2.4
1.2.5
1.2.6
1.3

1.3.1
1.3.2

2.1
2.1.1
2.2

3.1
32
3.2.1
33

4.1
J =
4.1.1
4.1.2
4.2

SUMARIO

INTRODUCAO . . .ttt ittt ettt e e ettt ieee e
PERSPECTIVA ATUAL SOBRE A CQIQ.

FUNDAMENTACAO TEORICA .

Base . . . . . . e e
Operadordensidade . . . . . . . . . . . . . ... e e
EstadoPuro . . . . . . . . . . L
EstadoMisto . . . . . . . . . . . o e e e e
TracoParcial . . . . . . . . . .. e
Emaranhamento de Formagcdo . . . . . . . . . . . . . ... ... ...
GRAFOS.

Definiches . . . . . . . . L e e e e e e e e e e e

Aplicacdes de grafos na mecénica quanticaeem CQIQ . . . . . . . . . .. . ..

CADEIASDESPIN-1/2 . . . . . o i i i i i it e e et it i e oo e e
GRAFOS DE SPINS .

Estruturae Acoplamentos . . . . . . . . . . . . ..o
APLICA(;()ES E IMPLEMENTAC()ES EXPERIMENTAIS

TRANSFERENCIA DE ESTADOS QUANTICOS . . . . . oo v oo ...
TRANSFERENCIA DE ESTADOS QUANTICOS EM CADEIAS DE SPIN .
TRANSFERENCIA DE ESTADO QUANTICO EM GRAFOS DE SPIN

Produtos Cartesianos . . . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e

MULTIPLAS EXCITACOES .

PROTOCOLO DE GERACAO DE EMARANHAMENTO . . ......
EMARANHAMENTO EM GRAFOS DE SPIN COM ACOPLAMENTO

Grafos Caminho Py . . . . . . .« o e e e e e e e
Grafo Arvore Ty . . . o o v o o
EoF EM GRAFOS DE SPIN DESACOPLADOS .

CONCLUSOES . . i ittt e e e s e e e e e e e e e e e e e e e i
PERSPECTIVAS FUTURAS .

REFERENCIAS & . ot vt i et e e e e e et et e et ee et eeenu

12
13
13
14
14
15
15
17
19
19
21

23
23
24
26

28

37
41
43

46

46
46
50
52

54
54



11

1 INTRODUCAO

A mecanica quantica, desenvolvida no inicio do século XX, revolucionou a nossa compreen-
sao do universo em escalas microscépicas e tem sido fundamental para o desenvolvimento de
diversas tecnologias avancadas que utilizamos hoje, como os transistores (1). Na década de 1980,
Richard Feynman propds que uma ferramenta muito eficiente para simular sistemas naturais
seria um computador quantico, capaz de resolver problemas complicados em diferentes dreas da
ciéncia (2). Com o passar do tempo, surgiram novas subdreas como as da Computagao Quantica
e Informacdo Quantica (CQIQ). A CQIQ é o estudo das tarefas de processamento de informacdo
que podem ser realizadas utilizando sistemas modelados pela mecdnica qudntica (3).

A aplicac@o potencial dos sistemas que se aproveitam de fendmenos intrinsecamente quan-
ticos € vasta. Novos dispositivos e tecnologias como a criptografia quantica (4) também estdo
sendo desenvolvidos nesse contexto, assim como contribui¢cdes para subdreas que ainda podem
estar emergindo. Esse trabalho tem como objetivo dar uma pequena contribui¢io no vasto campo
da pesquisa em CQIQ, em que focamos em explorar propriedades tais como emaranhamento e
transferéncia de estados quanticos (TEQ) em cadeias de spin-1/2.

Unidades classicas de informagdo podem ser geradas e armazenadas com a combinagdo de
bits, como por exemplo 1 e 0, uma base binaria. Com um sistema de cardter quantico, essas

unidades de informac¢do podem ser geradas com a combinag¢do de estados quanticos, como

[¥) = a|0) +51), (L.1)

em que « e 3 sdo nimeros complexos, e dessa forma, |0) e |1) sdo chamados de quantum bits,
ou simplesmente g-bits (3).

Q-bits podem ser associados a diferentes sistemas quanticos de dois niveis. Para exemplificar,
citamos as duas diferentes polariza¢des de um féton (5); o alinhamento de um spin nuclear em um
campo magnético (6); e dois estados de um elétron orbitando um tnico d&tomo (7). Considerando
o que hd em comum em diversas pesquisas na drea da CQIQ, os requerimentos levados em conta

para a constru¢ao de um computador quantico em termos de g-bits sdo (8):

* ter g-bits fisicos bem isolados do ambiente para minimizar a decoeréncia, o que ocorre
quando o sistema quantico interage com o ambiente externo e acaba destruindo o estado

quantico;

* 0s g-bits devem ser facilmente enderecdveis e acopldveis a outros g-bits de forma controlada.
Isso significa que cada g-bit individual precisa ser manipulado de maneira precisa, sem

interferir com outros g-bits indesejadamente;

* usar uma arquitetura tolerante a falhas que permita a correcdo de erros, oferecendo suporte
a g-bits 16gicos que sdao formados a partir de vérios g-bits fisicos, onde os erros podem ser
detectados e corrigidos sem comprometer os calculos;
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* poder inicializar e medir g-bits 16gicos com precisao, garantindo que o estado inicial dos
g-bits seja conhecido e que as medi¢des no final de um calculo sejam realizadas com alta
fidelidade.

Os estudos realizados e resultados apresentados nesta dissertacdo, concentram-se nas proprie-
dades de cadeias e grafos de spin-1/2, fidelidade entre estados quanticos evoluidos no tempo para
analisar a sua dinamica e Emaranhamento de Formacdo (EoF) entre spins das cadeias. Daqui em
diante, omitiremos o termo "1/2" em alguns casos no texto ao falar sobre "cadeias de spin-1/2"
para ficar menos repetitivo, mas ressaltamos que estaremos sempre fazendo referéncia a esse
modelo.

Uma ferramenta que utilizamos para estudar propriedades de cadeias de spins € a Teoria de
Grafos (9), em que seus vértices representam -bits e suas arestas a intensidade de acoplamento
entre estes (10). Deste modo, reduzimos o problema do célculo do propagador U(t) que depende
de um Hamiltoniano H com representacdo matricial da ordem de 2% para célculos com matrizes
da ordem do nimero de g-bits ou de vértices do grafo associado, ou seja, N. Grafos sdo estruturas
matemadticas com diversas aplica¢des, tanto na drea das Ciéncias Exatas e da Terra como Fisica e
Geografia, quanto de Ciéncias Sociais como representacao de redes e conexdes entre pessoas.
Citaremos algumas aplicagdes de grafos em algumas dreas como essas citadas e outras no

contexto da prépria CQIQ a partir da secdo 1.4.

1.1 PERSPECTIVA ATUAL SOBRE A CQIQ

O numero de conquistas cientificas e tecnoldgicas com aplicabilidade as tecnologias de
Informacdo e Computacdo Quantica tem crescido exponencialmente a cada ano desde que
surgiram as primeiras ideias sobre as potenciais aplicagdes dos computadores quanticos (11).
Um computador quantico de grande escala é certamente uma meta extremamente ambiciosa,
parecendo para nds agora tio distante quanto os computadores cldssicos totalmente programdveis
devem ter parecido hd um século. Implementacdes de hardware para a utilizacdo de g-bits t€ém
sido propostas, utilizando sistemas tdo diversos quanto fétons, semicondutores, supercondutores
ou até moléculas (12). A computagdo quintica estd passando de um tdpico de pesquisa para
uma tecnologia que desbloqueia novas capacidades computacionais. Nesse contexto, define-se
o termo "supremacia quantica" (13), que € chamado o ponto em que um computador quantico
consegue realizar uma tarefa especifica que seria impraticavel para o melhor supercomputador
classico disponivel.

A equipe do Google anunciou recentemente a demonstracao da supremacia quantica, uti-
lizando um processador supercondutor programavel chamado Sycamore (14). O experimento
mostra que o processador quantico pode realizar, em cerca de 200 segundos, uma tarefa que
o supercomputador mais poderoso do mundo levaria aproximadamente 10.000 anos para com-
pletar. Esse antncio, embora significativo na época, foi posteriormente contestado (15). Esse
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desenvolvimento trouxe a tona a discuss@o sobre os limites atuais da supremacia quantica e as
possibilidades de melhor uso de algoritmos cldssicos em supercomputadores para competir com
sistemas quanticos em tarefas especificas. Outras grandes empresas como a IBM também tem
feito contribui¢des e obtido sucesso na criagdo de computadores com até 1000 g-bits (16). Este
avancgo pode acelerar significativamente o desenvolvimento de algoritmos quanticos e aplicacdes
préticas.

1.2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta se¢do, apresentaremos os conceitos fundamentais que sao necessarios para entender

como fizemos os calculos nesse trabalho.

1.2.1 Base

Uma base € um conjunto de vetores que gera o seu espacgo e € linearmente independente;
no caso, os vetores |0) e |1) sio uma base (base computacional de C?). Estamos representando
estados quénticos pela notagdo de Dirac, onde os kets |0) e |1) sdo chamados de g-bits (3) e sdo

representados por matrizes coluna

Esses vetores representam os estados base de um g-bit e pertencem ao espaco de Hilbert
(17). O espaco de Hilbert é um espaco vetorial de dimensdo finita e discreta, com seus elementos
pertencentes ao conjunto dos nimeros complexos C, sendo também conhecido como espago de
estados nesse contexto.

Um vetor unitdrio nesse espaco, denotado por |¥), descreve o estado completo de um sistema
quantico. No caso de um tinico g-bit, o espaco de Hilbert é bidimensional e é indicado como C2.
Os vetores |0) e |1) sdo ortogonais e linearmente independentes, o que significa que qualquer
estado de um g-bit pode ser escrito como uma combinacao linear desses dois vetores.

Para sistemas compostos por mais de um g-bit, o espago de Hilbert correspondente ndo tem
mais dimensdo 2. Em vez disso, a dimensao aumenta com o nimero de g-bits, sendo dada por
2V em que NV é o niimero total de g-bits. Assim, para descrever o estado completo de um sistema
com N g-bits, sdo necessarios 2 vetores no espaco de Hilbert, representado por H = c2V,

Na area da informagdo quéntica, devido a sua semelhanca com sequéncias de bits, € usual
adotar como uma base completa as 2"V formas possiveis de distribuir os "zeros"e "uns" num
sistema contendo N g-bits. Assim, a base de vetores v de um sistema é expressa como |V,) =
1) @ [1hs) ® ... ® |in), com ® sendo o produto tensorial e ¥; € [0, 1]. Essa nota¢do é
comumente simplificada de modo que

[91) @ |¢h2) ® -~ ® |¢hw) = [P1t)2 - - Yw), (1.2)
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conforme exemplificado acima ao escrever todos os valores em ordem dentro de um tnico ket.
Por exemplo, em um sistema de trés g-bits, os 23 = 8 vetores que representam a base seriam os

seguintes:

1.2.2  Operador densidade

No contexto da mecanica quantica, os estados de um sistema quantico podem ser classifi-
cados em estados puros e estados mistos. A representacao de um estado quantico utilizando o
formalismo do operador densidade p (18) € uma maneira de descrever ambos os tipos de estados
de forma unificada. Medidas de correlagdes como o emaranhamento tornam-se possiveis apenas

em termos da descri¢do do estado quantico nesse formato.

1.2.3 Estado Puro

Um estado puro € a descri¢do mais simples de um sistema quantico. Ele é representado por
um vetor de estado |¢)) no espaco de Hilbert do sistema. Matematicamente, um estado puro pode

ser representado pelo operador densidade p da seguinte forma:

p = [){¥l,

em que, [¢) é o vetor de estado, e (1| é seu conjugado transposto. O operador densidade de um
estado puro satisfaz Tr(p) = 1, onde Tr denota a operagao de trago, que ¢ a soma da diagonal
principal da matriz na qual o aplicamos (ver Eq. (1.5)). No contexto geral da mecéanica quantica,
o traco de um operador densidade p é equivalente a operacdo de (V| W) para um vetor de estado, o
que traz a sua norma. Portanto, um operador densidade com traco 1 estd normalizado. E relevante
ressaltar que para um estado puro, o traco de seu operador densidade ao quadrado também € 1,
ou seja, Tr(p?) = 1, grandeza reconhecida como pureza. Para estados mistos, a sua pureza acaba

sendo menor do que 1, como mostraremos na secao a seguir.
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1.2.4 Estado Misto

Um estado misto é representado por uma combinagio estatistica de estados puros |1);) com

respectivas probabilidades p;. O operador densidade para um estado misto € dado por:

p= ZPZ|¢Z><¢Z|

emque > ., p; = 1,0 < p; <1, Tr(p) = 1eTr(p?) < 1. Por exemplo, se considerarmos um
estado misto, onde o sistema estd em uma combinag@o estatistica de dois estados [1)) e |1)2)

ortonormais, com probabilidades p; = 0,7 e p» = 0, 3, o operador densidade p é dado por:

p=0,7t1) (| + 0,3 [h2) (o]
O traco de p? sera:
Tr(p?) = 0,7 +0,3> = 0,49 + 0,09 = 0, 58
Neste caso, Tr(p?) = 0, 58, indicando que o estado € misto.

O operador densidade p é um operador linear positivo que contém toda a informagado
necessdria para calcular os valores esperados de observaveis quanticos, independentemente do
estado ser puro ou misto. Para estados puros, o operador densidade é um projetor p = ) (¢],
enquanto para estados mistos, ele ¢ uma soma ponderada de projetores p = > . p;|1;) (1;]. No
contexto dos sistemas estudados nessa dissertacdo, todos os estados sao puros.

1.2.5 Trago Parcial

E conveniente enfatizarmos, como ¢ feita a construco do operador traco parcial (19), que
ndo € trivial e também ndo € muito exposta em artigos cientificos, mas é fundamental no contexto
de medidas de emaranhamento em sistemas compostos. Esse operador permite obter a descri¢dao
de um subsistema ao "desconsiderar”" (ou "tracar fora") as informacdes sobre o outro subsistema.
Para dois sistemas diferentes A e B e o sistema global A + B, cujo espaco de Hilbert é o produto

tensorial entre as subpartes
H=Hi®Hp,

sendo {|i4)} uma base de H 4 e {|ip)} uma base de Hp, os kets |i4) |ip) formam uma base de
‘H. O trago parcial de um operador densidade p sobre o subsistema B € definido como sendo:
pa="Trp(p) =Y (ilplin)- (1.3)
%
Aqui, pa € o operador densidade reduzido para o subsistema A, e |ig) sdo os estados de base do
subsistema 5. A operacdo remove as componentes do subsistema B, restando apenas os termos
associados ao subsistema A. De forma andloga, para o traco parcial sobre o subsistema A temos

pp=Tra(p) =Y (ialplia). (1.4)

)
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Exemplo: Considerando p como um operador densidade 4 x 4 representando um sistema de
dois g-bits (subsistemas A e B):

£00,00 P00,01 L00,10 L00,11

Po1,00 Po1,01 Lo1,10 Po1,11

£10,00 P10,01  P10,10 P10,11

P11,00 P11,01  P11,10 P11,11
Os indices da matriz se referem a base de estados {|00), |01), |10),|11)}, onde os dois primeiros
digitos se referem aos estados dos g-bits A e B, respectivamente. Para obter p4 ao tragar fora o
subsistema B:

Neste caso, a base do subsistema B é {|0), |1) }, entdo o trago parcial sobre B sera:

1

pa=Trp(p) = (inlplin)

=0
Para ip = 0, extraimos as componentes que correspondem ao subsistema B no estado |0), que

traz os elementos de matriz:

£10,00 P10,10

<OB‘p‘OB> — <p00,00 P00,10>

Para ig = 1, extraimos as componentes que correspondem ao subsistema B no estado |1), que

traz os elementos de matriz:
Po1,01  Po1,11
(1glpllp) = ( )
P11,01  P11,11
Somando essas contribui¢cdes, obtemos:
P00,00 + Po1,01  Poo,10 T Po1,11
pA = .
P10,00 + P11,01  P1o,0 T P11,11
De forma andloga com a Eq. (1.4) chegamos ao trago parcial em A
oy = P00,00 + P10,10  L00,01 T P10,11
B = )
Po1,00 T P11,10 Po1,01 T P11,11

Deste modo, para um sistema de N g-bits, podemos tragar quantos e quaisquer subsistemas
quisermos para isolar um operador densidade referente a parte em questao. A semelhanca desse
operador com o trago total Tr(p) se dd pelo fato de que

Tr(p) = > (iaiplpliais), (1.5)

Tr(p) = (00]p[00) + (01]p[01) + (10]p[10) + (11|p[11)

Escrevendo isso na forma de matriz, o traco é a soma dos elementos da diagonal principal:

Tr(p) = poo,oo + Po1,01 + Pio,10 + Pr111-
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1.2.6 Emaranhamento de Formacgdo

Historicamente, embora ainda ndo possuia uma nomenclatura na época, o emaranhamento
foi um fendmeno inicialmente identificado por Einstein, Podolsky e Rosen (20). Posteriormente,
foi por Schrodinger (21) como um fendmeno peculiar da mecanica quantica. Mais tarde, John
Bell identificou (22) que o emaranhamento implica em divergéncias com a fisica cléssica,
demostraveis através de testes experimentais (23,24). Com o surgimento da teoria da informagao
quantica, o emaranhamento foi reconhecido como um recurso (25).

O emaranhamento € uma das caracteristicas mais distintivas da mecéanica quantica e implica
uma correlag@o entre g-bits ou subsistemas de um sistema quantico (23). Por defini¢do, dois
sistemas fisicos A e B (18), cada um com seu espaco de Hilbert H 4 e H g, respectivamente,
podem ser agrupados em um sistema total A + B, cujo espago de estados é o produto tensorial
Ha ® Hp. Se assumirmos que o sistema A é descrito por um estado quantico normalizado ¢ 4)
pertencente a H 4, e o sistema B por um estado quintico normalizado |x ) pertencente ao seu

espago de estados H g, o ket |®) que descreve o sistema total é o produto tensorial

@) = |pa) ® [xB) - (1.6)

A situagdo € diferente quando o vetor de estado do sistema global ja ndo € mais um simples
produto tensorial. Sejam |¢4), |Ca), ..., estados quanticos ortonormais pertencentes ao espago de
estados H 4 do primeiro sistema, e |x5), |{5), ..., estados quinticos ortonormais pertencentes ao
espaco de estados do segundo. Podemos entdo construir produtos diferentes da Eq. (1.6) para o
estado do sistema global, por exemplo:

|2) = [Ca) ® |€B) - (L.7)

Agora, também podemos, em vista do principio da superposicdo, formar qualquer combinacao

linear que ndo serd mais um produto simples:

(W) = alpa) ® [xn) + B1Ca) © €8) (1.8)

sob as condicdes |cv|2 + |B|2 = leaf # 0, eesse é um caso de um sistema de 2 g-bits
emaranhados. Por exemplo, um estado que descreve dois g-bits Ae B, |V 45) = \/%(HO) +[11)),
pode ser fatorado como um estado produto entre os subespacos H 4 € H g, tal que

Was) = 114) © =(105) + |15).

No entanto, se o estado estiver emaranhado, como no estado
1
V2

ndo ha maneira de separar as componentes individuais dos subespagos de A e B, portanto o

Wap) = —=(]10) +101)),

estado € dito insepardvel.
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Existem diferentes grandezas que nos permitem determinar se um estado estd emaranhado
ou ndo e em que intensidade (26). Neste trabalho, utilizamos o Emaranhamento de Formacao
EoF (27), que € uma medida bipartida capaz de mensurar o quanto dois subsistemas estdo
emaranhados, escrita em fun¢do da Concorréncia (que por si s6 ja é uma outra medida de
emaranhamento), EoF(C).

De maneira simplificada, o EoF 45 para um par de g-bits A e B € dado por

EoFap(C) = h (”— V;‘CQ> , (1.9)
em que
h(z) = —zlog, (z) — (1 — ) log, (1 — z), (1.10)

¢ a entropia bindria (28-30). Para realizar o célculo da concorréncia, primeiro define-se a matriz

densidade "spin-flipped", dada pela expressao
pas = (0} ® 0,))pap(oy ® o)), (1.11)

em que o, € uma das matrizes de Pauli (as quais definiremos no capitulo 2) e p’ 5 € o complexo
conjugado da matriz obtida pelo trago parcial do operador densidade do estado completo do
sistema p = |U) (V] isolando os subsistemas A e B, ou seja, pap = Tryesiop - Com isso,
calcula-se a matriz R, obtida por R = pappap € obtemos a concorréncia C' por

O:maX{)\l—)\g—/\g—/\4,0}, (112)

em que \; € a raiz quadrada dos autovalores ¢; de R em ordem decrescente e EoF45 € [0, 1].
Ou seja, dois estados maximamente emaranhados possuem EoF, 5 = 1. Os quatro estados
maximamente emaranhados com EoF 45 = 1 seriam os 4 elementos da base de Bell |®T), |®7),
|UT), e |[U~) com os indices A e B dentro dos kets

|<I>*>—7 0405) + [1415)).,
27) = 7<|0AOB> 1als)),
) = == (0415} + [1405).
\a >—\f 0415) — [1405)) -

Existem também estados que apresentam emaranhamento multipartido, ou seja, emaranha-
mento simultaneo entre mais de dois g-bits, como o estado GHZ (abreviatura para Greenber-

ger—Horne—Zeilinger) (31)

’GHZ> = — (|0AOBOC> + |1A1B10>)

S
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o estado W (32)
W) = — (1040516) + [04150¢) + |140506))
73 AUple AlpUc AUsUc) ),
e o estado Cluster (33)
1
|Cluster) = 5 <|0AOBOCOD> + |OAOBlc’1D> —+ |1AlBOCOD> — ’1A13101D>)-

Para esses estados, existem diferentes métodos para calcular o emaranhamento (34, 35). Os
indices A, B, C'e D representam cada, um subespaco de um g-bit, e a medida que analisamos um

sistema composto cada vez maior, ¢ comum omiti-los na notac@o para simplificar, por exemplo:

1
|Cluster) = §(|0000> +|0011) + [1100) — |1111)).

Nesta dissertacio, em termos de emaranhamento, nosso foco foi utilizar, simular e explorar

a medida bipartida de EoF para diferentes sistemas compostos por cadeias e grafos de spin.

1.3 GRAFOS

A teoria de grafos possui diversas aplicacdes, desde solucao de problemas matematicos
classicos, como encontrar o caminho de distancia total minimo entre dois vértices definidos
como P e () (36), descri¢des em redes sociais (37) e solugdes em problemas de redes rodovidrias
(38). Muitas informag¢des podem ser obtidas a partir de grafos, e neste trabalho apresentaremos
as defini¢des mais importantes associadas a aplicagdes aos nossos casos de TEQ em grafos de
spin. Apresentaremos também algumas outras aplicagdes de grafos em CQIQ, pois ha varias
formas de modelar diferentes sistemas quanticos utilizando grafos.

1.3.1 Defini¢des

Um grafo é descrito por G(V, FE) em que V' é o conjunto de vértices e F o conjunto de
arestas associadas ao grafo (G, que sdo pares (ordenados ou ndo) de vértices. A topologia de um
grafo € descrita pela matriz de adjacéncia A, a qual tem seus elementos construidos por

1, sei~3j
0, caso contrdrio,

onde ¢ ~ j significa que o vértice ¢ estd ligado ao vértice 5. Um grafo simples, como o da Fig. 1,

0 1
Ap, = (a“ a”) - ( ) . (1.14)
Q21 Q22 10

¢ descrito por
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Figura 1 — Grafo Caminho Ps.

1 2
O O
Fonte: O autor.
Um outro exemplo, para o grafo da Fig. 2, temos

011 0

10010

Ax=|1 0 0 1 1], (1.15)
1 1.0 0
00100

onde utilizamos cores nos termos a5 € a9y para vermelho e aq4 € a4y para verde de tal forma
que o leitor perceba facilmente como as ligacOes (arestas) entre vértices sdo denotadas na matriz

adjacéncia. E importante notar que a rotulagem ndo altera a topologia do grafo, ou seja, a forma

Figura 2 — Exemplo de um grafo com 5 vértices e 6 arestas.

4

Fonte: O autor.

como seus vértices estdo conectados. Para uma rotulagem diferente do grafo X como na Fig. 3,

a matriz de adjacéncia assume a forma

01000
1 0110
Ax =10 1 0 11, (1.16)
01 0 1
00110

que pode ser obtida por permutacdes na matriz (1.15).

Figura 3 — Grafo X com rotulagem alterada

Fonte: O autor.
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Uma outra matriz associada a um grafo é a matriz Laplaciana, definida por L(G) = D(G) —
A(G), onde D é a matriz dos graus. D nos informa com seus elementos da diagonal principal,
quantas arestas estdo conectadas ao vértice ¢. Desta forma, para o grafo da Fig. 2, temos

300 00 3 -1 -1 -1 O

02000 -1 2 0 -1 O
Dx=1003 00, Lx=|-1 0 3 -1 —1{. (1.17)

00030 -1 -1 -1 3 0

00001 0O 0 -1 0 1

Grafos com mesmas caracteristicas sdo classificados por familias (9). Um grafo caminho
por exemplo, é denotado por P, onde n € seu nimero de vértices. Em termos formais, um grafo
caminho € um grafo conectado e sem ciclos, para o qual cada vértice tem grau no maximo 2. Isso
significa que todos os vértices, exceto os dois vértices das extremidades, t€ém exatamente dois
vizinhos (um antecessor € um sucessor), enquanto os vértices das extremidades t€ém exatamente
um vizinho.

Outro tipo especifico de grafos que abordamos também sdo os grafos caminho ponderados,
que sdo representados da mesma maneira em termos dos vértices e arestas, com a diferenca de
que as arestas possuem valores numéricos, chamados de pesos ou custos. Esses pesos podem
representar, por exemplo, a distancia entre dois pontos (caso seja definida uma métrica) ou
a intensidade de interacdo entre um vértice e outro, seja o que ele estiver representando. Por
exemplo, para o grafo da Fig. 3, caso fossemos pondera-lo numa proporg¢ao tal que a aresta entre

os vértices 3 e 4 tivesse um favorecimento duas vezes maior as outras, teriamos

Ay = (1.18)

o O = O
—_ = O

0
0011

Estudamos também a familia dos grafos arvores, onde um grafo drvore € um tipo especial de

o
O R = O O

grafo que € conexo (hd uma aresta entre qualquer par de vértices) e aciclico (ndo possui ciclos).
Em outras palavras, € um grafo que ndo contém lagos fechados e tem exatamente n — 1 arestas,
onde n € o nimero de vértices. Com isso, por defini¢do todo grafo caminho é também um grafo
arvore, mas nem todo grafo arvore é também um grafo caminho. Na Fig. 4 sdao apresentados

quatro exemplos de grafos arvore.

1.3.2 Aplicacdes de grafos na mecanica quantica e em CQIQ

Exemplos de fendmenos quanticos modelados com a aplicagdo de grafos sdo:

* O fendmeno das ressonancias topoldgicas em espalhamento em grafos, conforme discutido

por Gnutzmann e Smilansky (39). Esse conceito aborda como propriedades topoldgicas
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Figura 4 — Exemplos de Grafos drvores.

2 2
1 3 4 3 5
O
5 4
O
3
1
2 4 5
2 4 5
1 6

Fonte: O autor.

dos grafos podem influenciar o comportamento de particulas quanticas em redes, revelando
ressonancias que nao estdo presentes em sistemas classicos. Essa andlise € crucial para

entender como a geometria e a topologia de um sistema afetam a dinamica quantica;

Grafos quanticos (40) representam uma generalizacdo dos grafos cldssicos, onde os vértices

simbolizam potenciais de energia e as arestas representam as interagdes entre particulas;

Estados grafo, que representam estados quanticos multipartidos, onde cada g-bit esta
associado a um vértice, e as interacdes entre os q-bits sdo modeladas pelas arestas do grafo
(41-43);

Grafos de spins (44—46), que estendem o formalismo para a descri¢io de cadeias de spins,
onde o Hamiltoniano € determinado pelas intera¢des entre os spins localizados nos vértices,

conforme abordaremos com mais detalhes nos Capitulos 2 e 3.

O caso que estudamos neste trabalho esta relacionado aos grafos de spins, definido no

capitulo a seguir.
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2 CADEIAS DE SPIN-1/2

O modelo tedrico escolhido e abordado para realiza¢io de estudos de informacdo quantica
em termos de g-bits no nosso trabalho, foram as cadeias e grafos de spin. Uma cadeia de spins é
um sistema de spins 1/2 permanentemente acoplados (47), assim como representadas na Fig.
5. O conceito para serem chamadas de cadeias vem do fato de que o sistema estd isolado o
suficiente para que a Unica energia de interacdo seja proveniente dos propios acoplamentos
de cada spin com seu vizinho mais proximo. Partes da estrutura de alguns materiais podem
ser consideradas como cadeias de spins, como exemplo, citamos a pesquisa em condutividade
térmica e calor especifico do 6xido de estroncio e cobre Sr,CuOj3 (48). Apesar da simplicidade
desses modelos, a sua fisica € bastante rica e possuem caracteristicas muito interessantes quando
diferentes configuracdes iniciais s@o evoluidas no tempo através da dindmica natural do sistema.
O formalismo das cadeias de spins pode ser aplicdvel a uma variedade de sistemas fisicos que
representam uma cadeia de g-bits permanentemente acoplados. Portanto, nosso foco € no aspecto

matematico desse sistema, com especial atengdo a sua estrutura e dindmica naturais.

Figura 5 — Representagdo esquematica de uma cadeia de spins 1/2.

NANXY

Fonte: O autor.

Sistemas de spin-1/2 sdo descritos pelas matrizes de Pauli

0 1 0 —i 1 0
o = P R . 2.1
10 i 0 0 —1

Os dois estados do spin-1/2 sdo, portanto, os autovetores do operador de Pauli o, atuando no sitio
¢ de uma cadeia de N sitios, com autovalores +1 e -1 respectivamente, representando os estados
de spin para cima | 1) e para baixo | ). Esses estados sdo mapeados na base computacional
como os estados de g-bits |0) e |1), respectivamente. Como as componentes do spin sdo bem
definidos usando as matrizes de Pauli, esses operadores sdo muito uteis para o tratamento geral

de sistemas de dois niveis.

2.1 GRAFOS DE SPINS

No contexto do estudo de transferéncias de estados quanticos e de geracdo de emaranhamento,
€ comum utilizarmos grafos para representar esquematicamente cadeias de spin, assim como
na Fig. 6 (49). Para cada vértice do grafo, associamos um vetor de estado num espago vetorial
complexo de dimensdo 2, ou seja, um g-bit (10). Portanto, cada vértice do nosso grafo representa
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Figura 6 — Representacdo esquemadtica de uma cadeia de 4 spins e logo abaixo um grafo caminho P, onde
associa-se |0); = 1,|1), = 2,|1); = 3 e|1), = 4 onde |a),, sdo os estados associados a cada
vértice, onde a pode ser O ou 1 e « varia de 1 a N. Usamos a cor vermelha para representar o
estado |0) e branco para o estado |1).

b
\ 4

1 2 3 1
® O O

O

Fonte: O autor.

um sistema de dois niveis, e as arestas representam o acoplamento e interacao que hd entre cada

sistema. O estado inicial no espaco de Hilbert para a situacao da Fig. 6, ¢ dado por

[W(0)) = 10); @ 1), @ [1)3 @ [1), = [0111)
<1> <O> <O> <O>
= e o, ||, ]
0 1 1 1

[W(0)) = (0000000100000000)7, 2.2)

O estado inicial |¥'(0)) é entdo

ou seja, um ket de 16 termos (matriz coluna) com 15 "zeros" e 1 "um". No Capitulo 3 explicamos
como essa associacdo ajuda a entender a transferéncia de estados quanticos em cadeias de spins

para o caso de uma tnica excitacao.

2.1.1 Estrutura e Acoplamentos

A energia de um sistema, assim como suas propriedades de interagdo, podem ser descritas
por um operador Hamiltoniano H. A equacao de Schrédinger nos traz

Low)
ih=g " = H V). (2.3)

A partir disso, temos que a dindmica do nosso sistema é descrita pelo seu propagador U (), o
qual € dado por
U (t) = exp[—iHth], (2.4)
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em que t é o tempo, ¢ a unidade imagindria e  a constante de Planck reduzida, i /27. Portanto, a
evolugdo do nosso estado total € descrita por

(W(t)) = U (t)[¥(0)), (2.5)

onde |¥(0)) é o estado inicial (t = 0).
A descricdo da energia de interacdo entre spins numa cadeia pode ser dada pelo modelo de

Ising (50), o qual diz que o Hamiltoniano de um sistema com /N spins €

1 N-1 N-1
H = 5 Zl Ji7i+1050'z~z+1 + Zl O_f, (26)

desde que consideremos apenas a interagdo de primeiros vizinhos e que J; ;11, 0 qual representa a
intensidade do acoplamento entre spins adjacentes, seja 0 mesmo para todos os pares de interacao.
O segundo termo da Eq. (2.6) pode ser ignorado se restringirmos nossa andlise a um valor fixo
de spins "up". Fazendo isso, temos o Hamiltoniano de Ising na versdo simplificada

N-1

Z Jii4105 0541, 2.7

=1

1

Hyy; = —

72 =5

onde ZZ denota forcas de acoplamento apenas na dire¢do Z. Se considerarmos a energia de

acoplamento entre vizinhos préximos nas direcdes = e y também, obtemos o Hamiltoniano
descrito pelo modelo de Heisenberg

N-1

Hxxz =3 Z [Jiiri(of ol +ololy) + J5i+1AUz‘Z‘7iz+1} ) (2.3)
i=1

| —

denotado por X X Z pelas intensidades dos acoplamentos em x e y serem equivalentes (a notagao
XY Z é também utilizada caso as intensidades de acoplamento nas trés dire¢Oes sejam diferentes).
O primeiro termo entre paréntesis na Eq. (2.8) também € conhecido como termo de flip-flop. O
parametro A foi introduzido para fornecer uma razao entre a de interacio do termo de Ising e do
termo de flip-flop, onde A = J#/J. Quando A = 1 a cadeia é dita isotrépica (modelo conhecido
como X X X) e quando A # 1 a cadeia ¢é dita anisotrdpica.

Alguns autores, utilizam também esses Hamiltonianos reescritos em termos da transformacao
de Jordan-Wigner (51), que mapeia as excitagcdes dos spins em férmions ndo interagentes,

utilizando os operadores de criagdo a, para férmions no sftio i:

1 n—1
_ z T _ sy
a, = 5 | | oz | (o —id?),
m=1

o que faz com que o Hamiltoniano possa ser reescrito como

N-1 N
Hyw = Z Jn (a,tanjq + alﬂan) + 2 Z BnaTnanH.
n=1 n=1
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O modelo utilizado em todas as simulagdes e resultados obtidos nesta dissertacio, consiste

na versao XY (47), onde A = 0 na Eq. (2.8)

1 N-1

Hxy = 5 Z Ji,i+1(<7f0f+1 + aﬁ’ag’ﬂ). 2.9)

=1
também denotada de X X caso as intensidades de acoplamento J sejam iguais para todos os
pares de spins (J; ;41 = J constante).

2.2 APLICACOES E IMPLEMENTACOES EXPERIMENTAIS

Recentemente, cadeias de spins tém ganhado destaque no campo do processamento de
informagdo quantica, principalmente como uma forma eficiente de transferir informacdes (52).
Uma cadeia de spins que garante a transferéncia fiel e eficiente de estados entre dois sitios pode
ser utilizada na constru¢do de barramentos quanticos para interconectar diversos componentes de
um computador, como registradores em processadores quanticos ou memorias. Isso possibilita a
comunicacao e a escalabilidade dos componentes de um computador quantico sem a necessi-
dade de converter o estado quantico em diferentes tipos de informacao em implementacdes de
computadores quanticos em estado sélido.

Alguns esquemas que permitem a transferéncia de informagao em cadeias de spins incluem
a engenharia das interacoes J; ;11 (53). Isso envolve ajustar os pardmetros de acoplamento entre
os spins para facilitar a transferéncia eficiente de informacao quantica ao longo da cadeia (54),
algo que entraremos em mais detalhes no Capitulo 3.

No contexto de grafos de spins, sistemas de cadeias de spins podem ser utilizados para a
criacdo e distribui¢do de emaranhamento bipartido (55, 56).

Algumas das plataformas experimentais mais interessantes que ja foram estudadas e sdao

promissoras para simulacdes de dindmicas de cadeias de spins incluem (57)

* Cadeias de spins em materiais magnéticos: experimentos com cadeias de spins em
materiais como compostos de 6xido de manganés tém demonstrado fendmenos quanticos
interessantes, como ressonancias magnéticas e transicoes de fase. Um exemplo € o estudo

apresentado por N. A. Spaldin et al. em (58);

* Quantum dots: as vezes referenciados como atomos artificiais, ¢ também chamados
de pontos quanticos, sdo pequenos dispositivos nos quais portadores de carga e outras
propriedades como o spin s3o confinados em todas as trés dimensodes (59). O uso deste tipo
de nanoestruturas semicondutoras foi proposto como uma plataforma para computacao
quantica também (60), e existem diferentes tipos dependendo de como a informacao €
codificada neles. Por exemplo, ha os pontos quanticos de elétrons, onde no trabalho (53)
explora-se como a combinacdo da dindmica coerente de elétrons Unicos e a interagcdo
controlada de troca de spins entre pares de elétrons em arranjos de pontos quanticos

poderia facilitar a construcao de um registrador quantico integrado em grande escala;
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* Cadeias de spins em sistemas de ions aprisionados: os ions aprisionados tém sido uma
plataforma popular para a implementacdo de cadeias de spins. Esses sistemas permitem
a manipulacdo precisa de g-bits e a criagdo de interacOes entre eles, simulando cadeias
de spins. Em (61) explora-se como implementar modelos de Hamiltonianos de cadeia de
spins com g-bits de fons aprisionados;

* Cadeias de spins em sistemas supercondutores: os circuitos supercondutores sio uma
outra plataforma experimental para a realizacdo de cadeias de spins, onde os g-bits sdo
representados por modos de excitagdo em um sistema supercondutor. Em (62) sdo discuti-
das diversas implementagOes de g-bits supercondutores que podem ser configurados em

estruturas de cadeias de spins.

Algumas das plataformas ndo se baseiam literalmente em sistemas de spins mas conseguem
adaptar um sistema com ¢-bits de modo que a interacao ainda respeite Hamiltonianos como o da
Eq. (2.9), que € o caso do artigo (63) em que um sistema fisico é elaborado experimentalmente
com até seis g-bits, ou como o caso de cadeias de spins obtidas por "dtomos frios" interagindo
fortemente (64).
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3 TRANSFERENCIA DE ESTADOS QUANTICOS

Neste capitulo, apresentamos métodos que podem ser empregados para a transferéncia do
estado quantico de um g-bit especifico/desejado de um local para outro numa rede unidimensional
com outros g-bits, que pode ser utilizada para comunica¢do em curtas distancias, como por
exemplo, entre processadores quanticos adjacentes (47). Estudamos casos onde a intensidade
de acoplamento J; ;; ; entre os g-bits € constante para todas as conexdes (52), e outros onde ela
varia para otimizar a transferéncia (49). Uma boa maneira de avaliar o transporte de informacao
numa rede sob este protocolo € por meio do cédlculo da fidelidade. Veremos quais as condicoes
para que essa transferéncia ocorra com fidelidade maxima, a que chamamos de transferéncia
perfeita de estado quantico (TPE). Apresentaremos como construir grafos associados as redes de
spins que permitem que haja TPE e destacaremos a diferenca entre a utilizagao do Hamiltoniano
associado ao espaco de Hilbert do sistema de spins e o caso restrito ao subespago de uma tnica

excitacdo. Apresentaremos também as condi¢des necessdrias e suficientes para que a TPE ocorra.

3.1 TRANSFERENCIA DE ESTADOS QUANTICOS EM CADEIAS DE SPIN

Um dos protocolos mais simples para obter TEQ em cadeia de spins (47), estd exemplificado
na Fig. 7, com uma cadeia linear. Inicialmente ndo sabemos como estdo configurados cada spin (a).
Alinham-se todos os spins para o estado |141;...15) (b), 0 que pode ser feito com a aplica¢do de
um campo magnético constante. A partir disso, injetamos uma excita¢ao no sistema (c). Apos isso,
ocorre a variacdo em cada um dos spins da cadeia e, para certo ¢, o estado na antipoda B torna-se
exatamente igual ao estado da excitacdo criado em A (d). A dindmica que leva a transferéncia da
excitacdo em A para B é conhecida como uma caminhada quantica de tempo continuo (CQTQ)
(65). A caminhada quantica € uma generalizacdo da caminhada aleatdria cldssica para sistemas
quanticos, onde particulas ndo podem ser precisamente localizadas devido a superposicao de
estados e ao principio da incerteza (66), conforme exemplificado esquematicamente na Fig. 8.
Em uma caminhada aleatéria unidimensional cldssica (67), a movimentacao de uma particula é
definida em termos de probabilidades de dar um passo de um determinado comprimento para
a esquerda ou para a direita. Ja para o caso das caminhadas quanticas, estas sdo descritas em
termos de amplitudes de probabilidade.
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Figura 7 — Representacdo da propagacdo da informacdo de um estado quantico de spin 1/2 numa cadeia
de spins unidimensional. Em (a) temos um estado arbitrario antes de interagir com o sistema;
em (b) temos o estado apds a aplicacdo de um campo magnético uniforme; em (c) temos o
estado gerado com uma unica excita¢do na antipoda A e de (c) para (d) temos a transferé€ncia
do estado dessa excitagdo para a outra antipoda, em B. O estado inicial |¥(0)) € considerado a

W XANKY
A 1 B

o LhLELE
A 1 B
I IR A A A
A 1 B

SRR RRR R

Fonte: O autor.

Figura 8 — Ilustragdo dos cinco primeiros passos de um caminhante (esfera em cor preta) cldssico e
quantico em uma rede. Observamos que para o caso cldssico a trajetéria seguida pelo cami-
nhante é bem definida. J4 no caso quantico, devido ao cardter ondulatdrio, o que temos é um
espalhamento do caminhante por toda a rede.

Classico Quantico

Fonte: Adaptado de (68).

Outros protocolos de inicializagdo sem interacdo com a cadeia para a criacdo do estado
inicial ja foram propostos e sdo vélidos para outras configuracdes de cadeias de spins (69). A
TEQ em cadeias de spins € descrita pela substituicdo do Hamiltoniano da Eq. (2.9) na Eq. Eq.
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(2.5), ou seja
|W(t)) = exp(—iH1) [V(0)), (3.1)

onde considera-se i = 1. A construcdo do estado inicial € feita assim como na Eq. (1.2) de modo
que o estado excitado sempre € representado como um "1" em ¢ = 1 e "0" para todos os outros
termos do ket. Por exemplo, para uma cadeia com quatro spins o estado inicial no contexto da
TEQ é

(W (0)) = |0,121314) = |O111), (3.2)

onde os indices inferiores representam da esquerda para a direita o sitio de cada spin, como
mostrado em (3.2). Daqui para frente ocultaremos esses indices para que a nota¢do do ket
associado ao sistema se torne mais compacta.

Como ndo se considera num primeiro momento que hé interacio do sistema com o ambiente,

a excitacdo se conserva, fazendo com que o valor esperado
(H) = (W(t)[H[¥(t))

se mantenha ao longo de toda a dinamica. O calculo da exponencial matricial da Eq. (3.1) se

torna cada vez mais trabalhoso a medida que aumentamos o nimero de spins, pois o0 espagco

de Hilbert do sistema total é da ordem de 2"V onde N é o niimero de spins. Por exemplo, para

um sistema com trés spins como o da Fig. 9, o Hamiltoniano da Eq. (2.9) com J; 5 = Jy3 = 1,
torna-se

Hgs, = 1/2((c]05 + 0¥0y) + (0505 + 050%)). (3.3)

Seja I a matriz identidade de ordem 2, cada termo do hamiltoniano (3.3) é construido da

seguinte forma:
1. Operador o{03:
o] =0"RIRI, o=I®c"I
070y = (0" RIRNIRc"®RI)=0"Rc"® 1.
2. Operador ¢}03:
ol =0"QRIRI, of=1IRs"®1
0lod = (0 RIRNIRc"®I)=0"®c’Q I.
3. Operador o3073:
05 =1®0c"®I, o05=101®c"
050 =I®Rc"RNIRIRc")=1R 7" @0".

Figura 9 — Grafo caminho de 3 vértices representando um cadeia de 3 spins com uma excitacio no vértice
1.

1 2 3

Fonte: O autor.
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4. Operador o3o}:
oy =I®d'"®I, of=11Ix®d%

oyo =(I®d"NIRI®d")=1®7"® 0’
Substituindo esses termos no Hamiltoniano 3.3, temos explicitamente
Hg, =1/2((6"®0" @14+ 0"®@0c"Q)+ (IR0 ®@c"+1®d%®d¥)),

e a sua representacao matricial € dada por

000O0O0O0OO 0O
00100000
01001000
00000100
Hg, = 34
100100000 GH
00010010
0000O0OT1QO0O0
000O0O0O0O0TO O
Consequentemente, o operador U (t) = exp(—iHg,t) torna-se a matriz a seguir
1 0 0 0 0 0 0
0 cqs(7)2 —- f}%(”) 0 — s.en(y)2 0 0 0
0 - S%”) cos(k) 0 —% | 0 0 0
Vs (1 0 0 0 cos(v)? 0 —: S%”) —sen(y)? 0
Hss 0 —sen(y)? —: “’“2(“) cos(y)” 0 0 0
0 0 0 =2 Sf;i(”) 0 cos(k)  —* sf;i(“) 0
i sen(kK 2
0 0 0 — sen(7)? 0 — ﬁ( L cos(y)? 0
0 0 0 0 0 0 0 1

onde y =t/ V2, k = /2t e fizemos h = 1 para facilitar os calculos e tornar ¢ adimensional.

Obter a forma final de U(¢) ndo € trivial, uma das maneiras de se resolver é expandindo a
exponencial em termos da sua decomposi¢ao espectral. Por exemplo, para o Hamiltoniano 3.3
temos sua expansdo espectral que pode ser escrita como:

8
Hg, = ZEiEi =eakbi+ely+ -+ ekby

=1
onde ¢; sdo os autovalores e I; sdo os projetores correspondentes aos autovetores da matriz de
adjacéncia, construidos por

aiq

A2
-
E; =ee; = . (ali Qg - a&')

ag;



32

onde e; sdo os autovetores de Hg,. Deste modo, a evolugdo temporal dessa matriz no tempo
pode ser escrita como:

exp(—iHg,t) = exp(—ieit) Ey + exp(—ieat) By + - - - + exp(—iest) Fs.

No final das contas o Hamiltoniano acaba sendo uma matriz esparsa, assim como na Fig. 10,
onde temos isso exemplificado para uma cadeia de dez spins.

Figura 10 — Duas representacdes diferentes de matrizes esparsas, em ambas as cores brancas representam
os termos nulos, no caso (a) temos um quadrado alaranjado para cada termo 1 presente no
Hamiltoniano e em (b) temos uma representacdo melhor de ser visualizada na qual as cores
mais intensas representam a drea da matriz possuindo mais termos ndao-nulos presentes e a
mais clara o inverso. Essa representacao corresponde ao Hamiltoniano H x x de uma cadeia
de 10 spins.
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Fonte: O autor.

Assim como citamos no inicio deste capitulo, uma medida na mecanica quantica que pode
ser utilizada para mensurar a capacidade de uma rede de spins em obter a TEQ € a fidelidade
F', uma medida da semelhanca entre dois estados quanticos. Em se tratando de estados puros, a
fidelidade F'(t) do estado |V ) em relagdo a um estado |V 4) é dada por

F=|(Up|Ut) [T, (3.5)

deste modo, tem-se na Fig. 7 a transferéncia de (c) para (d) e com isso compara-se o quanto
o estado final se parece com o inicial. Chamamos de TPE caso essa transferéncia ocorra com
' = 1. Por exemplo, para o caso de uma cadeia com trés spins acoplados onde o estado
inicial é |¥(0)) = |011), o estado desejado que representa uma excitagdo ao fim da cadeia é
U(trer) |¥(0)) = |110), onde trpg € o valor de tempo no qual esse estado é obtido. A expressdo
COS (t/\/i) !4. Para o caso de trés spins,

essa relagio se satisfaz quando ¢ = 7/+/2. Na Fig. 11 temos uma simulagio desse caso.

da fidelidade para essa cadeia obtida pela Eq. (3.5) é
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Figura 11 — Fidelidades para uma cadeia com trés spins, acoplamentos .J; o = J2 3 = 1 e estado inicial
|¥(0)) = |011). A curva azul representa a medida entre o estado evoluido e uma excitacdo

no terceiro e dltimo spin da cadeia. A curva tracejada representa a medida entre a evolugdo
do estado inicial em relagc@o a ele mesmo (isso se repetird como padrio para nossos graficos

de fidelidade). A TPE ocorre aqui para miltiplos inteiros de t = m/v/2.

1,0 — —
AN A
--- [ont[w@) P |
0,8f ! '
' — [(110[T(t)[?
2 0,6} ‘
@ 1
i :
S :
iz 0,41
0,2f
0’0 L N . N S S . /.
37/2 2x  S5n/2 3n Tn/2 4n 9x/2

t

Fonte: O autor.

A TPE € periddica, e apds 2trpg 0 estado do sistema volta a ser exatamente o inicial. Este
resultado estd de acordo com a simetria da cadeia de spins, pois o estado |V ({7pg)) do sistema é
perfeitamente espelhado ao inicial caso a TPE ocorra. Para intensidades de acoplamento iguais
para cada par de spins, a TPE ocorre em cadeias de dois e de trés spins.

Para quatro spins em diante, o comportamento observado € representado na Fig. 12, e em
13 temos um zoom na regido de ¢ entre 26 a 30. Perde-se a periodicidade na fidelidade pelo
fato da transferéncia ndo ocorrer perfeitamente para nenhum valor de tempo, € o sistema nunca

volta a ser exatamente como era o do estado inicial. Nesses casos, valores altos de fidelidade sao
interpretados na literatura como uma "transferéncia muito boa de estado" (70-72), ndo sendo
perfeita, mas apresentando um valor de fidelidade muito préximo de 1, algumas vezes até mesmo
entre 0,99 e 1. Sougato demonstrou que quanto maior o numero de spins na cadeia, menor ainda
€ o valor de fidelidade obtido para a transferéncia de uma excitacdo de uma antipoda a outra da
cadeia (52), o que estd mostrado na Fig. 14 para cadeias de até 80 spins.
Existem condi¢des necessarias e suficientes no espectro dos Hamiltonianos de cada cadeia
de spins que precisam ser satisfeitas para que a TPE seja obtida (73). Quando nos referimos a
esses sistemas, chamaremos o tempo necessario para transferir o estado da posicdo inicial para a
posi¢do de sua imagem especular, de tempo de espelhamento, 7, (que acaba sendo 0 mesmo que
trpr). A dindmica do sistema é, portanto, periddica a menos de uma fase 2¢ (uma fase global,
podendo ser desconsiderada) e periodo 2t ;.
Considere uma cadeia de spins com A e B em extremidades opostas, em que A representa o
estado inicial com uma excitac@o na sua antipoda e B o estado desejado na outra antipoda. Uma
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Figura 12 — Fidelidades para uma cadeia com quatro spins, acoplamentos J 2 = Jo 3 = J3 4 = 1 e estado
inicial |¥(0)) = |0111).
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Fonte: O autor.

Figura 13 — Zoom no grafico da Fig. 12 na regido entre os tempos 26 e 30 e fidelidade entre 0,95 a 1,00.
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Fonte: O autor.

condicdo necessdria, como descrito logo abaixo, € que as razdes das diferencas dos autovalores
do Hamiltoniano H devem ser racionais, desde que a cadeia seja simétrica em relacdo a sua
imagem especular.

Para um sistema com capacidade para uma TPE, inicializado no estado | A) (74), no instante

tas, temos o estado
e | A) = | B), (3.6)

mas, pela definicao de um sistema simétrico, A e B sdo completamente equivalentes e, portanto,

apos outro periodo de tempo ¢, temos o estado

6—z‘H2tM|A> _ e—thMei<l5|B> _ 6i2¢|A>. 3.7
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Figura 14 — Valores maximos de fidelidades obtidos para cadeias de spins de até 80 spins numa escala de
tempo entre 0 a 4000/.J onde J € a intensidade uniforme de acoplamento entre todos os spins.
As barras representam os valores de fidelidade de cada cadeia, a reta em F' = 2/3 representa
a maior fidelidade para a transmissao classica de um estado quantico. A curva representa o
valor médximo de emaranhamento nessas cadeias.
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Fonte: Adaptado de (52).

Assim, o sistema € periddico, com um fator de fase 2¢, e periodo 2¢,,. Concluimos entao que
uma cadeia de spins simétrica em relag@o a sua imagem especular deve ser periddica para permitir

a transferéncia perfeita de estado. Isto pode ser escrito de forma mais simples como
(]~ A)] = 1 (3.8)

para algum tempo 0 < t); < co. O estado geral de um sistema periddico com periodo 2¢,; pode

ser escrito como

W»(2tar)) Za e~ 2Bt |5y = ’2¢Zaj|j (3.9

para autovalores E; de H e autoestados correspondentes | j>. Assim, para todos os estados

estaciondrios |i), temos a condi¢do
2Bty — 2¢ = 2k;m (3.10)
em que k; sdo inteiros. Desprezando a fase ¢ entre esses termos, obtemos
(E; — E;)2ty = 2m(k; — k) (3.11)

e eliminando ¢, entre quaisquer dois autovalores distintos (E; # E), temos

Ei—E; ki—k
E/ —E,  k —Fk,

€Q (3.12)
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em que Q denota o conjunto dos nimeros racionais. Como os k; sdo inteiros, isso implica que a
razdo € racional. Portanto, um sistema simétrico em relagc@o a sua imagem especular que possua
TPE deve ser periddico, o que € equivalente ao requisito de que as razdes das diferencas dos
autovalores sejam racionais.

Algumas pesquisas ja apresentaram estratégias para alterar uma cadeia de spins e conseguir
obter transferéncias de estado de alta fidelidade. Exemplos incluem a aplicacdo de campos
magnéticos locais (75), o uso de diferentes configuracdes de cadeias, como a configuracdo dual
e multi-rail (76) que consiste na combinacdo de cadeias, ou a codificacdo de pacote de onda
(53). Outros autores ja exploraram também esse problema do ponto de vista de como deve ser
construido o estado inicial para se obter a TPE (77).

Uma das maneiras mais comuns de contornar o problema das fidelidades em cadeias com
mais de trés spins e obter a TPE € aplicar uma relacdo entre as intensidades de acoplamento
para que haja solu¢do com TPE entre os spins das antipodas das cadeias. Isso seria fazer uma

engenharia dos acoplamentos termo a termo (49), e essa relagdo é

Toirr = JoV/i(N =), (3.13)

onde Jj € uma escala de intensidade e J; ;1; € acoplamento entre vizinhos. Na Fig. 15 temos
um grifico exemplificando os valores de acoplamento seguindo a Eq. (3.13) para uma cadeia
de 20 spins. Deste modo, obtém-se um espectro no Hamiltoniano que respeita a condicao de
espelhamento apresentada na Eq. (3.12).

Para uma cadeia de quatro spins, seguindo a relagdo 3.13 com Jy = 1 temos J; 5 = V3,

Joz=2eJ 34 = /3, obtendo assim a TPE como mostrado na Fig. 16. Deste modo, qualquer

Figura 15 — Acoplamento ponderado J; ;; com Jy = 1 para uma cadeia de 20 spins, onde N € o nimero
de spins.
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Fonte: O autor.
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Figura 16 — TPE numa cadeia de 4 spins com Jio = V3, Jog = 2¢e 3y = v/3 e estado inicial
|¥(0)) = |0111). Aqui a TPE ocorre para t = /2.
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Fonte: O autor.

cadeia linear de spins pode obter a TPE. Na Fig. 17 temos também a fidelidade em termos de
cada g-bit ao longo da TEQ numa cadeia de oito spins modulada por essa relacdo. Aumentar ou
diminuir o valor da intensidade de acoplamento J ou .Jy faz com que a TPE ocorra numa escala
de tempo menor ou maior, respectivamente.

Ainda nesse contexto, ao reproduzir e testar resultados da literatura, encontramos um
comportamento interessante na cadeia de cinco spins. Uma configuracdo com uma excitacao
no g-bit central obteve a transferéncia do seu estado para uma sobreposi¢do e retornou ao
estado inicial. Alguns autores apenas citam esse fendmeno como TPE. Chamaremos isso de
renascimento perfeito (RP) pois ao analisarmos e medirmos a evolugdo desse estado em cada g-bit
separadamente, percebemos que a excitacao presente no g-bit 3 se distribui numa sobreposicao
na cadeia e volta a seu estado inicial com um periodo de tempo de tzp = 3,6276, onde
denominamos ¢zp como o tempo no qual o RP ocorre. Em outras palavras, a excitagdo inicial
nao chega a se concentrar num g-bit especifico a ndo ser o do estado inicial. A evolugdo desse
estado assim como as medidas de fidelidades para cada g-bit em fun¢do do tempo estdo mostradas
na Fig. 18. Na Secao 3.3 utilizamos novamente essa cadeia como exemplo para um caso de

multiplas excitagdes.

3.2 TRANSFERENCIA DE ESTADO QUANTICO EM GRAFOS DE SPIN

Ainda que o principal motivo de estudo das TEQ seja uma possivel implementacdo como

canal quantico de comunicagio e portanto, uma configuracao linear de spins seria 0 modelo
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Figura 17 — (a) Cadeia de 8 spins com acoplamentos modulados por J; ;11 = Jo+/i(IN — i) e (b)
gréifico de densidade com as fidelidades de cada g-bit em relagcdo ao estado inicial.
(a)
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. O O) O O O
A4 A A A4 A

(b)
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t
Fonte: O autor.

ideal, ha outras maneiras de conectar os spins de modo que ainda tenhamos vélida a descri¢do
pelo Hamiltoniano H xy. Aqui € onde a utilizacdo da teoria de grafos nos ajuda (44, 74), pois
a dinamica da transferéncia de estado pode ser determinada pela evolu¢do num subespaco S¢
(associado a um grafo () de dimensdo N expandido pelos estados de base |i),i = 1, ..., N,
correspondente a uma configuracdo de spins onde todos estdo no estado fundamental exceto por
um localizado no vértice 7 (49). Podemos reescrever por exemplo, as bases do grafo da Fig. 19

de modo simplificado como

0
2 =11)el3) =
0

1) = (3.14)

o O =
_ o O

onde |1), |2) e |3) representam, respectivamente, cada um uma excitagdo (spin up) localizada

nos vértices 1, 2 e 3. O operador associado a componente z total do spin da nossa rede

N
Shi= Y. S, (3.15)

eV (G)

comuta com o Hamiltoniano Hyy, isto é [Hxy, Sf,] = 0, o que leva a conservacdo da compo-

nente 2 total do spin. Uma consequéncia disso € que o estado definido na Eq. (2.2) evolui em uma
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Figura 18 — Cadeia de cinco spins com uma excitacao concentrada no vértice 3 (a) e (b) fidelidade
medida em cada um dos cinco spins da cadeia com relagao ao spin no vértice 3 do
grafo associado, ou seja, fidelidade de obter a excitagdo em cada um dos vértices. O
renascimento perfeito ocorre para tpp = 3, 6276.
()
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)
l1,0
0,8
0,6
S 04
Io,z
0
10 12 14
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Fonte: O autor.
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superposicdo de estados que no fim conserva apenas uma excitacdo. Portanto, o Hamiltoniano
Hxy de uma cadeia de spins 1/2 de N spins, quando restrito a esse subespago, pode ser represen-
tado por uma matriz de ordem N x N que, dependendo do valor da constante de acoplamento
J, é idéntica a matriz de adjacéncia A(G) do grafo G associado a2 mesma cadeia. Uma maneira
de enxergar isso (50), € a partir da representacdo matricial do Hamiltoniano de uma cadeia de
quatro spins, onde identificamos a matriz que representa o Hamiltoniano como sendo composta
por uma estrutura do tipo bloco-diagonal, em que cada bloco representa um subespaco de um

nimero especifico de excitagdes, sendo elas as quatro, trés, duas, uma e nenhuma.

Figura 19 — Grafo caminho P3

1 2 3
® O O

Fonte: O autor.
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|0000) |1000) [0100) [0010) [0001) |0011) |0101) [0110) [1001) |1010) |1100) [0111) [1011) [1101) [1110) |1111)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Na matriz acima podemos notar cinco blocos, os quais estao associados a cinco subespagos
com um numero fixo de excitacdes. Repare que para uma excitacdo, o bloco com termos

destacados em verde coincide com a matriz de adjacéncia de um grafo caminho F;,

Ap, =

o O = O
S = O =
—_ o = O
o - o o

Exemplificando para uma cadeia com trés g-bits configurada como na Fig. 19, o Hamiltoniano
H x x restrito ao subespaco Sp, de ordem 3 x 3 onde P5 € um grafo caminho com trés vértices,

toma a forma

H— e Ap — (3.16)

o G O
~ ©
o W o
oS = O
_ o =
o = O

Com isso, se considerarmos JJ = 1, o operador propagador pode ser reescrito como U (t) =

exp(—iAp,t), que assume a forma

cos?(y) - Sf“ﬁ(”) — sen?(y)
Ut) = —% cos(k) —% : (3.17)

—sen?(y) —H9 cos?(y)
onde v = t/v/2 e k = v/2t. Obtemos os mesmos termos que para o caso de exp(—iHg,t), mas
numa matriz de dimensao menor. Portanto, para o grafo da Fig. 19, a TEQ nesse subespacgo é
descrita por

(W(t)) = Ut) [W(0)) = exp(—iApt) : (3.18)

o O =

se usarmos a sua matriz de adjacéncia associada.
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Com o valor de tempo de t = 7/ V2, o estado da Eq. (3.18) se torna

0
W(r/vV2))=pn|0], (3.19)
|

onde 1 € C é uma fase global irrelevante para cdlculo de observaveis. Isso ocorre porque o grafo
caminho P permite a TPE entre os vértices i = 1 e © = 3. Isso simplifica consideravelmente o
calculo do operador de evolugdo temporal, pois a sua representacdo matricial € da mesma ordem
do Hamiltoniano utilizado.

Por exemplo, para uma cadeia com 10 spins, terfamos uma matriz da ordem de 2'°, ou seja,
1024 x 1024 termos. J4 no subespaco com a condi¢do de um estado inicial com apenas uma
Unica excita¢ao na cadeia, associando a um grafo caminho de 10 vértices, temos sua matriz de
adjacéncia da ordem de /N, ou seja, apenas 10 x 10 termos.

Considerando o fato de que precisamos fazer a exponencial dessas matrizes para obter U (t),
o cdlculo no subespaco ¢ muito mais facilitado de se obter computacionalmente, e consequente-
mente a medida de propriedades como a fidelidade torna-se mais rapida também.

Em se tratando de medidas de EoF, € necessario considerar o Hamiltoniano original das
cadeias de spins pois assim como definido na Eq. (1.12), dependemos do trago parcial que € uma
operacgdo realizada no operador densidade do estado na dimensao completa do sistema, de ordem
2V Pode ser que haja um atalho que permita o cilculo de EoF no subespaco de uma excitagio,

mas até o momento, ndo o0 encontramos.

3.2.1 Produtos Cartesianos

Uma das alternativas disponiveis para se obter a TPE em sistemas maiores, envolve o produto
cartesiano entre grafos (9,74), operacdo que quando realizada entre grafos que permitem a TPE,
gera um novo grafo que também a permite. Esse produto € obtido pelas seguintes operacoes:
Sejam A;(G4) e As(Gs), respectivamente, as matrizes de adjacéncia dos grafos G(V;, E1) e
Go(Va, Es), a matriz adjacéncia A(G; X G2) do grafo resultante do produto cartesiano entre os

dois grafos € obtida por

A(Gy x Gy) = A1 (Gh) ® Iy, + 1, @ As(Ga), (3.20)

em que [,,, € uma matriz identidade de mesma ordem que A,, I,, da mesma ordem que A;, ®
sendo o produto tensorial e X representando o produto cartesiano.

O produto cartesiano de grafos caminho P, realizados subsequentemente, resulta em grafos
hipercubos (),,, assim como exemplificados na Fig. 20. Percebe-se, que a medida que obtemos
grafos maiores a partir do produto cartesiano, a visualizacdo das conexdes torna-se cada vez mais
complicada, sendo essa a desvantagem do uso dessa familia de grafos. Podemos obter a TPE em

grafos de spin e com diversos vértices mas ao custo de diversas arestas também, o que torna a
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Figura 20 — (a) Grafo hipercubo (J2, obtido também por P> x P»; (b) grafo hipercubo ()3, obtido também
por P> X (Qs; (c) grafo hipercubo ()4, obtido também pelo produto P> x @3 e (d) grafo
hipercubo ()4, obtido também pelo produto P X (4.
1 2

2 4
o O

(@) (b)

Fonte: O autor.

implementacdo experimental desses grafos mais complicada de ser obtida. O comportamento da
fidelidade nessas cadeias estd exemplificado para o caso de um hipercubo com oito vértices na
Fig. 21. Percebe-se como inicialmente o estado se distribui numa sobreposicao entre os vértices
2,3 e 5, e apds i1sso numa sobreposicao entre os vértice 4, 6 e 7, até por fim chegar ao vértice 8
com transferéncia perfeita no tempo de 7/2 e voltar de mesmo modo ao vértice 1, quando ¢ = .

O renascimento perfeito no grafo caminho de cinco vértices nos motivou a testar configura-
¢coes semelhantes, como na Fig. 22 que temos a representagdo da transferéncia de estado para um
grafo da familia das 4rvores de nove vértices, que chamamos de 7y, onde encontramos também
um RP do estado concentrado no vértice 5, e com intensidades de acoplamentos iguais para cada

aresta.
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Figura 21 — (a) Grafo hipercubo ()3 e (b) grafico de densidade com as fidelidades de cada spin
localizado em cada vértice desse respectivo grafo. Podemos ver que a excitagao
distribui-se numa sobreposicao entre os vértices adjacentes ao 1, depois aos adjacen-
tes ao vértice 8 até concentrar-se nele, levando a TPE entre os vértices 1 e 8 para o
tempo de t = /2.

(a)

(b)

1,0
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0,6

Q-bit
Fidelidade

0,4

0,2

Fonte: O autor.

3.3 MULTIPLAS EXCITACOES

O interesse principal do estudo das TEQ € baseado na transferéncia de uma tinica excitagao
entre as antipodas de uma cadeia de spins. Porém, alguns autores ja enfatizaram a relevincia
de pesquisas em redes com multiplas excitagdes (78,79). Para exemplificar o comportamento
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Figura 22 — Dinamica do RP para um grafo arvore de nove vértices. A excitacdo concentrada no vértice 5
distribui-se em sobreposi¢do até os vértices 7 e 1 no tempo de t); = 7 e retorna ao vértice 5
com periodo de trp = 2.

(b)
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Fonte: O autor.

da fidelidade na presenca de multiplas excitacdes, mostramos na Fig. 23 para uma cadeia com
cinco spins o que ocorre com a fidelidade para seis configura¢des iniciais diferentes (]¥(0))),
cada uma medida em relagio ao seu prépio estado inicial, ou seja F' = [(¥(0)| U (t) |¥(0))[*. As
cores nos grafos associados foram escolhidas de modo que vermelho representa uma excitagao

|0) e branco um estado fundamental |1).
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Figura 23 — (a) Seis configurag¢des de estados iniciais com duas e trés excitagdes para uma cadeia
com cinco spins (outras configuracdes sao obtidas por simetria dessas mesmas e
portanto causariam o mesmo comportamento). Os vértices vermelhos representam
um estado |0) e as cores brancas representam um estado |1); (b) grafico de densidade
com as fidelidades de cada configuragdo inicial para a cadeia com cinco spins. Neste
caso, cada configuragdo estd com sua respectiva fidelidade para o renascimento do
estado inicial.
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Fonte: O autor.
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4 PROTOCOLO DE GERACAO DE EMARANHAMENTO

A criagdo e transmissdo de emaranhamento por longas distancias sdo essenciais para viabili-
zar tarefas de computacdo e informacao quantica em larga escala, como teletransporte quantico,
memorias e repetidores, além da distribui¢ao segura de chaves (3,55, 80). Nesse contexto, Es-
tarellas et. al. (55) introduziram configuragdes promissoras para geragao e armazenamento de
emaranhamento em cadeias de spins.

Motivados por esses trabalhos, realizamos célculos numéricos e analiticos com diferentes
cadeias e configuracdes de conexdes na busca de novos comportamentos. Assim como no estudo
da TPE, utilizamos grafos para representar as cadeias de spins e a evolugdo dos sistemas € dada
pela aplicacdo do operador de evolucao temporal no estado inicial. As medidas realizadas sdo
de emaranhamento entre duas particdes. Medidas de emaranhamento multipartidos podem ser
estudadas em trabalhos futuros.

Nesta se¢do, utilizamos sistemas com apenas uma excitagdo, onde representamos esque-
maticamente por vértices na cor vermelha. Para simplificar a notagdo, chamamos de EoF (i, j)
as medidas de emaranhamento entre cada spin i e j, e de EoF(K) para um conjunto de pares
especifico K que possuir o mesmo padrao de emaranhamento, e além disso, chamaremos de
EoF hax(i,]) 0 valor maximo atingido para cada caso. Chamaremos de ¢z o valor de tempo no
qual atinge-se o primeiro pico de emaranhamento para cada caso. Dado o fato de que o EoF é
uma medida de emaranhamento bipartido, estudamos para todos os possiveis pares de spins de

cada caso.

4.1 EMARANHAMENTO EM GRAFOS DE SPIN COM ACOPLAMENTO J =1

Partindo dos casos mais simples, estudamos o EoF entre spins para algumas configuragdes
de grafos com acoplamento uniforme, ou seja, mesma intensidade de acoplamento .J;; no
Hamiltoniano H yx x para cada spin. Partimos dos casos com trés spins pois, para a cadeia de dois
spins nao obtivemos o surgimento de EoF. Em adi¢do, estudamos o EoF para o grafo pertencente

a familia das arvores, o Ty que ja haviamos estudado no contexto do RP no capitulo anterior.

4.1.1 Grafos Caminho Py

Utilizando a Eq. (1.9), estudamos o EoF em cadeias de spin configuradas como grafos
caminho com até nove vértices. A seguir mostramos os resultados que obtivemos para os casos
Ps, Py e Ps, pois o perfil de EoF para os grafos Py, Py, Pr, Ps, Py e Py acabou sendo semelhante
e ndo houve periodicidade, o que leva-nos a acreditar que o perfil de EoF em cadeias de spins,
pode estar diretamente relacionado com a presenca ou nao de TPE ou RP. Ou seja, nos casos
estudados, a periodicidade na funcdo de EoF, obteve-se apenas nos casos que possuiam TPE ou
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RP.
Para uma cadeia com trés spins nds obtivemos o emaranhamento entre os vértices 1 € 3 com
uma intensidade maxima de EoF(1,3) = 0, 35 na configuracdo com um spin desemparelhado no

vértice 1 e picos de EoF(1,3) = 1 na configuragdao com uma excitacio no vértice 2, mostrados na
Fig. 24.

Figura 24 — Duas configuracdes iniciais diferentes (a) e (b) na cadeia de trés spins e seus respectivos
gréficos de fidelidade e EoF (c) entre os spins 1 e 3, a esquerda para o estado inicial com uma
excitacdo no vértice 1 e a direita para uma excitagdo no vértice 2.

(a) (b)

1 2 3 1 2 3
@ O O O @ O

(©

--- [(PO)U@E)P — EoF(1,3)

Fonte: O autor.

Com 4 spins em diante configurados como nos grafos Caminho, o emaranhamento surge sem
periodicidade, além de demorar mais tempo para atingir valores altos, o que estd exemplificado

nas Figuras, 25 e 26, comportamento semelhante a prépria fidelidade do estado.
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Figura 25 — (a) Cadeia de quatro spins com uma excitacio no primeiro spin e (b) perfil do EoF entre dois
pares de g-bits dessa cadeia ndo modulada com uma excitagdo no vértice 1. Os pares ndo
mostrados possuem EoF' = 0 para qualquer valor de tempo.
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Fonte: O autor.

Figura 26 — (a) Cadeia de quatro spins com uma excita¢do no segundo spin e (b) perfil do EoF entre dois
pares de g-bits dessa cadeia ndo modulada com uma excitagdo no vértice 1. Os pares ndo
mostrados possuem EoF = 0 para qualquer valor de tempo.

(a)

(b)

1,0~

S lO@F — BoF@3) | |} A [ WO — EoF(2,4)

Fonte: O autor.

Um caso mais interessante no qual se manifesta a periodicidade, ocorre para a cadeia de 5
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spins com uma excitacdo no vértice 3, cujo perfil de fidelidade para cada spin estd mostrado na
Fig. 18. O seu perfil de emaranhamento de formacgdo entre os possiveis pares, é tal que 4 pares

diferentes acabam se emaranhando, sdo eles:

O maior valor obtido nesta cadeia é EoF(1,5) = 0, 8428 justamente no instante de tempo

em que temos o estado em sobreposi¢ao entre os spins 1 e 5, conforme monstrado na Fig. 27.

Figura 27 — Perfil do Emaranhamento de Formacao entre 2 pares de g-bits numa cadeia de 5 spins (a) ndo
modulada com uma excitagdo no vértice 3. Os pares ndo mostrados possuem EoF = ( para
qualquer valor de tempo.
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Fonte: O autor.
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4.1.2  Grafo Arvore Ty

O comportamento da cadeia de 5 spins nos motivou a explorar o processo da transferéncia
de estado e emaranhamento de formacao para outras familias de grafos parecidas, como a das
arvores. Para um grafo arvore com 9 spins conectados como na Fig. 22, que visto como uma
versdo do grafo de 5 spins com 2 vértices e duas arestas a mais nas suas antipodas, encontramos
um renascimento perfeito para o estado inicial no vértice 5 que se distribui em sobreposi¢do e
retorna ao vértice central. O seu perfil de emaranhamento entre os 36 pares de spins possiveis, €
tal que apenas 18 apresentaram algum valor e desses ha 5 padrdes que se repetem, conforme
estdo mostrados no grifico da Fig. 28. O maior valor obtido foi de EoF'(1,7) = 0,84, que
denotamos como o padrdo H. Estados iniciais com uma excitacao concentrada em outros vértices

nio demonstraram renascimento perfeito de estado e/ou valores significativos de emaranhamento.
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Figura 28 — (a) Cadeia 4rvore de nove spins Ty;(b) fidelidade do estado inicial (renascimento perfeito) e
cinco padrdes de EoF para os 18 pares de g-bits emaranhados.

—(8,9),(3,8),(3,9),(2,9), (2,8), (2,3); EoF, 0, = 0, 2258
— (6,9), (6,8), (4,9), (4,8), (3,6), (3,4), (2,6), (2, 4); EoF, 0, 20,1101
— (5,7), (1,5); EoF, 00 = 0,2952
— (4,6); EoF a0 20,5773
- (1,7). EoF, 00 & 0, 8428

(b)

1,0 ™
OGN
— EoF(D)
— EoF(E)
— EoF(F)
— EoF(G)
— EoF(H)

Fonte: O autor.
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4.2 EoF EM GRAFOS DE SPIN DESACOPLADOS

O protocolo introduzido por Estarellas et. al. (55), consiste em preparar uma cadeia de spins
modulada com intensidades de acoplamento como na Fig. 29, onde temos a representacdo dessa
cadeia por um grafo caminho de 11 vértices com arestas mais espessas € outras mais finas. A
relacdo que se cria é de A/d = 0, 1, onde as arestas mais espessas representam o acoplamento

J = A e as mais finas J = 4.

Figura 29 — (a) Representagdo esquemdtica do protocolo com uma cadeia de 11 spins. O estado inicial (o)
consiste de todos os g-bits no estado |0) exceto os representados pelos vértices A e C. Em 3
temos o estado evoluido até o tempo de espelhamento ¢, no qual A e C estdo emaranhados e
remove-se o g-bit B, chegando ao estado representado em . Em (b) temos trés funcdes, a
fidelidade do estado inicial em relag¢@o ao estado futuro em vermelho, a fidelidade do estado a
partir do momento em que remove-se o g-bit B (¢5s) e o estado futuro na cor preta, e o valor
do EoF entre os g-bits A e C para toda a evolucao, obtido numericamente.
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B Y
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time A

Fonte: Adaptado de (55).

Essa relacao foi estudada e obtida em (45) onde os autores demonstraram que partindo de
um grafo maior com RP, constréi-se um grafo caminho com conexdes ponderadas que possui a
mesma dindmica. Além disso, segundo o trabalho (81), a relacdo entre acoplamentos A /6 = 0, 1
€ a indicada para obter os maiores valores de emaranhamento de formacao no menor tempo

possivel para essa configuragao especifica com 11 spins.
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Partindo de um estado inicial com todos os spins no estado |0), injetam-se dois estados
de sobreposi¢do |+) = 1/4/2(|0) + |1)) na posicdo dos vértices A e C, e aplica-se o operador
de evolugdo temporal U(t) = exp(—iHt) para o sistema evoluir naturalmente. Neste caso, o
Hamiltoniano utilizado € uma matriz de dimensdo 2048 com Jy » = Jy5 = J7s = Jio1 = 1,
e Joz=Jsu=Js6=Js7 = Jg9 = Jo10 = 0,1, construido assim como na Eq. (2.9). Na Fig.
30 n6s reproduzimos a fidelidade do RP e o EoF'(3,9) nesse grafo, para o caso em que nao
houvesse a desconexao do spin central localizado no vértice 6.

Figura 30 — (a) Cadeia de 11 spins configurada como um grafo caminho, as arestas mais grossas repre-
sentam o acoplamento J = A e as mais finas J = ¢, sendo A/§ = 0,1 e cada um dos
vértices em vermelho claro representam um estado |+); (b) dindmica do renascimento de
estado quantico inicial na cor preta e FoF'(3,9) para essa mesma cadeia.

(b)
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Fonte: O autor.

(=]

No tempo t4 = 22,49, que € o tempo no qual o maior valor de EoF(3,9) € obtido EoF(3,9)
= 0, 9634, desconecta-se (ou remove-se, de modo que ndo haja mais intensidade de acoplamento
entre este e os vizinhos proximos) o spin localizado no vértice central, B, e permitindo a cadeia
evoluir a partir disso. O novo sistema continua com os g-bits 3 € 9 emaranhados, com uma

intensidade de EoF que oscila aproximadamente entre 0,9 e 1.
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5 CONCLUSOES

Cadeias de spins possuem grande potencial de aplicabilidade no contexto das TEQs. A
evolucao temporal de configuracdes especificas é capaz de gerar dindmicas interessantes de
transferéncia e renascimento de estado quantico.

A aplicagdo da teoria de grafos como uma ferramenta no contexto das TEQs e representacio
de cadeias de spins se mostrou eficiente, facilitando o entendimento de dindmicas para sistemas
subdivididos em dois niveis. A utilizacdo das matrizes de adjacéncia facilitou consideravelmente
o célculo do operador de evolucio temporal em sistemas de spin com apenas uma excitacao.

Estudamos a TEQ e RP para as familias de grafos caminho Py, grafos caminho ponderados

> grafos hipercubos e o grafo arvore 7y. A familia dos P}, se mostrou a alternativa mais
eficiente para TEQ de uma antipoda a outra, ocorrendo sempre para o valor de tempo de ¢ = 7/2.

Os resultados de RP e de EoF no grafo caminho P e no grafo arvore 7y foram os que mais
chamaram atencdo. O caso do P; pois na literatura que revisamos ainda ndao haviamos visto a
abordagem dessa configuracio especifica em detalhes. O caso do 7§ por ser inesperado, ja que
em alguns trabalhos na literatura como em (82), argumenta-se que nao ha TPE para arvores de
mais de trés vértices, o que acreditivamos se manter para os casos de RP, ja que as dindmicas de
TPE e RP sdo parecidas.

5.1 PERSPECTIVAS FUTURAS

O EoF € uma medida eficiente para mensurar emaranhamento de maneira bipartida entre
spins das cadeias, porém, a medida que aumenta-se a dimensdo do sistema, nota-se que de
certo modo essa correlacdo se distribui e se apresenta a0 mesmo tempo entre diversos pares.
Portanto, releva-se a necessidade de estudar diferentes medidas de emaranhamento aplicadas
nesse contexto, que sejam capazes de medir emaranhamento multipartido entre partes do sistema.
Deste modo, uma motivagdo para a continuidade do nosso estudo € explorar o emaranhamento
nesses sistemas de outras formas, visto também que, da maneira como o EoF precisa ser escrito,
o célculo torna-se computacionalmente trabalhoso para sistemas com mais de 11 spins. Isto
porque a dimensio do Hamiltoniano completo do sistema é de 2%, e mesmo utilizando métodos
de diagonalizacdo e matrizes esparsas, 0 tempo necessario para obter os resultados torna-se
muito grande. Portanto, motiva também a busca por uma maneira mais eficiente para o cdlculo
de emaranhamento de formagdo nas cadeias de spin.

O protocolo de geracdo de emaranhamento estudado aparenta ser promissor para criagdo de
pares emaranhados desacoplados. Pretendemos aplicé-lo para grafos de spin diferentes do que
foi estudado por Estarellas et. al. em (55).

Outra linha a ser estudada € a robustez das cadeias spins em relacdo a erros, que podem ser
introduzidos como varidveis no prépio Hamiltoniano, e efeitos de perturbacoes.

Embora apenas um exemplo de grafo drvore tenha sido abordado em termos de TEQ e EoF

nesse trabalho, estamos analisando outros grafos dessa familia e também a transferéncia de



estados inicialmente emaranhados nos sistemas.
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