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tração F́ısica, da Universidade Estadual de

Ponta Grossa, como requisito necessário à

obtenção do grau de Doutor em Ciências.

Orientador: Prof. Dr. Antonio Marcos

Batista

Coorientador: Prof. Dr. José Danilo
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Resumo

Neste estudo investigamos o transporte caótico de part́ıculas em um plasma magnetizado

com duas ondas de deriva eletrostáticas. Considerando a dissipação, verificamos o sur-

gimento de atratores periódicos e mostramos que as propriedades das bacias dependem

da dissipação. O tempo de escape médio das condições iniciais, em uma fronteira esta-

belecida, obedece um decaimento do tipo lei de potência com o aumento da dissipação.

Encontramos também expoentes de Lyapunov a tempo finito positivos, consequentemente,

as trajetórias apresentam transiente caótico. Com o acréscimo de rúıdo no movimento de

deriva dissipativo, notamos um aumento nos picos relativos ao tempo de escape médio.

Estes valores máximos ocorrem para determinado valor cŕıtico da intensidade do rúıdo.

A otimização de uma caracteŕıstica do sistema é a situação em que ocorre a ressonância

estocástica (RE). Observa-se que o rúıdo altera a distribuição no tempo de escape. Este

trabalho é relevante no sentido de melhorar a compreensão do modelo de ondas de deriva

na presença de dissipação e rúıdo.

Palavras chave: Ondas de Deriva, Sistemas Dissipativos, Ressonância Estocástica e Tempo

de Escape.



Abstract

We investigated chaotic transport of particles in a magnetized plasma with two waves of

electrostatic drift. Considering the dissipation, we verify the appearance of periodic at-

tractors and show that the properties of the basin depend on the dissipation. The average

escape time of the initial conditions of an established frontier obeys a power law decay

type with increasing of the dissipation. We find positive finite time Lyapunov exponents in

dissipative drift motion, consequently the trajectories exhibit transient chaotic transport.

The increase in noise dissipative drift motion enhances escape peaks in the average time

for a given critical value of the noise intensity. The optimization of a system feature is the

situation that occurs stochastic resonance (SR). It is observed that the noise changes the

distribution in the escape time. This work is important to improve the understanding of

the drift wave model in the presence of dissipation and noise, a natural ingredient in the

environment of this kind of physical problem.

Keywords: Drift Waves, Plasma Physics, Stochastic Resonance, Escape Time.



Lista de Śımbolos
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de confinamento (a) U = 0,5, onde encontramos trajetórias fechadas e
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representam valores de rúıdo σ = 10−2, σ = 5×10−2, σ = 10−1 e σ = 2×10−2,

respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 62
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de dissipação. Observamos o fenômeno RE, onde o tempo de escape médio é
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1 Introdução

Fenômenos não lineares estão presentes em inúmeros contextos da matemática

e da f́ısica. Como exemplo de sistemas dinâmicos não lineares e determińısticos podemos

destacar o caótico, que possui como caracteŕıstica fundamental a sensibilidade às condições

iniciais. Em geral, sistemas caóticos não têm solução anaĺıtica, por isso exigem computa-

dores e métodos numéricos. A base da teoria do caos foi primeiramente estabelecida pelo

matemático e f́ısico francês Henri Poincaré. Em 1890 ele estudou o problema dos 3 corpos,

onde mostrou que não existe uma solução fechada para este sistema (1). Todavia, o estudo

das consequências do comportamento caótico não era viável naquela época, pois ainda não

existiam computadores para calcular as soluções das equações de movimento. Anos mais

tarde, em 1963, Edward Norton Lorenz publicou um artigo sobre fluxos determińısticos não

periódicos (2). Lorenz trabalhava com previsão numérica do tempo através da solução de

um conjunto de 12 equações diferenciais acopladas. Ele descobriu que em sistemas não line-

ares, condições iniciais muito próximas poderiam evoluir para dois estados completamente

diferentes no futuro. Desta maneira, em sistemas caóticos determińısticos o comporta-

mento futuro é determinado pelo conjunto de suas condições em seu estado presente, não

obstante, mesmo que tenham a essência determińıstica, são sistemas impreviśıveis a longo

prazo (3).

Em 1976, Robert May publicou o resultado de suas investigações na dinâmica do

crescimento populacional, em que observou um modelo que exibia uma conduta caótica ao

estudar propriedades do mapa loǵıstico (4). Contudo, o termo caos aparece pela primeira

vez no artigo denominado Period three implies chaos de James Yorke (5). Além deste

pesquisador, contribuiram na construção da teoria do caos Edward Ott e Celso Grebogi,

por intermédio de suas investigações mostraram que através de pequenas perturbações
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dependentes do tempo, de algum parâmetro do sistema, é posśıvel chegar a uma variedade

de atratores periódicos. Este método é conhecido como método OGY, devido aos seus

nomes Ott, Grebogi e Yorke (6). Desde então, a teoria do caos vem sendo amplamente

estudada e é aplicada em vários campos da ciência, tais como f́ısica, ciências ambientais,

engenharia, biologia, meteorologia, ecologia, sociologia e filosofia (7).

Entre os modelos estudados na dinâmica não linear, podemos igualmente destacar

os sistemas que consideram termos dissipativos e rúıdos, uma vez que refletem melhor a

realidade f́ısica e os fenômenos naturais (8). Em sistemas dissipativos é posśıvel encontrar

algumas caracteŕısticas interessantes, tais como determinação de eventos de crise, surgi-

mento de atratores, efeitos de transientes e a observação de variedades estáveis e instáveis

de pontos de sela (9). Efeitos de rúıdo também podem ser de interesse no estudo de sis-

tema dinâmicos. Um exemplo é o fenômeno conhecido como ressonância estocástica, onde

propriedades do sistema podem ser otimizadas para valores cŕıticos de rúıdo (10). Por este

motivo, efeitos de dissipação e rúıdo também estimulam muitas pesquisas dentro da dinâ-

mica não linear, por exemplo, em sistemas que envolvem estruturas fractais, espalhamento,

redes neuronais e outros sistemas biológicos (11–14).

Atrelada aos fenômenos não lineares podemos juntamente destacar a f́ısica básica

de plasma, que se preocupa em entender o comportamento de plasmas. O plasma apresenta

comportamento coletivo, pois neste estado os átomos estão dissociados em ı́ons positivos e

elétrons (15,16). A f́ısica de plasma envolve a dinâmica de muitos corpos em um sistema que

está fora do equiĺıbrio. De forma geral, podemos definir plasma como um gás quase neutro

formado por part́ıculas carregadas e neutras. Muitos fenômenos f́ısicos ocorrem em um

plasma o que é um campo vasto para inúmeras pesquisas nesta área (17,18). Na dinâmica

do plasma é posśıvel encontrar o surgimento de campos eletromagnéticos que influenciam

todas as part́ıculas em seu interior e as propriedades destes sistemas são marcadas por

interações entre part́ıculas que apresentam comportamento global (19).

Problemas energéticos também são motivo de muitas pesquisas na área de f́ısica

de plasmas. Uma forma de produção de energia é através da fusão termonuclear contro-

lada. A ideia fundamental é a construção de um reator que gere mais energia do que a

utilizada para o confinamento e aquecimento. Para isto, o plasma tem que ser confinado

com altos valores de temperatura e densidade, por um tempo consideravelmente extenso,
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antes que as part́ıculas escapem pela borda do reator. Diferentes modelos matemáticos são

utilizados com o objetivo de estudar as propriedades do confinamento (15,18). Alguns dos

problemas que afetam o confinamento do plasma dizem respeito à turbulência eletrostática

e ao transporte anômalo nas paredes do tokamak (20–22). As ondas de deriva, que são

responsáveis pelo transporte anômalo e são uma expressão da turbulência eletrostática no

limite do confinamento. Como consequência do movimento de deriva ~E ×~B acontece o res-

friamento do plasma, a perda de energia e o escape de part́ıculas pela fronteira do sistema

(23,24).

W. Horton elaborou a formulação Hamiltoniana do modelo de ondas de deriva

que, por ser quase integrável, permite estudar caracteŕısticas de transporte caótico de

part́ıculas em plasma confinado magneticamente (25). Desta forma, este trabalho tem

como objetivo investigar o efeito da variação de parâmetros, dissipação e rúıdo aditivo,

no modelo de ondas de deriva. Este estudo permite mostrar novas perspectivas sobre o

transporte de part́ıculas com respectiva otimização de propriedades do sistema (26–28).

Como consequência do confinamento do plasma temos o escape de part́ıculas pelas bordas.

Mostramos que caracteŕısticas do tempo de escape das part́ıculas dependem da dissipação

e do rúıdo.

A estrutura desta tese está dividida da seguinte forma: no Caṕıtulo 2 introduzimos

conceitos da dinâmica não linear, onde abordamos caracteŕısticas de sistemas Hamiltonia-

nos. Tratamos também sobre seções de Poincaré e ilhas KAM dispersas em mar caótico e

expoente de Lyapunov. Apresentamos o mecanismo da ressonância estocástica, fenômeno

que otimiza propriedades de um sistema dinâmico sob a ação de um rúıdo. No Caṕı-

tulo 3 introduzimos o modelo de duas ondas de deriva, onde mostramos caracteŕısticas

do modelo tais como as órbitas no espaço de fases. O Caṕıtulo 4 é resultado dos arti-

gos (26, 27). Primeiramente introduzimos um termo dissipativo ao modelo e encontramos

atratores periódicos. Também mostramos a bacia de atração para diversos valores de dis-

sipação. Estudamos o tempo de escape médio de part́ıculas e sua respectiva distribuição.

Para o modelo de duas ondas de deriva dissipativo mostramos que a relação entre o tempo

de escape médio de part́ıculas em uma grade possui um decaimento que obedece uma lei

de potência. No Caṕıtulo 5 mostramos os resultados do efeito de rúıdo (28). Mostramos

que o rúıdo modifica a duração do tempo de escape médio das part́ıculas limitadas em uma
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fronteira. Encontramos uma relação em forma de cúspide, o que significa que para valores

de dissipação e rúıdo, esta propriedade do sistema é otimizada, o que sugere o fenômeno

ressonância estocástica (RE). Demonstramos também que valores cŕıticos de rúıdo, onde

ocorre RE, estão relacionados com o número total de part́ıculas que escapam. Finalmente,

no Caṕıtulo 6 expomos as conclusões que chegamos com nossos estudos e apresentamos

algumas sugestões para trabalhos futuros.
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2 Conceitos Básicos

Neste caṕıtulo introduzimos alguns conceitos básicos referentes aos estudos de-

senvolvidos nesta tese. Primeiramente apresentamos um breve histórico sobre sistemas

dinâmicos, em seguida apontamos algumas caracteŕısticas que envolvem sistemas dinâmi-

cos não lineares. Com o objetivo de estudar um modelo Hamiltoniano sob o efeito de

dissipação e rúıdo, dissertamos também sobre sistemas Hamiltonianos, sistemas dissipati-

vos e o fenômeno de ressonância estocástica.

2.1 Sistemas Dinâmicos

A dinâmica é um ramo da mecânica clássica em que se estuda o movimento

dos corpos sob a influência de um sistema de forças. Os prinćıpios da dinâmica foram

introduzidos por Galileu Galilei (1564-1642), onde examinou de uma forma sistemática

o movimento uniformemente acelerado e o movimento pendular, além de sentenciar as

primeiras noções sobre inércia . Posteriormente, Isaac Newton (1642 - 1727), formulou

as leis do movimento e da gravitação universal e é considerado o fundador da mecânica

clássica. As leis de Newton foram expressas por derivada, que representa a taxa de variação

temporal de uma determinada grandeza f́ısica, a qual ele chamou de fluxion (29). Após o

conceito de derivada ter sido incorporado no mundo da ciência, seu desenvolvimento levou

às equações diferenciais, ferramenta matemática útil no estudo de fenômenos f́ısicos.

As equações diferenciais revelam como a variação de uma grandeza é capaz de

influenciar a variação de outras grandezas envolvidas no sistema e são representadas como

ẋ = f (t,x), onde o tempo t é uma variável independente (30). Deste modo, descrições

quantitativas de fenômenos que evoluem no tempo podem ser descritos através de equações
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diferenciais, isto é, relatam o comportamento futuro através do cálculo de equações de

trajetórias (31,32).

Em geral, existem dois principais tipos de equações diferenciais: equação diferen-

cial ordinária (EDO), que contém funções de uma variável e as derivadas desta variável, e

equação diferencial parcial (EDP), que possui funções com mais de uma variável e suas res-

pectivas derivadas parciais (33). As equações diferenciais também podem ser subdividadas

em lineares e não lineares. De modo geral, em sistemas dinâmicos lineares, representados

por equações diferenciais lineares, o movimento se apresenta previśıvel, regular e matema-

ticamente pode-se aplicar o prinćıpio de superposição. Assim, duas soluções podem ser

somadas para formarem uma terceira solução. Já sistemas dinâmicos não lineares, consti-

túıdos por equações diferenciais não lineares, não são simples de resolver analiticamente e,

geralmente, são estudadas por meio de métodos numéricos (34).

2.2 Dinâmica Não Linear

Sistemas não lineares apresentam uma dinâmica que melhor condiz com a natureza

e podem ser observados em inúmeros contextos da ciência, tais como em f́ısica, qúımica,

biologia, ecologia e economia (3). Estudos da dinâmica não linear tratam geralmente de

sistemas dinâmicos descritos por modelos matemáticos simples, todavia exibem compor-

tamento complexo (35). Os sistemas não lineares possuem como caracteŕıstica que seu

comportamento ao longo do tempo não pode ser previsto e o prinćıpio de superposição não

se aplica para encontrar outras soluções, assim apresentam comportamento não periódico,

irregular ou aleatório (34).

A dinâmica não linear estuda sistemas de equações de evolução onde, geralmente,

não irão existir soluções exatas para as equações não lineares e o estado futuro é dependente

do estado presente (36). É posśıvel observar comportamentos complexos ao estudar a evo-

lução temporal destes sistemas, como por exemplo: órbitas periódicas e quase periódicas,

ciclos limite, transiente e caos (3). Devido à não linearidade, estes modelos podem apre-

sentar caracteŕısticas comuns, como pontos de equiĺıbrio instáveis e estáveis, bifurcações,

comportamentos periódicos e caóticos (9, 37).
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Sistema caótico é um exemplo de sistema não linear. A teoria do caos se deve

a Henry Poincaré e a Edward Lorenz. Poincaré, no final do século XIX, ao estudar a

estabilidade do universo com o problema dos 3 corpos, constatou que não é posśıvel fazer

uma previsão a longo prazo sobre este sistema. Lorenz, em 1963, verificou que uma pe-

quena alteração nas condições iniciais podem ocasionar diferenças na evolução do sistema

(35). Desde então, a teoria do caos estuda o comportamento de sistemas dinâmicos e é

um campo da matemática com aplicações em diversas disciplinas além da f́ısica, como me-

teorologia, engenharia entre outras (14, 36). Em um sistema caótico é posśıvel encontrar

comportamento irregular, também denominado de aperiódico, e uma dependência senśıvel

das condições iniciais. Isto quer dizer que dois processos originados por condições iniciais

ligeiramente diferentes divergem exponencialmente com o tempo (9).

2.2.1 Atrator de Lorenz

O movimento convectivo de um fluido, como o ar atmosférico, é um exemplo

de sistema caótico. O modelo de convecção natural de Rayleigh-Bénard (38) consiste em

duas placas paralelas com temperaturas T1 < T2 que são separadas por um fluido, conforme

ilustra a Figura 2.1. Ao aquecer o fluido pela parte inferior, com temperatura T2, ocorre

movimentos convectivos. Desta forma, o fluido da parte inferior tende a subir enquanto o da

parte superior, pela ação da gravidade, tende a descer. Quando a diferença de temperatura

∆T ultrapassa um determinado valor cŕıtico o fluido começa a girar e o calor também é

transportado por convecção (38).

Figura 2.1: Esboço de duas placas paralelas com temperaturas T1 < T2 e um fluido no centro.

T1

T2
FONTE: Adaptado de (38).
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Edward Lorenz trabalhou como meteorologista e utilizava 12 equações diferenciais

acopladas que descreviam o ar se movimentando na atmosfera, uma versão simplificada do

modelo de Rayleigh-Bénard. A solução numérica destas equações considerava velocidade

do vento, temperatura, pressão entre outros parâmetros. Estas soluções eram estacioná-

rias e periódicas. Em 1959 Lorenz encontrou uma combinação de parâmetros capazes de

produzir uma solução aperiódica para este sistema. Certo dia, para ganhar tempo com

seus cálculos numéricos, decide recalcular a partir de valores impressos no seu computa-

dor. Introduziu os valores obtidos e percebeu que os resultados finais não coincidiam. Os

valores concordavam inicialmente, porém a diferença entre eles aumentava até o ponto

de divergirem completamente (29). Como seu computador trabalhava com 6 algarismos

significativos e ele alterou três algarismo, acabou introduzindo um erro que crescia expo-

nencialmente durante o cálculo numérico. Com isto, verificou uma caracteŕıstica caótica

que é a sensibilidade das condições iniciais. Deste modo, Lorenz confirma que o resultado

final diverge mesmo com pequenas diferenças iniciais.

Posteriormente, Lorenz obteve um sistema formado por 3 equações com apenas

3 variáveis que possúıa uma solução aperiódica. Assim, obteve o sistema de equações com

três equações diferenciais ordinárias

dx

dt
= −Prx+Pry

dy

dt
= rx− y− xz

dz

dt
= xy−bz, (2.1)

onde x é o fluxo convectivo, y é a diferença de temperatura, z é proporcional a distorção do

perfil vertical da temperatura em relação ao perfil linear, Pr = µL/κ é chamado de número

de Prandtl, que é a relação entre a viscosidade e a condutividade térmica, r é o número de

Rayleigh e b representa parâmetros do sistema. O sistema de equações (2.1) é não linear

devido aos produtos cruzados das variáveis x, y e z (38).

A Figura 2.2 mostra o atrator do sistema de Lorenz para os valores de Pr = 10, r =

28 e b = 8/3. O conjunto de pontos que formam esta curva tem uma estrutura matemática

complicada. É um atrator caótico e sua geometria é similar à asa de uma borboleta. Por

este motivo é chamado de atrator borboleta e representa o efeito borboleta, que é o efeito
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que pequenas alterações nas condições iniciais podem causar sobre o comportamento futuro

(3).

Figura 2.2: Atrator de Lorenz para os parâmetros Pr = 10, r = 28 e b = 8/3.

-20 -10 0 10 20
x

0

10

20

30

40

50
z

FONTE: O autor.

2.3 Sistemas Hamiltonianos

Sistemas Hamiltonianos são sistemas dinâmicos conservativos, ou seja, a energia

mantém-se constante conforme o tempo evolui. O formalismo Hamiltoniano que auxilia na

resolução e compreensão de inúmeros problemas matemáticos utilizados na f́ısica (39). Na

formulação Lagrangiana, baseada nas equações de movimento de Euler-Lagrange, temos

um sistema de equações diferenciais de segunda ordem composto por um conjunto de va-

riáveis que representam a posição e a velocidade de um sistema f́ısico(40). Já a formulação

Hamiltoniana utiliza um sistema de equações diferenciais de primeira ordem, onde as va-

riáveis determinam a posição e a velocidade (41). A transformação, de Lagrangiana para

Hamiltoniana, não modifica as caracteŕısticas f́ısicas do sistema, contudo a formulação de

Hamilton exibe algumas vantagens práticas como: unicidade das soluções no espaço de fa-

ses, transformações canônicas e a teoria de perturbação (42). Assim, um sistema dinâmico
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regido pelas equações de Hamilton (H) é dito sistema Hamiltoniano. Este combina equa-

ções diferenciais e prinćıpios variacionais que podem ser escritos na forma de um sistema

de equações (43).

Um sistema composto por N part́ıculas de coordenadas x1, x2 ... xN move-se sob

o efeito de forças mútuas governadas pela equação

mẍi = ~F i(x, ẋ, t), i = 1, ...,N, (2.2)

onde x = (x1, ...,xN) e ~F i é a força sobre a i-ésima part́ıcula. A representação do movimento

deste conjunto de equações é obtido pela solução de N funções do tempo t e das posições

e velocidades iniciais xi(0) e ẋi(0), respectivamente (44,45).

Consideramos que ~F i = ~F i(x) sejam forças conservativas derivadas de uma função

energia potencial V (x). Desta forma podemos escrever a equação (2.2) da seguinte forma

mẍi = Fi(x) =−∂V (x)

∂xi
. (2.3)

Substituimos os momentos lineares pi = miẋi na equação 2.3 e obtemos











ẋi =
pi

mi

,

ṗi = miẍi =−∂V (x)

∂xi

,
(2.4)

que para i = 1, ...,N simboliza um conjunto de 2N equações de primeira ordem no tempo,

em vez de N equações de segunda ordem (equação 2.3). Assim, a função energia H em

termo de x e p será

H(x, p) =
N
∑

i=1

p2
i

2mi
+V (x), (2.5)

e é denominada Hamiltoniana (46).

A função H é dependente do tempo t e as variáveis x e p são as coordenadas

canônicas. O conjunto de pontos em x e p que formam o espaço de fases revelam o estado

do sistema (47). No plano, H(x, p) é definido como um sistema de equações diferenciais
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









ẋi =
dx

dt
=

∂H

∂ pi
,

ṗi =
d p

dt
=−∂H

∂xi
,

(2.6)

onde H(x, p) é uma função cont́ınua e diferenciável (48,49).

Uma forma elementar de interpretar as equações de Hamilton é através do prin-

ćıpio de conservação de energia. Para isto, utilizamos as equações para uma part́ıcula

de massa m em um sistema unidimensional (50). A energia do sistema é retratada pela

Hamiltoniana H, definida como

H(x, p) = K(x, p)+V (x, p), (2.7)

onde K é a energia cinética e V é a energia potencial. A energia total H(x, p) é uma

constante do movimento de acordo com o prinćıpio da conservação de energia (39). Do

sistema (2.6) a derivada total ao longo da trajetória é

dH

dt
=

∂H

∂x

dx

dt
+

∂H

∂ p

d p

dt
= 0, (2.8)

onde H(x, p) é constante ao longo de curvas que saão soluções de (2.6) e suas trajetórias

ficam em contornos definidos por H(x, p) =C, em que C é uma constante.

2.3.1 Pêndulo não linear

Como exemplo de um sistema Hamiltoniano consideremos um sistema mecânico

simples, o pêndulo não linear. Um esquema para este modelo está representado na Figura

2.3(a). A equação diferencial que modela o movimento de um pêndulo no plano pode ser

encontrada usando a lei do movimento de Newton

d2θ

dt2
+

g

l
senθ = 0, (2.9)

onde θ é o deslocamento angular a partir da vertical, l é o comprimento do braço do pên-

dulo, que oscila em um plano, e g é o módulo da aceleração da gravidade. Desconsideramos

os efeitos de forças resistivas, isto é, uma vez que o pêndulo é colocado em movimento vai

oscilar periodicamente para sempre, respeitando a conservação da energia (14,51).
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Seja θ̇ = φ . Escrevemos o sistema (2.3) em uma forma planar

θ̇ = φ , φ̇ =−g

l
senθ . (2.10)

A Figura 2.3(b) mostra as trajetórias no espaço de fases para este sistema Ha-

miltoniano quando −4π ≤ θ ≤ 4π. O eixo horizontal representa o ângulo θ enquanto o

eixo vertical a velocidade angular θ̇ . As curvas que começam desde um ponto de sela e

terminam em outro fazem parte de uma órbita heterocĺınica, que é uma curva no espaço de

fase formada por vários segmentos. Como elas delimitam a região onde existe movimento

oscilatório também são denominadas de separatrizes.

Figura 2.3: Esboço de um pêndulo não linear. (b) Retrato de fase do sistema (2.10) quando
−4π ≤ θ ≤ 4π.

θ

θ.

FONTE: O autor.

2.3.2 Seções de Poincaré

Em sistemas com mais de dois graus de liberdade não é simples visualizar as tra-

jetórias no espaço de fases (52). Poincaré apresentou um método conhecido como seções de

Poincaré, que é uma forma de representar o espaço de fases observando seções transversais

de trajetórias, reduzindo a dimensão do sistema em um grau (38). Esta técnica considera
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uma superf́ıcie Ω transversal ao fluxo de trajetórias apresentadas em um espaço de fases.

Desta forma, um sistema de N dimensões passa a ser representado por um espaço de N−1

dimensões (46).

Consideramos um sistema Hamiltoniano H(x, p, t) dependente do tempo de di-

mensão N. A dinâmica deste sistema é retratada no espaço de fases com 2N dimenões,

pois existem N momentos e N posições. Se aplicarmos uma seção de Poincaré a dimen-

são do sistema é reduzida para 2N −1. Chamamos de Pk uma trajetória inicial que cruza

uma superf́ıcie de Poincaré Ω. A evolução desta trajetória, que atravessa inúmeras vezes

a superf́ıcie Ω, é descrita por Pk+1. Assim, o mapa de Poincaré é

Pk+1 = T Pk. (2.11)

Se a dinâmica dada pelo conjunto de pontos Pk+1 é quase periódica, terá representação na

seção de Poincaré por uma curva ou toro invariante. Já a dinâmica caótica será definida por

pontos densamente distribúıdos (52). A Figura 2.4 mostra a interseção de trajetórias com

uma seção de Poincaré Ω. Desta maneira, uma trajetória periódica do sistema corresponde

a um conjunto de pontos periódicos em Pk+1.

Figura 2.4: Interseção de trajetórias com uma seção de Poincaré Ω.

Ω

P
k

Pk+1

FONTE: Adaptado de (52).
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2.3.3 Toros KAM

Uma consequência de sistemas dinâmicos é o teorema Kolmogorov–Arnold–Moser

(KAM), que trata da persistência de movimentos quase periódicos mediante pequenas

perturbações. Os sistemas Hamiltonianos com apenas um grau de liberdade são sempre

integráveis e apresentam uma dinâmica regular, isto é, são formados por órbitas periódicas

e quase periódicas. As órbitas chamadas de quase periódicas possuem um número finito

(dois ou mais) de inumeráveis frequências. Em cada uma destas curvas todos os pontos

se movem com a mesma velocidade de rotação, o chamado número de rotação (38). Estas

regiões são conhecidas como ilhas KAM e ocorrem em um toro invariante, chamado toros

KAM, determinados pelas constantes do movimento (52). Assim, diferentes condições

iniciais caracterizam diferentes superf́ıcies invariantes em sistemas integráveis perturbados

e o movimento em toros pode ser generalizado como um toro no espaço de fases (38,53).

Quando o sistema possui mais de um grau de liberdade, pode apresentar uma

dinâmica regular e caótica. Conforme a perturbação é aumentada, os toros são deformados

ou destrúıdos e substitúıdos por regiões caóticas (9). Os toros sobreviventes são os que

possuem um quociente de frequências irracional. As ilhas KAM ficam submersas em um

mar caótico, que é formado por órbitas irregulares. Assim, quando uma pequena perturba-

ção não linear afeta um sistema Hamiltoniano integrável, gera-se uma órbita denominada

quase periódica e tais movimentos estarão presente na dinâmica, mesmo sob a ação de uma

pequena perturbação (38).

2.4 Expoentes de Lyapunov

Quando existe uma extrema sensibilidade às condições iniciais existe fortes ind́ıcios

de uma dinâmica caótica no sistema. Duas condições iniciais muito próximas se afastam

com o passar do tempo até perder uma correlação entre elas. Esse afastamento acontece a

uma taxa exponencial, denominada expoente de Lyapunov. O termo número de Lyapunov

é empregado para quantificar a taxa de separação de pontos x próximos de x1. O expoente

de Lyapunov será o logaŕıtmo natural do número de Lyapunov (38).

Uma ferramenta utilizada para analisar o movimento caótico é através de expo-
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entes de Lyapunov a tempo finito (54,55). O i-ésimo expoente de Lyapunov é definido em

termos da taxa de crescimento do i-ésimo eixo principal da elipsóide pi(t) monitorada de

uma esfera de condições iniciais infinitesimal

λi = lim
t→∞

1

t
log

pi(t)

pi(0)
. (2.12)

O sistema é caótico quando se tem um ou mais expoentes de Lyapunov positivos.

Obtemos os expoentes de Lyapunov de acordo com o algoritmo proposto por Wolf (56).

Para analisar o transiente caótico, calculamos o expoente de Lyapunov para intervalos de

tempo finitos (57). O i-ésimo expoente de Lyapunov associado como os pontos (x(0),y(0))

em um tempo T é dado por

λi(x(0),y(0),T ) =
1

T
ln
(

||M T (x(0),y(0))UT ||
)

, (2.13)

onde M T (x(0),y(0)) é a matriz Jacobiana do intervalo de tempo T calculada nos pontos

(x(0),y(0)), e UT é o autovetor associado à matriz Jacobiana. Os expoentes de Lyapunov

a tempo finito dependem das condições iniciais (x(0),y(0)), enquanto seus homólogos a

tempo infinito

λi = lim
T→∞

λi(x(0),y(0),T ), (2.14)

apresentam o mesmo valor para quase todos os pontos (x(0),y(0)) (58).

2.5 Sistemas dissipativos

Os efeitos que um termo dissipativo causam em sistemas Hamiltonianos motivam

inúmeras pesquisas e são encontrados em diversos contextos da f́ısica e da engenharia, por

exemplo, estudos sobre a dispersão caótica e advecção de part́ıculas em fluxos hidrodinâ-

micos (59–63). Uma fraca dissipação pode ter consequências relevantes sobre estruturas

fractais no espaço de fase, igualmente podem ocasionar uma variação da dimensão fractal

e na estrutura de bacias (64–67).

Em sistemas dissipativos, depois de um longo intervalo de tempo, existe a tendên-

cia de se simplificar a estrutura topológica da trajetória no espaço de fases. Isto significa

que um sistema dinâmico complexo n-dimensional pode ter como solução final um compor-
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tamento em um sub espaço com poucas dimensões (14). Deste modo, é t́ıpico de sistemas

dissipativos os denominados atratores que possuem um comportamento assintótico para

uma região do espaço de fases para onde as trajetórias convergem. Um atrator é um con-

junto de valores no espaço de fases onde o sistema dinâmico eventualmente se estabiliza

(38).

A presença de múltiplos atratores coexistentes, também denominado multista-

bilidade, é igualmente esperado em sistemas Hamiltonianos quando se acrescenta uma

dissipação. Neste caso, análises numéricas podem demonstrar que existe um grande nú-

mero de atratores periódicos coexistindo (68). Por exemplo, o centro de pontos fixos em

sistemas conservativos (neutramente estáveis) tornam-se, com uma pequena quantidade de

dissipação, focos estáveis. Se tais pontos pertencem a uma cadeia de m ilhas peŕıodicas,

estes podem tornarem-se focos de peŕıodo m (53). Como regra geral, o número de atratores

tende ao infinito quando a dissipação tende a zero (69). Para pequenos valores de dissipa-

ção, espera-se um número finito de atratores coexistindo. Isso ocorre porque muitas órbitas

periódicas (particularmente aqueles com elevados peŕıodos) perdem a sua estabilidade de

forma muito rápida quando a amplitude da dissipação aumenta (70).

Deste modo, em sistemas dissipativos a dinâmica é dominada pelo surgimento

de atratores de diferentes peŕıodos (8, 53). Órbitas periódicas do Mapa de Poincaré se

tornam atratores e as ilhas KAM desaparecem. No espaço de fases ocorre o aparecimento

de bacias de atração (13). Estas bacias proporcionam o conjunto de condições iniciais que

evoluem para determinados atratores após um transiente (71, 72). Os atratores podem

ter uma ou várias dimensões dependendo do número de variáveis que atuam no sistema.

Podem ser representados por um ponto fixo, ou um conjunto de pontos que são visitados

constantemente, ou uma órbita complexa, ou mesmo um número infinito de pontos (38). Os

atratores ditos estruturais são formados por órbitas periódicas estáveis e atratores caóticos,

já os atratores pontuais são os pontos fixos estáveis (9, 38).

A bacia de atração é determinada por um conjunto de pontos que tendem de

forma assintótica para um atrator. Este comportamento caracteriza regiões no espaço de

fase, denominados atratores, para onde as trajetórias convergem (8,73,74). É interessante

notar que a dissipação pode estar associada a efeitos de colisões de part́ıculas em espaços

confinados, como plasmas por exemplo (75) ou até mesmo a perda de energia através da
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emissão de radiação.

2.6 Ressonância estocástica (RE)

Efeitos de rúıdo também desempenham um papel relevante em inúmeros contextos

da ciência (76). A perturbação por um rúıdo em sistemas dinâmicos não lineares pode gerar

uma série de peculiaridades inusitadas. Um dos fenômenos induzidos pelo rúıdo é conhecido

como ressonância estocástica (RE). Este fenômeno é capaz de produzir uma otimização na

resposta de um sistema (10, 77). Uma caracteŕıstica comum da RE é a alta sensibilidade

à variação do rúıdo, ou seja, existe um pico em torno de um valor cŕıtico da amplitude do

rúıdo (78).

RE tem sido estudada e observada em uma série de manifestações, levando a im-

portantes resultados experimentais e teóricos (79). Por meio de experimentos foi demons-

trada a existência de RE em redes neuronais no cérebro de mamı́feros (80). O fenômeno

RE também tem sido estudado em uma grande variedade de sistemas, tais como mudança

climática (81), células biológicas (82), e mais recentemente em problemas de potenciais

periódicos (83) e osciladores anarmônicas com atratores (84).

O mecanismo da RE é representado nas Figuras 2.5 e 2.6, onde consideramos

uma part́ıcula pesada de massa m que se move em um poço de duplo potencial V (x)

com atrito viscoso γ (85). Na Figura 2.5 temos o esboço do poço de duplo potencial

V (x) = (1
4
)bx4 − (1

2
)ax2, com mı́nimos posicionados em ±xm = (a/b)

1
2 . Estes são separados

por uma barreira de potencial com altura dada por ∆V = a2/(4b). A parte superior da

barreira encontra-se em xb = 0. Com a presença de uma perturbação periódica, o poço de

potencial duplo V (x, t) =V (x)−A0xcos(Ωt) é inclinado para trás e para frente, elevando e

baixando sucessivamente as barreiras de potenciais do poço para a direita e para a esquerda,

respectivamente, de forma assimétrica.

A part́ıcula está sujeita à forças flutuacionais que podem ser induzidas por um

acoplamento térmico, por exemplo (87). Assim, ocorre transições entre a vizinhança do
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Figura 2.5: Ressonância estocástica em um potencial duplo simétrico.

V(x)

x

x

xb

m

V∆

m−x

FONTE: Adaptado de (85).

poço de potencial com uma razão chamada de taxa de Kramers (86)

rK(D) =
ω0ωb

2πΓ
e(−

∆V
D ), (2.15)

com ω2
0 é a frequência angular quadrática no mı́nimo do potencial, ω2

b é a frequência angular

quadrática no topo da barreira, ∆V é a altura da barreira separando os dois mı́nimos e D

é a amplitude do rúıdo em relação à temperatura (85).

Se injetarmos uma pequena força periódica na part́ıcula, o poço V (x) penderá

assimetricamente para cima e para baixo. Consequentemente ocorrerá a elevação e a di-

minuição da barreira de potencial, como mostra a Figura 2.6. Embora o forçamento pe-

riódico seja fraco demais para deixar a part́ıcula rolar periodicamente a partir de um poço

de potencial para o outro, este salto induzido por um rúıdo entre os poços pode se tornar

sincronizado com um forçamento periódico fraco (85).

Como a amplitude desta perturbação é pequena em relação à barreira de potencial,

a part́ıcula poderá transpor entre um mı́nimo e outro estimulada pelo rúıdo. A frequência

entre os saltos pode ser sincronizada com a frequência do sinal periódico, e só ocorre quando
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a média temporal do tempo de salto entre os mı́nimos for igual a metade do peŕıodo do

sinal periódico. Quando a média temporal do tempo de salto entre mı́minos TK(D) = 1/rK

se igualar à metade do peŕıodo do sinal periódico TΩ/2, verifica-se uma sincronização da

frequência entre os saltos (88, 89). A condição de ressonância é marcada pela escala de

tempo 2TK(D) = TΩ, onde TK é o peŕıodo e Ω é a frequência do sinal periódico (85).

Figura 2.6: Mecanismo da ressonância estocástica

FONTE: Adaptado de (85).
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3 Modelo de Ondas de Deriva

Neste caṕıtulo abordamos as caracteŕısticas do confinamento do plasma e também

apresentamos a descrição Hamiltoniana do modelo de duas ondas de deriva, que descreve

o transporte de part́ıculas e energia pela borda do plasma.

3.1 Confinamento do plasma

Três caracteŕısticas definem o plasma. Em relação ao comportamento coletivo,

as part́ıculas carregadas devem estar suficientemente próximas para que assim possam

influenciar as demais part́ıculas carregadas da vizinhança. A esfera de Debye, com o

raio definido como comprimento de Debye, estima esta distância de interação entre as

part́ıculas carregadas. Outra caracteŕıstica do plasma diz respeito ao comprimento de

Debye, que deve ser pequeno quando comparado ao tamanho f́ısico do plasma. Assim, o

plasma é praticamente neutro. Como terceira caracteŕıstica temos que a frequência dos

elétrons do plasma é alta se comparada com as frequências de colisões entre os elétrons e as

part́ıculas neutras (15). No plasma, o transporte de part́ıculas através do campo magnético

é controlado por ondas de deriva. Estas são flutuações de baixa frequência associadas com

o transporte de energia e part́ıculas confinadas magneticamente (25).

Existem muitas ferramentas teóricas e computacionais, bem como experimentos

em laboratório, que objetivam investigar a energia de fusão termonuclear controlada (24).

Para se obter estas reações, é necessário confinar o plasma a altas temperaturas e densidade

em um campo magnético por um tempo relativamente longo (16). Muitos pesquisadores

se interessam em estudar fenômenos que afetam o confinamento, tais como turbulência
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eletrostática na borda do plasma e transporte anômalo nas paredes do tokamak 1 (20–23,

25).

A Figura 3.1 mostra o esquema de um tokamak. A corrente no primário de um

transformador ôhmico, a qual o plasma representa o secundário produz a variação do fluxo

magnético. Essa, gera o campo elétrico na direção toroidal que cria a corrente de plasma.

As espiras paralelas, localizadas na parte superior e inferior da câmara toroidal, geram os

campos magnéticos verticais que são utilizados para controlar a posição e o formato da

coluna de plasma.

Figura 3.1: Esquema dos principais componentes do tokamak.

FONTE: Adaptado de Oyarzabal, 2015 (26).

O transporte anômalo ocorre com o surgimento de ondas de deriva, relacionadas

com a turbulência eletrostática na borda do plasma. Isto quer dizer que as part́ıculas

escapam do confinamento e encaminham-se para as paredes do tokamak, ocorrendo resfria-

mento e consequentemente a perda de energia (24). A aparição de flutuações eletrostáticas

é resultado da não uniformidade do plasma e da existência de gradientes de densidade

em sua borda, que dão origem à turbulência que podem explicar as taxas de transporte

anômalo verificadas experimentalmente (25,90).

O modelo de ondas de deriva utilizado neste estudo, obtido por W. Horton (25), é

uma ferramenta útil para investigar o transporte radial de part́ıculas confinadas no plasma.

1Tokamak: (toridal’naya kamera magnitnymi katushkami) máquina em forma de toróide utilizada para
realizar experimentos com plasmas confinados magneticamente.
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Quando consideramos duas ou mais ondas no modelo, o sistema pode exibir caracteŕısticas

não lineares, por exemplo comportamento caótico. Devido às trajetórias caóticas ocorre o

transporte de part́ıculas (91). Em suma, o aparecimento de ondas de deriva em plasmas

magnetizados é o motivador do mecanismo dominante no transporte de part́ıculas, de

energia e na dinâmica que se verifica nas linhas do campo magnético (24). Desta forma, com

a investigação de ondas de deriva torna-se praticável prever instabilidades que acometem

o confinamento, assim como gradientes de densidade, gradientes de temperatura e efeitos

de aprisionamento de part́ıculas (94,95).

3.2 Coordenadas do Sistema

Neste estudo consideramos um plasma confinado em um tokamak, dispositivo

em forma de toróide (20, 25). Geometricamente o toro, ou toróide, é o espaço topológico

homeomorfo ao produto de dois ćırculos que possui um formato similar ao de uma câmara

de “pneu”, conforme é representado na Figura 3.2(a).

Figura 3.2: (a)Toro ou toróide é o sólido ou superf́ıcie gerada pela rotação de uma curva plana,
de raio r0, fechada em torno de um eixo R que lhe é coplanar e não secante. (b) Direção poloidal
e toroidal de um toróide em torno dos eixos menor r0 e maior R, respectivamente.
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FONTE: Adaptado de Oyarzabal, 2015 (26).

Neste modelo podemos simplificar a geometria do sistema com uma aproximação

de coordenadas toroidais para cartesianas. Isto é posśıvel pois o raio do toróide é muito
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menor que o raio do plasma. Primeiramente reduzimos o toróide para um cilindro sob as

condições de que r0/R<< 1, onde r0 é o raio em relação ao eixo menor e R é o raio em relação

ao eixo maior. Na Figura 3.2(b) temos o esquema de um toróide, onde podemos observar

a direção poloidal e toroidal em torno dos eixos menor r0 e maior R, respectivamente.

Para realizar uma aproximação ciĺındrica do sistema, consideramos a direção to-

roidal representada na Figura 3.2(b) como o eixo z do cilindro, cujas suas respectivas

coordenadas θ , r e z podem ser observadas na Figura 3.3(a). Para ser posśıvel a transfor-

mação do sistema de coordenadas ciĺındricas para coordenadas cartesianas seccionamos o

cilindro representado pela Figura 3.3(a) da lateral até o centro (92). Representamos este

corte abcd de forma ampliada na Figura 3.3(b). Consideramos as distâncias ad e bc muito

menores que o comprimento ab e cd. Esta aproximação é válida somente para as bordas

do plasma. A Figura 3.3(b) mostra a direção radial r do cilindro definida como o eixo x do

sistema cartesiano, a direção poloidal θ definida como eixo y e a direção toroidal z como

eixo z. Com estas aproximações, as equações têm validade somente para uma fina camada

do plasma (20,26).

Figura 3.3: Representação da transformação de coordenada toroidal para cartesiana. (a) Cilindro
com coordenadas θ , r e z. (b) Coordenadas cartesianas onde a direção radial r do cilindro é
definida como o eixo x do sistema cartesiano, a direção poloidal θ é definida como eixo y e a
direção toroidal z como eixo z.
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FONTE: Adaptado de Oyarzabal, 2015 (26).
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3.3 Velocidade de Deriva

Em um plasma magnetizado e não uniforme, as trajetórias das part́ıculas carre-

gadas, sujeitas ao campo eletromagnético, são determinadas pela força de Lorentz

m
d~v

dt
= q(~E +~v×~B), (3.1)

onde m é a massa,~v é a velocidade, q é a carga, ~E é o campo elétrico e ~B o campo magnético.

Para um campo elétrico nulo e um campo magnético uniforme, a solução da equação (3.1)

são trajetórias concêntricas em torno das linhas do campo magnético ~B, com frequências

ciclotrônicas dadas por

ωc =
|q|B
m

. (3.2)

A velocidade paralela ao campo magnético ~B

v|| ≡
~v ·~B

B
, (3.3)

será constante e a composição do movimento será uma espiral ciĺındrica. Na Figura 3.4

podemos observar um esboço do movimento helicoidal de uma part́ıcula através do campo

magnético ~B.

Figura 3.4: Representação do movimento espiralado da part́ıcula ao longo do campo magnético
~B.

B

FONTE: Adaptado de (15).

O modelo de ondas de deriva descreve trajetórias que ocorrem através do centro

de guia, ou seja, no centro do movimento circular de part́ıculas confinadas próximas à

borda de um tokamak. Da equação (3.1), considamos os campos elétrico ~E e magnético ~B

perpendiculares e igualamos o termo md~v/dt a zero. Desta forma, o movimento circular da

part́ıcula com frequência ciclotrônica ωc em torno do centro de guia é

~E +(~v×~B) = 0. (3.4)
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Fazemos o produto vetorial com ~B e obtemos

~E ×~B = ~B× (~v×~B) =~vB2 −~B(~v ·~B), (3.5)

em que obtemos a componente transversal ao campo magnético da equação (3.5), que é a

velocidade do movimento de deriva dada por

~vE =
~E ×~B

B2
, (3.6)

onde~vE é a velocidade de deriva no centro de guia devido aos campos elétrico ~E e ~B, ambos

homogêneos.

Neste trabalho consideramos apenas a velocidade de deriva ~vE , onde os campos

elétrico ~E e magnético ~B são constantes. Na Figura 3.5 temos uma representação do

movimento de deriva através do centro de guia de uma part́ıcula confinada magneticamente.

Podemos observar que o movimento de deriva ~E ×~B é perpendicular aos campos elétrico e

magnético.

Figura 3.5: Esquema do movimento de deriva ~E ×~B no centro de guia de uma part́ıcula para o
modelo de ondas de deriva. A velocidade de deriva ~vE é perpendicular aos campos elétrico ~E e
magnético ~B, onde neste modelo consideramos homogêneos.
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FONTE: Adaptado de (15).

3.4 Descrição Hamiltoniana das Ondas de Deriva

O formalismo Hamiltoniano do modelo de ondas de deriva foi demonstrado por

Horton (25). O objetivo desta seção é evidenciar o sistema de equações diferenciais que

descrevem o modelo de duas ondas de deriva. Para isto, consideramos o campo elétrico



41

dado pelo gradiente do potencial

~E =−∇φ , (3.7)

e o campo magnético uniforme

~B = B0êz, (3.8)

onde B0 é a intensidade do campo magnético toroidal de equiĺıbrio e êz é o vetor unitário

na direção de z (20,25).

Escrevemos a velocidade de deriva como

~vE =− 1

B0
∇φ × êz, (3.9)

~vE =− 1

B0

∂φ

∂y
êx +

1

B0

∂φ

∂x
êy. (3.10)

A Hamiltoniana é

H(x,y, t) =
φ(x,y, t)

B0
, (3.11)

onde x representa o momento generalizado e y a coordenada generalizada. O sistema de

equações (2.6) dispõe de um par canônico de coordenadas (x,y) com um grau de liberdade

(20,25).

Consideramos um plasma não uniforme, magnetizado e sujeito a um campo elé-

trico radial constante dado por ~E = E0êx. Descrevemos o potencial elétrico como (24)

φ(x,y, t) = φ0(x)+
N
∑

i=1

Aisen(kxi
x)cos(kyi

y−ωit), (3.12)

onde φ0 é o potencial do plasma em equiĺıbrio, A é a amplitude de cada onda, ωi é a

frequência angular da i-ésima onda e kxi
e kyi

são os números de onda nas respectivas

direções x e y. O potencial φ(x,y, t) é a superposição dos potenciais de equiĺıbrio φ0(x) e de

φ1(x,y−ωt) (92).

Para este estudo adotamos o potencial elétrico linear φ0(x) = ax, onde a é o campo

elétrico constante na direção de x (92). Neste sistema a propagação ocorre na direção

poloidal y e a modulação na direção radial x. Admitimos N ondas de deriva estacionárias
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e escremos a Hamiltoniana como (25)

H(x,y, t) =
1

B0
[φ0(x)+

N
∑

i=1

Aisen(kxi
x)cos(kyi

y−ωit)]. (3.13)

Para estudar a dinâmica do sistema podemos deixar a equação acima na forma

adimensional. Para isto, consideramos as novas variáveis adimensionais

x′ =
x

r0
, y′ =

y

r0
, a′ =

a

E0
, t ′ =

t

t0
,

ω ′ = ωit0, u′ =
u

v0
, A′

i =
Ai

E0r0
, k′i =

ω ′

u′
= kir0, (3.14)

que substituimos na equação (3.13)

H(x,y, t) =
a′E0x′r0

B0
+

1

B0
[

N
∑

i=1

A′
iE0r0sen(

kxi

r0
x′r0)cos(

k′yi

r0
y′r0 −

ω ′
i

t0
t ′t0)], (3.15)

H(x,y, t) =
E0r0

B0
[a′x′+

N
∑

i=1

A′
isen(kxi

x′)cos(k′yi
y′−ω ′

i t
′)]. (3.16)

Podemos definir

H(x,y, t) =
E0r0

B0
H ′(x′,y′, t ′), (3.17)

onde

H(x′,y′, t ′) = a′x′+
N
∑

i=1

Aisen(kxi
x′)cos(k′yi

y′−ω ′
i t
′), (3.18)

é a Hamiltoniana adimensional em termos das variáveis associadas x′ e y′.

Para não carregar a notação, retiramos os sinais apóstrofes da equação (3.18) e

escrevemos na forma adimensional

H(x,y, t) = ax+
N
∑

i=1

Aisen(kxi
x)cos(kyi

y−ωit). (3.19)

Para N = 1 a Hamiltoniana (3.19) é integrável e apresenta soluções anaĺıticas

e trajetórias regulares. No caso de N > 1, o sistema é integrável se todas as N ondas

possuirem a mesma velocidade de fase. Se pelo menos uma onda tiver velocidade de fase
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diferente das demais, o sistema não será integrável e algumas trajetórias serão caóticas.

3.5 Sistema Não Perturbado

O sistema (3.18) é integrável para N = 1, ou seja, existe solução anaĺıtica e traje-

tórias regulares (25). A Hamiltoniana para N = 1 é

H(x,y, t) = φx+Asin(kxx)cos(kyy−ωt), (3.20)

que tem um grau e meio de liberdade. A equação acima depende do par canônico momento-

coordenada (x,y) e explicitamente do tempo t. É posśıvel efetuar uma mudança de refe-

rencial para eliminar o tempo da equação. Definimos a variável

y′ = y−u1t =
∂F(x′,y, t)

∂x′
, (3.21)

em que u1 = ω1/ky1 é a velocidade de fase da primeira onda (92). A função geratriz é

F(x′,y, t) = x′(y−u1t) e a Hamiltoniana para x′ e y′ torna-se

H ′(x′,y′) = φ(x′,y′)+
∂F

∂ t
= φ(x′,y′)−u1x. (3.22)

Dado x = ∂F
∂y

= x′, obtemos

H ′(x′,y′) = φ(x′)−u1x′+Asen(kxx′)cos(kyy′). (3.23)

Neste estudo adotamos o potencial linear na forma φ0(x) = ax. Para não carregar a notação,

retiramos os sinais de apóstrofes da equação (3.23) e a Hamiltoniana adimensional para

N = 1 é

H(x,y, t) = (a−u1)x+Asen(kxx)cos(kyy), (3.24)

onde u1 =
ω1
ky1

é a velocidade de fase da onda (20). No sistema (3.24) não existe a dependên-

cia expĺıcita de H com o referencial do movimento, assim a Hamiltoniana é uma constante

de movimento. Para estudar as integrais de curva usamos as coordenadas de fase X = kxx
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e Y = kyy e encontramos o sistema











dx

dt
= sen(X)sen(Y )

dy

dt
=U + cos(X)cos(Y ),

(3.25)

onde U = a−u1
A1kx1

é o parâmetro de confinamento, que depende do campo elétrico e demais

parâmetros da onda de deriva (21,92). O sistema dado por (3.25) é integrável e as trajetó-

rias das part́ıculas no referencial da onda repousam sobre as curvas onde a Hamiltoniana

é constante (92).

A Figura 3.6 mostra as soluções do sistema (3.25), onde utilizamos o parâmetro

de confinamento U = 0. Integramos o sistema para um conjunto de condições iniciais deli-

mitadas em uma grade de 0 ≤ x ≤ 4π e 0 ≤ y ≤ 2π. Podemos observar trajetórias fechadas,

e as part́ıculas confinadas nessas trajetórias movem-se em torno de pontos eĺıpticos. As

linhas são denominadas separatrizes e o retângulo formado por estas denomina-se célula.

Notamos que não existe trajetória entre as células, ou seja, para o sistema não perturbado

e com o parâmetro de confinamento U = 0, as part́ıculas ficam confinadas e não ocorre

transporte em nenhuma direção.

A fim de verificar o comportamento deste conjunto de equações em relação ao

parâmetro de confinamento U , na Figura 3.7 integramos o sistema (3.25) para valores de

U = 0,5 e U = 1,5. Para U = 0,5 a Figura 3.7(a) mostra o surgimento de trajetórias

abertas, ou seja, não confinadas. Observamos órbitas livres na direção de y que agem como

barreiras de transporte na direção de x. Isto é, as condições iniciais não migram ao longo

da direção radial. Já para U = 1,5, representado na Figura 3.7(b), as curvas fechadas

desaparecem e todas as linhas do fluxo são onduladas e abertas (25).

3.6 Duas Ondas de Deriva

Podemos reescrever a equação (3.19) para o caso de duas ondas de deriva como

H(x,y, t) = ax+A1sen(kx1
x)cos(ky1

y−ω1t)+A2sen(kx2
x)cos(ky2

y−ω2t). (3.26)



45

Figura 3.6: Espaço de fases para o sistema com uma onda de deriva. Para o parâmetro de
confinamento U = 0 não existe transporte de part́ıcula.

FONTE: O autor.

Podemos usar a primeira onda como referencial, para isto realizamos a seguinte mudança

de variável

y′ = y− ω1

ky1
t, (3.27)

e obtemos a Hamiltoniana (20,26)

H(x,y, t) = (a−u1)x+A1sen(kx1
x)cos(ky1

y)

+A2sen(kx2
x)cos(ky2

(y−ut)), (3.28)

onde u = | ω2
ky2

− ω1
ky1

| é a diferença de fase entre as duas ondas. O sistema (3.28) é integrável

se a velocidade de fase das ondas for igual à velocidade de deriva do campo elétrico, ou seja

u = 0. A dinâmica no espaço de fases se dá por trajetórias não confinadas. Mesmo para

o caso de u = 0 as part́ıculas movem-se de uma ilha para outra (20,21, 92). Expandindo a
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Figura 3.7: Espaço de fases do sistema com uma onda de deriva para os parâmetros de
confinamento (a) U = 0,5, onde encontramos trajetórias fechadas e abertas. (b) U = 1,5
existem somente trajetórias abertas.

(a) (b)

FONTE: O autor.

Hamiltoniana obtemos

dx

dt
= A1ky1

sen(kx1
x)sen(ky1

y)

+A2ky2
sen(kx2

x)sen(ky2
(y−ut))

dy

dt
= (a−u1)+A1kx1

cos(kx1
x)cos(ky1

y)

+A2kx2
cos(kx2

x)cos(ky2
(y−ut)). (3.29)

Investigamos a dinâmica da interação de duas ondas com a velocidade de fase igual

à velocidade de deriva do campo elétrico, ou seja, a−u1 = 0 (22). No caso em que N > 1,

se as N ondas têm a mesma velocidade de fase u, o sistema é integrável. Caso a velocidade

de fase u de uma das ondas for diferente das demais, o sistema não é integrável e apresenta

trajetórias caóticas. As trajetórias periódicas do sistema (3.29) ocorrem no plano xy em

mapas de Poincaré. A seção de Poincaré é constrúıda em tempos múltiplos de (2π/u),

assim o conjunto de pontos com tempo múltiplo deste peŕıodo formam o espaço de fases.

A razão dos parâmetros kx2
/kx1

é irracional, por isto não existe barreira de transporte na
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direção de x (20). Para integrarmos numericamente o sistema (3.29), utilizamos o método

preditor-corretor com passo 0.01 e os parâmetros especificados na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Parâmetros do modelo duas ondas de deriva.
A1 1 A2 0,1
ky1

1 ky2
0,5

kx1
1 kx2

√
3

u 1,5 a−u1 0

FONTE: Parâmetros obtidos de (20).

Figura 3.8: Simulação numérica para os parâmetros a−u1 = 0, A1 = 1, A2 = 0,1, ky1
= 1, ky2

= 0,5,
kx1

= 1, kx2
=

√
3, (a) Para o valor do parâmetro u = 0, mesmo a perturbação da segunda onda

as trajetórias são regulares. Ocorre transporte de part́ıcula de uma ilha para outra. (b) u = 0,5
ilhas KAM estão submersas em um mar caótico.

(a) (b)

FONTE: O autor.

Para obtenção das Figuras 3.8 e 3.9 realizamos a simulação numérica do sistema

(3.29) variando os valores do parâmetro u. A Figura 3.8 representa a trajetória no espaço

de fases para u = 0. Como as duas ondas possuem a mesma velocidade de fase somente

observamos trajetórias regulares. Na Figura 3.8(b) observamos o espaço de fases para

u = 0,5. A Hamiltoniana é quase integrável pois coexistem regiões regulares e caóticas.

A segunda onda tem amplitude pequena A2 = 0,1, então somente trajetórias próximas à

separatriz são caóticas.
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Figura 3.9: Simulação numérica para os parâmetros a−u1 = 0, A1 = 1, A2 = 0,1, ky1
= 1, ky2

= 0,5,
kx1

= 1, kx2
=
√

3, (a) u = 1,5 (b) Ampliação com a 0 ≤ x ≤ π e 0,7 ≤ y ≤ 2,5.

(a)

(b)

FONTE: O autor.

A Figura 3.9 representa as trajetórias para o parâmetro u = 1,5, onde existe

órbitas quase periódicas, ilhas KAM, e órbitas caóticas. Na Figura 3.9(a) integramos um

conjunto de condições iniciais em uma grade 0 ≤ x ≤ 4π e 0 ≤ y ≤ 2π. Observamos que

o padrão das órbitas quase periódicas se repetem. Com isto, delimitaremos nosso estudo
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a partir de agora para a grade 0 ≤ x ≤ π e 0,7 ≤ y ≤ 2,5 representado na Figura 3.9(b).

Observamos com esta ampliação outras pequenas ilhas que estão fora das órbitas maiores.



50

4 Dissipação no Modelo de Ondas

de Deriva

Um dos objetivos é estudar a dinâmica do modelo de duas ondas de deriva sob os

efeitos de dissipação. Apresentamos neste caṕıtulo os resultados obtidos nos artigos (26,27),

onde acrescentamos um termo dissipativo ao sistema (3.29) e observamos o surgimento de

atratores periódicos. Constatamos uma relação do tipo lei de potência entre o tempo de

escape médio das part́ıculas pela amplitude da dissipação. Também encontramos expoentes

de Lyapunov a tempo finito e verificamos que as trajetórias apresentam um transiente

caótico.

4.1 Atratores e bacias de atração

Acrescentamos um termo dissipativo ao sistema Hamiltoniano (3.29) e obtemos

dx

dt
= A1ky1

sen(kx1
x)sen(ky1

y)

+A2ky2
sen(kx2

x)sen(ky2
(y−ut))−µx,

dy

dt
= A1kx1

cos(kx1
x)cos(ky1

y)

+A2kx2
cos(kx2

x)cos(ky2
(y−ut))−µy. (4.1)

em que µx e µy são termos de dissipação. Delimitamos as condições iniciais na grade

0 ≤ x ≤ π e 0,7 ≤ y ≤ 2,5 nos eixos x e y, respectivamente. Para as simulações numéricas

consideramos os parâmetros utilizados na Tabela 3.1 (20,27).

A fim de verificar o surgimento de atratores no sistema (4.1), integramos um con-

junto de condições iniciais posicionadas dentro das ilhas KAM e calculamos sua posição
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depois de um transiente para o valor da dissipação µ = 10−3. A Figura 4.1(a) mostra, em

pontos pretos as órbitas periódicas, quase periódicas e caóticas para o caso conservativo,

µ = 0. Com uma pequena quantidade de dissipação observamos que esta estrutura não

se conserva. Órbitas periódicas tornam-se atratores periódicos com o valor de dissipação

µ = 10−3, representados por śımbolos coloridos . Constatamos dois atratores de peŕıodo

1 representados por cruzes de cor preta e vermelha. Os śımbolos positivos em azul repre-

sentam um atrator de peŕıodo 2 e os de cor laranja, verde e violeta indicam atratores de

peŕıodo 9, 10 e 40, respectivamente.

Figura 4.1: Seção de Poincaré do espaço de fases. Pontos pretos correspondem ao caso con-
servativo, µ = 0, e śımbolos coloridos correspondem ao caso com uma quantidade de dissipação
µ = 10−3. (b) Bacia de atração para µ = 10−3. As cores preta e vermelha correspondem à bacia
dos atratores de peŕıodo 1 em (a) e a cor amarela corresponde às condições iniciais que escapam
para fora da região do espaço de fases limitadas pela grade 0 ≤ x ≤ π e 0,7 ≤ y ≤ 2,5.

2

1

0 ππ/2
x

2,5

1,5

y

(a) (b)

FONTE: Adaptada de Oyarzabal, 2016 (27).

A Figura 4.1(b) representa a bacia de atração correspondente ao valor de dissi-

pação µ = 10−3. O procedimento utilizado para obtenção da bacia de atração consiste de

uma grade de condições iniciais iteradas no espaço de fases, onde observamos seu com-

portamento assintótico. Regiões em preto representam condições iniciais que irão para o

atrator de peŕıodo 1 representado na cor preta na Figura 4.1(a). Regiões em vermelho irão

para o atrator de peŕıodo 1 indicado na cor vermelha na Figura 4.1(a). As órbitas das

duas bacias de atração, pontos pretos e vermelhos, eram órbitas quase periódicas no caso
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conservativo. As regiões na cor amarela representam as condições iniciais que escapam

para regiões fora desse espaço de fases.

Para uma dissipação fraca o sistema apresenta um elevado número de atratores

coexistindo e suas bacias correspondentes possuem uma estrutura complexa. Com o acrés-

cimo de uma pequena dissipação, as órbitas vizinhas localizadas no mar caótico podem ir

para um atrator ou escapar pela região delimitada.

Figura 4.2: Bacia de atração para (a) µ = 10−2 e (b) µ = 10−1. Cores preta e vermelha corres-
pondem aos atratores de peŕıodo 1 e a cor amarela às condições iniciais que escapam da grade de
condições iniciais.

1

2

y

0 π/2 π

y

2,5

1,5

0

1

2,5
(b)(a)

2

1,5

y

ππ/2
xx

FONTE: Adaptada de Oyarzabal, 2016 (27).

Nas Figuras 4.2(a) e 4.2(b) observamos a bacia de atração para valores de dissi-

pação µ = 10−2 e µ = 10−1, respectivamente. Com o aumento do valor da dissipação µ ,

é posśıvel verificar a diminuição do número de atratores. Na Figura 4.2(a) aumentamos o

valor da dissipação de µ = 10−3 da Figura 4.1(b) para µ = 10−2 e observamos que os limi-

tes das bacias em preto e vermelho começam a misturar-se. Ao mesmo tempo a região em

amarelo fica mais definida. Na Figura 4.2(b) o cenário muda quando o valor da dissipação

aumenta para µ = 10−1. O atrator de peŕıodo 1 da bacia vermelha desaparece. Temos

somente uma bacia de atração composta por pontos pretos e outra por amarelos. A bacia

de atração representada na cor amarela é definida para part́ıculas que irão para fora da

grade de condições iniciais.
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Desta forma, com o acréscimo de um termo dissipativo no sistema (4.1), obser-

vamos efeitos de aprisionamento e transporte após um transiente. Parte das condições

iniciais são conduzidas ao atrator de peŕıodo 1 e outra parte escapam da região delimitada.

Assim, verificamos que propriedades de transporte são alteradas com o acréscimo de um

termo dissipativo no modelo de ondas de deriva.

4.2 Tempo de escape

Estudamos o tempo de escape das part́ıculas em relação ao parâmetro de dissipa-

ção µ . Consideramos que as part́ıculas escapam quando cruzam a região limite do espaço

de fases 0 < x ≤ π e 0,7 < y ≤ 2,5 para um tempo cont́ınuo t = 20000. A Figura 4.3(a) e

(b) mostram o tempo de escape τ em escala de cor para um conjunto de condições iniciais

para o caso conservativo, µ = 0 e sua respectiva distribuição.

Figura 4.3: Tempo de escape em função das condições iniciais para µ = 0. Condições iniciais
repesentadas em cores azul escura escapam mais rapidamente que as representadas nas cores
vermelhas, conforme mostra a paleta de cores. Regiões em branco representam as condições
iniciais que não escapam da grade. (b) respectiva distribuição do tempo de escape.

0 5000 10000 15000 20000τ
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10
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ππ/2
x

50

500

15000

FONTE: O autor.
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Na Figura 4.3(a) a região em branco representa as condições iniciais que não

escapam da grade, ou seja, part́ıculas que estão aprisionadas em algumas das órbitas apre-

sentadas na Figura 3.9(b). Observamos na paleta de cores uma variação da cor azul escuro,

que representa part́ıculas que escapam mais rápido, para a cor vermelha, part́ıculas que de-

moram mais tempo para escapar. Na Figura 4.3(b) temos o histograma da distribuição do

tempo de escape referente à Figura 4.3(a), onde observamos uma distribuição assimétrica

para a direita. Encontramos condições iniciais que demoram 20000 tempos para escapar.

A fim de verificar o comportamento do tempo de escape devido ao parâmetro de

dissipação µ , calculamos o tempo de escape para valores de µ = 10−4, µ = 10−3, µ = 10−2

e µ = 10−1 na Figura 4.4 (a), (b), (c) e (d), respectivamente.

Figura 4.4: Tempo de escape em escala de cores como função das condições iniciais para valores
de dissipação. Regiões em azul representam condições iniciais que escapam rapidamente, enquanto
regiões em vermelho representam part́ıculas que demoram mais tempo para escaparem. (a) µ =
10−4, (b) µ = 10−3, (c) µ = 10−2 e (d) µ = 10−1.
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FONTE: O autor.
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A região em branco na Figura 4.4 representa condições iniciais que não escapam

da grade, ou seja, part́ıculas que irão para algum atrator dentro desta região. A paleta

de cores revela uma variação da cor azul, part́ıculas que escapam mais rápido, para a cor

vermelha, part́ıculas que retardam para escapar. Notamos que com o aumento do valor

da dissipação, a região em branco aumenta. Isto quer dizer que mais part́ıculas ficarão

aprisionadas. No entanto, o tempo de escape diminui a medida que a dissipação aumenta.

Para µ = 10−4 encontramos condições iniciais que demoram um tempo aproximado de até

15000 para escaparem, enquanto para µ = 10−3, µ = 10−2, µ = 10−1 tardam 700, 150 e

16, respectivamente.

Figura 4.5: Distribuição assimétrica para a direita referentes à Figura 4.5(a),(b),(c) e (d) para
valores de dissipação (a) µ = 10−4, (b) µ = 10−3, (c) µ = 10−2 e (d) µ = 10−1, respectivamente.
O tempo em que todas as part́ıculas que escapam da grade é inversamente proporcional ao valor
da dissipação µ .
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FONTE: O autor.
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Na Figura 4.5(a),(b),(c) e (d) observamos a respectiva distribuição f (τ) referente

à figura 4.4(a),(b),(c) e (d). É posśıvel notar que trata-se de uma distribuição assimétrica

para a direita, devido ao fato que uma grande quantidade de part́ıculas têm um tempo de

escape maior que 104 para µ = 10−4, maior que 102 para µ = 10−3 e µ = 10−2 e maior que

101 para µ = 10−1. Notamos que o tempo em que todas as condições iniciais que escapam

é inversamente proporcional ao valor da dissipação µ .

Para cada valor de dissipação observamos que o tempo de escape das condições

iniciais se altera, da mesma forma, a distribuição f (τ) também se altera. Desta forma,

calculamos o tempo de escape médio

< τ >=
1

M

M
∑

m=1

τm, (4.2)

em que M é o número de condições iniciais que escapam da região do espaço de fases.

Figura 4.6: Tempo de escape médio como função da dissipação. Linha sólida é o ajuste para
uma lei de potência.
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FONTE: Adaptada de Oyarzabal, 2016 (27).
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A dependência do tempo de escape médio com a dissipação é representada na

Figura 4.6, onde o valor médio é calculado sobre 2,5×105 condições iniciais. Os mı́nimos

quadrados ajustados na Figura 4.6 mostram uma dependência na forma de lei de potência

< τ >= 1,04µ−0,53. Assim, o tempo de escape médio < τ > diminui quando a amplitude

da dissipação aumenta. O decĺınio das trajetórias transitórias pode ser associado às linhas

de campo caóticas que escapam em tokamaks (93).

4.3 Transiente Caótico

Transporte caótico ocorre quando as trajetórias das part́ıculas apresentam um

comportamento caótico, porém quando introduzimos dissipação o mar caótico desaparece.

Desta forma, analisamos as trajetórias das part́ıculas por meio dos expoentes de Lyapunov

no modelo de ondas de deriva com dissipação. Atratores aparecem quando introduzimos

dissipação no movimento de deriva, consequentemente, não irão existir ilhas nem mar

caótico no espaço de fases. Com isto em mente, usamos os expoentes de Lyapunov a tempo

finito para verificar a existência de transporte durante um transiente caótico. Analisamos

se transporte caótico ocorre antes das trajetórias de part́ıculas irem para os atratores

periódicos.

A Figura 4.7 mostra os expoentes de Lyapunov a tempo finito em escala de cores

como função das condições iniciais. Regiões representadas em azul escuro correspondem as

trajetórias das part́ıculas que não escapam para atratores fora da grade 0 ≤ x ≤ π e 0,5 ≤
y≤ 2,5. As regiões representadas em cores diferentes de azul escuro são trajetórias que além

de escapar da região também possuem expoentes de Lyapunov positivos. Como resultado,

nestas regiões as trajetórias apresentam um transiente caótico durante o transporte. A

Figura 4.8 representa duas trajetórias que apresentam expoentes de Lyapunov diferentes.

Observamos que a trajetória em azul atinge o atrator antes que a região representada em

azul celeste.
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Figura 4.7: Expoentes de Lyapunov a tempo finito em escala de cores em função das condições
iniciais para T = 100, µ = 10−3 e valores da tabela 3.1.

FONTE: Adaptado de (27).

Figura 4.8: Trajetória de condições iniciais antes de alcançar um atrator.
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5 Efeito de Rúıdo do Modelo de

Duas Ondas de Deriva

5.1 Duas Ondas de Deriva com Rúıdo

Neste caṕıtulo estudamos o efeito de um rúıdo aditivo com distribuição uniforme

no sistema de equações 4.1 (28). O novo sistema para duas ondas de deriva com dissipação

e rúıdo é

dx

dt
= A1ky1

sen(kx1
x)sen(ky1

y)

+A2ky2
sen(kx2

x)sen(ky2
(y−ut))−µx+σξ ,

dy

dt
= A1kx1

cos(kx1
x)cos(ky1

y)

+A2kx2
cos(kx2

x)cos(ky2
(y−ut))−µy+σξ , (5.1)

onde σ é a amplitude do rúıdo e ξ é uma flutuação randômica no intervalo [0,1]. Para

estudar o efeito de rúıdo neste modelo para nossas simulações consideramos um conjunto

de 2,5×105 condições iniciais para t = 2×104 em uma grade de 0 ≤ x ≤ π e 0,7 ≤ y ≤ 2,5.

Os valores dos parâmetros estão na Tabela 3.1.

Na Figura 5.1(a) e (b) apresentamos a trajetória de uma condição inicial para

diferentes valores de intensidade de rúıdo σ , para os valores de dissipação µ = 0 e µ =

10−3, respectivamente. Na Figura 5.1(a), observamos o efeito local do rúıdo no sentido

que a intensidade do rúıdo ajuda as part́ıculas a escaparem da região do confinamento.

Percebemos que para o caso conservativo µ = 0 e sem rúıdo σ = 0, a trajetória da condição

inicial não escapa da região de confinamento, ou seja, permanece aprisionada em alguma

órbita. Observamos que para amplitudes de rúıdo maiores, a trajetória escapa da grade em
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um tempo menor. Na Figura 5.1(b) consideramos o caso dissipativo onde existem atratores

no sistema. Para o caso sem rúıdo, a condição inicial é atráıda para o atrator e não escapa.

Quando o rúıdo é adicionado, verificamos que as trajetórias podem escapar dependendo

da intensidade do rúıdo. Notamos também que existe uma relação entre a intensidade de

rúıdo e o tempo de escape.

Figura 5.1: Trajetória de uma condição inicial para valores de rúıdo σ = 10−1, σ = 5× 10−2,
σ = 10−2 e σ = 0 representados nas cores azul, verde, vermelha e preta, respectivamente. (a)
µ = 0 e (b) µ = 10−3.
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FONTE: Adaptada de Oyarzabal, 2016 (28).

5.2 Ressonância Estocástica

Neste estudo damos ênfase ao confinamento visando encontrar rúıdo que otimize

o tempo de confinamento, ou seja, as part́ıculas permanecem aprisionadas por mais tempo.

Vamos investigar a relação do tempo de escape médio das condições iniciais da grade em

função da dissipação e do rúıdo.

A Figura 5.2(a) mostra a variação do tempo de escape médio com o parâmetro

dissipativo µ para diferentes valores de σ , isto é, σ = 0, σ = 10−4, σ = 10−3 e σ = 6,625×
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10−3, respectivamente. Observamos claramente o aumento do tempo de escape médio a

medida que se aumenta o valor da intensidade do rúıdo. Por outro lado, na mesma figura

podemos observar o efeito inverso em relação à dissipação. O tempo de escape diminui com

o aumento da dissipação e alcança um efeito de saturação quando µ = 10−3. As curvas

se aproximam uma da outra para valores maiores que µ = 10−3, onde seguem a lei de

potência do caso sem rúıdo apresentada no caṕıtulo anterior. Podemos dizer que há uma

saturação no tempo de escape médio para grandes valores de dissipação. Para valores de

rúıdo até σ = 6,63×10−3, o sistema responde com a diminuição do tempo de escape médio

em função do parâmetro dissipativo. Para valores maiores que µ = 10−3 ocorre a saturação

das curvas.

Figura 5.2: Tempo de escape médio em função da dissipação para intensidade de rúıdo σ = 0,
σ = 10−4, σ = 10−3 e σ = 6,625×10−3, respectivamente. Observamos a diminuição do tempo de
escape quando a dissipação torna-se maior. Para valores de dissipação maiores que µ = 10−3 as
curvas se ajustam a uma lei de potência.
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FONTE: Adaptada de Oyarzabal, 2016 (28).

Analisamos o que acontece quando a intensidade do rúıdo aumenta. Para este

propósito calculamos na Figura 5.3 o tempo de escape médio < τ > em função da dissipação

µ para valores de rúıdo σ = 10−2, σ = 5×10−2, σ = 10−1, e σ = 2×10−1. A Figura 5.3
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mostra a mudança de comportamento das curva para valores de rúıdo maiores que o rúıdo

mı́nimo σm = 6,63× 10−3. Para valores de σ maiores que σm, verificamos a existência

do fenômento ressonânica estocástica (RE), o qual as part́ıculas aprisionadas tardam um

tempo maior para escaparem da região de confinamento. Neste caso, podemos ver que para

certos valores de dissipação e rúıdo é posśıvel melhorar o confinamento de part́ıculas. Em

nossas simulações, observamos que o tempo de escape médio aumenta para estes valores

ótimos de σ .

Figura 5.3: Tempo de escape médio em função do parâmetro dissipativo para valores de rúıdo
acima de σm = 6,63× 10−3. As curvas em azul, verde, vermelho e preto representam valores de
rúıdo σ = 10−2, σ = 5×10−2, σ = 10−1 e σ = 2×10−2, respectivamente.
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FONTE: Adaptada de Oyarzabal, 2016 (28).

A fim de verificar a relação entre o rúıdo e a dissipação, consideramos valores onde

encontramos picos de acordo com a Figura 5.3. O rúıdo em função do parâmetro de dissi-

pação está representado na Figura 5.4. Como resultado, observamos que a curva apresenta

um ajuste dado por σ =
√

2µ . Com esta equação, é posśıvel determinar a intensidade do

rúıdo quando existe ressonância estocástica por meio do parâmetro de dissipação, ou seja,

obter a situação para o maior tempo de escape médio de part́ıculas.
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Figura 5.4: Rúıdo em função da dissipação em que obtemos uma relação entre σ e µ na forma
σ =

√
2µ (linha vermelha).
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FONTE: Adaptada de Oyarzabal, 2016 (28).

A equação ajustada a partir dos pontos da Figura 5.4 nos fornece os valores de σ

e µ quando < τ > assume valores máximos. Com o objetivo de analisar o comportamento

de < τ > em torno do ponto máximo calculamos < τ > em função de σ . A Figura 5.5

mostra esta relação para o parâmetro dissipação igual a 10−6, 10−5, 10−4, 10−3 e 10−2, em

que o valor médio do tempo de escape é calculado a partir de um conjunto de 2,5×10−5

condições iniciais em um tempo de 20000 em uma grade no plano xy igual a 0 ≤ x ≤ π e

0,7 ≤ y ≤ 2,5. Observamos na Figura 5.5 que a curva do tempo de escape médio em função

do rúıdo exibe um pico para diferentes valores de µ . Para µ = 10−6 (ćırculos violetas) a

curva mostra um valor ótimo da amplitude de rúıdo perto de σ = 6,6×10−3. De acordo

com nossos resultados, aumentando o valor de µ para µ = 10−5 (ćırculos verdes), µ = 10−4

(ćırculos azuis), µ = 10−3 (ćırculos vermelhos) e µ = 10−2 (ćırculos pretos), verifica-se que

não somente o pico muda a posição, mas também a dispersão do pico diminui. Portanto,

através das Figura 5.3 e 5.5 podemos encontrar valores de σ e µ em que ocorre o fenômeno

ressonância estocástica, ou seja, ocorre um tempo de escape médio maior de part́ıculas

sujeitas ao modelo de duas ondas de deriva.
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Figura 5.5: Tempo de escape médio contra a intensidade do rúıdo para diferentes valores de
dissipação. Observamos o fenômeno RE, onde o tempo de escape médio é otimizado para valores
de dissipação e rúıdo.
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FONTE: Adaptada de Oyarzabal, 2016 (28).

Desta forma, foi detectado o fenômeno RE devido ao fato de que o rúıdo adicionado

ao movimento de deriva dissipativo produz alterações no comportamento do tempo de

escape médio. Este estudo mostra a possibilidade de ressonância estocástica devido ao

rúıdo na dinâmica de part́ıculas de plasma confinado.

5.3 Bacia do Tempo de Escape

A fim de elucidar os resultados anteriores, marcamos a região do espaço de fases

com o tempo de escape das part́ıculas. Consideramos que uma trajetória escapa quando

cruza a fronteira da região do espaço de fases, definido pelo intervalo 0 ≤ x ≤ π e 0,7 ≤ y ≤
2,5, para o exterior e não retorna. Chamamos de bacia do tempo de escape o conjunto de

condições iniciais que escapam desta fronteira. As Figuras 5.6 e 5.7 apresentam o espaço de
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fases com o tempo de escape em barra de cores e respectiva distribuição assimétrica para a

direita. Os parâmetros utilizados na integração do sistema (5.1) são dados na Tabela 3.1.

Figura 5.6: Tempo de escape em barra de cores para valores de dissipação e rúıdo, onde conside-
ramos (a) µ = 10−3 e σ = 10−2, e (c) µ = 10−3 e σ = 2,7×10−2. As Figuras (b) e (d) correspondem
à distribuição do tempo de escape para (a) e (c), respectivamente.
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Na Figura 5.6(a), calculamos o tempo de escape em uma grade de condições

iniciais sob o modelo de ondas de deriva com dissipação µ = 10−3 e intensidade de rúıdo

σ = 10−2. Regiões em branco correspondem às condições iniciais que não escapam da

região do espaço de fases, ou seja, as trajetórias irão para algum dos atratores que se
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encontram dentro deste limite estabelecido. No caso onde não ocorre RE, as part́ıculas

que escapam da grade têm tempo de escape médio curto, como corrobora a Figura 5.6(b)

por meio da distribuição de part́ıculas que escapam, com < τ >≈ 32. Entretanto, quando

o fenômeno RE é verificado, percebemos que todas as condições escapam e como pode ser

visto o resultado da Figura 5.6(c), não possui regiões em branco. A distribuição do tempo

de escape, demonstrado na Figura 5.6(d), é assimétrica para direita devido ao fato de que

um elevado número de condições iniciais tem um tempo de escape maior que 103, e o tempo

de escape médio é igual a 3,3×103.

Figura 5.7: Tempo de escape em barra de cores para valores de dissipação e rúıdo, onde conside-
ramos (a) µ = 10−2 e σ = 10−2, e (c) µ = 10−2 e σ = 9,6×10−2. As Figuras (b) e (d) correspondem
à distribuição do tempo de escape para (a) e (c), respectivamente.
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Na Figura 5.5 notamos que a curva de maior pico corresponde ao valor de dissi-

pação µ = 10−2. A intensidade de rúıdo atribúıdo a este pico é σ = 9,6×10−2. Com isto

em mente, queremos verificar o comportamento do tempo de escape médio para esta curva.

Primeiramente, na Figura 5.7(a) e (b), investigamos o caso onde não ocorre RE. Calcula-

mos o espaço de fases com o tempo de escape em barra de cores e respectiva distribuição

para os valores de dissipação e rúıdo µ = 10−2 e σ = 10−2, respectivamente. Observamos

que para altos valores de dissipação µ , quando σ não assume um valor ótimo, o tempo

de escape médio é < τ >≈ 11,2 é muito baixo, conforme mostra a Figura 5.7(a). A Fi-

gura 5.7(b) revela a respectiva distribuição das part́ıculas que escapam referente à Figura

5.7(a). Agora investigamos os efeitos de rúıdo para os valores de µ = 10−2 e σ = 9,6×10−2

onde o fenômeno RE se manifesta. Neste caso, na Figura 5.7(c) observamos que todas as

part́ıculas escapam. Não existe regiões em branco, em contrapartida o tempo de escape

médio < τ >≈ 5280 é alto. Na Figura 5.7(d) observamos a respectiva distribuição referente

à Figura 5.7(c), com assimetria para direita.

Nas Figuras 5.6 e 5.7 observamos valores ótimos de rúıdo σ , que chamaremos de

rúıdo cŕıtico σc. Percebemos que, apesar do tempo de escape médio < τ > ser maior para

valores cŕıticos σc, todas as part́ıculas escapam da fronteira de integração. Calculamos a

fração de part́ıculas que escapam da grade, definida pelo intervalo 0≤ x≤ π e 0,7≤ y≤ 2,5,

em função da intensidade de rúıdo na Figura 5.8. Esta fração é dada por F = Nesc/N,

onde Nesc e N são o número de part́ıculas que escapam e o número total de part́ıculas,

respectivamente.

Na Figura 5.8(a) utilizamos o valor de dissipação µ = 10−3, onde verificamos

que todas as trajetórias escapam (F = 1) quando σ é aproximadamente maior que o va-

lor cŕıtico de rúıdo (σc = 2,7× 10−2), representado por linhas pontilhadas. Na Figura

5.8(b), utilizamos o termo dissipativo µ = 10−2, onde a intensidade de rúıdo encontrada é

σc = 9,6×10−2. Também verificamos que todas as trajetórias escapam (F = 1) quando a

intensidade de rúıdo σ é aproximadamente maior que o valor cŕıtico σc, representado em

linhas pontilhadas, onde o fenômeno ressonância estocástica ocorre.
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Figura 5.8: Fração de part́ıculas que escapam da grade de integração com a variação da
intensidade do rúıdo. (a) Para dissipação µ = 10−3 encontramos σc = 2,7×10−2. (b) Para
dissipação µ = 10−2 encontramos σc = 9,6×10−2.
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FONTE: Adaptada de Oyarzabal, 2016 (28).
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6 Conclusões

Neste estudo investigamos o modelo Hamiltoniano de duas ondas de deriva, que

descreve o transporte caótico de part́ıculas em um plasma confinado magneticamente. On-

das de deriva surgem como resposta à turbulência eletrostática nas bordas do plasma. O

movimento de deriva também está tipicamente relacionado com a difusão anômala. Neste

modelo encontramos a dinâmica caótica a partir de duas ondas de deriva. Consideramos

a amplitude da segunda onda como 10% da amplitude da primeira onda, ou seja, equiva-

lente a uma pequena perturbação do sistema. Com esta configuração, ainda que no caso

conservativo, o conjunto de equações dada pela Hamiltoniana apresenta comportamento

caótico e é quase integrável. Variamos o parâmetro responsável pela diferença de fase das

duas ondas onde constatamos órbitas periódicas, quase periódicas e caóticas.

Inclúımos um termo dissipativo no modelo de duas ondas de deriva. Com o

termo dissipativo, observamos a destruição de ilhas KAM, ou torus KAM, bem como o

desaparecimento da região caótica. Devido à dissipação, verificamos no sistema a exis-

tência de bacias de atração. Constatamos que o padrão da bacia de atração depende do

parâmetro de dissipação. Além disso, para o modelo dissipativo de duas onda de deriva,

investigamos a dependência do tempo de escape em relação ao parâmetro de dissipação.

Observamos que a quantidade de condições iniciais que apresentam um elevado tempo de

escape diminui quando o parâmetro dissipativo aumenta. Verificamos, através de nossos re-

sultados numéricos, que o tempo de escape médio segue uma lei de potência com o aumento

da dissipação. Encontramos expoentes de Lyapunov a tempo finito positivo no modelo,

consequentemente as trajetórias apresentam um transiente caótico. Estas caracteŕısticas

indicam como o transporte depende da dissipação.

O rúıdo é um parâmetro que desperta o interesse no estudo de muitos fenômenos
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f́ısicos, deste modo, introduzimos um rúıdo aditivo no sistema. Dissipação e rúıdo podem

ser considerados efeitos de colisões entre as part́ıculas confinadas. No movimento de deriva

dissipativo com rúıdo observou-se que o tempo médio de escape pode ser maximizado

quando a intensidade de rúıdo atinge um ńıvel determinado. Este fenômeno é chamado de

ressonância estocástica (RE). Encontramos que o tempo de escape médio é ajustado por

uma raiz quadrada no espaço de parâmetros dada pelo rúıdo e dissipação. Além disso,

verificamos que não apenas a distribuição do tempo de escape é assimétrica para direita,

mas também que o pico RE ocorre antes de todas as part́ıculas terem escapado da grade.

Consequentemente, o tempo médio de confinamento é otimizado quando RE ocorre no

movimento de deriva dissipativo com o rúıdo.

Por fim, foi posśıvel ampliar a discussão do modelo de duas ondas de deriva,

considerando dissipação e rúıdo. Com isto, novas análises qualitativas de transporte podem

ser examinadas. Nossos resultados indicam como os efeitos de dissipação e rúıdo podem

modificar o transporte caótico de part́ıculas sujeitas ao confinamento magnético.

Após os resultados deste trabalho novas possibilidades de investigação, com mo-

delos que estudam o transporte na f́ısica de plasma, poderão ser realizadas. Segue abaixo

algumas sugestões para trabalhos futuros. Investigar o efeito do acréscimo de uma pertur-

bação periódica ao modelo de duas ondas de deriva. Investigar com isto as relações entre

os termos dissipativos, rúıdo e a perturbação. Verificar que influência este novo parâmetro

exerce sobre as propriedades de transporte de part́ıculas na borda do plasma.

Ainda com o sistema dado pelo movimento de deriva ~E ×~B, pode ser investigado

a relação entre a diferença de fase das duas ondas u em função do tempo de escape de

part́ıculas confinadas, bem como uma conexão com valores cŕıticos de rúıdo σc. Com estes

resultados, e considerando o fenômeno ressonância estocástica, é posśıvel investigar estas

propriedades de transporte para outros modelos da f́ısica de plasma.
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HELLER, M.V.A.P. GUIMARÃES FILHO, Z.O. MORRISON, P.J. HORTON, W.
Turbulence Induced Transport in Tokamaks. AIP Conference Proceedings 875, 341,
2006.

23 KROETZ, T. MARCUS, F.A. ROBERTO, M. CALDAS, I.L. VIANA, R.L. SILVA,
E.C. Turbulence Induced Transport Control in Fusion Plasmas by Changing Electric and
Magnetic Field Spatial Profiles. Computer Physics Communication, 180, 642, 2008.

24 HORTON. W. Drift Waves and Transport. Reviews of Modern Physics, v. 71,
p.735, 1999.

25 HORTON, W. Onset of Stochasticity and the Diffusion Approximation in Drift
Waves. Plasma Physics and Controlled Fusion, v. 27, p.937-956, 1985.

26 OYARZABAL, R.S. et al. Efeito de um termo dissipativo no sistema hamiltoniano de
ondas de deriva. Revista Brasileira de Ensino de F́ısica, v.37, n.2, 2015.



73

27 OYARZABAL, R. S., SZEZECH J.D., BATISTA, A.M., de SOUZA S.L.T., CALDAS,
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transformações canônicas em mecânica clássica, Editora Livraria da F́ısica, São
Paulo, 2009.
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