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Resumo

O movimento browniano é um dos assuntos mais intrigantes da mecanica estatistica de
nao-equilibrio e explica uma série de fenomenos observados na natureza. As primeiras
observagoes a respeito deste movimento e as teorias propostas para descrevé-lo foram
fundamentais para entender o comportamento microscépico da natureza e a influéncia
deste sobre observaveis macroscopicos. Nesta dissertacao, estudamos a dinamica de um
sistema composto por varias particulas brownianas interagentes a partir de modelos de
redes de mapas acoplados. Utilizamos um mapa que possui uma correspondéncia fisica
direta com o movimento mencionado e empregamos quatro formas distintas de acopla-
mentos a fim de representar as varias formas de interacao entre as particulas. Por meio
de ferramentas da dinamica nao linear, observamos as situacoes em que as velocidades
das particulas sincronizam ou tendem para o estado sincronizado. Também obtivemos ex-
pressoes exatas para determinar os expoentes de Lyapunov das redes com acoplamentos
regulares cujas interagoes decaem com a distancia segundo uma lei de poténcia e levanta-
mos duas hipdteses sobre os expoentes de Lyapunov de uma rede com probabilidade de
acoplamento decaindo com a distancia, a saber: que os expoentes desta rede convergem
para os expoentes da rede cujas interagoes decaem com a distancia segundo uma lei de
poténcia quando o nimero de particulas é muito grande; e que os expoentes de Lyapunov
desta rede sao dados pela soma dos produtos da probabilidade de ocorrer cada matriz
de acoplamento pelos respectivos autovalores destas matrizes. Os valores obtidos para os
expoentes de Lyapunov por meio das expressoes deduzidas mostraram-se em acordo com
aqueles obtidos por técnicas de aproximagoes numéricas. Em relacao as distribuigoes das
velocidades das particulas, observamos que elas se aproximam de uma gaussiana quando
a intensidade do acoplamento tende a seu valor maximo.

Palavras-chave: movimento browniano, mapa de Kaplan-Yorke, redes, sincronizacao.



Abstract

The Brownian motion is one important topic of the non-equilibrium statistical mechanics
and it is related to many natural phenomena. The first observations and theories on
this motion were essential for understand the microscopic behavior of the nature and its
influence on macroscopics observables. In this dissertation, we studied the dynamics of a
system composed of several interacting Brownian particle from the point of view of cou-
pled maps lattices. We use a map with a direct correlation to the abovementioned motion
and we employ four different kinds of couplings in order to represent several ways of inte-
raction among the particles. Using nonlinear dynamics tools, we observe the situations in
which the particles velocities synchronize or show a tendency to the synchronized state.
We also obtain algebrics expressions for the Lyapunov spectra of lattices with regular cou-
plings whose interactions decays with distance as a power-law and we raise two hypotheses
about Lyapunov exponents of a lattice with the coupling probability decreasing with the
distance, as follows: the exponents of this lattice converge to the exponents of the lattice
whose interactions decay with the distance in agreement to a power-law when the number
of particles is very large; and the Lyapunov exponents of this lattice are given by the sum
of the probabilities products of the each coupling matrix by eigenvalues of these matrixes.
The values obtained for the Lyapunov exponents by means of the expressions deducted
are in agreement with those obtained by numerical approximations techniques. Regarding
distributions of the velocities of the particles, we observed that occur an aproximation to
a Gaussian distribuition when the intensity of the coupling tends to its maximum.

Keywords: brownian motion, Kaplan-Yorke map, lattices, synchronization.
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1 Introducao

Ao suspendermos pequenas particulas em um fluido podemos observar que elas
passam a realizar um movimento incessante e irregular. Este movimento peculiar das
particulas suspensas ¢ denominado movimento browniano e, hoje sabemos, deve-se a
agitacao térmica das moléculas do fluido. O movimento browniano tem sido investigado
a aproximadamente dois séculos e ainda continua despertando grande interesse de pesqui-
sas. Embora o avanco tecnolégico tenha favorecido experimentos bastante precisos a nivel
microscopico, algumas questoes pertinentes a dinamica destas particulas ainda nao pu-
deram ser respondidas. Na ultima década, por exemplo, alguns pesquisadores afirmaram
ter evidenciado a hipétese do caos molecular baseando-se em resultados experimentais
acerca do movimento browniano e em elementos da Dindmica Nao-linear [1]. No entanto,
outros pesquisadores téem alegado que os resultados e os argumentos apresentados pelos

primeiros nao sdo suficientes para tal afirmagao [2].

Devido a grande quantidade de componentes envolvidos na dinamica microscopica,
a maioria das investigacoes neste sentido tem abordado o problema considerando poucos
graus de liberdade e, representando os demais, por termos de ruido nas equagoes de mo-
vimento [3]. Tal procedimento, como veremos aqui, foi proposto e utilizado inicialmente
por Paul Langevin, o qual introduziu uma forga estocastica a equagao do movimento da
particula suspensa e demonstrou que sua equagao correspondia as expressoes de Einstein
para o movimento browniano [4]. Um tratamento semelhante ao de Langevin e oriundo
da Dinamica Nao-linear consiste em substituir a forca aleatéria da equacao de Lange-
vin por uma forca cadtica [5]. O movimento browniano, neste caso, passa a ser descrito

completamente por uma equagao deterministica ou, mais especificamente, por um mapa.

Um mapa é um sistema dinamico estruturalmente mais simples do que as equagoes
diferenciais e apresenta maiores vantagens do ponto de vista da implementacao e proces-
samento computacional. Especificamente o mapa de Kaplan-Yorke [6,7], podemos dizer,
constitui a versao discreta-deterministica da equacao diferencial estocastica de Langevin

para o movimento de uma particula browniana, subentendendo por particulas brownianas
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pequenas particulas em estado de movimento, sendo este erratico e irregular. O referido
mapa tem sido utilizado em uma série de trabalhos [7-10] com objetivos, tanto do ponto
de vista matematico, visando as propriedades dinamicas das equagoes que regem o mape-
amento, como do ponto de vista fisico, procurando relagoes entre a dinamica do modelo
com os fenomenos observados na natureza. De um modo geral, o mapa de Kaplan-Yorke
representa um sistema dissipativo bidimensional ao qual se associa a dinamica dos im-
pulsos recebidos pela particula browniana das moléculas do meio e a dinamica da propria

particula.

Neste trabalho consideramos um sistema de N particulas brownianas evoluindo,
cada uma, de acordo com um mapa de Kaplan-Yorke. Estamos interessados especifica-
mente no comportamento ou evolucao temporal da varidavel dos mapas que corresponde
as velocidades das particulas do sistema. Em nosso estudo, também consideramos que, a
todo instante, as particulas brownianas estao colidindo e trocando momentum e energia
umas com as outras. Representamos esta interacao mutua pelo acoplamento das velo-
cidades, uma vez que as velocidades das particulas estao diretamente relacionadas as
grandezas mencionadas. Assim, estamos assumindo que a dinamica das particulas brow-
nianas é descrita por uma rede de mapas acoplados [11], a qual denominamos rede de

mapas de Kaplan-Yorke acoplados.

As redes de mapas acoplados sao sistemas dinamicos que possuem variaveis es-
paciais e temporais discretas e variaveis de estado continuas. Elas constituem modelos
relativamente simples para se estudar a interagao entre sistemas e investigar fenomenos
nao-lineares relacionados com o caos espaco-temporal. Dentre os fenomenos mais inves-
tigados por meio dessas redes encontram-se a sincronizagao de caos, a transi¢ao entre os

estados completamente sincronizado e nao-sincronizado e o controle de caos [12-15].

Com este trabalho objetivamos descrever a dinamica de particulas brownianas
por meio de redes de mapas acoplados e analisar a influéncia do acoplamento sobre a
velocidade das particulas. Em relacao a este tltimo ponto, pretendemos verificar se as
variaveis de estado das redes de mapas de Kaplan-Yorke sincronizam e sob quais condi¢oes
tal fenomeno ocorre. Para isso utilizaremos, além de elementos estatisticos, algumas
ferramentas da Dinamica Nao-linear como, por exemplo, os expoentes de Lyapunov [16,

17], o parametro de ordem [12] e a medida da distancia ao subespago de sincronizagao [13].

Utilizamos, ao longo deste trabalho, quatro formas distintas de acoplamentos,
sendo duas regulares e as outras duas probabilisticas. Com elas pretendemos abarcar

varias configuracoes do sistema e situacoes fisicas distintas de colisdao-interacao entre as
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particulas. Das quatro formas de acoplamentos propostas, duas delas sao empregadas
tais como se apresentam na literatura enquanto as outras duas, nés as consideramos, com
algumas alteragoes. Em comum, todas elas levam em consideracao a distancia relativa
entre as particulas sobre a interacao, seja na intensidade ou na probabilidade da interacao

ocorrer.

Nossa proposta em estudar a dinamica das particulas brownianas a partir de re-
des de mapas acoplados deve-se a alguns estudos isolados sobre ambos os assuntos. Neste
sentido procuramos, aqui, relacionar fenomeno e modelo a fim de investigar possiveis cor-
respondéncias e, a0 mesmo tempo, definir um objeto e uma motivacao fisica determinados.
Sobre a origem desta idéia, destacamos, de um modo particular, o contato com o trabalho
sobre a sincronizagao na presenca de memorias de Morgado e colaboradores [18], no qual
sao analisadas a dinamica de dois mapas com termos de memoéria e submetidos a um ruido
comum e a trajetéria de duas particulas regidas pela equacao de Langevin generalizada e

interagindo por um potencial.

As questoes que pretendemos responder com este trabalho sao: as redes de mapas
acoplados constituem bons modelos para o estudo do movimento browniano? Qual a
influéncia do acoplamento (colisdo) sobre a dinamica das particulas brownianas? Os
parametros de acoplamento alteram a distribuicao das velocidades? O comportamento
assintético do sistema depende do tipo de acoplamento utilizado? Ocorre sincronizagao
nas redes de mapas de Kaplan-Yorke acoplados? Se ocorre a sincronizagao, quais os

parametros que regem a transicao entre os estados sincronizado e nao-sincronizado?

Para melhor discutir e responder as questoes acima, organizamos este trabalho

da seguinte maneira:

No segundo capitulo apresentamos uma revisao de trés teorias histéricas acerca do
movimento browniano e dos artigos pioneiros de Kaplan e Yorke nos quais eles estudaram o
conjunto de equagoes a diferencas que, mais tarde, foi denominado mapa de Kaplan-Yorke.
Também revisamos e discutimos outros trabalhos sobre o referido mapa e apresentamos
a deducao deste a partir da equacao diferencial de Langevin. Na seqiiéncia, Capitulo 3,
descrevemos a idéia e os principais conceitos relacionados as redes de mapas acoplados e
apresentamos as formas de acoplamento de interesse neste trabalho. No quarto capitulo
realizamos um estudo sobre os expoentes de Lyapunov em sistemas dinamicos discretos
e, em particular, sobre os expoentes de Lyapunov das redes de mapas de Kaplan-Yorke
acoplados. No capitulo seguinte, Capitulo 5, abordamos o fenomeno da sincronizacao em

redes de mapas acoplados, estudamos algumas ferramentas de diagnésticos e investigamos
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a sincronizagao nas redes propostas. No sexto capitulo apresentamos e discutimos os
resultados obtidos e, no tultimo capitulo, fazemos algumas consideragoes a respeito do

trabalho desenvolvido e indicamos sugestoes para trabalhos futuros.
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2 0 Movimento Browniano

O movimento irregular de pequenas particulas suspensas em um fluido, fendomeno
conhecido como movimento browniano, é um dos tépicos mais intrigantes no estudo de
sistemas fora do equilibrio. Desde sua descoberta este fenomeno tem sido investigado por
pesquisadores das mais diversas areas, especialmente, por fisicos, quimicos e bidlogos. O
principal interesse no assunto reside na compreensao dos mecanismos que regem o mundo
microscopico e a relacao destes com as grandezas macroscopicas de um sistema. Dessa
perspectiva diferentes teorias foram propostas ao longo dos anos, entre as quais destaca-
mos as observacoes de Robert Brown, a explicacao de Einstein e a teoria de Langevin.
Baseando-se nos trabalhos destes autores apresentamos neste capitulo as respectivas te-
orias do movimento browniano assim como o mapa de Kaplan-Yorke, o qual constitui o

principal objeto deste estudo.

2.1 As Observacoes Microscopicas de Robert Brown

O botanico inglés Robert Brown (1773-1858) é considerado o primeiro pesquisador
a desenvolver um estudo detalhado sobre o movimento de mintsculas particulas imersas
em um fluido aquoso. Seu artigo A brief account of microscopical observations made
in the months of June, July and August, 1827, on the particles contained in the pollen
of plants (Um breve relato das observagoes microscépicas feitas nos meses de Junho,
Julho e Agosto, 1827, sobre as particulas contidas no pélen das plantas) marca o inicio
da teoria do movimento browniano e abarca as primeiras tentativas de compreender o
fenomeno. Embora o titulo mencione apenas os graos de pélen como objeto de pesquisa,
as observacoes nele descritas se estendem a particulas das mais variadas origens. Trata-se,
de um modo geral, de andlises microscopicas quanto a forma e movimento de pequenos

fragmentos de matéria suspensas na agua.

Ao contrario do que se apresenta em alguns textos e apesar do nome ser apropri-

ado para tal afirmacao Brown nao descobriu o movimento browniano. Num trecho de seu
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artigo ele comenta:

The facts ascertained respecting the motion of the particles of the pollen were
never considered by me as wholly original; this motion having, as I knew, been

obscurel seen by Needham, and distinctly by Gleichen.! [19]

Em seus dois trabalhos dedicados ao assunto [19,20], Brown menciona vérios
pesquisadores além de Gleichen e Needham que, de alguma forma, observaram a existéncia
do movimento de pequenas particulas em suspensao. Porém, de acordo com Brown [19],
nenhum deles apresentou uma descricao precisa e satisfatéria sobre o comportamento
destas particulas. Analisando os trabalhos do botanico inglés vemos que ele também nao
conseguiu explicar as causas do movimento, no entanto, podemos concluir que a atribuicao

do seu nome ao fenémeno faz jus ao seu grande esforco neste sentido.

A questao do movimento nao foi inicialmente um dos objetivos das investigagoes
de Brown [19]. Ele estudava o processo de fertilizacao de algumas plantas e, utilizando-se
de um microscopico, analisava a forma das particulas contidas nos graos de pélen. Nestas
observagoes ele verificou que, ao colocar as particulas na agua, elas apresentavam um

movimento peculiar. Sobre este fato, Brown escreveu:

While examining the form of these particles immersed in water, I observed
many of them very evidently in motion (...). These motions were such as
to satisfy me, after frequently repeated observation, that they arose neither
from currents in the fluid, nor from its gradual evaporation, but belong to the

particle itself.? [19]

Entusiasmado com o fato, Brown realizou uma série de experimentos com plan-
tas vivas e mortas. Ele pretendia observar possiveis mudangas no comportamento das
particulas com a variacao do material analisado, entretanto, seus resultados mostra-
vam que o movimento nao dependia do estado da fonte, mas apenas das propriedades

geométricas das particulas.

Além dos elementos do reino vegetal, o botanico inglés analisou varios outros

objetos, tanto de origem organica e inorganica, tais como, a madeira féssil, cacos de

10s fatos descritos a respeito do movimento das particulas de pélen nunca foram considerados por
mim como totalmente originais; tendo este movimento, como eu conhego, sido obscuramente visto por
Needham e distintamente por Gleichen [19](Tradugao nossa)

2Enquanto examinava a forma destas particulas imersas na dqua, eu observei muitas delas eviden-
temente em movimento (...). Estes movimentos eram tais quanto & satisfazer-me, apds freqiientes ob-
servagoes repetidas, que eles nunca surgiam das correntes no fluido, nem de sua evaporagao gradual, mas
pertenciam a prépria particula. [19](Traducao nossa)
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vidro, terras, metais e particulas de rochas [19]. Em todos casos, porém, ele constatou a

existéncia de movimentos desordenados no sistema particula-agua.

Um ponto caracteristico das observacoes de Brown é o cuidado tanto na escolha
quanto na preparacao de suas amostras. Na analise dos minerais, por exemplo, ele utilizou
rochas de varias idades, em especial, aquelas sem qualquer indicio de vida organica. Brown
procurava, com isso, privar suas observacoes de resultados distorcidos devido aos possiveis
vestigios organicos no material. Quanto a preparacao das rochas, ele moia os fragmentos
deixando-os bem finos de modo que pudessem ser suspensos na dgua por tempo suficiente

para observagao microscopica.

Na teoria browniana, referindo-se especificamente aos trabalhos desenvolvidos
por Brown, as particulas moventes em um fluido recebem o nome de moléculas ativas. O
artigo de 1828, no entanto, nao deixa muito claro o que significa de fato uma molécula
ativa. Diante disso, Robert Brown publica um segundo trabalho [20] no qual presta
esclarecimentos sobre esta e, ao mesmo tempo, apresenta algumas consideracoes sobre as

causas que, na época, eram atribuidas ao movimento das particulas em um fluido.

No inicio deste artigo suplemento, ele afirma serem erroneas as assergoes que
consideram as moléculas ativas como particulas animadas, pois as primeiras, como ele ja
havia demonstrado, podem ser obtidas tanto de matéria organica quanto inorganica. A
molécula ativa, segundo Brown [20], consiste na menor particula que, ao ser suspensa em

qualquer fluido aquoso, adquire movimentos irregulares e dificeis de descrever.

Devido a natureza irregular do movimento realizado pela particula microscopica,
Brown se considerou incapaz de descrever a dindmica da mesma. A caracteristica erratica
da trajetéria, resultado das mudangas abruptas na direcao e sentido do movimento da
particula ao longo do tempo, fez com que ele dirigisse sua atengao principalmente a forma
das particulas. Neste sentido suas andlises o levaram a concluir que as moléculas ativas

possuem uma forma esférica ou préxima disso [20].

Em relacao a origem do movimento Brown nao apresentou nenhuma explicacao
dind mica, mas, ao contrario, considerou insuficientes as hipéteses de causa que haviam
sido levantadas por alguns pesquisadores. Estas hipoteses referiam-se basicamente a forca
de atracao e repulsao entre as particulas, ao equilibrio instavel em alguns pontos do
fluido, & acao capilar, a evaporacao, a presenca de bolhas de ar e outras mais. As causas
mencionadas nao tinham sido observadas por Brown em suas andlises e, segundo ele [20],
nao poderiam resistir a um experimento simples, o qual consiste em reduzir, em dimensoes

microscopicas, o tamanho da gota de agua que contém a particula e coloca-la para a
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observacao em um fluido transparente de menor densidade, nao miscivel e com baixa taxa

de evaporagao.

Em suma, a teoria de Brown afirma que a matéria é composta de pequenas
particulas denominadas moléculas ativas, as quais, ao serem suspensas em um fluido, exi-
bem um movimento rapido e irregular, sendo este uma caracteristica da propria particula

e nao do fluido envolvente.

2.2 As Investigacoes de Albert Einstein

No inicio do século XX a idéia de que a matéria seria constituida por atomos e
moléculas ainda era motivo de muita polémica entre os pesquisadores. Diversas pesquisas
tencionavam corroborar a hipétese atomica, porém, mesmo existindo algumas propostas
plausiveis de descricao da natureza neste nivel, nao havia consenso nem evidéncias sufici-
entes quanto a realidade dos dtomos. Somente a partir de 1908 o atomismo tornou-se de
fato uma teoria “globalmente” aceita. Esta mudanca de paradigma foi fortemente influen-
ciada pelo desenvolvimento da teoria do movimento browniano ou, mais exatamente, pela
descrigao matematica do fenomeno apresentada por Einstein em 1905 e pela confirmagao

experimental de sua teoria realizada por Perrin trés anos mais tarde.

Pouco antes de Einstein, entretanto, Delsaulx, Carbonelle, Goy [21] entre ou-
tros, tinham observado algumas caracteristicas importantes sobre a dinamica da particula

browniana, dentre as quais:

e que a trajetéria era irregular mudando abruptamente de sentido e direcao;
e que o movimento de duas particulas parecia ser independente;

e que 0 movimento tornava-se mais intenso utilizando particulas menores ou fluido

menos Viscoso;

Assim, a partir destas observagoes, tornavam-se evidentes alguns dos parametros
a serem considerados em uma descricao fisica do fenomeno, como por exemplo, o raio
e a massa da particula e a viscosidade do meio. Além disso, como o movimento era
semelhante a um passeio aleatério e a trajetéria observada nao apresentava tangentes, isto
é, nao formava curvas diferencidveis, a utilizacao de elementos probabilisticos também se

apresentava como uma alternativa razoavel para o tratamento do problema.
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Apesar destas importantes observagoes acerca do movimento das particulas num
fluido, a maior contribuicao a teoria browniana no final do século XIX e inicio do XX se
refere as conjecturas de que o movimento seria causado por impactos sucessivos entre a
particula observavel e as moléculas “invisiveis” do fluido. Esta assercao explicava tanto
as irregularidades das trajetorias como a constancia do movimento observadas experimen-

talmente, porém, assim como a idéia do atomo, tal entendimento nao era geral.

O alemao Albert Einstein (1879-1955) pertencia a classe daqueles que conside-
ravam a agitacao térmica das moléculas do meio como a principal responsavel pelo mo-
vimento irregular das particulas suspensas. Introduzindo seu artigo Uber die von der
molekularkinetischen Theorie der Warme geforderte Bewegung von in ruhenden Flissig-
keiten suspendierten Teilchen (Sobre o movimento de pequenas particulas suspensas em

um liquido estacionario demandada pela teoria cinético-molecular do calor), ele escreveu:

(...) suspendierte Korper von mikroskopisch sichtbarer Grofie infolge der Mole-
kularbewegung der Warme Bewegungen von solcher Grofie ausfithren miissen,

daf diese Bewegungen leicht mit dem Mikroskop nachgewiesen werden kénnen.?

22]

A partir deste entendimento Einstein desenvolveu toda sua teoria do movimento
browniano que corresponde a primeira descricao matemaética do fenémeno. Suas in-
vestigacoes resultaram na famosa expressao para o deslocamento quadratico médio da
particula e, por meio desta, em uma estimativa bastante precisa para o nimero de Avo-
gadro. O valor encontrado por ele, Ny = 2,1 x 10?3, embora limitado aos dados da época,

estd na mesma ordem de grandeza que o atualmente aceito.

A abordagem einsteniana do movimento das particulas suspensas fundamenta-se
basicamente em duas proposigoes [22]. Considera-se inicialmente que em um conjunto de
particulas suspensas cada uma realiza um movimento préprio e independente das demais,
neste sentido, a descricao do sistema como um todo se reduz a andlise de uma unica
particula. Além disso, a teoria de Einstein também estabelece que os movimentos de uma
mesma particula em intervalos de tempo distintos devem ser igualmente independentes,
ou seja, considera-se que o estado de uma particula em um tempo qualquer independe

dos estados anteriores. Trata-se, portanto, de um processo markoviano.

Uma vez estabelecidas as proposi¢oes de independéncia, Einstein supos que a

3¢(...)corpos de tamanho visivel ao microscépico e suspensos em um liquido realizam, em consequéncia
do movimento molecular, um movimento de tal magnitude que pode ser facilmente observado no mi-
croscépico” . [22](Tradugao nossa)
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cada intervalo de tempo 7 as particulas se deslocam uma mesma quantidade A positiva
ou negativa na direcdo z. Este intervalo de tempo, segundo ele [22], deve ser minimo
comparado ao tempo de observacao, porém, grande o suficiente para que o movimento da
particula em intervalos sucessivos seja, de fato, independente. Neste caso, apés o intervalo

7, o niumero de particulas entre A e A + dA é dado por
dn = no(A)dA, (2.1)

onde n é o numero total de particulas e ¢ é uma funcao de distribuicao simétrica e

normalizada, ou seja,

O(A) = p(—A) e /_OO d(A)dA = 1. (2.2)

Denotando por f(z,t) a densidade de particulas em um tempo arbitrario ¢ e con-
siderando que a distribuicao de particulas, em intervalos subsequentes, satisfaz a condi¢ao

(2.2), Einstein obteve a famosa equagao de difusao

of (x,t)  0*f(x,1)
o = Diﬁx2 , (2.3)
com coeficiente
L B
D= /_ _ Ag(a)an. (2.4)

Embora a equagao (2.3) fosse conhecida desde o inicio do século XIX ela era
usualmente obtida a partir da conservagao da massa. A deducao de Einstein por meio de
argumentos probabilisticos representou um importante avanco nesse sentido e, ao mesmo
tempo, possibilitou o desenvolvimento de algumas teorias modernas como as relagoes de

Chapman-Kolmogorov e as cadeias markovianas [23].

Apés deduzir a equagao de difusao, Einstein verificou [22] que a hipdtese de inde-
pedéncia do movimento das particulas torna desnecessaria a escolha de um 1nico sistema
de coordenadas. Prosseguindo seu trabalho, ele considerou que a origem do sistema em
t = 0 coincide com a posicao do centro de gravidade de cada particula em andlise. Dessa
maneira, a expressao f(x,t)dr denota o nimero de particulas cuja coordenada z variou
uma quantidade dx durante um tempo t. Para um sistema composto por N particulas

brownianas e sujeito as condi¢oes

flz,t)=0 e /00 f(z,t)de =N | para z # 0, (2.5)
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obtemos como solu¢ao da equagao (2.3)

flz,t) = et . (2.6)

A equagao (2.6) estabelece que as particulas brownianas se distribuem ao longo do
tempo segundo uma curva gaussiana, isto é, a distribuicao de probabilidade de encontrar
as particulas em uma dada posicao é sempre simétrica e centrada na origem. Para tempos
pequenos (t — 0) ela representa uma fungao delta, porém, a medida que o tempo passa,
sua largura varia continuamente. A Figura (1) ilustra o comportamento de f(x,t) em

funcao de x para quatro instantes de tempo diferentes.
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- - Dt=0,004
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67 —
=
><" i
=
47 —
27 —
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Figura 1: A distribuicao dos deslocamentos em diferentes intervalos de tempo. Para
tempos préximos de zero a curva representa uma funcao delta centrada na origem, porém
a medida que o tempo aumenta verificamos um alargamento na distribucao.

Através da equagao (2.6) podemos determinar a probabilidade de encontrar uma
particula em qualquer intervalo espacial. Entretanto, de acordo com Einstein [22], o
resultado mais importante desta equacao é a relagao entre o coeficiente de difusao D e o

deslocamento quadratico médio (Ax?) das particulas, a saber,

(Ax?) = 2Dt. (2.7)

Esta dependéncia linear do deslocamento quadratico médio com o tempo implica
um deslocamento caracteristico crescendo com v/t de modo que o deslocamento resultante
se distancia cada vez mais das formas balisticas. Tal comportamento estd relacionado a
aleatoriedade do movimento das particulas brownianas, isto é, aos movimentos ora para

a direita, ora para a esquerda.
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No artigo de 1905 Einstein também apresentou uma andlise da situacao de equilibrio
dinamico de um sistema de esferas de raio P distribuidas irregularmente pela superficie
de um liquido. Ele considerou as esferas sujeitas a um gradiente de pressao e a uma forca
viscosa k de acordo com a lei de Stokes. Assim, ao fazer o balanceamento das forcas,
encontrou uma expressao para o coeficiente de difusao D, a saber,

RT

D=—— 2.8
67TNAP]{?’ ( )

sendo R a constante universal dos gases, T" a temperatura absoluta, N4 o nimero de

Avogadro e k a viscosidade do meio.

Por conseguinte, considerando as particulas brownianas como esferas de raio a

(isto é, fazendo P = a) e substituindo k por 7, a equagao (2.7) pode ser escrita como

RT
Ar?) = ———t. 2.9
(Aa) = o Noar (2.9)
A equagao (2.9) constitui a base do famoso teorema da flutuagao-dissipacao e
descreve a realidade de uma ampla classe de fenomenos fisicos. Ela representa uma das
primeiras relagoes encontradas entre a flutuagao quadratica média de uma grandeza e

propriedades dissipativas do sistema no equilibrio ou, de modo equivalente, entre propri-

edades de processos reversiveis e irreversiveis.

Seguindo os mesmos procedimentos da abordagem unidimensional do problema,
podemos obter uma equacao equivalente na possibilidade de movimento em trés di-

mensoes. Neste caso, a equacao (2.6) adquire a forma

. N —r2
f(rt) = REInEE (2.10)
e, conseqilentemente,
RT
Ar?) = 6Dt = t. 2.11
(Ar?) o (2.11)

Uma outra maneira mais direta de se obter esta equacao consiste em considerar

a isotropia do espaco,

(Az?) = (Ay?) = (As2) = %(Ar2>, (2.12)

e substituir o termo correspondente na equagao unidimensional.

A equagao do deslocamento quadratico médio da particula é o principal legado de

Einstein & teoria do movimento browniano. Além disso, como as quantidades (Ar?), T, a
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e n sao grandezas diretamente mensurdveis, a equagao (2.11) foi fundamental para Jean
Perrin determinar em 1908 a magnitude do niimero de Avogadro e, portanto, comprovar

a conjectura einsteniana:

wenn sich die hier zu behandelnde Bewegung samt den fiir sie zu erwartenden
Gesetzmaéfigkeiten wirklich beobachten 1&8t, so ist die klassische Thermody-
namik schon fiir mikroskopisch unterscheidbare Rdume nicht mehr als genau
giiltig anzusehen und es ist dann eine exakte Bestimmung der wahren Atom-

groBe moglich.t [22]

Ressaltamos ainda, que apesar de Einstein ter utilizado argumentos probalilisticos
para analisar o problema, a abordagem do movimento via caminhada aleatéria ou random
walk foi proposta somente alguns anos depois. E interessante notar que em 1900 o frances
Louis Bachelier, estudando as flutuagbes em uma bolsa de valores, obteve expressoes
semelhantes aquelas encontradas por Einstein para a particula browniana; porém, como
os objetos eram distintos ambas as teorias nao foram comparadas naquela época de modo

que a idéia de Bachelier passou-se despercebida.

2.3 A Equacao Estocastica de Paul Langevin

No mesmo ano em que Jean Perrin publica seus resultados confirmando a teoria
de Einstein, o fisico francés Paul Langevin (1872-1946) apresenta uma nova descri¢ao ma-
tematica para o movimento das particulas suspensas. Enquanto o tratamento de Einstein
envolvia aspectos probabilisticos e a resolugao de uma equacao diferencial parcial (EDP),
a teoria de Langevin utiliza basicamente a segunda lei de Newton e o teorema da equi-
particao da energia. Esta teoria, aparentemente mais simples que a de Einstein, culmina
na mesma expressao para o deslocamento quadratico médio da particula e, como aquela,

desenvolve ferramentas fundamentais para o estudo de processos estocasticos.

Em seu artigo [4], Langevin inicialmente confronta os resultados obtidos por
Einstein e Marian Smoluchowski. Marian havia analisado o movimento das particulas
suspensas por um método mais direto que o de Einstein e obteve uma expressao para o

deslocamento quadratico médio da particula que diferia da equagao (2.9) somente por um

4 se 0 movimento discutido aqui puder ser realmente observado, entdo a termodindmica cldssica nao
pode mais ser vista como aplicavel com precisao aos corpos mesmo de dimensoes distinguiveis microsco-
picamente; uma determinagio exata das dimensdes atomicas é entdo possivel. [22] (Tradugao nossa)
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fator de 64/27. Porém, de acordo com Langevin [4], esta diferenga desaparece completa-

mente quando se aplica o método de Smoluchowski de maneira correta.

4

Langevin argumenta, no entanto, que ha um modo “infinitamente mais simples”

de se analisar matematicamente o movimento de uma particula suspensa num fluido ou,

em suas proprias palavras, “une démonstration infiniment plus simple” [4]. Introduzindo

sua teoria, ele considera que, de acordo com o teorema da equiparticao da energia, a

particula browniana deve possuir a mesma energia cinética de um gas molecular. Em

uma analise unidimensional do problema, movimento apenas na direcao x, esta energia
RT

sera equivalente a NG Portanto, para um sistema de N de particulas de massa m, a

energia cinética média sera

RT

m(v?) = Ny

(2.13)

sendo (v) a velocidade média das particulas, R a constante universal dos gases ¢ T a

temperatura absoluta.

Além disso, de acordo com a lei de Stokes, cada particula em movimento deve
experimentar uma resisténcia do liquido ou forga viscosa com magnitude igual a 67 pav,
sendo p a viscosidade do meio a o raio da particula e v a velocidade. Este valor, entretanto,
consiste apenas em uma média, pois, devido a irregularidade dos impactos das moléculas,

a acao do fluido sobre a particula oscila continuamente.

Para considerar tais flutuagoes, Langevin propde um termo estocastico a equacao
do movimento da particula [4]. Este termo adicional ou “forga complementar”, maneira
como Langevin chama a variavel estocastica acrescida a equacao do movimento, repre-
senta os impulsos recebidos pela particula browniana devido a agitacao térmico-molecular
do fluido e, como tal, possui magnitude equivalente a resultante das interacoes. Além
disso, como as colisoes sao aleatérias e o movimento nao possui diregao preferencial, esta
forga possui valores indiferentemente positivos ou negativos. Portanto, o movimento da
particula browniana na dire¢ao x obedece a equacao

Az d_a:

=6 X 2.14
m—s mpa— + X, (2.14)

sendo X a forca estocéstica de Langevin.

Multiplicando por x a equacdo do movimento (2.14), e rearranjando os termos,
ela pode ser escrita como
2

d
—mv® = —37r,uad—g; + Xu. (2.15)

m d?z?
2 dt?
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Por conseguinte, um sistema composto por N particulas brownianas nao-interagentes
pode ser representado por N equagoes de movimento da forma (2.15). Neste caso, su-
pondo N suficientemente grande e particulas idénticas, a evolucao do sistema pode ser
analisada pela média das equacoes de movimento de cada componente. Contudo, escla-
rece Langevin [4], devido a irregularidade da forga complementar, o valor médio do termo
Xz torna-se identicamente nulo e, portanto, a equacao resultante adquire a forma
d(z?)

dt -

m d*(z?)
2 dt?

—m(v?) = —3rua (2.16)

Nota-se, no entanto, que o segundo termo da equagao (2.16) representa a energia

cinética média do sistema. Assim, substituindo tal termo por seu equivalente (2.13) e

d{z?)
dt

considerando z = a equacao acima pode ser escrita como

mdz RT

ied = 2.1
T 3mpaz N, (2.17)
cuja solucao geral é
RT 1 67rua,t
= — T Tm 2.1
z N 3 Ce : (2.18)

sendo C' uma constante arbitraria.

De acordo com esta solugao verificamos que z tende a um regime constante apds
um intervalo de tempo da ordem de m/6rpa. Para uma particula browniana tipica,
este tempo “transiente” ou tempo de relaxacdo corresponde a aproximadamente 1078

segundos [4]. Para tempos suficientemente longos, no entanto, a equagao (2.18) se reduz

a
d(z?) __RT (2.19)
dt 3nNpa’ ’
e, integrando, obtemos
RT
2 —(2d) = ———t. 2.20
(@) ~ (@) = 5 (220)

Porém, como a particula pode se mover indiferentemente para direita ou para
a esquerda, sua posi¢cao média coincide com a origem, ou seja, () = xo. Portanto, a

equacao (2.20) pode ser reescrita como

RT
Ar?) = —— ¢ 2.21
(Aa?) = gon ot (2.21)

que é idéntica a equacao (2.9) obtida por Einstein.
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A descrigao do movimento browniano exposta até aqui corresponde exclusiva-
mente a teoria apresentada por Langevin em seu artigo de 1908. Na versao moderna

desta teoria [24] a equac@o de Langevin (2.14) é geralmente apresentada como

d
md—: — —av+ F(b), (2.22)

sendo o um parametro associado a viscosidade do meio e F'(t) uma varidvel aleatéria de

média nula e covariancia delta correlacionada, ou seja,
(Ft))=0 e (F@)F(t))=Bo(t—1), (2.23)

com B = 2akgT, sendo kg a constante de Boltzmann.

Dividindo por m ambos os membros da equagao (2.22), ela pode ser escrita como

dv

pri —yv + (1), (2.24)

sendo v = a/m e {(t) = F(t)/m. Neste caso, a varidvel aleatéria £(t) deve satisfazer as

mesmas condigoes da forga estocdstica presente na equagao (2.23), com B — I' (= B/m).

Em uma terminologia moderna, a varidvel aleatéria £(t) representa um ruido
branco® enquanto que a equagao de Langevin na forma (2.24), um processo de Ornstein-

Uhlembeck®. Tal equacao diferencial estocéstica apresenta solucao
t !
v(t) = voe " + e_w/ e et (2.25)
0

sendo vy a velocidade da particula no instante ¢t = 0.

A solucao (2.25) é geral e, por conseguinte, independe da fungao £(t) representa-
tiva do ruido. Admitindo, no entanto, que £(t) satisfaca as condigdes de média e variancia

imposta pela equagao (2.23), a velocidade média e a velocidade quadratica média da

SUm ruido branco é uma varidvel estocéstica £(t) que possui as seguintes proprieades:

(€1) =0 e (£()&(t)) = Cot —t).

A denominagao ruido branco deve-se ao fato de que a transformada de Fourier de (£(0)£(t)), a qual é
dada por [ exp(iwt)(£(0)£(t))dt = C, independe da frequéncia w [24].

50 processo de Ornstein-Uhlembeck é um processo estocastico r; dado pela equacdo diferencial es-
tocastica

dr =n(p —r)dt + odW,

onde 77 é a taxa de reversao a média, u a média, o a volatilidade e W um processo de Wiener. Este
processo representa um processo gaussiano com variancia delimitada e distribuicao de probabilidade
estaciondria [25].
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particula serao, respectivamente,
—t 2 2 I —2vt
(v) = vge e (W= +—(1-e". (2.26)
2y
Por conseguinte, considerando tempos suficientemente longos os termos exponenciais
tornam-se despreziveis e tais equacoes tendem a um regime constante, isto é,

r kgT

v) — 0 e v?) - — = =, 2.27
(0 07) = 5= = (227)
Através da equagao (2.25) também é possivel obter a expressao do deslocamento

médio e do deslocamento quadratico médio da particula. Neste caso, considera-se inicial-
mente a forma diferencial da equagao (v(t) = dx/dt) e, em seguida, efetua-se a integragao

necessaria. Este procedimento resulta em

1 1/ "
z(t) —xg = 1)05(1 —e M)+ ;/ (1 — =gt at”, (2.28)
0

Conseqiientemente, considerando as propriedades do ruido dadas pela equacao (2.23), os
deslocamentos médio e quadratico médio da particula em tempos suficientemente grandes,

serao, respectivamente,

1 oy _ L 02
(Az) = vo; e (Az®) = " (Tt +v3). (2.29)

Nota-se, entao, em acordo com o resultado einsteniano, que o deslocamento
quadratico médio da particula evolui linearmente com o tempo. Além disso, fazendo
algumas consideragoes nesta equagao, recupera-se a mesma expressao demonstrada por
Einstein na equacao (2.9). Portanto, a abordagem do problema por um dos formalismo
em particular constitui apenas uma questao de conveniéncia, isto é, enquanto na teoria
de Einstein utiliza-se o espaco das configuracoes, na descricao de Langevin a andlise do

fenomeno é realizada principalmente no espaco das velocidades.

2.4 O Mapa de Kaplan-Yorke e a Forca Cadtica

Em 1979 J. L. Kaplan e J. A. Yorke publicaram um estudo [6] sobre o compor-
tamento dinamico de algumas equacgoes a diferencas destacando, de modo particular, a

familia de equacoes da forma

et = 22, mod(1
F:{xﬂ 2 mod(1) (2.30)

Ynt1 = NYn + ()
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sendo A um parametro e p(x) uma fungao periédica.

O termo mod(1) na equagao (2.30) assegura que o valor de x seja sempre menor
que a unidade, diminuindo tal quantidade sempre que ele for maior que 1. Kaplan e Yorke
investigaram algumas propriedades importantes deste sistema, entre elas, a estabilidade
de pontos fixos, a duplicacao de periodo e a transigdo para o caos [6]. Para entendermos
melhor o estudo desenvolvido por eles vamos discutir brevemente o que representam tais
comportamentos. Um ponto fixo de um sistema dinamico discreto unidimensional f(x)
corresponde ao valor de x cuja a funcao de evolucao aplicada neste ponto retorna o mesmo
valor, isto é, f(x*) = x*. A estabilidade de tal ponto é geralmente verificada pelo médulo
da derivada da fungao no préprio ponto, se o resultado for maior que a unidade o ponto é
considerado instavel, se menor ele é estavel e se ele for igual a 1 o ponto ¢é indiferentemente
estavel ou instavel [26]. Quando, pela variacao de algum parametro do sistema, um ponto
fixo estavel perde sua estabilidade dois pontos fixos novos podem aparecer e, sendo eles
estaveis, dizemos que ocorreu uma duplicacao de periodo uma vez que um ponto fixo
é considerado igualmente um ponto de periodo 1. Se, por outro lado, todos os pontos
possiveis forem instaveis e o sistema apresentar uma grande sensibilidade as condigoes
iniciais o comportamento é denominado cadtico [26]. Neste sentido, uma das maneiras
para o sistema transitar para o caos consiste na propria duplicagao de periodo. Na Figura
(2) podemos visualizar estas trés formas de comportamento para o sistema dindmico

denominado mapa logistico, cuja regra de evolucao é z, 1 — f(z) =1 — pz*

-1
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0.5

0 0.5

Figura 2: O diagrama de bifurcacao do mapa logistico pela variacao do parametro de
controle pu. Para pu < 3/4 vemos que o atrator é um ponto fixo estavel e, neste ponto,
ocorre uma bifurcacdo com duplicagdo de periodo. Para valores maiores de p novas
duplicagoes de periodo se sucedem e o mapa aproxima-se cada vez mais do regime cadtico
no qual nao se verifica nenhuma 6rbita estavel.



29

Para o sistema (2.30), em particular, Kaplan e Yorke verificaram que, dependendo
do valor atribuido ao parametro A, este passa exibir um comportamento cadtico em uma
ou nas duas variaveis. Seus resultados foram baseados principalmente na magnitude do
determinante de Jacobi, o qual é definido pela matriz das derivadas da funcao de evolugao
do sistema (DetJ= Det DF). Eles mostraram que, se A for maior que 1/2 e, portanto, Det
J > 1, o conjunto torna-se bidimensionalmente cadtico, enquanto que, se A for menor ou
igual a 1/2 apenas z é cadtica [6]. A Figura (3) representa o espago de fases” do sistema
(2.30) para os dois casos mencionados, ela constitui o principal resultado do artigo pioneiro
de J. Kaplan e J. Yorke.
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Figura 3: O espaco de fases do sistema de equagoes (2.30): (a) corresponde a A = 0,2
(DF = 0,4) enquanto (b) corresponde a A =2/3 (DF = 4/3). Em ambos os casos foram
consideradas 200.000 iteradas, sendo descartadas 50.000 (transiente).

Em um outro trabalho, juntamente com J. Mallet-Paret, Kaplan e Yorke conside-
raram uma versao mais geral do modelo acima e, a partir deste, estimaram a dimensao de
Lyapunov do sistema. Tal dimensao corresponde a quantidade de informacao necessaria
para especificar, com uma determinada precisao, a localizacao de um ponto no espago de
fases. Eles observaram, dentre outras coisas [28], que esta dimensao era sempre menor ou

igual a dimensao fractal do atrator do sistema.

A partir destes trabalhos, diferentes aspectos dinamicos do sistema (2.30) passa-
ram a ser investigados e o conjunto de equagoes nesta forma ficou conhecido como “mapa
de Kaplan-Yorke”. Este mapa, além de interessante do ponto de vista matematico, passou

a admitir também uma motivacao fisica principalmente a partir de 1987. Neste ano, Beck

7O espaco de fases de um sistema dinidmico é um espaco matemético com eixos de coordenadas
correspondentes as variaveis de estado do sistema, ou seja, cada diregao ortogonal deste espaco representa
uma varidvel de estado [27].
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e Roepstorff [7] verificaram que a evolugao de um mapa do tipo Kaplan-Yorke produzia
um comportamento semelhante aquele da equagao de Langevin (2.24). Em outras pala-
vras, eles mostraram que um sistema dinamico deterministico fortemente cadtico pode

exibir um comportamento semelhante a um processo estocastico.

Seguindo a idéia da teoria de Langevin, Beck considerou [5] que a particula sus-
pensa num fluido recebe, a cada intervalo de tempo nr (com 7 fixo e n = 0,1,2,...),
impulsos de magnitude z,. Deste modo, a intensidade de impulsos I acumulada em um

intervalo de tempo t corresponde a

t/T

L(t) =) . (2.31)

Consequientemente, a forca exercida sobre a particula no instante t serd

di(t)
= ; 2,0(t — nt), (2.32)

F,(t) =

sendo x,, a intensidade dos impulsos e 7 o intervalo de tempo entre impulsos consecutivos.

Além disso, Beck supoe, em [5], que a intensidade dos impulsos em um tempo
(n+1)7 é uma funcao deterministica, porém caética, de seu valor no tempo imediatamente
anterior, isto é, em t = n7. A evolucao temporal da intensidade do impulsos, neste caso,

¢ dada por
Tpr1 = T(z,), (2.33)

sendo 7T'(x,,) um mapa, nao necessariamente invertivel®, com parametros de regime cadtico.

Assim, assumindo que a particula browniana possui massa unitdria, a equacao

do movimento da particula sera

dv
pri —yv + F.(t). (2.34)

Multiplicando ambos os lados desta equacao pelo fator integrante e’ e rearrajando os

termos ficamos com

e“’td—v + My = e FL(t). 2.35
at 7

Entao, considerando o inverso da regra da cadeia e utilizando a equagao (2.32) a equacao

8Um mapa T ¢é considerado invertivel se, dado um z,,1, obtemos um tnico z, a partir de
_ -1
Tp =T xpi [16].
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diferencial adquire a forma

d vt 0t =
7 (") =e (Z 2,0t — m-)) . (2.36)

n=0

Finalmente, integrando (2.36) de (7+¢) a (T+e+1), com ¢ — 0T, obtemos como solugao

v(n+1llr+e)=v(nt+e)e " +xpq. (2.37)

Comparando este resultado com a equacao (2.25), podemos dizer que a solugao
(2.37) equivale a uma versao discreta daquela equagao. Fazendo algumas manipulagoes,
isto é, substituindo v(nT + €) por y, e considerando e™77 = )\, esta equacdo pode ser

reescrita como

Yn+1 = >\yn + Tp+1- (238)

Verificamos, entao, uma correspondéncia entre as equagoes (2.33) e (2.38) com o
mapa de Kaplan-Yorke (2.30). Esta correspondéncia equivale as relacoes p(x,) = i1
e T(x,) = 2x(modl). Entretanto, segundo Beck [5], uma expressao mais geral pode ser
obtida quando se considera a for¢a Fy(t) = > h(z,—1)0(t —n7) . Neste caso, o conjunto

de equagoes resultante assume a forma

Tpy1 = T(In)>

Ynt1 = Ayn + h(xn), (2.39)

sendo T'(x) um mapa cadtico, A € (0,1) um parametro e h(x) uma fungao continua cuja

imagem Im = {x e R : |z| < 1}.

A equagao (2.39) representa a forma geral de um mapa do tipo Kaplan-Yorke [5].
Como vimos, as funcoes que definem tal mapa podem ser obtidas da prépria equagao do
movimento da particula e, portanto, seus elementos possuem uma correspondéncia fisica
direta. O parametro \, por exemplo, estd relacionado a viscosidade do meio e ao tempo de
relaxagao da particula enquanto que a imagem da fungao h(zx) corresponde a possibilidade

de movimento, em uma dada direcao, tanto para a direita quanto para a esquerda.

O mapa de Kaplan-Yorke é um membro especial da classe de mapas bidimensi-
onais dissipativos. Além de sua relagao direta com o movimento irregular da particula

suspensa num liquido, ele possui diversas caracteristicas importantes dos sistemas nao-
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lineares, tais como duplicagao de periodo, ergodicidade e atrator estranho? [5]. Exemplos
tipicos de fungoes utilizadas para T'(x) sdo o mapa logistico na forma z,,; = 1 — pa?
e 0 mapa T,y; = 2x, (mod 1). No primeiro caso, geralmente é utilizado p = 2, pois
como podemos observar na Figura (2) a varidvel x assume, neste caso, valores [—1,1] e,
portanto, podemos considerar h(x) = z. No outro caso, € [0,1] e, por conseguinte,

definimos h(z) como uma fungao cosseno.

Em uma série de trabalhos [7-9,29], Beck e colaboradores investigaram as pro-

priedades dinamicas de um mapa tipo Kaplan-Yorke da forma

F(z,y) = { Tnir =1 =20 (2.40)
Ynt1 = AYn + Tn,
Eles analisaram diferentes aspectos deste sistema, tais como, ergodicidade, dimensao do
atrator, funcao de correlagao e limites gaussianos. No primeiro trabalho, em particular,
eles observaram que fazendo A — 1 a distribuicao das velocidades da particula, repre-
sentada pela variavel y da equagao (2.40), aproxima-se de uma gaussiana como podemos
observar na Figura (4). Este comportamento da distribuigao foi estudado, recentemente,
de forma anélitica por Michael C. Mackey e Marta T-Kaminska [10], os quais demonstram

matematicamente esta aproximacao a curva gaussiana.
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Figura 4: A distribuicao dos valores da varidvel y do mapa (2.40) em 500.000 iteradas.

(a) corresponde a A = 0,6 e (b) a A =0,9.

Embora a distribuicao das velocidades assemelhe-se a uma curva gaussiana, a
distribuicao das forcas referente aos impactos entre a particula e a molécula do fluido nao

representa, neste caso, uma funcao delta centrada na origem como ocorre com a forca

9 Atratores estranhos sio conjuntos de pontos atratores que possuem dimensdo fractal, ou seja, di-
mensoes nao inteiras [16].
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de Langevin. Em outras palavras, F'(t)/m = T(x) nao consiste em um ruido branco
gaussiano, mas num complicado processo cadtico. Por outro lado, observamos na Figura
(5) que a distribuicao desta forca para T'(z) = 1 — 2z? tem uma forma simétrica em torno
da origem e, portanto, assim como a forca estocastica de Langevin a forca cadtica também

satisfaz a condicao de média nula, ou seja,

(T(z)) = 0. (2.41)

5000

v(x)

-0.5 05 1

0
X
Figura 5: A distribuicdo dos valores de = para 200.000 iteradas do mapa logistico com

iw=2exy = 0,1. Podemos notar uma grande concentracao de pontos proximos aos
extremos do intervalo do dominio.

No artigo de 1987, Beck e Roepstorff [7] também modelaram a trajetéria de
particulas brownianas sujeitas a forca cadtica. Eles consideraram como algoritmo o con-

junto de equacoes

o = 1-209),

SS—)i-l = s+l
sendo s a posigdo da particula em um dado instante de tempo e i(= 1,2) um indice
referente a direcao do movimento. Baseando-se nesta idéia, modelamos a trajetéria de
trés particulas brownianas utilizando o mapa de Kaplan-Yorke (2.40). Assumimos que as
particulas encontram-se em uma caixa com paredes refletoras e que a posicao s de cada

uma delas varia em intervalos de tempo discretos (n = t/tau) segundo a equagao

Sasr = B+ 1. (2.42)
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Consideramos que cada componente da velocidade evolui de forma independente de acordo
com o mapa (2.40) com parametro A = 0,9 e definimos a posicao inicial 5y = Sot + SoJ por
um nuimero aleatério [0, 1] multiplicado pelo tamanho da caixa L. As configuragoes das
trajetorias obtidas em 1.000 iteradas do mapa sdo apresentadas na Figura (6). Este re-
sultado demonstra satisfatoriamente a caracteristica irregular do movimento da particula

browniana.

Figura 6: Trajetoria de trés particulas brownianas obtidas através da equagao 5= s, + vt
e do mapa (2.40). Nesta modelagem consideramos paredes refletoras e posi¢oes iniciais
aleatorias. O tempo de observacao corresponde a 1.000 iteradas do mapa.

Em 1994, Beck realizou ainda um estudo das diferengas de velocidade em flu-
xo0s turbulentos com mapas do tipo Kaplan-Yorke acoplados [9]. Os resultados obtidos
pela iteracao do mapa foram confrontados por ele com os dados experimentais acerca do

fenomeno e ambos apresentaram concordancia entre si.

Muitos outros sistemas fisicos evoluem de modo semelhante a equacao estocastica
de Langevin. Dependendo da relevancia das correlacoes entre as varias presentes, pode-
mos investigar tais sistemas por meio de mapas do tipo Kaplan-Yorke. Motivados pela
correspondéncia existente entre o mapa de Kaplan-Yorke e um sistema fisico, mais espe-
cificamente, o movimento das particulas em um fluido, propomos nesta dissertacao um

estudo de redes de mapas de Kaplan-Yorke acoplados.
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3 As Redes de Mapas Acoplados

Sistemas espacialmente extensos ou compostos por varios elementos podem ser
estudados por meio de diferentes modelos matematicos, tais como, as equacoes diferenci-
ais, os automatos celulares e as redes de mapas acoplados. Em cada um destes modelos, a
dindmica temporal, a configuracio espacial e as varidveis de estado! sao consideradas de
um modo distinto entre os casos continuo e o discreto. Especificamente as redes de mapas
acoplados sao sistemas dinamicos cujo o tempo e o espaco sao discretos e a variavel de

estado é continua.

As redes de mapas acoplados constituem modelos bastante interessantes do ponto
de vista matematico-computacional e tém sido utilizadas para descrever diversos sistemas
e fenomenos naturais. Nesta dissertagao, em particular, propomos um estudo acerca
da dinamica de um conjunto de particulas brownianas por meio de quatro modelos de
redes de mapas de Kaplan-Yorke acoplados. Sendo assim, apresentamos neste capitulo os
principais conceitos e caracteristicas relacionados as redes de mapas acoplados, algumas

formas de acoplamentos presentes na literatura e os modelos que utilizaremos.

3.1 Os Sistemas Dinamicos de Tempo Discreto

Um sistema dinamico consiste de uma prescricao matematica que possibilita des-
crever o estado de um conjunto amostral em instantes de tempos subsequentes dado um
estado inicial bem determinado. Em outras palavras, trata-se de uma regra de evolucao
que relaciona o estado de um sistema em um instante de tempo arbitrario com o respec-
tivo estado em um instante imediatamente posterior, entendendo por estado o conjunto de
valores que caracterizam completamente o sistema. Neste sentido, se o intervalo de tempo
entre dois estados subsequentes for desprezivel, isto é, At — 0, o sistema em questao é

considerado de tempo continuo, caso contrario ele é denominado de tempo discreto. Mais

1 As varidveis de estado de um sistema dindmico representam as grandezas necessirias e suficientes &
descrigao completa do sistema.
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precisamente, sistemas de tempo discreto sao aqueles que apresentam variagoes (evoluem )

apenas em instantes de tempo determinados.

A seqiiéncia dos intervalos temporais em um sistema dinamico de tempo discreto
é, por definigao [16], expressa pelos nimeros inteiros, ou seja, n = 0,1,2, .., sendon =0 o
instante correspondente ao estado inicial do sistema. Aplicando a regra de evolucao nos
valores iniciais obtemos o estado em n = 1, os valores neste intervalo definem um novo
estado e, a0 mesmo tempo, possibilitam obter o préximo e assim sucessivamente. Este
processo de atualizagao das variaveis no qual os dados de saida sao utilizados como novos
dados de entrada é denominado iteracao e os valores obtidos pelas iteradas das varidveis

de estado definem a trajetoria dos estados no espaco de fase.

Muitos sistemas evoluem naturalmente de forma discreta e varios outros sao con-
venientemente representados por equagoes desta forma. Um exemplo classico de sistema
com evolucao temporal discreta é a aplicacao financeira, uma vez que os rendimentos
sao creditados em intervalos mensais e incidem sobre o valor acumulado. Também po-
demos mencionar como exemplos de sistemas de tempo discreto o modelo probabilistico
de Einstein para o movimento da particula browniana e o mapa de Kaplan-Yorke, ambos

discutidos no capitulo anterior.

Especificamente na apresentacao do referido mapa derivamos sua lei de evolucao
temporal a partir de uma equacao de tempo continuo, isto é, transformamos a equagao
diferencial originaria em uma equacao a diferencas. A transformacao ou aproximacao
de sistemas de tempo continuo em sistemas de tempo discreto constitui a base dos
métodos nimericos de resolucao de equacoes diferenciais. Equagoes diferenciais discretiza-
das também podem ser expressas e analisadas na forma de um mapa. Como um exemplo
vamos considerar o modelo de crescimento populacional de Verhulst [30], o qual é dado

pela equagao diferencial

dP P
o (1-7). (3.1)

sendo P a densidade de populacao, » um parametro relacionado a razao de crescimento
e k um parametro que representa uma saturacao para o crescimento. Cumpre destacar
que, embora o nimero de habitantes seja uma quantidade inteira e, portanto, discreta, a

densidade de populacao P é uma variavel continua.

A aproximagao da equacao (3.1) em uma equacao de diferengas finitas resulta em

P(t + At) = P(t)(r.At +1) — P(t) (T'kAt) . (3.2)
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Neste caso, considerando At =1 e substituindo P(t) — Cz(t), sendo C' uma constante a

definir, obtemos
Co(t+1)=Cax(t)(r+1) — C22*(t)(r/k). (3.3)

Para simplificar (3.3) podemos assumir C' = k(r + 1)/r e, deste modo, a equagao adquire

a forma
x(t+1) = px(t)[1 — x(t)], (3.4)

sendo u =1r+ 1.

A equagao (3.4), com t € N, representa a forma usual do sistema dinamico de
tempo discreto denominado mapa logistico. Ela é equivalente a equacao logistica z,; =
1 — pux? mencionada no capitulo anterior e exibe o mesmo quadro de comportamentos
dinamicos, tais como, periodicidade, duplicacao de periodo e caos. Em termos técnicos
dizemos que ambas as equagcoes sao topologicamente conjugadas, isto é, existe uma fungao
¢(z) que transforma uma na outra por meio de uma mudanga de coordenadas [16]. Neste
trabalho utilizaremos, sobretudo, o mapa logistico na forma x,,; = 1 — puz?. Sendo
assim, caso nao especifiquemos, o termo “mapa logistico” serd empregado referindo-se

exclusivamente a esta forma.

3.2 A Representacao Reticular dos Sistemas

Ao considerarmos o espago como um elemento importante a descrigao fisica de
um sistema podemos utilizar basicamente duas representacoes, a continua e a discreta.
No caso discreto, o sistema é dividido em varias partes igualmente espagadas, sendo estas
partes geralmente representadas e analisadas como pontos geométricos. Com isso, a dis-
tribuicao espacial do sistema pode ser vista como uma configuracao de pontos interligados

entre si, ou seja, uma rede.

Sistemas multicomponentes também costumam ser representados e investigados
por meio de redes. H4 modelos de redes associados a populagoes de neuronios, a cadeias
moleculares, a relacionamentos sociais e até mesmo em trabalhos de especulagoes finan-
ceiras [31]. Na representacao reticular de um sistema se estabelece uma correspondéncia
de um para um entre os sitios (pontos) da rede e os componentes ou partes do sistema
original. Da mesma forma, existindo alguma ligacao ou interacao entre os componentes,

elas sao comumente representadas por linhas de conexoes entre os sitios da rede. Na
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Figura (7) ilustramos uma rede unidimensional com L sitios conectados, cada um, com os
vizinhos mais préoximos. A fim de facilitar a visualizagao dos sitios, trocamos os pontos

por discos.

000 o

Figura 7: Modelo de rede unidimensional com L sitios acoplados localmente. As linhas
entre os sitios representam a conexao existente entre eles.

A Figura (7) representa um modelo de rede com acoplamento local. Nesta confi-
guragao cada sitio da rede interage de forma direta apenas com os primeiros vizinhos, isto
é, com o vizinho da direita e o da esquerda. Aos sitios das extremidades, os quais tém
somente um vizinho, geralmente considera-se uma condi¢ao de contorno especifica como,
por exemplo, as condigoes periddicas. Em redes com condi¢ao de contorno periédica o

primeiro e o ultimo sitio sao igualmente considerados e analisados como vizinhos.

Constituida por agrupamentos entre varios sistemas elementares, as redes for-
mam um conjunto bem mais complexo e com maiores possibilidades de comportamento
dinamico que um sistema isolado. E, portanto, neste sentido que acoplamos mapas para

estudar sistemas e fendomenos complexos.

3.3 As Redes de Mapas Acoplados

Asredes de mapas acoplados sao modelos matemaéticos apropriados para descrever
a evolucao espaco-temporal de sistemas extensos ou compostos por varios elementos.
Elas foram introduzidas na teoria dos sistemas dinamicos em 1983-84 e, desde entao,
varios estudos tém utilizado o acoplamento entre mapas como objeto ou como ferramenta
de pesquisa. Espalhamentos de doencas infecciosas, turbuléncia em fluidos e plasmas,
comportamento coletivo em populagoes de neuronios e formacao de padroes em sistemas
biol6gicos sao exemplos de fenomenos estudados por meio redes de mapas acoplados [14,
32,33].

Os primeiros trabalhos com redes de mapas acoplados foram desenvolvidos si-
multanea e independentemente por Kaneko, Kuznetsov, Kapral, Fujisaka e Yamada [34—
37]. Estes pesquisadores, embora tenham proposto o mesmo modelo, o fizeram com um
interesse distinto. Kapral, por exemplo, utilizou as redes para modelar sistemas quimicos,

Kuznetsov estava interessado na aproximacao de grupo de renormalizacao, Fujisaka e Ya-
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mada investigaram a dinamica de um conjunto de osciladores, e Kaneko, de forma mais
geral, considerou as redes como ferramentas titeis para estudar a evolucao temporal de

qualquer sistema espacialmente estendido [11].

As principais caracteristicas das redes de mapas acoplados sao:

e uma dinamica temporal discreta;
e uma configuragao espacial discreta;

e e variaveis locais representadas por niimeros ou vetores reais.

Portanto, as redes de mapas acoplados constituem sistemas dinamicos com variaveis tem-

poral e espacial discretas e variaveis de estado continuas.

Na classificacdo dos sistemas dinamicos, conforme apresentamos na Tabela (1),
as redes de mapas acoplados (RMA) ocupam uma posicao intermedidria entre a descrigao
continua das equagoes diferenciais parciais (EDP) e o tratamento discreto dos autdématos
celulares (AC). Devido a natureza de suas variaveis, as redes de mapas acoplados apre-
sentam algumas vantagens ou preferéncias em relagao a estes modelos. A forma discreta
da variavel temporal e espacial, por exemplo, simplifica a implementacao e processamento
numérico das redes enquanto que a forma continua da varidvel local descreve de modo

bastante preciso as mudancas ocorridas no sistema.

Tabela 1: Classificagao dos sistemas dinamicos acoplados.

Modelo  Espago Tempo  Variavel local

EDP continuo continuo continua
RMA discreto  discreto continua
AC discreto  discreto discreta

Como um exemplo de rede de mapas acoplados podemos mencionar o modelo
introduzido por Kaneko em sua tese de doutoramento [33]. Neste modelo as iteragoes ou
atualizagoes dos estados de cada sitio (mapa) da rede sdo dadas por

i i € i— i

W = (1 =) f(u®) + 5 /@) + f@i™)] com neNeee.1], (35
sendo u' a varidvel de estado do i-ésimo sitio da rede, n o instante de tempo, f (u) um

mapa cadtico e € um parametro de acoplamento.

O acoplamento entre os mapas na equacao (3.5) é denominado laplaciano local

e representa matematicamente o exposto na Figura (7). Além disso, neste e nos demais
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acoplamentos que serao apresentados e estudados, estamos considerando condig¢oes de
contorno periédicas de modo que u® = u™*N) sendo N o ntimero de elementos (ma-
pas) da rede. As varidveis de estado u(Y correspondem as grandezas fisicas relevantes
a descricao do sistema. Elas podem representar, por exemplo, a concentracao de uma
substancia quimica, a densidade de uma popula¢do ou um campo de velocidades [38].
Para o problema proposto nesta dissertacao, em particular, a variavel u corresponde a

velocidade das particulas brownianas.

Conforme mostra a equagao (3.5) a dinamica de uma rede de mapas acoplados
¢ governada por dois mecanismos competidores, um de reagao local, representado pelo
mapa f(u), e o outro de interacao entre os constituintes, dado pela forma e intensidade
(¢) do acoplamento. Estes mecanismos sao denominados competidores devido a dinamica
que eles impoem, isto é, enquanto o mapa f(u), geralmente cadtico, tende a divergir os

valores de cada varidvel ©(¥), o acoplamento tende & aproximé-los por meio da interacao.

3.3.1 A Dinamica Local

A dinamica local de uma rede de mapas acoplados diz respeito a evolucao indi-
vidual de cada sitio da rede por um mapeamento dos estados correspondentes, isto €, ela
representa uma transformagao v — f(u), sendo f(u) uma lei de evolugao discreta (um
mapa) e u a variavel de estado. Podemos dizer que o mapa utilizado como dinamica local
de uma rede descreve a evolugao temporal de cada sitio tal como a equagao de movimento
de um oscilador descreve a dinamica de cada elemento de uma cadeia de osciladores de

acordo com a freqiiéncia natural de cada um deles.

Uma rede de mapas acoplados pode ser construida com uma dinamica local ho-
mogeénea ou nao-homogeénea. Se o mesmo mapa, com um unico parametro, evolui todos
os sitios da rede, a dinamica local é denominada homogénea, caso contrario, ela é dita
nao-homogénea. Um procedimento bastante comum no estudo de redes é a utilizacao de
mapas idénticos, porém com um valor de parametro que possibilite a divergéncia exponen-
cial dos pontos mapeados quando estados distintos forem evoluidos, ou seja, geralmente

se emprega uma dinamica local cadtica.

Varios estudos com redes de mapas acoplados tém utilizado como dinamica local
o mapa logfstico [18,32], tanto na forma f(x) = px(1—x), como na forma f(x) =1 — pz?.
As duas representacoes do mapa, como mencionamos anteriormente, sao topologicamente
conjugadas, entretanto, a forma f(x) = 1 — ux? pode ser mais vantajosa em alguns casos

como, por exemplo, para u = 2, uma vez que neste valor de parametro a equacao torna-
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se topologicamente conjugada ao mapa da tenda, o qual pode ser estudado de forma

analitica [5,16] e é definido como

2x se 0<zx<1/2

T(z) = { 5 , (3.6)

l—xz) se 1/2<x<1
onde z € [0, 1].

Embora nao exista restricao quanto a dimensao do mapa da dinamica local,
grande parte dos trabalhos com redes de mapas acoplados tém sido desenvolvidos com
mapas de baixa dimensionalidade, pois mesmo neste caso é possivel observar uma série
de fendmenos interessantes [39]. Diferentemente de um sistema de equagoes diferenciais
ordindrias no qual um comportamento cadtico aparece apenas para N > 3, sendo N a
dimensao do sistema, em mapas este comportamento pode ser observado também no caso
unidimensional [16]. Além do mapa logistico, outros mapas unidimensionais bastante uti-
lizados como dinamica local de redes sao o mapa de Bernoulli também denominado “shift

map” e o mapa seno-circulo [14,40,41].

Nesta dissertacao propomos como dinamica local da rede o mapa de Kaplan-Yorke
na forma
Tpar = 1 — 222
F: o " (3.7)
Yn+1 = >\yn +

sendo A um parametro de controle.

O motivo desta escolha assim como algumas caracteristicas e trabalhos com mapas
tipo (3.7) foram elucidados no capitulo anterior. E importante lembrar, aqui, que este
mapa possui uma correspondéncia fisica direta com o movimento de particulas num fluido,
sendo a variavel x associada a perturbagao do meio ou impulsos recebidos pela particula

e y a velocidade das particulas em uma dada diregao.

Na Figura (8) apresentamos o atrator do mapa (3.7) para dois valores distintos de
A. Podemos observar que os pontos mapeados a partir da mesma condi¢ao inicial resultam
em configuragoes completamente distintas. Para valores pequenos de A (A = 0, 3) eles for-
mam curvas definidas enquanto que para um valor maior (A = 0,9) os pontos tornam-se
esparsos. Também podemos notar, em ambas ilustracoes, que existe uma grande concen-
tracao de pontos nos extremos do intervalo em z, sendo esta mais intensa no segundo
caso. Para os dois valores de A expostos consideramos 10.000 iteradas do mapa apds
descartar 2.000 de tempo transiente. A quantidade de tempo transiente utilizada foi es-

colhida arbitrariamente e verificada, ser suficiente, comparando as configuragoes obtidas



42

em intervalos de tempo maiores.

15

0,75

-0,75

Figura 8: O atrator do mapa de Kaplan-Yorke (2.40). Em (a) utilizamos A = 0,3 e em
(b) A =0,9.

3.3.2 O Acoplamento

Por acoplamento subentende-se uma relacao de interdependéncia entre dois ou
mais sistemas. Em uma rede de mapas, o acoplamento faz com que o estado futuro de
cada elemento (sitio) da rede seja definido conjuntamente por seu estado atual e os estados
dos elementos acoplados. Neste sentido, uma rede de mapas acoplados representa uma
dinamica mais complexa e com maior possibilidades de comportamentos do que um mapa

isolado.

O acoplamento dos sitios (mapas) em uma rede pode ser local ou nao-local. Em
um acoplamento local, como vimos anteriormente, cada sitio estda conectado apenas com
seus vizinhos mais préximos e, portanto, as interagoes ocorrem entre os primeiros vizi-
nhos, ou seja, elas sdo de curto alcance. Acoplamentos nao-locais, ao contrario, também
estabelecem conexoes entre sitios distantes e, conseqlientemente, aumentam o alcance das
interagoes entre os sitios da rede. O caso extremo de um acoplamento nao-local constitui
o acoplamento global; nesta forma de acoplamento todos os sitios estao conectados entre

si e interagem, direta e igualmente, com todos.

Além de local e nao-local, os modelos de acoplamentos podem ser classificados
de acordo com a direcao e a conectividade. Quanto a direcao, um acoplamento sera
unidirecional se, no caso de dois sitios acoplados, apenas um influencia a dinamica do

outro, ou bidirecional se ambas as dinamicas sao dependentes. Como um exemplo genérico
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de acoplamento bidirecional entre dois mapas temos o sistema de equagoes

Tp4+1 = f(xn) + hl (Zlfn, yn)

(3.8)
Ynt1 = 9(Yn) + ho(Tn, yn)

Este acoplamento é dito bidirecional porque a dinamica da variavel x depende de y e o
reciproco também ocorre. Retirando h; ou hy da equagao (3.8) o acoplamento torna-se

unidirecional, pois neste caso apenas uma variavel influenciard a dinamica da outra.

Em relacao a conectividade, um acoplamento é considerado regular, se existir
uma regra geral nas conexoes entre os elementos da rede, ou irregular quando nao houver
nenhum padrao no acoplamento. Mais precisamente, o acoplamente é dito regular se a
relagao de conectividade de um sitio (mapa) é valida para todos os outros. Por exemplo, se
um determinado sitio da rede esta conectado com o vizinho da direita com uma intensidade
€ e com o vizinho da esquerda com uma intensidade 7, o acoplamento sera regular se o
mesmo ocorrer com todos os outros sitios; caso contrario, o acoplamento é considerado

irregular.

Devido a vastidao do assunto (acoplamento) consideramos uma sec¢ao separada
para discutirmos as formas de conexao e interacao em alguns modelos de acoplamentos

que, fundamentalmente, sao de interesse para este trabalho.

3.4 Algumas Formas de Acoplamentos

H4 véarias maneiras de se acoplar os sitios (mapas) de uma rede e estabelecer as
interacoes entre eles. Na literatura encontramos uma grande quantidade de exemplos, tais
como, acoplamentos cuja intensidade das interacoes decaem com a distancia, acoplamentos
do tipo small-world, acoplamentos aleatérios, acoplamentos com termos de memoria e
outros. Grande parte dos modelos de acoplamentos possuem a forma local e global como
um caso especial. Assim, juntamente com estes acoplamentos, apresentamos nesta secao
algumas formas de acoplamentos utilizadas em estudos com redes de mapas acoplados

destacando aquelas que empregaremos aos mapas de Kaplan-Yorke.

3.4.1 Acoplamentos Local e Global

No modelo de acoplamento local, como mencionamos anteriormente, cada in-
dividuo ou sitio da rede estd conectado apenas com os vizinhos mais préximos. Em uma

rede unidimensional, este acoplamento representa uma conexao a direita e outra a es-
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querda, isto é, do sitio i com o7+ 1 e o7 — 1. A forma matematica deste acoplamento
foi exposta como exemplo de rede de mapas acoplados na segao anterior, equagao (3.5),
porém pensamos ser conveniente reapresenta-la aqui a fim de facilitar a visualizagao e
comparacao desta com aquelas referentes aos demais acoplamentos. Tal expressao é dada
por

S @)+ )] neN, eeo,1],

= (1= e)f(ud) + 3

sendo u(? a varidvel de estado do i-ésimo elemento da rede, f(u) o mapa que descreve a

dinamica local e £ um parametro.

O parametro € controla a intensidade da interagao entre os sitios acoplados co-
municando o estado de cada um deles aos demais. Assim, embora o acoplamento (3.5)
se restrinja aos primeiros vizinhos, dependendo da magnitude do parametro ¢ (¢ — 1) o
estado de um dado sitio pode influenciar, indireta e parcialmente, uma vizinhanca maior
a medida que o sistema evolui. Isto significa que existe uma relacao de dependéncia entre
o parametro ¢ e o coeficiente de difusao do sistema. Em [39,42] podemos ver que tal

relagdo aparece na prépria dedugao do acoplamento (3.5).

De acordo com o exposto na secao anterior, em um acoplamento global todos os
sitios da rede estao conectados entre si e interagem de forma direta. Neste modelo de

acoplamento cada varidvel de estado é evoluida de acordo com a equagao

wlh = =)@+ =5 30 S, (39)

sendo N o numero de sitios da rede.

De maneira andloga ao acoplamento local, vemos que as interagdes em (3.9) de-
pendem diretamente de €, sendo a magnitude deste parametro igual para todos os sitios
da rede. No acoplamento global, entretanto, o estado futuro de cada sitio nao depende
apenas dos estados dos sitios vizinhos, mas do comportamento médio da rede (média dos
estados dos demais sitios). O acoplamento global constitui, portanto, uma aproximagao

de campo médio.

Na Figura (9) ilustramos as conexoes entre os sitios em uma rede unidimensional
com condigoes de contorno periddicas segundo a forma local (a esquerda) e global (a
direita) de acoplamentos. Para o caso global representamos apenas as ligagoes nao-locais

do sitio ¢ = 1 uma vez que as ligagoes dos demais sitios seguem o mesmo padrao.
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Figura 9: Representacao dos acoplamentos local e global para uma rede unidimensional
com condi¢oes de contorno periédicas. As linhas que unem os sitios representam as
conexoes definidas por cada acoplamento, para o caso global (a direita) apenas as ligagoes
nao-locais do sitio 1 sao ilustradas.

3.4.2 Acoplamentos cujas Interacoes decaem com a Distancia

Em acoplamentos nao-locais podemos considerar que a interacao entre os sitios
acoplados depende da distancia existente entre eles. Acoplamentos cujas interacoes de-
caem como uma lei de poténcia tém sido bastante utilizados no estudo de redes de mapas
acoplados [43]. Nesta forma de acoplamento considera-se que todos sitios da rede estao
interligados entre si, porém, a intensidade da interagao entre eles diminui com a distancia
relativa segundo uma lei de poténcia. A razao de decaimento na intensidade das in-
teragoes entre os sitios da rede é controlada por um expoente a denominado parametro
de alcance e a intensidade do acoplamento continua, como em (3.5) e (3.9), sendo re-
gida pelo parametro €. Portanto, neste acoplamento as interagoes entre os sitios da rede
dependem tanto da magnitude de € quanto de a.. Por uma questao de conveniéncia men-
cionaremos os acoplamentos cujas interagoes decaem segundo uma lei de poténcia como

acoplamentos do tipo lei de poténcia.

Duas formas de acoplamentos do tipo lei de poténcia sao consideradas nesta
dissertagao, as quais denominaremos a usual e a logaritmica. A primeira delas constitui
o modelo como acabamos de definir e aparece em diversos trabalhos sobre caos espaco-
temporal e transi¢oes de fase em sistemas espacialmente extensos. A forma logaritmica,
por outro lado, foi proposta recentemente por Tessone e colaboradores [14] e aplicada
por eles ao estudo de duas réplicas de rede de mapas acoplados. Cumpre destacar que
a denominacao “acoplamento lei de poténcia logaritmico” foi atribuida por nés devido

a forma como as conexoes sao estabelecidas pelo modelo. Nesta forma de acoplamento,
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como veremos, tanto a intensidade quanto a distribuicao das ligagoes entre os sitios segue

uma lei de poténcia.

Uma diferenga caracteristica entre as duas formas de acoplamento do tipo lei de
poténcia esta relacionada ao nimero de sitios da rede. Para a forma usual a rede possui,
por definicao, um niimero impar de sitios enquanto que na forma logaritmica este niimero
é sempre par. Na Figura (10) apresentamos um esquema ilustrativo das conexoes do
sitio ¢ = 1 em ambas as formas de acoplamento do tipo lei de poténcia. O decaimento
das interacoes entre os sitios com a distancia relativa é representado pictoricamente pela

espessura da linha que une os sitios.

i=13
i=12

i=11

i=9

i=8

Figura 10: Representacao das ligacoes do sitio 1 para o acoplamento lei de potencia
usual (& esquerda) e lei de poténcia logaritmico (& direita) para uma rede unidimensional
com condicoes de contorno periddicas. A forma logaritmica ilustrada representa o caso
especifico em que ¢ =2 e M = 3, sendo q e M dois parametros deste acoplamento.

3.4.2.1 A Forma Usual

As variaveis de estado de uma rede unidimensional de mapas acoplados na forma

usual do acoplamento do tipo lei de poténcia sao evoluidas segundo a equacao

: @ flu (Z ) + f (i+7)
uh = (1—e)f(uf Z ) (wn7) (3.10)
sendo 7(a) um fator de normalizagao dado por

M
Oé) ZQZ]_Q7
j=1

com M = (N —1)/2, sendo N a quantidade de sitios da rede.

E facil verificar que, para valores extremos de «, a equacao (3.10) recupera a
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forma global e local de acoplamentos. Considerando o = 0, por exemplo, a varidvel de
estado de cada sitio torna-se igualmente influenciada pela média dos estados dos demais
sitios (forma global) enquanto que fazendo a@ — oo apenas os dois primeiros vizinhos
contribuirao para a dinamica do sitio em analise, isto é, o caso local é retomado. O
acoplamento tipo lei de poténcia na forma usual tem sido aplicado a diversos sistemas
naturais tais como em redes biologicas, modelos de spin, sistemas de muitas particulas e

muitos outros [43].

3.4.2.2 A Forma Logaritmica

Embora possamos derivar o acoplamento do tipo lei de poténcia logaritmico da
forma usual, nele o tamanho da rede nao é mais definido arbitrariamente, mas depende da
escolha dos parametros ¢ e M, os quais representam, respectivamente, a base de poténcia
em que as conexoes sao efetuadas e o nimero de conexoes a direita e a esquerda de
cada sitio da rede, considerando a rede com condi¢oes de contorno periddicas, isto é,

i+N)

u® = Nesta forma de acoplamento o tamanho da rede é dado por N = 2¢™,

razao pela qual este niimero é sempre par.
Para se obter a forma logaritmica de acoplamento do tipo lei de poténcia basta

realizar a substituigdio j — ¢/ — 1 na equacgio (3.10). Desta maneira, o modelo usual

adquire a forma

M (i—g741) (i+q7—1)
(i) _ (i) € f(un )+ f(un )
Uy = (1 —e)f(uy) + - : (3.11)
g ) 2 (@~ e
e o fator de normalizacao passa a ser dado por
S |
(@ -1)

sendo M = log, (N/2).

A equacao (3.11) descreve a evolugao dos sitios em uma rede com acoplamento do
tipo lei de poténcia logaritmico. Podemos notar que, semelhantemente a forma usual, este
acoplamento também se reduz ao caso local se & — 0o, porém, diferentemente daquela, o
caso global nao é recuperado quando o = 0 uma vez que, para ¢ > 1, nao hé conexoes de

todos com todos.

As atualizacoes das variaveis de estado em uma rede com acoplamento logaritmico

requer menos tempo computacional se comparado ao acoplamento usual. Enquanto na
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forma logaritmica sao necessarias O(N log, IV) operagoes para cada n, sendo n o instante
de tempo, no caso usual a quantidade de operacoes é O(N?). Neste sentido, a forma
logaritmica de acoplamento permite simular redes bem maiores que a usual em tempos

equivalentes.

3.4.3 Acoplamentos Tipo Small-World

A idéia de redes do tipo small-world ou “mundo pequeno” deve-se sobretudo
ao estudo das relagoes sociais e estd ligada ao fato de que existem poucos intermediarios
entre, quaisquer, duas pessoas no mundo. Em 1967 o sociélogo Stanley Milgran propos um
estudo [44] sobre o ntimero de pessoas necessarias para que uma determinada informagao
fosse transmitida de uma pessoa X para uma pessoa Y escolhidas aleatoriamente no
mundo . Como experimento, ele entregou cartas a algumas pessoas e solicitou que elas a
entregassem ao destinatario ou para alguém que pudesse faze-lo. Milgran verificou que,
em média, seis pessoas separavam o remetente do destinatario, concluindo assim que a

distancia média entre as pessoas é pequena.

Com base no trabalho de Milgran, varios modelos de rede foram propostos para
o estudo do fendmeno small-word. Especificamente no modelo de Newman-Watts [45],
a rede é constituida por conexoes locais pré-estabelecidas e algumas ligacoes nao-locais
distribuidas de forma probabilistica. Trata-se basicamente de uma rede regular com aco-
plamentos locais entre z vizinhos mais proximos na qual sao inseridas ligagoes de longo
alcance (nao-locais). Uma ilustracao das conexodes neste modelo para o caso em que z = 2

é apresentada na Figura (11).

Figura 11: Modelo de rede Small-World. As linhas em vermelho representam as ligacoes
nao-locais.

Em modelos de rede small-world a distribuicao das ligacoes de longo alcance é

realizada por meio de um processo probabilistico. Cada sitio da rede possui uma probabi-
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lidade P; de conexoes de longo alcance, a qual pode ser igual para todos (modelo usual) ou
nao. No primeiro caso, a probabilidade geralmente é definida pela razao entre o ntimero

de ligacoes permitidas para um sitio pelo nimero total de sitios da rede, ou seja,

ny
P=— 1
e (3.13)

sendo n; o niamero de ligagoes e N a quantidade de sitios na rede.

No caso em que probabilidade de ligacao nao é necessariamente a mesma para
todos sitios, a distribuicao das ligagoes pode depender, por exemplo, da posicao dos sitios
na rede. Um modelo de rede no qual se considera a distancia de separacao entre os sitios
para o célculo da probabilidade foi introduzido por Raghavachari e Glazier [32] em 1995.

Neste modelo,
pij XX |’f’i — Tj|_a s (314)

sendo r; e r; as posicoes do i-ésimo e j-ésimo sitios e a um parametro positivo.

Os acoplamentos tipo small-world tém sido bastante utilizados no estudo de co-
nexoes neurais e tém contribuido significativamente a compreensao de alguns comporta-
mentos presentes em tais sistemas [46]. Sendo um fenoémeno igualmente complexo e no
qual a distancia entre os componentes do sistema assume um papel importante, conside-
ramos esta forma de acoplamento apropriada para representar as interacoes das particulas
em movimento browniano. Neste sentido, propomos dois modelos de acoplamento tipo
small-world modificados, um considerando a intensidade da interacao decaindo com a
distancia segundo uma lei de poténcia e outro com a probabilidade de conexao depen-

dendo da distancia.

3.4.3.1 Small-World com Interacao Decaindo com a Distancia

Um modelo de rede de mapas acoplados cujo o acoplamento é do tipo small-world

e a interacao decai segundo uma lei de poténcia pode ser escrito como

N

u? = (1— Q) = f(u,(f))A
a1 = (1 6)f<")+ni(a)j§¢i\j—ila , (3.15)

sendo A uma matriz N x N com elementos (a;;) nulos ou unitérios e

mle)= Y (3.16)

TELi
j=Lgti
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o fator de normalizagao referente ao i-ésimo sitio da rede.

A equacgao (3.15) representa, na realidade, a forma geral de um acoplamento do
tipo lei de poténcia. Desse modo, para especificar o modelo torna-se necessario definir
a matriz de acoplamento (matriz A) uma vez que sdo os elementos a;; dessa matriz que
descrevem as conexoes existentes na rede, ou seja, um elemento unitario (a;; = 1) denota
ligacao entre o i-ésimo e j-ésimo sitios correspondentes enquanto que um elemento nulo
(a;; = 0) significa que ndo ha conexdo entre estes sitios. Considerando o modelo de
Newman-Watts com z = 2 a matriz A é constituida por elementos nulos na diagonal
principal (a; = 0) e elementos unitdrios nas duas diagonais paralelas subseqiientes a
ela, sendo os demais elementos, nulos ou unitarios, de acordo com a probabilidade de
ligagao de longo-alcance dada pela equacao (3.13). Embora as redes do tipo small-world
tenham sido bastante utilizadas no estudo de redes de mapas acoplados, o decaimento da
interagao com distancia apresentado aqui é, ao que sabemos, uma consideracao particular

deste trabalho.

Respeitando as regras de acoplamento que estabelece o modelo podemos definir
uma matriz de acoplamento constante ou variavel. No modelo de rede de Newman-
Watts, por exemplo, apenas os elementos relacionados as ligacoes de longo alcance podem
apresentar alguma alteracao (0 = 1) a medida que o sistema evolui. Neste trabalho, es-
pecificamente, assumiremos que a matriz acoplamento é dinamica (A™) e seus elementos

varidveis sao atualizados a cada iterada da rede .

A probabilidade P de ligacoes de longo-alcance representa um parametro na cons-
trucao da matriz de acoplamento de redes do tipo small-world. Dependendo do valor de P
as conexoes podem ser restritas aos primeiros vizinhos ou também abarcar sitios distan-
tes. Para P = 0, por exemplo, apenas interagoes de curto alcance (locais) estao presentes
enquanto que para P = 1 o acoplamento se torna global. Considerando que as interacoes
na rede seguem a equacao (3.15), o acoplamento resultante para P = 1 sera do tipo lei de
poténcia usual. Valores intermediarios da probabilidade, P € (0, 1), resultam em ligagoes
locais e algumas (possiveis) ligacoes nao-locais para cada sitio da rede. Uma configuragao
possivel da distribuigao das ligagoes do sitio ¢ = 1 e o respectivo decaimento das interagoes

com a distancia para o modelo (3.15) com N = 11 é ilustrada na Figura (12).

Considerando o exposto na Figura (12) e admitindo que os demais sitios possuam
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i=7 i=6

Figura 12: Exemplo da distribuicao das ligacoes no modelo small-world com interacao
decaindo em uma lei de poténcia. A espessura das linhas é simbdlica e conota a inten-
sidade das interacoes da rede. As linhas vermelhas representam as ligagoes distribuidas
(inseridas) segundo a probabilidade P.

apenas ligacoes locais com z = 2, a matriz acoplamento correspondente tem a forma

011001001171
10110000001
11011000000
01101100000
00110110000

A=l1001101100 0|, (3.17)
00001101100
00000110110
10000011011
10000001101
110000007110

onde os elementos em negrito referem-se aos acoplamentos ativados.

Podemos notar que a matriz (3.17) possui a forma simétrica, isto é, a;; = aj;.
As matrizes de acoplamento simétricas, tal como a exposta, estabelecem acoplamentos
bidirecionais e, portanto, denotam interagoes mutuas entre os sitios acoplados. Embora
em alguns modelos small-world nao haja restricoes quanto a forma da matriz A, em nosso

estudo consideraremos apenas matrizes de acoplamento simétricas.
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3.4.3.2 Small-World com Probabilidade de Ligagao Decaindo com a Distancia

Em uma rede as interacoes entre elementos distantes podem ser tao intensas
quanto aquelas entre elementos préoximos, porém, a probabilidade de ocorrer uma in-
teracao entre vizinhos pode ser bem diferente (geralmente maior) daquela entre elemen-
tos distantes. Baseados nesta idéia, Raghavachari e Glazier [32] propuseram um modelo
de rede no qual a probabilidade de ligacao, entre cada par de sitio da rede, é calculada
levando em consideracao a distancia relativa entre eles. Neste modelo, os sitios mais

proximos tém maior probabilidade de conexao do que aqueles mais afastados.

Em conformidade com os trabalhos de Raghavachari e Glazier [32] e de Wagner e
Stoop [46] podemos assumir que a probabilidade de ligacao (acoplamento) entre o i-ésimo

e 0 j-ésimo sitios da rede seja dada por
pij =li—jgI™", (3.18)

sendo o um parametro de escala positivo.

Em redes unidimensionais com condi¢oes de contorno periddicas, as ligagoes a
esquerda e a direita sao igualmente provaveis. Sendo assim, definimos uma variavel M =

(N —1)/2 e reescrevemos a equagao (3.18) como

i—j se li—jl<M

N—|i—j])~ se [i—j|>M
sendo N o numero de sitios da rede.

A equagao (3.19) nos permite construir uma matriz P com elementos p;;. Esta
matriz de probabilidades P constitui a base sobre a qual é determinada a matriz de

acoplamento. Considerando, por exemplo, uma rede com 9 sitios e parametro a = 0,5, a
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matriz de probabilidades correspondente tem a forma

0 1,000 0,707 0,577 0,500 0,500 0,577 0,707 1,000
1,000 0 1,000 0,707 0,577 0,500 0,500 0,577 0,707
0,707 1,000 0 1,000 0,707 0,577 0,500 0,500 0,577
0,577 0,707 1,000 0 1,000 0,707 0,577 0,500 0,500
P=1 0,500 0,577 0,707 1,000 0 1,000 0,707 0,577 0,500
0,500 0,500 0,577 0,707 1,000 0 1,000 0,707 0,577
0,577 0,500 0,500 0,577 0,707 1,000 0 1,000 0,707
0,707 0,577 0,500 0,500 0,577 0,707 1,000 0 1,000
1,000 0,707 0,577 0,500 0,500 0,577 0,707 1,000 0

Como os elementos da matriz P dependem apenas de « e do tamanho da rede, a
matriz de probabilidades é sempre constante. Além disso, ela também é simétrica, uma
vez que na equacao (3.18) considera-se o médulo da distancia entre os pares de sitios. A
partir desta matriz derivamos a matriz de acoplamento uma vez que cada elemento de
P informa a probabilidade de ligacao do par i-j de sitios na rede. Neste sentido, para

construirmos a matriz A consideramos como condigao

0 se (n) > Dii
ajj = aj; = { g Pi , (3.20)

1 se pi < Dij

)

sendo pg»" um nimero aleatério [0, 1] e n um indice relacionado ao intervalo temporal.

A presenga do indice n na condigao (3.20) revela que a matriz de acoplamento
nao é constante, mas dinamica, podendo mudar a cada iterada. Sendo assim, também
inserimos o indice & matriz, isto é, escrevemos A™. Para o exemplo em questdo (rede

com N =9 e a=0,5), duas configuracoes possiveis da matriz de acoplamento sao

011010011 0111110011
101101001 1011010710
110111111 1101110710
011011100 111011101
AV=1101101100]eA? =l 101101000,
011110111 111110110
1011110011 000101011
101001101 111001101
111001110 100100110
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onde os elementos em negrito referem-se aos sitios acoplados.

Definida a matriz de acoplamento, as variaveis de estado desta rede sao atualiza-

das de acordo com a equagao
% 7 € ) n
s = (L= e)f () + — > fu)A™, (3.21)
sendo
N
m=Y ay (3.22)
j=1

o fator de normalizagao referente ao i-ésimo sitio da rede.

Uma ilustracao da forma de acoplamento small-world com probabilidade de ligagao
decaindo com a distancia é exposta na Figura (13). Para uma melhor visualizagao repre-
sentamos apenas as ligacoes referente ao sitio ¢ = 1. As linhas continuas indicam que as
ligacoes locais estao sempre presentes enquanto que as linhas tracejadas informam que as
tais conexoes sao apenas possiveis. Além disso, a espessura das linhas conota a magnitude

da probabilidade de ligacao entre os sitios conforme a distancia que os separam.

i=11

i=7

i=6

Figura 13: Representacao das ligacoes no modelo small-world com probabilidade de
ligagao decaindo com a distancia.

3.5 Redes de Mapas de Kaplan-Yorke Acoplados

Nosso propésito de acoplar mapas de Kaplan-Yorke fundamenta-se sobretudo
na situacao fisica de colisao entre as particulas em movimento num fluido. Embora tal

interacao seja desconsiderada ou bastante simplificada na maioria dos estudos sobre o
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movimento de particulas brownianas, sabemos que durante uma colisao as particulas en-
volvidas acabam trocando energia e momentum entre si. Em nosso modelo cada particula
é representada por um mapa e evolui segundo as regras que definem o mesmo. Assim,
para abarcar as varias possibilidades de interacao presentes em um sistema composto
por N particulas, vamos considerar as quatro formas de acoplamento-interacao nao-locais

discutidas na secao anterior.

O mapa de Kaplan-Yorke, como vimos anteriormente, possui duas componentes
ou variaveis de estado, sendo a variavel x relacionada a evolugao da perturbacao do
fluido (impulsos transmitidos) e y a velocidade das particulas envolventes. Como estamos
interessados nas interacgoes devido as colisoes, propomos o acoplamento apenas entre as
variaveis referentes a velocidade das particulas. Uma representacao ilustrativa do modelo

proposto é apresentada na Figura (14).

Figura 14: Representacio do sistema de N mapas Kaplan-Yorke com variaveis y® aco-

pladas localmente. As setas entre as variaveis (? e y® indicam que apenas z influencia
a dinamica de y nao ocorrendo o processo inverso.

Conforme mostramos na Figura (14) estamos assumindo que as varidveis z(%)
evoluem de forma independente enquanto que as varidveis y¥ apresentam uma evolucio
interdependente. Admitindo uma representacao genérica para o acoplamento das varidveis
y® e considerando como dinamica local o mapa (3.7), podemos expressar a regra de

evolugao do sistema proposto através da equacgao

x(ill =1- 2(x£f))2

n

2- - , (3.23)
Yok = (L= ) f () i) + ==
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sendo f(z,y) = Ay + x a dindmica local da variavel y, € e a os parametros dos acopla-

mentos, 7;(a) um fator de normalizacdo e A™ (a) a matriz de acoplamento.

Na equagao (3.23) procuramos abranger as quatro formas de acoplamento-interagao
estudadas, isto é, as duas formas do tipo lei de poténcia e as duas do tipo small-world.
Ao utilizarmos o indice n em A, por exemplo, indicamos que a matriz acoplamento pode
mudar com o tempo (acoplamento small-world) e considerando A dependente de a de-
notamos a variagao nas interagoes em cada modelo, seja pelo decaimento da intensidade,
seja pela distribuicao da probabilidade de ligacao. Para obtermos a forma de acopla-
mento especifica de cada um dos modelos pretendidos podemos retomar a secao anterior
e substituir u por y e f(u) por f(x,y) nas expressoes que definem tais acoplamentos. Nos
capitulos subseqiientes realizaremos tal procedimento a fim de analisar a dinamica dos

modelos de forma individual.

Utilizando o modelo (3.23) com as formas de acoplamento especificas nés iremos
considerar duas situacoes, dinamica e fisica, distintas para o problema. Primeiramente
atribuiremos a mesma condicdo inicial para todas as varidgveis 2(¥ considerando, assim,
uma perturbagao homogénea para o sistema de particulas. Com esta consideracao também
reduzimos o numero de equagoes necessarias a descrigao do sistema de 2N para (N + 1)
equacoes, sendo N a quantidade de particulas do sistema. Num segundo momento as
condigbes iniciais serao distribuidas de forma aleatéria num intervalo [—1, 1] e, neste caso,

como a dinamica em x é cadtica e independente, teremos perturbagoes descorrelacionadas.

Para analisar o comportamento dindmico do sistema (3.23) utilizaremos, so-
bretudo, ferramentas da Dinamica nao-linear, tais como, os expoentes de Lyapunov, a
distancia ao subespaco de sincronizacao e o parametro de ordem complexo. O significado
destas ferramentas e as informacoes obtidas por meio delas serao abordadas nos proximos

capitulos.
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4 Os Expoentes de Lyapunov

Em alguns sistemas dinamicos pequenas diferencas entre duas condic¢oes iniciais
podem divergir com o tempo e proporcionar resultados completamente distintos um do
outro. Quando este comportamento é evidenciado dizemos que o sistema é bastante
sensivel as condigoes iniciais e uma maneira de medirmos esta sensibilidade ¢é pelo calculo
dos expoentes de Lyapunov. Estes expoentes estao relacionados a razao de expansao ou
contracao de um pequeno volume do espaco de fases devido a dinamica do sistema, ou
seja, eles informam a taxa média de separacao ou aproximacao entre trajetérias iniciadas

dentro deste volume.

Os expoentes de Lyapunov sao geralmente utilizados para caracterizar a dinamica
de um sistema como cadtica ou nao-cadtica. Além disso, eles também permitem deter-
minar algumas propriedades interessantes dos sistemas como, por exemplo, a dimensao
de Lyapunov e a entropia de Kolmogorov-Sinai [16,26]. Neste capitulo apresentamos os
principais conceitos concernentes aos expoentes de Lyapunov em sistemas dinamicos de
tempo discretos, o método de ortonormalizacao de Gram-Schmidt e as expressoes ma-
tematicas dos expoentes de Lyapunov das redes de mapas de Kaplan-Yorke discutidas

anteriormente.

4.1 A Estabilidade dos Pontos Fixos e Periodicos

No segundo capitulo comentamos brevemente que a estabilidade de um ponto
fixo z* de um sistema dinamico de tempo discreto x,11 — f(z) pode ser investigada
por meio da derivada da fungao de evolucao do sistema naquele ponto. Dissemos, dentre
outras coisas, que se o ponto é estavel |f'(z*)| < 1 e se ele é instavel |f'(z*)| > 1. Nesta
secao vamos discutir mais detalhadamente o que isto significa, uma vez que a estabilidade
dos pontos fixos nos dao informacoes importantes acerca da dinamica do sistema. O
comportamento assintotico das trajetérias do sistema no espaco de fases é influenciado

pela presenga e estabilidade dos pontos fixos [26].
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Um ponto fixo instavel de um sistema dinamico pode ser imaginado como um
pico de uma montanha e um ponto fixo estavel como o vale subjacente. Abandonando
uma esfera exatamente sobre o pico, ela tende a permanecer neste ponto até que algo
a perturbe e a tire desta posicao. Quando isto ocorre, a esfera inicia um movimento se
afastando cada vez mais de sua posigao inicial até atingir o vale. De fato, qualquer posi¢ao
inicial na proximidade do pico resulta no afastamento da esfera em relacao ao mesmo e,

a cada variagao, posicoes finais diferentes podem ser obtidas.

Os pontos fixos instaveis, tal como o pico da montanha, tém a propriedade de
repelir qualquer ponto em sua vizinhanga enquanto que os pontos fixos estaveis, seme-
lhantemente ao vale, tém a propriedade de atrair todos os pontos vizinhos. Além disso, de
maneira analoga ao comportamento da esfera, o estado de um sistema dinamico também
pode variar com a condicao inicial ou alguma imprecisao (perturbacao) dos dados. Cum-
pre destacar, no entanto, que a comparacao entre a evolucao de um sistema dinamico com
o movimento da esfera é apenas uma analogia, uma vez que os dois processos possuem

naturezas distintas.

Atraindo ou repelindo, os pontos fixos de um sistema dinamico determinam o
comportamento das trajetorias proximas e, devido a estas caracteristicas, eles sao classi-
ficados como pontos fixos atratores ou pontos fixos repulsores. Mais precisamente, se f
é um mapa em R e p é um ponto fixo de f (isto é, f(p) = p), o ponto p é denominado
atrator se o mapeamento de pontos vizinhos, tal como x = p + d, resultar em pontos
cada vez mais proximos de p. Se, ao contrario, a dinamica do sistema afastar os pontos

vizinhos, p é denominado ponto repulsor [26].

Para determinar se um ponto fixo é atrator ou repulsor dispomos basicamente de
dois procedimentos: a andlise grafica das iteradas e a analise da estabilidade do ponto.
A andlise grafica, no entanto, constitui mais uma demonstracao do comportamento das
trajetorias do que um procedimento criterioso, sendo utilizada sobretudo para provar a
convergéncia ou a divergéncia ao ponto [47]. De forma geral, a caracterizagdo de um ponto
fixo como atrator ou repulsor é determinada pela estabilidade do ponto. Para um mapa f
com um ponto fixo p, asseguramos que p é atrator se |f'(p)| < 1 e repulsor se |f'(p)| > 1.
Por outro lado, se |f'(p)] = 1 o ponto pode ser ou atrator ou repulsor ou ambos. A
demonstracao matematica desta forma de classificacao nao sera apresentada aqui, uma
vez que ela pode ser vista em diversos livros elementares sobre sistemas dinamicos [26,47].
Contudo, um requisito necessario para utilizd-la é que o mapa seja continuo naquele

dominio.
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Identificando os pontos fixos de um sistema e determinando sua natureza (atrator
ou repulsor), obtemos informagoes sobre a dinamica na proximidade destes pontos. Além
disso, pela andlise da estabilidade também é possivel prever os estados mais provaveis ou
caracteristicos do sistema. Especificamente, um ponto fixo estavel, sendo o estado final
para a trajetéria de muitas condigoes iniciais vizinhas, constitui um estado absorvente do

sistema [26].

Por outro lado, dependendo do mapa e valores de parametro, a dinamica pode
nao convergir para um unico ponto, mas resultar em um comportamento oscilante entre
dois ou varios pontos. Em outras palavras, o sucessivo mapeamento dos pontos pode
formar uma érbita periddica no espaco de fases. Uma érbita periddica é basicamente
um conjunto finito de pontos que se repetem apdés um ntumero igual de iteradas, sendo
o periodo da o6rbita definido pelo menor ntimero de iteradas para um determinado ponto
voltar a se repetir. Por exemplo, se f(f(p)) = p mas f(p) # p, a 6rbita é dita de periodo
2, por outro lado, se também f(p) = p a drbita é dita de periodo 1 (ponto fixo). De
forma geral, uma 6rbita com um ponto periédico p é expressa como f*(p) = p, sendo k

um numero inteiro que informa o periodo ou tamanho da érbita.

Semelhantemente a analise dos pontos fixos, a estabilidade de um ponto periédico
pode ser determinada pela derivada do mapa, porém neste caso considera-se a funcao de
mapeamento resultante de k iteradas, isto é, f*(p) = f(f(--- (f(p)))). Com isso, a andlise
da estabilidade de um ponto peridédico diz respeito a estabilidade da érbita em geral. De
fato, os k pontos de uma orbita k-periddica sao, todos eles, pontos periddicos de f e um
ponto fixo de f*. Assim, para obter f*(p), um procedimento bastante ttil é a regra da
cadeia. De acordo com esta regra f’k(p) pode ser escrita como o produto de k£ derivadas
de f, por exemplo, supondo k = 2 temos, pela regra da cadeia, f2(p) = f'(f(p))f'(z).
Efetuada a derivada, se f*(p) < 1 a drbita é estavel (atratora) enquanto que se f*(p) > 1

a 6rbita é instavel (repulsora).

4.2 O Expoente de Lyapunov em Mapas Unidimen-
sionais

Além de informacoes qualitativas a respeito da atragao ou repulsao de pontos
vizinhos, a analise da estabilidade por meio da derivada também fornece a razao de
aproximacao ou separag¢ao entre estes pontos a medida que o sistema evolui. Em estudos

de sistemas dinamicos discretos (mapas), uma informagcao essencial é a taxa média na
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qual as trajetérias geradas pelo mapeamento se distanciam ou se aproximam quando as
condicoes iniciais sao variadas infinitesimalmente. Tal informacao é dada pelo expoente
de Lyapunov do sistema, o qual depende da estabilidade de todos os pontos da trajetoria.
Neste sentido como os pontos fixos e as érbitas periddicas representam trajetérias bem
estabelecidas, a idéia do expoente de Lyapunov é melhor introduzida a partir destas

dinamicas.

Seja f um mapa unidimensional com um ponto fixo z* e f'(z*) = a. Se a for
maior do que 1 qualquer ponto x na vizinhanca de x* serd mapeado para pontos cada
vez mais distantes de z* em uma taxa de aproximadamente a por iterada do mapa, con-
seqiientemente apés n iteradas do mapa a distancia entre f™(z) e f"(x*) terd aumentado
em média a” ou a por iteragao. Se, ao invés de ponto fixo, 2* for um ponto k-periddico e
() = f'(an) f'(xp_1)... f'(2*) for igual a A, sendo A um nimero maior do que 1, qual-
quer ponto proximo de x* que nao pertenca a érbita se distanciarda dele em uma razao
de aproximadamente A em k iteradas do mapa, ou seja, AY* por iterada. Esta razao de
separacao por iterada define o nimero de Lyapunov da orbita e o logaritmo natural desse

valor é o expoente de Lyapunov correspondente.

Em érbitas nao-periddicas o niimero e o expoente de Lyapunov também sao ob-
tidos pelo produto das derivadas em cada ponto da érbita. Porém, como neste caso nao
hé repeticao de pontos, para assegurar que a trajetoria percoreu todo o atrator do mapa
utiliza-se um grande ntimero de iteradas, ou seja, assume-se k = n — oo. Podemos obter
a expressao do expoente de Lyapunov considerando, como exemplo, um mapa f(x) e um
pequeno erro ou deslocamento ¢ << 1 a partir do ponto inicial xy. Para esta situacao,

apds n iteradas do mapa, a distancia entre o ponto xy e o ponto xf, = xy + € serd

/ / |f(l’)—f(l'/)| / df /
[z — x| = [f(zo) — f(xp)| = |;0_556|0 |wo — 2| & %L’co e
/ / ‘f(xl)_f(x/” / df df /
[wo —a5| = [f(z1) = f(z)] = 21 — 2| g — 2|~ ! %L’co R
B n—1 df
o =] = 1FGan) = o) | ] o o =50

Portanto, em cada iteracao o coeficiente multiplicativo de separacao entre as trajetorias

ou numero de Lyapunov L da érbita iniciada em xq sera

n

n—1 ﬁ

dx s

L(xp) =

Y

k=0
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ou independentemente do ponto inicial

S|=

L= lm (1 @)l @)l--|f () (@)

Como o logaritmo natural do niimero de Lyapunov é o expoente de Lyapunov, tal expoente

é dado por

n—oo M,

A= lim =37 £ ()] (4.2)
=0

caso o limite exista.

A equagao (4.1) permite obter o nimero de Lyapunov de qualquer mapa unidi-
mensional suave e a equagao (4.2) define o expoente de Lyapunov do respectivo mapa. Se
L for maior que a unidade e, portanto, A > 0, qualquer ponto préximo a érbita se afastara

A a cada iterada do mapa. Por outro lado, se

dela em uma razao multiplicativa L = e
L < 1, o expoente \ serd negativo e a trajetoria dos pontos vizinhos se aproximara da
orbita em questao, isto é, da orbita iniciada em xy. Portanto, o sinal do expoente de
Lyapunov constitui um indicador da estabilidade da o6rbita e, como tal, serve para ca-
racteriza-la como cadtica ou nao cadtica [26]. Expoentes de Lyapunov positivos indicam
divergéncia exponencial de trajetérias vizinhas e, portanto, denotam grande sensibilidade
as condigdes iniciais (caos). Valores negativos, por outro lado, indicam um comporta-
mento convergente seja para um ponto fixo estavel seja para uma 6rbita periddica. Por
fim, valores nulos podem denotar quase-periodicidade ou pontos de bifurca¢ées na tra-
jetoria.

Na Figura (15) ilustramos o atrator e o expoente de Lyapunov do mapa logistico
Tpy1 = 1 — px? pela variagao do parametro de controle . A disposicao das ilustragoes
visa demonstrar a relagao entre os expoentes de Lyapunov e o comportamento dinamico
do sistema, isto ¢, a mudanca do comportamento assintético e a respectiva mudanca de
sinal do expoente. Para o valor de parametro de maior interesse nesta dissertacao, isto ¢,
para p = 2, observamos que A = 0,693, o que significa um dobramento da distancia entre

pontos vizinhos a cada iterada do mapa.
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Figura 15: (a) Diagrama de bifurcacao do mapa logistico; (b) Variagao do expoente
de Lyapunov com o parametro de controle do mapa; (c) ampliagdo do atrator para o
intervalo para . > 1,2 e (d) variagao do expoente no intervalo reduzido. Consideramos 500
iteradas do mapa e descartamos outras 1000 de transiente para cada valor do parametro
de controle.

4.3 Os Expoentes de Lyapunov em Mapas Multidi-
mensionais

Em mapas multidimensionais um conjunto de condicoes iniciais préximas pode
evoluir de forma diferente em direcoes diferentes do espaco de fases. Por conseguinte, cada
orbita gerada por um mapa em R™ suscita m expoentes de Lyapunov, os quais expressam
a razao de separagao de um ponto da érbita em relacao a cada direcao ortogonal definida
pela dinamica do mapa. Tais diregoes sao estabelecidas e ordenadas conforme a magnitude
da variagao dos estados devido ao mapeamento dos pontos, a primeira delas corresponde
a direcao cuja a variagao é maior, a segunda ¢ a de maior variagdo apds a primeira e
ortogonal a ela, a terceira e todas as outras sao determinadas, cada qual, respeitando a
magnitude da variacao das variaveis de estado e a ortogonalidade em relacao as diregoes
ja definidas [26]. Assim, dado um pequeno volume de pontos no espago de fase, os
expoentes de Lyapunov informam a variagdo (contragao ou expansao) deste volume em

direcoes ortogonais especificas.

Na Figura (16) representamos a evolugao de um disco de condigdes iniciais pela
aplicagao de um mapa bidimensional. A configuracao dos pontos apds n iteradas adquire
a forma de uma elipse de raios r; = e™dr e 7 = e™2dr, onde \; e Ay correspondem aos

expoentes de Lyapunov do mapa. Tais expoentes, como podemos observar, denotam o
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fator de crescimento e encolhimento dos raios (eixos) do disco nas diregoes ortogonais com
maior variagao. Neste exemplo figurativo, como r; aumentou e 7o diminuiu, inferimos que
A1 € positivo e Ay é negativo. Além disso, como o volume total é preservado podemos

dizer que o suposto mapa € conservativo.

=
&
P/ \e)(p(n/li)dr‘

~exp(nA2)dr

Figura 16: Representacao da evolugao de um disco infinitesinal do espago de fase apds n
aplicagoes do mapa f, sendo xy o ponto inicial da 6rbita fiducial, dr o raio do disco ou
deslocamento infinitesimal do ponto inicial e \; o i-ésimo expoente de Lyapunov.

Para mapas de dimensées m > 3 o disco da Figura (16) é convenientemente subs-
tituido por uma esfera (hiperesfera) de raio dr centrada em um ponto 7. Os eixos desta
esfera assim como o eixos do disco ilustrado podem ser considerados como deslocamentos
infinitesimais em relacao ao ponto 7 segundo vetores tangentes 7" [16]. Assim, podemos
descrever a evolugao dos vetores tangentes (eixos da esfera) por meio da equagao

77531 = DF"(7)i), (4.3)

n

sendo 7% o vetor tangente associado ao i-ésimo eixo da esfera e DF™ a derivada do mapa

F na n-ésima iterada.

A equacdo (4.3) estabelece a evolucdo do vetor % em relacio ao ponto 7 de
acordo com a dinamica do mapa. Podemos expressar DF"(7() como uma matriz (matriz

Jacobiana), isto é,

1 1 1

81’£L+)1 695541 81’£L+)1

Bmg) Bmgf) 890((LN )

8:(:,(12721 8:(:”2721
o .. C. s

DF™ = J — Ay, Ay, ) (4.4)

N N

amgw)l . amﬁb+)1

8:(:53) 89655\[)

Escrevendo DF™(ry) em forma matricial a equagao (4.3) pode ser analisada como um
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problema de autovalores e autovetores. Com isso, vemos que a razao de variacao da
esfera em cada direcao ortogonal estd associada a um autovalor da matriz Jacobiana
Jn (7). Portanto, podemos determinar os ntimeros e expoentes de Lyapunov a partir dos

autovalores da Jacobiana J,,(70).

Como os expoentes de Lyapunov dependem de todos os pontos da orbita, os
autovalores da Jacobiana devem ser calculados considerando o limite n — oo. Neste caso,
para obter a matriz J, () é conveniente a utilizar a regra da cadeia. De acordo com esta
regra, J,(7) corresponde ao produto de n matrizes Jacobianas, cada uma definida em

um ponto da érbita, ou seja,

Desta maneira, podemos escrever a equacao dos expoentes de Lyapunov para mapas em
R™ como
i Ly )
A= lim —In|T'™|  parak=1,2,---,m; (4.6)
n—oo M,
n—1
onde I'®) é o k-ésimo autovalor da matriz M = [] J(7).
1=0
A equacdo (4.6) constitui a expressao geral dos expoentes de Lyapunov de um
sistema e se reduz a equagao (4.2) no caso de mapas unidimensionais. Como um exemplo

de aplicagao desta equacao vamos calcular os expoentes de Lyapunov do mapa de Kaplan-
Yorke

pi1 =1 —2(zV))?
F:{I“ () (4.7)

Yn+1 = )\yn + Ty
com A € [0,1).

Para evitar uma possivel confusao quanto a letra A, utilizada para denotar tanto
os expoentes de Lyapunov como o parametro de controle do mapa (4.7), empregaremos
daqui para a frente a letra A para representar os expoentes de Lyapunov. A matriz

Jacobiana do referido mapa pode ser escrita como

O0Tn i1 OTn i1
Jp = ( ff”z Eﬁy: ) = ( ~hn 0 ) . (4.8)
o 2 Lo

Embora esta matriz nao seja constante, sua forma triangular nos permite obter

um dos expoentes de forma direta, a saber, Ay = In A. Isto porque, de forma geral, uma
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matriz triangular possui autovalores iguais aos elementos da diagonal principal [48] e,
neste caso, o produto de n matrizes leva a um autovalor I'® = A", o qual aplicado &
equacao (4.6) resulta no expoente mencionado. Por outro lado, como o primeiro elemento
da matriz J, evolui com a dinamica do mapa, '™ é calculado considerando cada valor

de x, ou seja,
n—1
IO = lim [](—4x). (4.9)
1=0

Substituindo a equagao (4.9) na equagao (4.6) obtemos a expressao do expoente
de Lyapunov do mapa logistico com um valor de parametro = 2. O valor dos expoentes
deste mapa para cada u € [0,2] foi exposto na Figura (15). Especificamente, para pu = 2

vimos que A = In2 e, portanto, os dois expoentes de Lyapunov do mapa (4.7) sao:

A121n2>0
AQZIH)\SO

para 0 < A < 1.

Com base nestes expoentes podemos inferir que a evolucao de um disco de
condigbes iniciais pela aplicagao do mapa (4.7) assemelha-se ao exposto na Figura (16),
isto é, com um alongamento do raio na direc¢ao instével (dire¢ao x) e um encolhimento na
diregao estédvel (diregao y). A area total do disco serd preservada se A = 0,5, para valores
menores ela ird diminuir enquanto que para valores maiores ela tende a aumentar com o

tempo.

4.4 A Aproximacao Numérica dos Expoentes de Lya-
punov

Para a maioria dos mapas multidimensionais e redes de mapas acoplados a forma
da matriz Jacobiana nao possibilita a determinacao dos autovalores de um modo direto.
Em tais situagoes os expoentes de Lyapunov sao obtidos sobretudo por meio de técnicas
de aproximacao numérica. Dois procedimentos bastante empregados com este intuito sao:
a redugao da Jacobiana a forma superior de Hessemberg [39,49] e o método de ortonor-
malizacdo de Gram-Schmidt [26]. Nesta dissertagdo utilizamos basicamente o segundo

método.
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4.4.1 O Método de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

O procedimento de ortogonalizacao de vetores denominado método de Gram-
Schmidt fundamenta-se sobretudo na definicao de produto interno. Ele recebe como
dados de entrada um conjunto finito de vetores linearmente independentes, subtrai as
projecoes de um vetor sobre o outro e retorna o conjunto de vetores ortogonais que gera
aquele subespaco, ou seja, ele apresenta a base sobre a qual os vetores de entrada sao

formados.

Dispondo de um conjunto de vetores linearmente independentes o primeiro pro-
cedimento da ortogonalizacao consiste em determinar os coeficientes de projecao de cada
par de vetores desse conjunto. Este coeficiente é obtido basicamente por meio de uma
operacao de produto interno. O produto interno em um espaco vetorial £ é uma funcao
E.E — R que associa um numero real para cada par de vetores deste subespago [48]. Na
Figura (17) representamos dois vetores linearmente independentes e a projecao do vetor

i/ sobre o vetor T.

<l
o)

>

\

Vi x
Figura 17: Representacao da projecao de vetores
A componente do vetor ¥ que se projeta o vetor Z pode ser escrita como
Yp = QUT, (4.10)

onde « é o coeficiente de projecao.

Para determinar o em termos dos vetores I e ¢ expressamos o vetor € como a

soma dos vetores ¥ e 1, a saber,
€=y+ (=) (4.11)
Além disso, como € e T sao ortogonais entre si, temos

ex=0. (4.12)
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Entao, utilizando conjuntamente as equagoes (4.10), (4.11) e (4.12), obtemos

—

7
17

(4.13)

o =

onde || - || representa a norma do vetor.

A equagao (4.13) possibilita determinar as projegoes entre quaisquer pares de
vetores e constitui a base do método de Gram-Schmidt. Considerando um conjunto de
N vetores {U;, 7, - Uy} a ortonormalizagao via Gram-Schmidt é realizada por meio dos

seguintes passos:

1. Escolhe-se um vetor do conjunto como o primeiro vetor da base ortogonal, por

exemplo,
Uy = Uy,

2. Determina-se o segundo vetor da base tomando outro vetor do conjunto e subtraindo

a projecao dele sobre o vetor iy, por exemplo,

2 = U2 — QU1 = V2 — 7755 U
|||
3. Calcula-se o terceiro e os demais vetores u; escolhendo, a cada momento, um vetor

do conjunto e subtraindo a projecao deste sobre os vetores ja definidos, isto é,

U = U; — Oéi,lﬁl - Oéi,2172 — Oéi,N—lﬁN—l
= UV — 735 1~ 75 2 T TS o UN-1
A ||aa| 2 |dnaf>

4. Apés determinar todos os vetores u;, eles sao normalizados:

— (A
Wy = ——. (4.14)
|||
O conjunto de vetores {u; Uy, - - - , Uy } representa uma base ortogonal do conjunto
{01, Vs, -+ ,Un} enquanto que os vetores w;, com i = 1,2,---, N, constituem a base

ortonormal do espaco vetorial correspondente. De fato, para qualquer espaco vetorial de
dimensao finita, munido de produto interno, podemos obter uma base ortonormal pelo
método de Gram-Schmidt [48].
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4.4.2 Os Expoentes de Lyapunov via Gram-Schmidt

A aproximacao numérica dos expoentes de Lyapunov pelo método de Gram-
Schmidt constitui um modo indireto de determinar a evolucao dos eixos principais de
uma esfera (hiperesfera) de estados iniciais [17,26]. Como ponto de partida considera-se
uma base ortonormal {u7§°’, u_}éo), - @S?’} em R™, sendo m a dimensao do sistema (mapa
ou rede de mapas). Os vetores desta base podem ser definidos arbitrariamente, mas de

forma geral utilizam-se os vetores

117%0) = (1707 70)7
U_)éO) = (0717 70)7
_'7(7(1)) = (Oa 7071)

Definida a base ortogonal inicial, o préximo passo € calcular os vetores Z;, os quais
estao relacionados a evolucao da esfera de condigoes iniciais. Estes vetores sao obtidos

pela equagao

zZ = J(ip) ") (4.15)

]
onde J(7p) é a matriz Jacobiana do sistema no ponto rg.

Podemos notar que a equacao (4.15) é equivalente a equagao (4.3) e que cada
vetor Z; encontra-se em uma direcao tangente ao ponto em que a Jacobiana é definida.
Estes vetores estabelecem a distancia entre a superficie e centro da esfera (elipséide),
entretanto, eles nao sao necessariamente ortogonais entre si e, deste modo, utiliza-se o
método de Gram-Schmidt afim de obter os respectivos vetores da base ortogonal, os quais

correspondem aos eixos principais da elipséide gerada a partir da esfera.

O procedimento de ortogonalizacao de Gram-Schmidt nao altera o volume do
elipsdide estabelecido pelos vetores Z; [17,26]. Além disso, como vimos anteriormente,
ele nao afeta a dire¢ao do primeiro vetor da base (u; = 2}), conseqiientemente este vetor
representa a direcao do espaco tangente com maior distanciamento entre o centro e a
superficie do elipséide. O vetor s, por outro lado, sendo formado pelas componentes
de 73 que sao perpendiculares a i, corresponde ao eixo com maior comprimento depois
do primeiro. Da mesma forma, os demais vetores u;, mantendo apenas as componentes

ortogonais aos eixos ja definidos, apresentam comprimentos cada vez menores.
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Obtido o conjunto de vetores ortogonais u; os vetores da base sao redefinidos

1)

fazendo 1,52( = 1; para cada ¢ = 1,2, ..., m. Utilizando esta nova base calcula-se por meio

da equagao (4.15) o novo conjunto de vetores Z;, porém considerando agora J(7), ou seja,
a Jacobiana ¢ definida no préximo ponto da dérbita. Os novos vetores (Z;) sdo novamente

ortogonalizados via Gram-Schmidt resultando na base 1172(2). Repetindo este procedimento

para os n pontos da érbita obtemos {wl’”, tﬁén), ,zﬁgf )}, sendo a magnitude destes ve-

tores equivalente aos eixos principais da elipséide [26]. Logo, os nimeros de Lyapunov

1/n

do sistema sao aproximados por \u_)’f")\ para cada ¢ = 1,2,---,m, e os expoentes de

Lyapunov correspondem ao logaritmo natural destes nimeros.

A aproximagao numeérica dos expoentes de Lyapunov via Gram-Schmidt também
pode ser realizada sem o conhecimento a priori dos nimeros de Lyapunov. Neste caso,
considera-se a mesma seqiiéncia de procedimentos, porém com a normalizacao da base a

cada atualizacio. De fato, fazendo w\"™ = @™ /|@\™| para cada n, o médulo do vetor

@™ seré equivalente as variacoes dos ei incipais da esfi iterada d L
i qulva ente as V&I"laQOGS OS €1X0S pl"lIlClpalS a esiera pOl"l erada omapa. OgO7

tomando a média do logaritmo natural destas variacoes obtemos os respectivos expoentes
de Lyapunov, ou seja,

In|@™| + ... + In @
A — nju; |+ ...+ In|d; | (4.16)
n

Neste procedimento, para obter uma aproximacao precisa e a0 mesmo tempo em
acordo com a definicao dos expoentes de Lyapunov, é necessario considerar um nimero
suficientemente grande de iteradas. De forma geral, os expoentes obtidos pelo processo
de ortonormalizacao de Gram-Schmidt apresentam excelente concordancia com aqueles

aproximados por outras técnicas numéricas e analiticas [17,50].

4.5 O Espectro de Lyapunov de Redes de Mapas de
Kaplan-Yorke Acoplados

Para uma rede de mapas acoplados a dimensao do espago de fases depende igual-
mente do nimero de elementos da rede e da quantidade de variaveis de cada mapa. Assim,
o estado de um sistema com N mapas acoplados é representado em um espaco de fases
(N x m) dimensional, sendo m a dimensao do mapa isolado. A estabilidade do sistema
(rede), neste caso, é caracterizada por um espectro de expoentes de Lyapunov, cada um
deles associado a uma dimensao do espago. Dependendo do acoplamento empregado, tais

expoentes podem ser determinados de forma analitica e/ou por meio de técnicas de apro-
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ximagao numérica. Das quatro redes de mapas Kaplan-Yorke propostas, para trés delas

obtemos expressoes analiticas para os expoentes de Lyapunov.

4.5.1 Os Expoentes de Lyapunov nos Acoplamentos do Tipo Lei
de Poténcia

De acordo com a equacao (3.10) a dindmica de uma rede de mapas de Kaplan-

Yorke com as varidveis y* acopladas e variaveis 2 livres é dada por

S-)i-l = 1—2($S))2,
(2+J))

. M (5+)
o = (- fE, ) Zf >;f< )

J:1

onde ¢ é a intensidade do acoplamento, o 0 parametro de alcance, n(a) = 2 Z]Nil J7% um
fator de normalizagao, f(x,y) = Ay + = a dinamica local e M = (N —1)/2, sendo N o

numero de sitios da rede.

O espaco de fases de uma rede com N mapas de Kaplan-Yorke possui 2N di-
mensoes, sendo N dimensoes relacionadas a dinamica em x e N a dinamica em y. A esta-
bilidade da rede, neste caso, é caracterizada por um espectro com 2NN expoentes de Lyapu-
nov, os quais informam a taxa de separacao entre as trajetorias em relagao as 2N diregoes
ortogonais do espaco de fases. Entretanto, se considerarmos x(()l) = 1’82) =...= :L’(()N) = X,
reduzimos o numero de graus de liberdade do sistema e, conseqiientemente, o nimero de
expoentes de Lyapunov. Neste caso particular teremos N + 1 expoentes e a matriz Jaco-

biana pode ser escrita como

8ZEnJrl amn+l 8ZEnJrl . amn+l
9zn oy oy’ oy
1 1 1 1
il Ol dunls . vl
Oxn 8y7(L1) (2) 8y£LN)
2 2 2 2
J = aygw)l ayv(wll ayv(wll . aygw)l (4 18)
" Ozn oyt oy’ oy V) ' '
0l ol a ol
Orn oy oy oy

Assim, considerando a dinamica definida pela equacao (4.17) e condigoes de con-
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torno periddicas para as variaveis y, a Jacobiana desta rede adquire a forma

—422 0
IS
£
1(¥
£
2&
£
Jn = >
£
1
sendo £ = na(i) e¢=(1

£

2a

— ).

, (4.19)

g g
orne @ ¢

Por uma questao de simplificagdo podemos representar a matriz .J, como uma

combinagao de 4 submatrizes ou blocos, isto é,

o

sendo

ST NN

£
Mo

A AY
Ay Ay

(4.20)

)

1
0). A= e
1
£ £ £
Me (M—-1)° 1o
: £
2@
3o
£ ¢
o w6

Como Ag) ¢ uma matriz com elementos nulos, a Jacobiana na forma (4.20) cons-
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titui uma matriz bloco triangular e, desta maneira, o calculo dos autovalores é bas-
tante simplificado, pois o determinante de uma matriz bloco triangular é dado pelo
produto dos determinantes dos blocos da diagonal [48]. Neste caso, Det(J, — IT') =
Det(AY — IT)Det(ASY — IT), sendo I a matriz identidade e I os autovalores.

Uma vez que a matriz AY{) tem apenas um elemento, seu autovalor é o préprio
elemento, porém como este elemento muda a cada iterada do mapa considera-se como
em (4.9) o produto dos z, para cada n. O bloco A22 , por outro lado, possui todos os
elementos constantes e, além disso, apresenta a forma de uma matriz circulante. Uma
matriz circulante ¢ uma matriz cujos elementos de cada linha sao iguais aos elementos da

linha subsequente com o deslocamento ciclico de uma coluna, isto é,

Co (& o Cp—l
Cpn—1 . . . Cn—2
C=1 cpo - o o chs |- (4.21)
&1 Ca ++ Cp—1 Co

As matrizes circulantes possuem uma singularidade em relacao ao espectro de autovalores

[51], a saber, os N autovalores de uma matriz circulante N x N sdo dados por

i 4 exp (M) (4.92)

k=0

sendo ¢ o k-ésimo elemento da primeira linha, ¢ um ntimero complexo e m = 1,2,.... N

o indice do autovalor correspondente.

Entao, utilizando a propriedade (4.22) para a matriz bloco Asy, obtemos

—2m —4mi —2mim(N — 2
r,, = C—i—%exp( ;Zm) +2%exp< ;Zm> +- +2€—aexp< mmj&f )>
—2mim(N — 1
+1% exp ( mmj&f )) ,
B & —2mim £ —4mim & 4mim _
r, = C+1aep N +2aep N + +2aexp N exp (—2mim)

o
+1£a exp (%m) exp (—2mim) ,
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e, considerando a relacao de Euler exp(—ifl) = cos() — isen(6), ficamos com

—2mi —A4mi
r,, = §+1%exp( ;\szm)_i_ﬁ ( T

" éex 4mim +£ex 2mwim
90 P\ TN 1o SPATN
1 2mm 1 4d7m 1 2n M
Fm = C+2£ [FCOS <T) +2_aCOS <T) +"'+WCOS <T):| y

sendo M = (N —1)/2.

) + -+ 4+ [cos (2rm) — isen (27rm)]

Em termos dos parametros € e A os autovalores referentes a matriz bloco Asy

serao
M .
2e 1 2mim
I, = AM(1—-¢)+——= ,—cos( ) : (4.23)
[ n(a ;JQ N
comm=1,2,---,N.
Conseqilientemente os N + 1 expoentes de Lyapunov da rede (4.17) serao
Ay = i 11f[(4) lim & (In| —dzo| +---In| — dz,]),  (4.24)
= lim —In —4x;)| = lim — (In| — 4z coen | —4x,]), .
0 n—oo M, 1—0 ! n—oo N 0
2% — cos(2wkj/N)
Ay = WD =\ +lnfl—e+ <> I (4.25)
na) & J°
para k=1,2,--- N. Em ordem de magnitude temos

n

[ (—4a)

=0
Al = 1H|PN|:IH|)\|,

1
= lim — (In| —4xo| +---In| — 4z,|),

n—oo M,

Ao = lim —In

n—oo N

A2:A3 = lnFlzlnFN_1:1n|)\|+ln 1—c+

2% o cos(2mj/N)
DT i

°)

Ay o=An1 = InTy 1 =Ty :]n|)\| +In|l—e+ 2e ZCOS(T,U/N) |
na) &= J°
2% — cos(mj/2N)
Ay = InTy=In|A+In|l—c+ : ,
N M ‘ | n(a) Z g ‘

J=1

Como o parametro A é menor que a unidade, independentemente dos valores
dos parametros € e «, a rede terda N expoentes negativos e um expoente positivo. O

expoente positivo é dado pela dinamica em x do mapa, a qual é governada pelo mapa
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logistico com parametro de controle = 2. Os N expoentes negativos, por outro lado,
estao relacionados a dinamica em y e, como o maior expoente é In A e A € (0, 1), todos
eles serao negativos. No entanto, se considerarmos :)sél) #+ :17(()2) #* ... # [L’(()N) mantendo as
variaveis x desacopladas, a matriz bloco A sera diagonal e teremos /N expoentes positivos
e N expoentes negativos. Para demonstrar esta situagao vamos considerar o acoplamento
do tipo lei de poténcia logarftmico as varidveis ¥ e condicdes iniciais distintas as varidveis

™. Neste caso a dinamica da rede de N mapas de Kaplan-Yorke adquire a forma

tha = 1-26),
@ M f(z lijq(m)) (iijq(m)))
Yny1 = (1 - €>f( S)a yn Z )]a ) (426>
m:l
M
onde i =1,2,---, N. Sendo n(a) = Z[jq(m)]_o‘ e jo(m) =qm — 1.
m=1

A matriz Jacobiana deste sistema também pode ser expressa na forma bloco
triangular e, com isso, obtemos os autovalores a partir dos blocos diagonais. Considerando,
como exemplo, uma rede com 8 sitios (¢ = 2, M = 2), os blocos diagonais da Jacobiana

serao

| N |
0
2
A 4 o’
1 = — x&;’))
zy)
a7 0
0 0 P
(S
¢ &5 0 & 0 & 0 5
0 f 0% 0 & 0
0 & ¢ &% 0 5 0 &
| F0oECE O 0]
0 = 0 % ¢ & 0 5
w0 5 0 @ (g 0
0 % 0 % 0 &% ¢ &
w05 0 g 05 ¢

sendo £ = n(a e(=(1—-¢e)A
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A forma diagonal da matriz A;; e a forma circulante da matriz Ass independem
do tamanho da rede e, portanto, o espectro de expoentes de Lyapunov da rede (4.26) com

N sitios e parametros q e M arbitrarios sera do por
- i . (i Q)
[T(~42{")| = lim — (1n| — 4z 4+ In | — 42l |) . (4.27)
n—oo M,
1=0

L-et oo > am e (M)

J=1

A, = lim lln

n—oo N

Anysi = In|A[+In , (4.28)

parat=1,2,---, N.

Conforme podemos verificar nas equagoes (4.27) e (4.28) a rede possui, neste caso,
N expoentes positivos e N expoentes negativos. Os expoentes positivos sao todos iguais,
enquanto que os expoentes negativos dependem dos parametros A, €, a e também do
tamanho da rede. Diferentemente da forma usual do acoplamento do tipo lei de poténcia,
nesta os expoentes relacionados a dinamica em y nao podem ser ordenados antes de
definir o tamanho da rede. Na referéncia [50], por exemplo, mostramos como o segundo
maior expoente varia com o tamanho da rede para um sistema com N mapas logisticos

acoplados.

Observando a equacao (4.28) verificamos que ela é semelhante a equagao (4.25).
Na realidade ambas as expressoes estao relacionadas pela tranformacao j — ¢/ — 1,
a mesma utilizada para obter o acoplamento na forma logaritmica a partir da forma
usual [14,50]. A equacao (4.25), em particular, é bastante conhecida, tendo sido deri-
vada primeiramente por Anteneodo e colaboradores [43] considerando um procedimento

diferente do exposto.

4.5.2 Os Expoentes de Lyapunov nos Acoplamentos do Tipo
Small-World

Em redes do tipo small-world os expoentes de Lyapunov sao geralmente obtidos
por meio de técnicas de aproximacoes numéricas. De fato, a distribuicao das conexoes
nao-locais de acordo com uma regra de probabilidade torna dificil obter os autovalores da
matriz Jacobiana destes sistemas. Além disso, para alguns modelos de redes as conexoes
nao-locais sao redistribuidas & medida que o sistema evolui, o que a priori dificulta ainda
mais uma abordagem analitica. No entanto, observamos que para o acoplamento do tipo
small-world com probabilidade de conexao decaindo com a distancia, a redistribuicao das

conexoes sugere um tratamento estatistico para o calculo dos expoentes de Lyapunov do
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sistema.

A dinamica da rede de mapas de Kaplan-Yorke com varidveis y acopladas segundo

a equagao (3.21) é dada por
T = 1= 2e))?

y = (1 —e) f (20, y) Zf (z),y)) A, (4.29)
L

sendo £ e y® as varidveis de estado, n o indice temporal, € o parametro de acoplamento,
N

f(x,y) a dinamica local, n; Z a;; o fator de normalizagao e A™ a matriz de acoplamento.
j=1

A matriz Jacobiana desta rede apresenta a forma bloco triangular, sendo o bloco
AY{) uma matriz diagonal e o bloco Ag) uma matriz estocastica. Os expoentes de Lya-
punov relacionados aos autovalores do primeiro bloco sao todos iguais ao expoente do
mapa logistico (dindmica em x) enquanto que os autovalores e os expoentes do bloco
A 2 constituem uma incognita, uma vez que os elementos deste bloco, com excessao da
diagonal principal, sao determinados apenas durante as iteragoes pois estao diretamente

relacionados aos elementos da matriz de acoplamento.

Nesta rede, small-world com a probabilidade de conexao decaindo com a distancia,
os elementos da matriz de acoplamento sao determinados a cada iterada tomando um
nimero aleatério p € [0, 1] para cada par i — j de sitios e comparando este niimero com
a probabilidade p;; = |i — 7|7 Neste sentido, podemos dizer que a probabilidade de
ocorrer uma dada matriz sera

N
P =[] laips + (1 = ai)(1 = pij)], (4.30)

§>i
onde a;; sao os elementos da matriz de acoplamento, os quais sao iguais a 1 se p < p;; ou

0sep > Pij-

A restri¢ao j > i na equagao (4.30) deve-se a simetria da matriz de acoplamento,
pois, em nosso estudo, estamos considerando que se o i-ésimo sitio esta conectado com
o sitio j ambos interagem entre si. Contudo, é importante destacar que tal simetria
corresponde apenas as ligagoes, pois, dependendo do niimero de ligacoes de cada sitio, a

influéncia de um sitio sobre o outro pode nao ter a mesma intensidade.

Como as conexoes neste modelo sao redistribuidas a cada iterada da rede, con-
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jecturamos que em um grande numero de iteradas os autovalores da matriz A;g) sejam

L
L= T'WP(k) para m=1,2-- N; (4.31)
k=1
onde L é o nimero de matrizes Jacobianas possiveis com a variacao das ligacoes na rede,

I’ 60 m-ésimo autovalor da k-ésima matriz e P(k) a probabilidade de ocorrer esta matriz.

Entao, por definicao, os expoentes de Lyapunov da rede correspondem ao loga-
ritmo natural de cada autovalor obtido pela equagao (4.31). Nesta equagdo, o nimero
de matrizes possiveis L esta diretamente relacionado a quantidade de elementos variaveis
em uma dada matriz. Considerando a regra de probabilidade p;; do modelo, em uma
rede com N elementos e condigoes de contorno periddicas, hd (N — 3) elementos varidveis
dado que os primeiros vizinhos possuem probabilidade de acoplamento igual a 1. Sendo
assim, a quantidade de elementos variaveis e o nimero de matrizes possiveis desta rede

sao, respectivamente,
N =N(N-3)/2 e L=2", (4.32)

sendo NV a quantidade de sitios da rede.

Para verificar nossa hipétese representada pela equagao (4.31) consideramos uma
rede com N =3 ep;; = |2(i—7)|~*. A inser¢do do ntimero 2 na regra de probabilidade foi
efetuada para assegurar uma possivel variacao no acoplamento entre os primeiros vizinhos
de cada sitio, uma vez que na regra convencional a probabilidade de acoplamento entre
os primeiros vizinhos é sempre 1. A modificagdo na regra faz com que a matriz de

probabilidade do sistema seja

1 1

0 = 5=

1 1 1

P=1 5 0 5%
1 1

3@ 3o U

Neste caso, o numero de elementos variaveis da matriz Agg) e a quantidade de matrizes

possiveis sao

N =33-1)/2=3 e L=2"=38. (4.33)
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A matriz bloco Ay correspondente pode ser escrita como

6)\ 0,12)\ 0,13)\
A22 = CL21)\ g)\ CL23)\
azn A azpA A

sendo a;; = 0,1 ou 1/2 conforme a probabilidade p;; e o nimero de elementos nao nulos

de cada linha.

De acordo com equagao (4.30), neste exemplo, a probabilidade de ocorrer cada

matriz é
(20— 1)
P(Ay) = “5t
(2° — 1)
P(Ay) = P(AR) = P(Ay) =
(2* ~1)
P(AY) = P(AY) = P(4y) =
1
P(AY)) = 8

E, considerando as oito possibilidades de matrizes, os autovalores associados sao

T — X ) = €A+ A ) = €A+ eA
AR STy =en . AR T =6 e Af:q Th=¢r—e)/2
T =€) T =X — ) [y =& —eA/2

para k=2,3,---,7.

Entao, utilizando a equagao (4.31), obtemos

3eX 3eX €A
Pl = 6)\ + 2—a - 2@ + ﬁ’
eA
Iy = e
2 6)\ 2'2304’
3eX 3eA eA
I's = — — .
3 6)\ 2a _I— 22a 2.23(1

Estes autovalores resultantes da equacao (4.31) nés denominamos autovalores

efetivos. Fazendo v = 0 nas trés expressoes obtidas recuperamos os autovalores da matriz
8 ..
A;Z), que corresponde ao acoplamento global. Por outro lado, tomando o limite o — oo
b lores d iz ALY 1 P

obtemos os autovalores da matriz A,y que representa o caso sem acoplamento. Para
outros valores de « utilizamos técnicas de aproximacao numérica e obtivemos um bom
acordo entre os autovalores efetivos e os resultados numéricos. Também calculamos os

expoentes de Lyapunov segundo a equagao (4.31) para outros dois tamanhos de rede.
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Na Tabela 2 apresentamos os expoentes de Lyapunov de uma rede com N =7, ¢ = 0,5,
a=0,5e X =0,9obtidos de trés maneiras distintas, a saber, segundo a equacgao proposta

e por duas técnicas numéricas.

Tabela 2: Expoentes de Lyapunov de uma Rede Small-world.

A Equacao Gramm-Schmidt Hessemberg
1 -0,105361 -0,105361 -0,105361
2 -0,619771 -0,619259 -0,619029
3 -0,783329 -0,786320 -0,783078
4 -0,936007 -0,935347 -0,936089
5 -1,056160 -1,054925 -1,056602
6 -1,245914 -1,243028 -1,246167
7 -1,535085 -1,540773 -1,536460

Embora os resultados obtidos tenham sido favoréareis a equagao (4.31) para o
calculo dos expoentes de Lyapunov da rede, a utilizacao desta equacao para redes gran-
des torna-se bastante dificil pois o niimero de matrizes possiveis L aumenta muito com
tamanho da rede N, por exemplo, para N = 5 temos L = 2° enquanto que para N = 7,
L = 2. Por outro lado, conforme observamos para N = 3 a probabilidade e os auto-
valores de algumas matrizes sao equivalentes. Sendo assim, resta-nos encontrar a relagao
existente entre a disposicao dos elementos da matriz e a correspondente variacao ou nao
dos autovalores. Os espectros de Lyapunov deste modelo bem como dos demais acopla-

mentos propostos nesta dissertagao serdo apresentados no sexto capitulo (Resultados e

Discussoes).
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5 A Sincronizacao Completa nas
Redes de Mapas de
Kaplan-Yorke

Sistemas dinamicos acoplados ou sujeitos a um forgamento ou ruido comum
podem apresentar um comportamento sincronizado apds um determinado intervalo de
tempo [18]. A sincronizagao entre os elementos de sistemas espacialmente estendidos tem
sido bastante investigada nos ultimos anos, com interesses tanto do ponto de vista tedrico
como do ponto de vista de aplicagoes tecnoldgicas [52]. Tal comportamento pode ser ob-
servado em diferentes ambitos da natureza como, por exemplo, em dominios magnéticos
ordenados, em impulsos nervosos de pessoas com ataques epilépticos, nas células regu-
ladoras dos batimentos cardiacos, em propagacao de doencas infecciosas e em algumas
reagoes quimicas [11,53-55]. Neste capitulo apresentamos a idéia da sincronizagao em
redes de mapas acoplados, expomos duas ferramentas para diagnosticar o estado sincro-
nizado nestes sistemas e analisamos as condicoes de sincronizacao nas redes de mapas de

Kaplan-Yorke com as variaveis y acopladas.

5.1 A Sincronizacao Completa

Em redes de mapas acoplados a sincronizacao constitui o processo no qual as
variaveis de estado de mesma natureza passam a apresentar o mesmo valor numérico, ou
seja, trata-se de um ajuste ou igualamento entre os estados dos sitios da rede. Assim,

dada uma rede unidimensional com N sitios, a sincronizagao desta rede implica

O R (5.1)

sendo z a variavel de estado e n o indice temporal.

De forma geral, uma rede é considerada sincronizada quando todas as variaveis de
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estado correspondentes entre si assumem exatamente o mesmo valor. No entanto, levando
em consideracao a precisao numeérica e o fato de que a analise é feita em tempos finitos,
muitas vezes admite-se uma margem de tolerancia na caracterizacao do estado sincroni-
zado. Neste sentido, a sincronizacao é considerada completa se, para todo n > n’, sendo
n’ um tempo de transiente, os estados permanecerem dentro da margem de tolerancia.
Um comportamento interessante que pode ocorrer na transicao para a sincronizacao € a
intermiténcia, isto é, um comportamento oscilante ou intermitente entre o estado sincro-
nizado e o estado nao-sincronizado. Quer dizer, em determinados intervalos de tempo
as varidveis de estado apresentam valores muito préximo umas das outras (estado quase
sincronizado) e, em seguida, ocorrem alguns picos ou estouros e as varidveis de estado
assumem valores diferenciados. De acordo com Viana e colaboradores [56], a transicao de
alguns sistemas caoticos para o estado completamente sincronizado ocorre basicamente

via intermiténcia.

Grande parte das pesquisas com redes de mapas acoplados tém sido desenvolvidas
a partir de redes regulares e homogéneas. Nestas redes a sincronizagao reduz a dinamica
do sistema a dinamica de um tnico mapa de modo que toda informacao contida, a priort,
em um espaco de fase (N x m) dimensional, sendo N o ntimero de mapas e m a dimensao
de um mapa, passa a residir em um subespaco de dimensao m, o subespaco de sincro-
nizacao. Este subespaco, também denominado variedade de sincronizacgao, é geralmente
representado por um hiperplano a partir do qual se determina a estabilidade do estado

sincronizado em relagao a uma perturbagao transversal.

Independentemente do tamanho da rede e dos valores dos parametros de acopla-
mento, no estado completamente sincronizado, uma rede de mapas acoplados evolui tal
como um mapa isolado. Considerando, por exemplo, uma rede de mapas unidimensionais
com acoplamento do tipo lei poténcia, a dinamica desta rede no estado sincronizado é

dada por

~ e 2f ()
551(1111 =(1—¢)f(sn) + (@) ; jjn = f(sn), parai=1,2--- N. (5.2)

Isto significa que o acoplamento nao exerce nenhuma influéncia sobre a dinamica da
rede quando as varidveis de estado tornam-se idénticas. Entretanto, conforme podemos
ver em [43], o processo de sincronizagao em si depende sobretudo da intensidade do
acoplamento e da intensidade da interacao entre os constituintes do sistema, ou seja, dos
parametros € e a. Os valores destes parametros a partir dos quais a sincronizacao ocorre,

podem ser obtidos por meio de determinadas ferramentas de diagndsticos de sincronizagao
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e/ou pela andlise do expoente de Lyapunov transversal [43].

5.2 Os Diagnésticos de Sincronizacao

Para verificar a sincronizagao em redes de mapas acoplados podemos utilizar, den-
tre outras ferramentas de diagnésticos, o parametro de ordem complexo R e a distancia
ao subespaco de sincronizacao ou parametro d. Ambas as ferramentas indicam precisa-
mente se a rede esta sincronizada ou nao-sincronizada. Assim, caso a transicao entre estes
estados dependa dos parametros do acoplamento entre os sitios da rede, elas permitem de-
terminar o conjunto de parametros que possibilitam a sincronizagao [43,49]. Além disso,
a variagao do parametro d também proporciona uma estimativa do expoente de Lyapunov
transversal do sistema [57], o qual representa um diagnéstico da estabilidade do estado

sincronizado.

5.2.1 O Parametro R

Baseando-se na transicao de fase de sistemas termodinamicos Kuramoto propos
em 1984 um parametro de ordem para descrever a sincronizacao de sistemas de osciladores
acoplados [58]. Tal parametro, na forma adaptada as redes de mapas acoplados [13,59],

é definido como

L
N p(2mizl) (5.3)

= R, exp(2mi¢) =

sendo R, e ¢, respectivamente, a amplitude e o angulo de um vetor de fase associado ao

estado da rede, ¢ a unidade imaginaria e 2 a varidvel de estado do J-ésimo sitio da rede.

A idéia do parametro de ordem consiste em distribuir as N varidveis de estado
da rede sobre um circulo unitario representado no plano complexo e associar a cada uma
delas um vetor z,(f) de comprimento unitario. Assim, somando os N vetores e dividindo
o vetor resultante pelo niimero de varidveis somadas, se obtém um vetor z, cujo moédulo
corresponde ao estado da rede naquele instante de tempo [58]. Na Figura (18) repre-
sentamos a ditribuicao dos vetores no circulo unitario para duas situacoes especificas da
rede, a saber, quando todas as variaveis de estado possuem o mesmo valor, ilustracao
a esquerda, e quando elas apresentam valores totalmente aleatorios, ilustracao a direita.
No primeiro caso, estado sincronizado, temos todos os vetores apontando para o mesmo

sentido, conseqiientemente o médulo do vetor resultante serd igual a 1. No outro caso os
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vetores estao apontando em sentidos contrarios e, portanto, o parametro de ordem sera

identicamente nulo.

J

i=1,23.

Figura 18: Representagao das varidveis de estado (xﬁf ) = ®@) distribuidas sobre o circulo

no plano complexo e os respectivos vetores de estado 2.

Podemos expressar a equagao (5.3) de uma forma mais apropriada a imple-
mentacao e a andlise da magnitude do parametro de ordem. Utilizando, pois, a relacao

de Euler, e* = cos f & isenf), e tomando o médulo do vetor de estado em (5.3), obtemos
_ = () ()
R, = N ;cos@mﬂnj )| + ]Z:;sen(%r:cn] ) , (5.4)

onde R, € [0,1]. Em uma situagao onde todas as varidveis de estado apresentam o mesmo
valor temos R, = 1. Caso contrario, se as variaveis forem totalmente aleatérias, R, sera

nulo e, em situagoes intermediarias, 0 < R, < 1.

No estado completamente sincronizado o parametro de ordem serd sempre igual
a unidade. Entretanto, na transicao para a sincronizacao, as variaveis de estado podem
apresentar valores muito préximos em um determinado intervalo de tempo e valores menos
proximos nos instantes posteriores, conseqiientemente, R, serda aproximadamente 1 no
primeiro caso e menor que 1 no segundo. Sendo assim, é conveniente considerar a média
do parametro de ordem calculado em um determinado intervalo de tempo. Este parametro

de ordem médio é expresso por
(R) = . En R (5.5)
- n — ’)’L/ (8] *
n/+1
sendo n’ um tempo de transiente.

Utilizando o parametro de ordem médio e variando os parametros da rede é

possivel determinar os valores criticos destes parametros a partir dos quais a rede sincro-
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niza [49]. Estes parametros correspondem basicamente & intensidade do acoplamento &,

ao fator de interacao a e ao tamanho da rede N.

No caso de redes com mapas multidimensionais considera-se um parametro de
ordem e um parametro de ordem médio para cada variavel distinta. Especificamente para
a rede de mapas de Kaplan-Yorke temos R, (x) e R,(y). Neste caso, como a variavel y do
mapa corresponde a velocidade de uma particula em um fluido, podemos dizer que R,,(y)
indica quao diferentemente encontra-se a intensidade das velocidades das particulas do

sistema em cada instante de tempo.

5.2.2 O Parametro d

O parametro d,, é definido como a distancia geométrica ortogonal entre um ponto
no espago de fases e o subespago de sincronizac¢ao [13]. Assim, o diagndstico dado por d
corresponde exatamente a distancia entre o ponto do espaco de fases que caracteriza o
estado do sistema em um determinado instante de tempo e o respectivo estado sincroni-
zado. Considerando, por exemplo, um sistema composto por dois mapas unidimensionais,
o valor de d corresponde & distancia entre o ponto P(z™M, 2?), com 2 € R*, e a bissetriz
do espaco de fases representada por ) = 2. Uma ilustracdo da medida de d para o

sistema mencionado é apresentada na Figura (19).

No caso de uma rede com N mapas de dimensao m = 1, o subespaco de sincro-
nizagao sera representado geometricamente pela diagonal de um hipercubo N dimensional

e, como demonstraremos mais adiante, a magnitude do parametro d serd dada por
d, =0VN, (5.6)

sendo o o desvio quadratico médio das variaveis de estado.

A equagao (5.6) implica d,, = 0 se a rede estiver sincronizada e d,, > 0 se as
variaveis de estado possuirem valores diferenciados. De fato, quando as variaveis de estado
assumem o mesmo valor, o desvio quadratico médio torna-se nulo e, conseqiientemente,
o parametro d, serda nulo. Por outro lado, se os estados de cada sitio forem distintos,

teremos o > 0 e, portanto, d,, serda maior do que zero.

De forma andloga ao parametro de ordem, muitas vezes é conveniente tomar a

média da distancia calculada sobre um intervalo de tempo. Esta distancia média pode
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_—
x(2)

Figura 19: Espago de fases do sistema composto por dois mapas acoplados e o respectivo
subespaco de sincronizacao.

Ser expressa por

1 n
(d) = —— ,;Hd" : (5.7)

sendo n’ um tempo transiente. Utilizando tal distancia podemos determinar, por exemplo,

a regiao dos parametros da rede na qual ocorre a sincroniza¢ao completa ((d) = 0).

O parametro d, esta diretamente relacionado ao expoente de Lyapunov trans-
versal do sistema [57], o qual corresponde ao (m + 1)-ésimo maior expoente do espectro,
sendo m a dimensao de um mapa. Na realidade, d,, equivale ao tamanho do eixo da
elipsdide que é ortogonal aos eixos do subespaco de sincronizacao. Sendo assim, tomando

o logaritmo natural da variacao de d,, podemos determinar o valor do referido expoente.

A seguir apresentamos a dedugao da equacao (5.6) e a correspondente equagao

para uma rede de mapas bidimensionais.

5.2.2.1 A Deducao da Equacao da Distancia

Para obter a equacao do parametro d, consideraremos primeiramente uma rede
de mapas unidimensionais composta por trés sitios. O estado deste sistema em cada
instante de tempo é caracterizado por um ponto P no espaco de fase cujas coordenadas

Sa0 (a:g) , a:g?), xS{o’))

onde z) € R. Como no estado sincronizado estas coordenadas sao
numericamente iguais, o subespaco de sincronizacao correspondente é definido pela dia-
gonal de um cubo centrado na origem do espaco de fases e o parametro d,, é determinado
considerando a distancia entre o ponto P e a respectiva diagonal. No caso em que as
varidveis 2 € Rt o cubo encontra-se no primeiro quadrante do espaco de fases, no en-

tanto, especificamente para a deducao da equacao da distancia a disposicao do cubo nao
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¢ algo relevante.

Associando um vetor 7 a diagonal do cubo e um vetor ¥ ao ponto P, ambos com
origem no mesmo ponto O = (2?0, 2 2() obtemos a distancia entre P e a diagonal do
cubo determinando a componente de ¢ ortogonal a 7. De acordo com seu significado de-
notaremos esta componente por d. Além disso, como o vetor 7 é definido arbitrariamente
podemos considerar que sua extremidade coincide com a origem do vetor J; a qual repre-
sentamos pelas coordenadas (x,ﬁd),x&dﬁx&d’). Na Figura (20) apresentamos a disposi¢ao

destes vetores.

<l
Ql

X(l): )62): )éS)

r
Figura 20: Representacao gréafica dos vetores utilizados para determinar a distancia do
ponto P & diagonal do cubo dada pela reta () = 22 = 2.

Em relacao as coordenadas, os vetores 7 e d podem ser escritos como

!
I
—
8
:H
|
8
S
=
+
—
8
:[\3
|
s
S
=
+
—
8
:OJ
|
8
S
=
>

Portanto, o médulo de d serd

N 2 2 2
= (28— 20) "4 (2~ ) (a0 —at0)’ (5.8)

d)

. . 1 2
Para expressar a variavel desconhecida ! L &

em termos das variaveis ', xn e

xS’) utilizamos

!
=y
Il

o

o que nos leva a

(1) (2) (3)
Jf(d) _ Tn + T + Tn ‘

O = ; (5.9)

Entao, substituindo (5.9) em (5.8), esta adquire a forma

= 2 2 2 2
|d| = \/<x5})> + (:é?’) + (ng’)) — 3 (xs) + 2 + ng’)) : (5.10)
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Analisando a equagao (5.10) vemos que a magnitude do parametro d equivale a
raiz quadrada da soma das variaveis de estado ao quadrado menos a média da soma ao
quadrado. Desta maneira, para uma rede com N mapas unidimensionais, podemos inferir

que

N

£-5 (- L [z<>] | 1)

i=1

A equagao (5.11) também pode ser expressa em termos da variancia das variaveis

de estado. Multiplicando ambos os lados da equacao por 1/N, ela adquire a forma

L) [Z x,@] = (D)) — (). (5.12)

Assim, utilizando a relagao 02 = (u?) —(u)?, sendo u uma varidvel qualquer, e expressando

d,, como uma grandeza dependente do tempo, obtemos

d, = oV/'N. (5.13)

Esta equacao nos da a “distancia” entre o estado de uma rede de mapas unidi-
mensionais e o estado completamente sincronizado ou subespago de sincronizagao. Ela
corresponde a distancia geométrica ortogonal entre um ponto no espaco de fases e a dia-

gonal de um hipercubo N dimensional representado neste espaco.

Para redes de mapas bidimensionais a equagao do parametro d,, nao representa a
distancia de um ponto a uma reta. Nestes sistemas o estado completamente sincronizado

é definido por

sendo N o numero de mapas da rede. Deste modo, o subespaco de sincronizacao cor-
responde a um plano zy imerso em um espaco de fases 2/N-dimensional e, portanto, o

parametro d,, sera equivalente a distancia entre um ponto do espaco de fases e o respec-

tivo plano.

Com o objetivo de derivar a expressao do parametro d,, para uma rede de mapas

bidimensionais vamos considerar um sistema composto por dois mapas. O estado deste

sistema em cada instante de tempo é caracterizado por um ponto P = (xgl), CE?, yf(Ll), y,(f))
no espaco de fases, onde (xﬁf),yﬁf)) € R. Especificamente no plano ou subespaco de sin-

cronizacao, as coordenadas do ponto serao xﬁf) = xg) e yﬁl) = yﬁf). Diante disso, podemos
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definir o plano a partir de quaisquer dois vetores ortogonais entre si que satisfacam tal

condicao. Por motivo de simplificacao, ndés vamos assumir que as variaveis (ZL'S ), yy(f)) e R*

para todon =1,2,--- ,00. Neste caso, uma boa escolha dos vetores do plano é
o= (2 —2® 20 20 0,0) e (5.15)
= (0.0.50 g0 —y0), (5.16)

onde z® e y®) sio pontos arbitrarios no plano.

Apés definir os vetores 7, e T,, associamos um terceiro vetor ¥ cuja origem
coincide com a origem dos vetores mencionados e a extremidade encontra-se no ponto
P =z, 23y, y 1 d d I do si E d

= (zn’,xn ,Yn’,yn ), 0 qual corresponde ao estado atual do sistema. Em termos das

componentes, este vetor sera dado por

U= (x(l) — 2O xf) _ x(O)’%(Ll) — O, y,(f) _ y(o)> ' (5.17)

n

Na Figura (21) representamos o plano e os trés vetores mencionados. Vemos
a partir da figura que a distancia entre o ponto P = (xs),xg),y,(f),yg)) corresponde
exatamente a componente de ¥’ ortogonal ao plano. Neste caso, como os vetores 7, e 7, j&
sao ortogonais entre si, podemos obter a distancia subtraindo a projecao de ¥ sobre ambos
os vetores. Assim, denotando a componente de ¢ ortogonal ao plano por d e considerando

o procedimento de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, temos que

d=17— 0417_’; - OKQFy y (518)
onde

S o (1) _ 9.0 (2)

ap = vﬁr; = I v (5.19)
|7%| 2(x£;”) ()
g7 (1) _ 9,000 4 @

oy = v Yn TS T (5.20)
173l 2y — y©)

Entao, substituindo (5.15), (5.16), (5.17), (5.19) e (5.20) em (5.18) e procedendo

as operagoes necessarias, obtemos

[0 +aP] 4 )+ (62)° - 5 0+ 2] 21)

i = (a0 + ()7 - ;

n
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Figura 21: Representagao do vetor associado ao parametro d e os vetores do subespaco
de sincronizacao de uma rede composta por mapas bidimensionais.

Generalizando a equagao (5.21) para um sistema com N mapas ficamos com

2 N

+3 (W9) - % [Z yff)] . (5.22)

i=1

N

N
=3y - [3a
i=1

i=1

E, dividindo ambos os lados da equacao por N e utilizando a expressao da variancia,

obtemos finalmente

dn =/ N(02 + 02), (5.23)

sendo d,, 0 médulo do vetor d na n-ésima iterada da rede, 02 a variancia das varidveis )

. e (i
e aj a variancia das variaveis yﬁl).

Tendo em vista o procedimento utilizado para o calculo da distancia ao subespaco
de sincronizagao e a idéia de aproximacao dos expoentes de Lyapunov via Gram-Schmidt
discutida no capitulo anterior, verificamos que o parametro d, esta diretamente relacio-
nado ao expoente de Lyapunov transversal do sistema. Mais precisamente, d,, corresponde
a magnitude do (m+1)-ésimo maior eixo do elipséide gerado pelo mapeamento dos pontos
no espaco de fases. Sendo assim, podemos escrever a relagao entre o parametro d, e o

expoente de Lyapunov transversal Ar como
1<~ (d
i ; "\,

onde I é o numero de iteradas. Neste caso, para ser coerente com a definicao dos expoentes

) , (5.24)

de Lyapunov e obter uma aproximacao satisfatéria devemos considerar I — oo.
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Esta expressao nos permite obter o maior expoente de Lyapunov transversal a
partir da obtengao do parametro d. Ela esta de acordo com os resultados de Anteneodo e
colaboradores [57] e mostra que héd uma dependéncia entre tal expoente e a variancia das

varidveis de estado da rede.

5.3 O Expoente de Lyapunov Transversal e a Sincro-
nizacao

A sincronizacao de uma rede de mapas acoplados também pode ser investigada
por meio dos expoentes de Lyapunov calculados no estado sincronizado [43]. Conforme
discutimos no capitulo anterior, os expoentes de Lyapunov estao relacionados a taxa
média de convergéncia ou divergéncia entre trajetérias vizinhas e, neste sentido, podemos
utiliza-los para determinar a estabilidade do estado sincronizado em relagao a pequenas
perturbacoes transversais. Assim, de acordo com o sinal dos expoentes obtidos, sabemos

se as trajetérias convergem ou nao para este estado a medida que o sistema evolui.

Com excegao do(s) expoente(s) relacionado(s) a(s) m-ésima(s) dire¢oes do su-
bespaco de sincronizagao, os quais sao os maiores do espectro e correspondem aos ex-
poentes do mapa isolado, se todos os outros expoentes forem negativos a rede necessa-
riamente sincronizara apés um determinado intervalo de tempo. Na realidade, como o
espectro é ordenado de acordo com a magnitude dos expoentes, para que a sincronizacao
ocorra basta que o (m + 1)-ésimo maior expoente de Lyapunov do espectro, o expoente

tranversal, seja negativo.

A negatividade do expoente de Lyapunov transversal é uma condigao necessaria
e suficiente para ocorrer a sincronizagao. Assim, variando os parametros de acoplamento
£ e a e analisando o expoente transversal é possivel encontrar o conjunto (ou regiao) de
parametros com os quais a rede sincroniza. Porém, ao invés de calcularmos uma infini-
dade de expoentes, podemos simplesmente definir os limites desta regiao de parametros (os
parametros criticos) considerando o expoente de Lyapunov transversal igual a zero [43].
Retomando, por exemplo, as expressoes dos espectros de Lyapunov das redes com acopla-
mentos do tipo lei de poténcia, equagoes (4.25) e (4.28), e estendendo estas para o caso

de mapas genéricos temos

Mo 2k
A, = Ay+In 1—5+—Z—a ( ]), (5.25)

n(a) = j

J=1
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para o acoplamento do tipo lei de poténcia usual, e

B TSR S S £ U
Ay = A+l +7}(oz),z(qj—1)a ( o )‘ (5.26)

J=1

para o acoplamento do tipo lei de poténcia logaritmico, sendo A, o expoente de Lyapunov
do mapa isolado e k = 1,2,---, N um indice referente ao ordenamento do expoente no

espectro.

Entao, supondo que o expoente de Lyapunov transversal corresponda ao k-ésimo

expoente para ambos os acoplamentos e considerando A, = 0, obtemos

n(a) J

o= (1—eM) [1 _ 2 y (2?/{;/]\7)] (5.27)

J=1

> s <mk<{v1>/N>]1, (5.28)

s
=04 ’[1 e j

J=1

para o acoplamento do tipo lei de poténcia usual, e

ge=(1—eM) [1 _ 2 Z k(qml— Ty Cos {W(qZM_ 1)]] (5.29)

n(a) =~

' Au - 2§ ! cos [mk(qg™ — R
e.=(1+e )[1 n(a);(qm_l)a [mk(q 1)]] , (5.30)

para o acoplamento do tipo lei de poténcia logaritmico.

Nestas expressoes os termos ¢, e ¢/ referem-se, respectivamente, ao minimo e ao
maximo valor da intensidade do acoplamento € da regiao de sincronizacao no espaco dos
parametros € X a. Portanto, a sincronizacao na rede ocorrera sempre que €. < € < g./. O
fato de termos duas equacoes esta relacionado a presenca do moédulo nas expressoes dos

espectros de Lyapunov.
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5.4 A Sincronizacao nas Redes de Mapas de Kaplan-
Yorke y-Acoplados

De acordo com a definicao de sincronizagao em redes compostas por mapas bi-
dimensionais, o estado completamente sincronizado nas redes de mapas de Kaplan-Yorke

corresponde a
e =) ==V e YV =y ==y, (5.31)

sendo N o ntumero de mapas da rede. Neste sentido, podemos conjecturar que a sin-
cronizacdo completa nas redes de mapas de Kaplan-Yorke com varidveis y® acopladas e
varidveis () livres ocorrerd se, e somente se, as condicoes iniciais das varigveis (¥ forem
todas idénticas; pois, como o mapa possui uma dinamica cadtica em z e esta nao depende
da dinamica em y, mesmo utilizando condigoes iniciais préximas para as variaveis x, elas
irao divergir exponencialmente a medida que o sistema evolui. Sendo assim, nds anali-
saremos sobretudo o comportamento coletivo das varidveis y, as quais correspondem &

velocidade de uma particula browniana movendo-se em uma dimensao do espaco.

As variaveis x e y do mapa de Kaplan-Yorke podem assumir tanto valores posi-
tivos como negativos, sendo o sinal destas varidveis associado ao sentido do impulso e do
movimento da particula, ora para a direita ora para a esquerda. Diante disso, podemos
considerar a sincronizacao das variaveis y a partir de dois pontos de vista, os quais cor-
respondem a sincronizacao do modulo das velocidades e a sincronizacao das velocidades.
Nesta dissertagao, ao utilizarmos o parametro R,, como diagnéstico estamos considerando
o médulo das velocidades enquanto que a andalise pelo parametro d,, sera realizada con-
siderando tanto o moédulo como o sentido do vetor velocidade. Esta abordagem nao é

arbitaria, mas esta diretamente relacionada a prépria definicdo do parametro R,.

Levando em consideracao que o movimento pode ocorrer tanto para a direita
quanto para a esquerda atribuimos condigoes iniciais no intervalo [—1, 1] para ambas as
variaveis. Utilizamos num primeiro momento o mesmo valor inicial para as variaveis
x e numeros distribuidos aleatoriamente para as variaveis y. Na seqiiéncia, utilizamos

condicoes iniciais aleatorias para as variaveis x e consideramos nulas as variaveis .

Na Figura (22) apresentamos a variacdo temporal do parametro d,,, equagao
(5.23), para trés tamanhos de redes de mapas de Kaplan-Yorke com varidveis :cg) idénticas
e variaveis y((]i) aleatorias, ambas desacopladas. Este caso representa uma situacao na qual

as particulas nao interagem umas com as outras, porém compartilham da mesma per-
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turbagao. De acordo com a figura vemos que, independentemente do niimero de particulas,
a distancia decai exponencialmente com o tempo em uma razao igual a In A, sendo A\ o
parametro de controle da dinamica em y do mapa. Este resultado nos mostra que quando
as particulas estao sujeitas a mesma perturbacao suas velocidades sempre sincronizam
ap6s um determinado intervalo de tempo e que a razao de decaimento da distancia ¢ igual

ao expoente de Lyapunov transversal do sistema.

100
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Figura 22: Distancia ao subespaco de sincronizacao nas primeiras iteradas da rede de
mapas de Kaplan-Yorke com acoplamento nulo e condigoes iniciais idénticas as varidveis
x.

Ainda com as particulas sujeitas & mesma perturbagao analisamos o nimero de
iteradas ou tempo de sincronizacao ng pela intensidade do acoplamento £ para uma rede
com 1001 particulas e parametro de alcance o = 0 (acoplamento global). Como estamos
utilizando varidveis com precisao limitada a dezesseis casas decimais, consideramos a rede
sincronizada quando d,, < 107!, Verificamos, Figura (23), que & medida que aumentamos
a interacao entre as particulas (intensidade do acoplamento) o tempo de sincronizagao

decai como uma exponencial.

O acoplamento das varidaveis y da rede de mapas de Kaplan-Yorke representa a
situacao fisica de colisao entre as particulas com trocas de energia e momentum regidas
pelos parametros € e a. Neste sentido, considerando o acoplamento do tipo lei poténcia e
utilizando N = 1001, A = 0,9, = 0,5 e a = 0, 5 calculamos o parametro d,, a medida que
arede evolui. Na Figura (24) mostramos a variagao deste parametro para as 100 primeiras

iteradas da rede, consideramos tanto o caso em que as perturbacgoes sao idénticas, mesma
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Figura 23: Tempo de sincronizagao pela intensidade do acoplamento para uma rede de
mapas de Kaplan-Yorke com acoplamento global (o = 0.0) e condigoes iniciais idénticas
as variaveis .

condicao inicial para as varidgveis 2(?, como o caso em que elas sdo distintas, condicoes

iniciais aleatérias para as varidveis (.

Podemos observar na Figura (24) que a distancia decai rapidamente a zero quando
as variaveis (¥ possuem o mesmo valor enquanto que, para varidveis :L'((]i) distintas, ela
aumenta até um certo valor e passa a oscilar proximo a este. O comportamento sincro-
nizado, no primeiro caso, e a oscilagao da distancia ao subespaco de sincroniza¢ao, no
segundo, permanecem ao longo do tempo e independem do tamanho da rede. Assim,
utilizando os mesmos valores de parametros e considerando o acoplamento do tipo small-
world com probalidade de ligacao decaindo com a distancia as varidveis y¥, verificamos o
comportamento coletivo das velocidades por meio do parametro de ordem R, (y), equagao
(5.4). Na Figura (25) apresentamos a variagao temporal de R, (y) para as duas situagoes
de condicoes iniciais. Podemos observar que o resultado é equivalente ao apresentado
na figura anterior, ou seja, ocorre a sincroniza¢ao em poucas iteradas da rede quando as

variaveis :cg) sao idénticas enquanto que para x(()l) distintas as velocidades nao sincronizam.

Fazendo @ = 0 em ambas as formas de acoplamento obtemos a forma global de
acoplamento, na qual todos os componentes da rede interagem com todos e com a mesma
intensidade. Considerando tal situacao e utilizando condigoes iniciais aleatérias para as
varidveis () verificamos a variacdo temporal do parametro R,(y) para uma rede com
501 particulas e parametros de acoplamento ¢ intensos. A Figura (26) mostra que a rede

encontra-se muito préxima do estado sincronizado para ¢ = 1,0 e se afasta deste estado
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Figura 24: Distancia ao subespaco de sincronizacao nas 100 primeiras iteradas da rede
com acoplamento do tipo lei poténcia: (a) mesma condicao inicial as varidveis z; (b)
condicoes iniciais aleatorias as variaveis .

com pequenas variacoes de €. Assim, utilizando ¢ = 1,0 verificamos o comportamento
coletivo das varidveis ) em vérios instantes de tempo. Na Figura (27) apresentamos
os valores desta variavel em trés instantes de tempo arbitrarios para uma rede com 301

particulas.

Podemos observar na Figura (27) que as velocidades nao estao totalmente sin-
cronizadas, porém a diferenca entre elas é extremamente pequena. Em relacao a esta
diferenga, verificamos que ela diminui a medida que aumentamos o nimero de particulas
da rede. Para analisar este comportamento utilizamos, mais uma vez, o parametro de
ordem R,(y). Na Figura (28) apresentamos a variacao temporal deste parametro para

dois tamanhos distintos de rede.

Conforme mostra a Figura (28), o parametro de ordem R,,(y) — 1 com o aumento
do tamanho da rede indicando, assim, que as velocidades tendem a sincronizar para
redes suficientemente grandes. Também podemos observar que o parametro de ordem
apresenta picos em alguns instante de tempo, os quais resultam da consideragao do modulo
das velocidades no calculo deste parametro. Mais precisamente, os picos representam o
instante ou situagao em que as velocidades encontram-se distribuidas em torno do zero.
Analisando o parametro d,,(y) para a mesma configuragao da rede e considerando o médulo

das velocidades, obtemos, como mostra a Figura (29), a mesma distribuigao de picos em
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Figura 25: Parametro de ordem referente a dinamica em y para a rede com acoplamento
do tipo small-world com probabilidade de ligagao decaindo com a distancia: (a) mesma
condicio inicial as varidveis (; (b) condicées iniciais aleatérias as varidveis z(®).

um sentido contrario, indicando assim que a distancia ao subespaco de sincronizacao

diminui abruptamente nestes pontos.

Para obter um resultado mais quantitativo calculamos a distancia média das
variaveis y ao subespago de sincronizacao, equacao (5.7), para varios tamanhos de rede. Os
valores obtidos estao representados na Figura (30), eles nos mostram que a distancia média
referente as velocidades diminui com o tamanho da rede segundo uma lei de poténcia. Mais
precisamente encontramos que esta distancia decai com 1/ V/N, o que nos leva a inferir que
a sincronizacao das varidveis ¥y de uma rede de mapas de Kaplan-Yorke, com varidveis
2@ livres e aleatérias, e varidveis y globalmente acopladas, ocorrerd apenas no limite

N — oo. Além disso, considerando a equagao (5.6) podemos escrever

(d) = (o)V'N. (5.32)

(5.33)
vemos que a média do desvio quadratico médio das velocidades decai com N, ou seja,

(oy) oc N7 (5.34)
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Figura 26: Parametro de ordem R(y) para a rede com acoplamento global e variaveis x(()i)
aleatdrias.

A partir deste resultado podemos inferir que a variancia média decai com o qua-
drado do nimero de particulas. Em relagao ao tempo de observacao utilizado em nossas
analises, verificamos que a aproximacao a sincronizacao nao depende de um grande ntimero
de iteradas como ocorre em alguns sistemas. De fato, considerando a dinamica da variavel

y com acoplamento global,

— Z ' =)+ flal (i+4) z+]))} , (5.35)

Jj=1

yf(zlj-l = (1 - E)f( S)ayn

e substituindo f (:cn ,y,(L)) = )xy,(f) + 21 sucessivamente, obtemos

M

i ) ) € 7 i
yﬁr)l—l = (1 _6)()"3/( +1'()) + ﬁz [)\y( +9) —|-l’( ij))}
j=1

M
e 12[ 0 ) 40t

=

— > [A”yo’i] + ZA’f (i) )] (5.36)

j=1 k=0

= (1—oPOw, + 2+l

[y

= (1—¢ [ +Z)\k

Entao, como A € (0, 1), podemos considerar que existe um inteiro L tal que, para n > L,

o termo A" = 0 e a equagao (5.36) pode ser escrita como

p M
2

J=1

[Z A (=00 ] . (5.37)

k=0
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Figura 27: Velocidades das particulas da rede em determinados instantes de tempo: (a)
n = 1000, (b) n = 5000 e (c) n = 10000 iteradas.

O ntmero de iteradas L estd diretamente relacionado ao valor do parametro A. Consi-
derando, pois, \* = 107¢, sendo £ o ntimero de casas decimais significativas, podemos
definir L como

In 10
L= {— EJ , (5.38)

onde |-] refere-se a parte inteira da operagao.

A equacdo (5.37) significa que a varidvel ) depende sobretudo das L tltimas
iteradas das varidveis (!, as quais possuem dinamica caética. Considerando, por exemplo,
E=16e A = 0,9, L serda = 350 e, portanto, o valor da variavel y serda determinado
pelas 350 ultimas iteradas das variaveis x de cada sitio da rede com uma precisao de
aproximadamente 10716, Cumpre destacar, no entanto, que esta consideracao sobre o

numero de iteradas significativas é valida apenas para os acoplamentos regulares.
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Figura 28: Parametro de ordem R,(y) para a rede com acoplamento global e x
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acoplamento global e $(()i) aleatorias.
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pela variagao do tamanho rede.
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6 Resultados e Discussoes

Neste capitulo apresentamos e discutimos os resultados mais relevantes de nosso
trabalho. Embora tenhamos apresentado alguns resultados importantes ao longo dos
capitulos anteriores, neles abarcamos sobretudo o problema, a motivacao fisica, os mo-
delos, os métodos e as ferramentas necessarias para tratar o problema proposto. Os
resultados abordados neste capitulo correspondem as distribuicoes das velocidades das
particulas, as relagoes entre a dispersao das velocidades e os parametros de acoplamento,
aos espectros de Lyapunov das redes de mapas de Kaplan-Yorke e a diferenca entre os

expoentes de Lyapunov referentes a trés tipos de acoplamento.

6.1 As Distribuicoes das Velocidades das Particulas

Antes de apresentar as distribuicoes das velocidades das particulas e demais re-
sultados convém lembrar que, neste trabalho, a grandeza velocidade refere-se a variavel
y do mapa de Kaplan-Yorke e, desta maneira, nao apresenta uma unidade de medida
definida. A correspondéncia fisica entre a variavel y do referido mapa e a velocidade
de uma particula browniana foi demonstrada no capitulo 2, onde deduzimos tal mapa a
partir da equagao de Langevin para o movimento de uma particula em um fluido. Neste
sentido, nossa descricao dinamica das velocidades das particulas brownianas corresponde

exclusivamente a evolugao das redes de mapas de Kaplan-Yorke y-acoplados.

Analisamos o comportamento das velocidades das particulas brownianas sob di-
versas circunstancias do modelo como, por exemplo, variando os intervalos de tempo de
observagao, tamanho da rede e valores dos parametros de acoplamento. Para conside-
rar um grande nimero de particulas utilizamos principalmente o acoplamento do tipo
de lei de poténcia logaritmico, equacao (3.11). Tal escolha deve-se ao fato de que esta
forma acoplamento permite simular redes bem maiores, e em menos tempo computacional
comparativamente aos demais tipos de acoplamentos. Como discutimos anteriormente,

enquanto neste acoplamento a rede é atualizada em N log N operacgoes, na forma usual do
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acoplamento do tipo lei de poténcia o nimero de operacoes correspondente ¢ N2, sendo

N o numero de elementos do sistema.

Na Figura (31) apresentamos duas séries temporais da velocidade de uma particula
pertencente a um sistema (rede) composto por 200.000 particulas (mapas). A primeira
delas corresponde ao caso em que perturbacgoes sao idénticas e, a outra, a perturbagoes
distintas. A quantidade de particulas utilizada esta relacionada aos parametros ¢ = 10 e
M = 5 do acoplamento do tipo lei de poténcia logaritmico. Nesta forma, considerando
condicoes de contorno periddicas, estamos assumindo que cada particula interage direta-
mente com apenas outras dez particulas, sendo cinco a sua direita e cinco a sua esquerda.
Em relagao aos parametros de acoplamento € e a;, os quais controlam a intensidade da

interacao entre as particulas, atribuimos o valor 0,5 para ambos.

v\ (velocidade)

|
8750 10000

7500
n (tempo)

1 I
_'32000 6250

Figura 31: A série temporal da velocidade da i-ésima particula de um sistema composto
por 200.000 particulas regidas pelo mapa de Kaplan-Yorke. Em (a) utilizamos condigoes
iniciais idénticas as varidveis (¥, e em (b) distribuimos as condices iniciais aleatoria-
mente.

Observamos na Figura (31) que a velocidade da particula apresenta maior va-
riacao quando as perturbacoes sao idénticas do que quando elas sao distintas. Em ou-
tras palavras, o dominio da variavel y é mais restrito quando as condicoes iniciais das
variaveis 2V sdo distribuidas aleatoriamente do que quando estas varidveis sdo iguais.

Este comportamento pode ser entendido considerando que, no primeiro caso, as velocida-
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des sincronizam rapidamente e, portanto, todas as varidveis y compartilham da mesma
intensidade. No segundo caso, quando as condicoes iniciais das varidveis 2 sao aleatérias,
a interagao geralmente ocorre entre particulas com velocidades positivas e negativas, o que
diminui a resultante da interacao. Para verificar melhor este comportamento analisamos
a média das velocidades das N particulas do sistema considerando as duas distribuigoes
iniciais. A Figura (32) corresponde a distribuigdo da média das velocidades das particulas

para o caso em que as perturbagoes sao distintas e a Figura (33) para o caso em que elas

sao iguais.
400 T T I T T
- Ll @
i ”jh
300 fl |
~ | L |
7 200 W
>
100+
1 L I 1l 1
-8,02 -0,01 <O> 0,01 0,02
02—
0,01 r (b) 7
& OWMWNWWWWWVWWWW\M
-0,01+ ]
- L 1 | 1 | 1 | 1 ]
0’ogOOO 8500 9000 9500 10000
n (tempo)

Figura 32: (a) A distribui¢do da média das velocidades das particulas de um sistema
composto por 200.000 particulas. (b) Parte da série temporal correspondente para o caso
em que as perturbagoes sao distintas.

Vemos nas Figuras (32) e (33) que a largura da distribuigao da média das veloci-
dades para o caso em que as perturbagoes sao distintas é mais curta do que a largura da
distribuicao para o caso em que as perturbacoes sao iguais. Mais precisamente, enquanto
na primeira —0,014 < (y) < 0,012, na segunda —6,2 < (y) < 4,1. Assim, a fim de ob-
termos informagoes mais quantitativas e comparativas das duas distribuicoes, calculamos

os momentos das mesmas. Na Tabela (3) apresentamos os valores encontrados.

De acordo com a Tabela 3, a distribuicao da média das velocidades no caso
em que as perturbagoes sao iguais estd mais préxima da curva normal do que a outra
distribuicao, dado que sua curtose é mais proxima de zero. Além disso, os valores da

assimetria indicam que a distribuigdo exposta na Figura (33) é mais simétrica do que a
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Figura 33: (a) A distribuicao da média das velocidades das particulas de um sistema
composto por 200.000 particulas. (b) Parte da série temporal correspondente para o caso
em que perturbacoes sao idénticas.

Tabela 3: Momentos das distribui¢oes da média das velocidades.

Média (10~%) Desvio Padrdao (10~2) Variancia (10~%) Curtose Assimetria
Figura (32) 3.73 1,02 1,05 692,61 23,39
Figura (33) 929,20 159, 48 25.434 0,07 —0,48

distribui¢do apresentada na Figura (32). No entanto, em relagdo a média e a variancia,

esta tltima é, respectivamente, 1072 e 1072 vezes menor do que a primeira.

Ao compararmos a distribuicdo da média das velocidades das particulas do sis-
tema, Figura (33), com a distribuigao da velocidade de uma unica particula, Figura (34),
para o caso em que as perturbagoes sao idénticas, nao observamos nenhuma diferenca
entre elas. As duas distribuicoes sao iguais, possuem cauda larga e uma grande concen-
tracao de valores proximo ao zero. Porém, considerando apenas as distribui¢oes da média
das velocidades vemos que o caso em que perturbacgoes sao distintas se aproxima mais da
teoria classica, pois, de acordo com a teoria de Langevin [24], a velocidade média de um
ensemble de particulas deve ser nula quando N — co. Como a distribui¢ao da Figura (32)
estd mais proxima deste comportamento do que a outra distribuicao, restringimos nossa
investigacao, daqui em diante, ao comportamento das varidveis y* quando as varidveis

2™ s30 inicialmente distribuidas de forma aleatéria.
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Figura 34: A distribuigao das velocidades da i-ésima particula de um sistema composto
por 200.000 particulas sujeitas a perturbacoes idénticas.

A fim de verificar a distribuicao das velocidades com a variagao dos parametros de
acoplamento, consideramos incialmente a = 0, 5 e variamos a intensidade do acoplamento
e. A distribuicao das velocidades da i-ésima particula do sistema para cada valor de
e é apresentada na Figura (35), onde a escala de cores refere-se a freqiiéncia de cada
intervalo de velocidade. Podemos observar nesta figura que aumentando a intensidade
do acoplamento a largura das distribuicoes se afina e tende a uma gaussiana centrada na
origem. Também podemos notar que ha uma grande concentracao de valores proximos
a zero para todo os valores de . Especificamente para € > 0,6, observamos que as

distribuigoes nao apresentam grandes alteracoes com a variagao deste parametro.

De maneira analoga a andlise das distribuicoes da velocidade pela variagao da in-
tensidade de acoplamento, verificamos também a variacao das distribuigoes da velocidade
em relagdo ao parametro de alcance a. A Figura (36) mostra as respectivas distribuigoes
para ¢ = 0,5 e « variavel. Podemos observar nesta figura que aumentando o valor de «
as distribuicoes das velocidades se alargam, porém elas aparentemente se mantém cen-
tradas na origem. Também podemos dizer a partir da figura que, para o > 2, a maioria
das distruibuigoes apresentam a mesma largura. Considerando o mesmo procedimento de
analise com a média das velocidades das 200.000 particulas, nao observamos mudancas
significativas na forma das distribuigoes obtidas pela variacao dos parametros de acopla-

mento.
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Figura 35: A distribuicao das velocidades da i-ésima particula do sistema pela variagao
da intensidade de acoplamento €. A escala de cores representa a freqiiéncia com a qual
cada intervalo de velocidade ocorre.

6.2 A Dispersao das Velocidades das Particulas

Para o sistema discutido na se¢ao anterior, rede composta por 200.000 particulas
submetidas ao acoplamento do tipo lei de poténcia logaritmico, também analisamos a
dispersao das velocidades das particulas com a variacao dos parametros de acoplamento
da rede. Investigamos a dispersao das velocidades pela variancia das varidveis y®, a qual

é dada por

N
1 i i
7 = 1 S ) = () — () (61)
i=1
Utilizamos a variancia como uma medida da dispersao das velocidades por ela estar di-
retamente relacionada a magnitude do parametro d(y), o qual foi discutido no capitulo
anterior. A dispersao de uma grandeza, como sabemos, constitui uma informacao es-

tatistica importante a respeito do comportamento ou estado do sistema como um todo.

Considerando o = 0,5, analisamos primeiramente a dispersao das velocidades
com a variacao do parametro de acoplamento €. Neste caso, devido as oscilagoes da
variancia ao longo do tempo, consideramos a média da variancia em 1.000 de iteradas da

rede para cada valor de . A Figura (37) nos mostra que a média temporal da dispersao
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Figura 36: A distribuicao das velocidades da i-ésima particula do sistema pela variacao
do parametro de alcance a. A escala de cores representa a freqiiéncia com a qual cada
intervalo de velocidade ocorre.

das velocidades decai monotonicamente com a intensidade do acoplamento até ¢ =~ 0, 8 e,
a partir desse valor, ela apresenta um pequeno crescimento. De acordo com as curvas de
ajuste, vemos que o decaimento ocorre de forma logaritmica até € =~ 0,6 enquanto que,
para € > 0,6, a média da dispersao varia segundo um polinonio de segunda ordem. As

respectivas equacoes de ajuste para a rede utilizada foram

) —0,061 — 0,3831In(¢) para0,0<e<0,6
(o7) = ) : (6.2)
0,757 — 1,54 + 0,940 para 0,6 <e < 1,0

Procedendo da mesma maneira com o parametro de alcance «, consideramos
e = 0,5 e analisamos a dispersao das velocidades para diferentes valores de a. Podemos
observar na Figura (38) que a medida que aumentamos o valor do parametro de alcance
a dispersao das velocidades também aumenta, sendo que a maior variagao ocorre para
a < 2,5. Ap6s este valor, notamos que a dispersao aumenta pouco e de modo oscilante.
O aumento progressivo da dispersao com parametro de alcance significa que as velocidades
tornam-se mais distribuidas a medida que o acoplamento adquire a forma local. Na Figura
(38) destacamos, ainda, a variagao da dispersao para 0 < o < 1,5. Verificamos que, neste

intervalo, a dispersao média varia com « segundo um polinomio de terceira ordem cuja
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Figura 37: A dispersao média das velocidades em 1.000 iteradas de um sistema com-
posto por 200.000 particulas regidas pelo mapa de Kaplan-Yorke e acopladas segundo o
acoplamento do tipo lei de poténcia logaritmico pela intensidade do acoplamento.

equacao de ajuste é

(0?) = 0,143 + 0,071 + 0,182a* — 0,091 (6.3)

Também analisamos a magnitude da dispersao das velocidades em relacao ao
nimero de particulas do sistema. Verificamos que, independentemente dos parametros
de acoplamento, a dispersao das velocidades diminui quando aumentamos o nimero de
particulas. Na Figura (39) apresentamos o comportamento do inverso da dispersao pelo
parametro M = log,(N/2) para uma rede com ¢ = 2, ¢ = 1,0 e o = 0,0. Vemos nesta
figura que o inverso da dispersao aumenta linearmente com M e, deste modo, podemos
dizer que a dispersao decai monotonicamente com o tamanho da rede. Para os valores de

parametros utilizados, obtemos como equacao de ajuste

1
— = —7,14+4,05M. 6.4
Em relacao ao decaimento da dispersao média com o nimero de particulas, vimos
no final do capitulo anterior, equagao (5.34), que em uma rede de mapas de Kaplan-Yorke

com variaveis ) globalmente acopladas a média do desvio quadratico médio decai com o
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Figura 38: A dispersao média das velocidades em 1.000 iteradas de um sistema composto
por 200.000 particulas regidas pelo mapa de Kaplan-Yorke e que interagem segundo o
acoplamento do tipo lei de poténcia logaritmico pelo parametro de alcance das interagoes.

numero de particulas N. Desse resultado, obtemos para a dispersao média das velocidades
<O-§>TL o8 N_27 (65)

onde o indice temporal n informa que a média é calculada em relagao ao tempo.

Temos observado, no entanto, que a variacao temporal da dispersao das veloci-

dades é extremamente pequena comparada a variacao com N. Assim, para N grande

2

podemos supor que (o,

Yo A 05 e, portanto, a relagao (6.5) pode ser escrita como
oy = (y°) = (y)? o« N2 (6.6)

Este resultado nos diz que, semelhante a um processo gaussiano difusivo, a variancia das
variaveis y® da rede de mapas de Kaplan-Yorke com acoplamento global decresce com o

quadrado do nuimero de particulas do sistema.

6.3 Os Espectros de Lyapunov

Conforme discutimos anteriormente, um sistema dinamico multidimensional tal
como uma rede possui um espectro de expoentes de Lyapunov. Este espectro constitui

uma informacao importante a respeito do comportamento dinamico do sistema. Dentre
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Figura 39: A dispersao média das velocidades em 1.000 iteradas de um sistema composto
por 200.000 particulas regidas pelo mapa de Kaplan-Yorke e acopladas segundo o aco-

plamento do tipo lei de poténcia logaritmico pelo niimero de particulas /N, considerando
g=2eM=5,6,-,16.

outras coisas, ele caracteriza a caoticidade do sistema e permite dizer sobre a possibili-
dade de ocorrer a sincronizagao. A quantidade de expoentes de Lyapunov presente em
um espectro é igual ao nimero de graus de liberdade do sistema e a quantidade de expo-
entes positivos e negativos esta relacionada a estabilidade da trajetéria em cada direcao
ortogonal do espaco de fases. Neste sentido, para ocorrer a sincronizagao em uma rede de
mapas acoplados é necesséario que, ao menos, (N — 1)m expoentes sejam negativos, sendo

m a dimensao de um tnico mapa.

Considerando as redes de mapas de Kaplan-Yorke y-acoplados com condigoes
iniciais aleatérias distribuidas as varidveis (9, calculamos os expoentes Lyapunov e ana-
lisamos os espectros para as quatro formas de acoplamento propostas nesta dissertacao.
Com excecao do acoplamento do tipo lei de poténcia logaritmico que estabelece uma rede
com um numero par de elementos, para os outros tipos de acoplamentos utilizamos o
mesmo numero de particulas. Para aquele, porém, consideramos uma combinagao dos
parametros ¢ e M que resulta em um ntumero de particulas bem préoximo ao utilizado

naqueles.

Para o célculo dos expoentes de Lyapunov das quatro redes de mapas de Kaplan-
Yorke utilizamos como parametros ¢ = 0,5, « = 0,5 e A = 0,9. Estes valores de

parametros foram escolhidos arbitrariamente, porém, os empregamos pensando em uma
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correspondéncia com o fendomeno modelado. Sabemos, por exemplo, que o valor de € esta
relacionado ao percentual em que a velocidade de cada particula é influenciada pela velo-
cidade das particulas com as quais ela interage, sendo o complemento deste percentual a
razao com a qual a velocidade da particula é determinada pela propria dinamica. Sobre
o parametro «, podemos considerar que ele esta relacionado a densidade de particulas
do meio. Além disso, como este parametro associa a intensidade da interacao entre as
particulas a distancia relativa entre elas, o valor 0,5 nos parece interessante ao consi-
derarmos que, de acordo com a equacao (2.9), o deslocamento médio de uma particula

browniana cresce com a raiz quadrada do tempo.

6.3.1 Acoplamentos do Tipo Lei de Poténcia

No capitulo 4 ndés deduzimos expressoes algébricas para determinar o espectro
de expoentes de Lyapunov das redes de mapas de Kaplan-Yorke com acoplamentos do
tipo lei de poténcia, a saber: as equagoes (4.25 e (4.28). Utilizando tais expressoes e
a técnica de aproximagao dos expoentes via Gram-Schmidt, calculamos os expoentes de
Lyapunov referentes aos dois acoplamentos nesta forma. Para o acoplamento do tipo lei
de poténcia usual nos consideramos uma rede com 201 particulas e para o acoplamento do
tipo lei de poténcia logaritmico utilizamos uma rede com 200 particulas (¢ = 10, M = 2).
Embora esta quantidade de particulas seja pequena, ela nos da uma idéia da distribuicao

dos expoentes em cada um dos modelos.

Nas Figuras (40) e (41) representamos, respectivamente, o espectro de expoentes
da rede com acoplamento do tipo lei de poténcia usual e o espectro de expoentes da rede
com acoplamento do tipo lei de poténcia logaritmico. A linha em vermelho refere-se ao
dados obtidos analiticamente enquanto que os pontos correspondem aos valores aproxi-
mados pelo método de Gram-Schmidt. Podemos notar que ha uma boa correspondéncia
entre ambos. Em relagao ao método de Gram-Schmidt, utilizamos 10.000 iteradas e des-

cartamos 5.000 de tempo transiente.

Podemos observar nas Figuras (40) e (41) que as redes de mapas de Kaplan-Yorke
y-acoplados possuem, independentemente do acoplamento, N expoentes positivos e N
expoentes negativos. Além disso, vemos que os N expoentes positivos possuem o mesmo
valor A = In 2, o qual corresponde ao expoente do mapa logistico isolado. Com isso, como
a quantidade de expoentes positivos é maior do que m = 2, podemos inferir que as redes
de mapas de Kaplan-Yorke y-acoplados nao sincronizam completamente. No entanto,

é interessante notar que considerando as mesmas condicoes iniciais as varidveis z® da
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Figura 40: O espectro de Lyapunov de uma rede de mapas de Kaplan-Yorke y-acoplados
com acoplamento do tipo lei de poténcia usual.

rede o espectro permanece 0 mesmo, porém, neste caso ocorre a sincroniza¢ao completa.
Enfim, comparando os dois espectros obtidos, vemos que os tltimos expoentes do espectro
referente ao acoplamento do tipo lei de poténcia logaritmico sao mais negativos do que os
expoentes das redes com acoplamento do tipo lei de poténcia usual, o que significa que,
em algumas diregoes do espaco de fases, a taxa média de aproximacao das velocidades é

maior no primeiro acoplamento.

6.3.2 Acoplamentos do Tipo Small-World

Para obter o espectro de expoentes de Lyapunov das redes de mapas de Kaplan-
Yorke com acoplamentos do tipo small-world utilizamos sobretudo o método de apro-
ximacao dos expoentes via Gram-Schmidt. Consideramos, tanto para o acoplamento
com interacoes decaindo com a distancia, equagao (3.15), como para o acoplamento com
probalidade de ligagdo decaindo com a distancia, equagao (3.21), o mesmo numero de
particulas e a mesma semente de condigoes iniciais. Além disso, tal como procedemos
com os acoplamento anteriores, consideramos 10.000 iteradas e descartamos outras 5.000
de tempo transiente. Em relacao a probabilidade de ligagoes nao-locais do acoplamento
com interagoes entre os sitios (particulas) decaindo com a distancia, utilizamos P = 0, 6,

sendo este valor escolhido arbitrariamente.

Os espectros de expoentes de Lyapunov obtidos para os dois acoplamentos do tipo
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Figura 41: O espectro de Lyapunov de uma rede de mapas de Kaplan-Yorke y-acoplados
com acoplamento do tipo lei de poténcia logaritmico.

small-world sdo apresentados nas Figuras (42) e (43). Verificamos que, semelhantemente
as redes com acoplamentos do tipo lei de poténcia, cada um destes acoplamentos possui
N expoentes positivos degenerados igual a In(2) e o primeiro expoente negativo igual
a In(0,9), sendo 0,9 o valor utilizado para o parametro A do mapa de Kaplan-Yorke.
Podemos observar, ainda, que grande parte dos expoentes negativos destes espectros e os
expoentes do espectro da rede com acoplamento do tipo lei de poténcia usual encontram-se
na mesma faixa de valores. Em relacao a proximidade destes expoentes, vimos no capitulo
3 que os trés tipos de acoplamento mencionados adquirem a mesma forma quando o = 0
oua — o0 e P = 1. Nestes casos, portanto, os valores dos expoentes de Lyapunov
de cada espectro devem necessariamente coincidir. No entanto, nos espectros expostos
consideramos a = 0,5, o que nos leva a acreditar que, como estamos redistribuindo
as ligacoes entre os sitios a cada iterada da rede, em um nimero grande de iteradas os
expoentes referentes aos trés acoplamentos tornam-se muito proximos. Esta interpretacao
da proximidade dos expoentes de Lyapunov das redes constitui o assunto da préxima

secao.

6.4 A Diferenca entre os Expoentes de Lyapunov

Para comprovar nossa hipotese de que os expoentes de Lyapunov das redes com

acoplamentos do tipo small-world se aproximam dos expoentes da rede com acoplamento
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Figura 42: O espectro de Lyapunov de uma rede de mapas de Kaplan-Yorke y-acoplados
com acoplamento do tipo small-world com interagoes decaindo com a distancia relativa
entre os sitios.

do tipo lei de poténcia usual com o nimero de iteradas, analisamos a variagao temporal

da diferencga entre os expoentes de cada espectro. Definimos esta diferenca como
AN; = [A7 = Al (6.7)

sendo A7 o i-ésimo expoente do espectro referente ao acoplamento do tipo small-world e

A? 0 i-ésimo expoente referente ao acoplamento do tipo lei de poténcia.

Como os N expoentes relacionados a dinamica em x do mapa de Kaplan-Yorke
sao todos iguais, consideramos para o calculo da diferenga apenas os N expoentes nega-
tivos oriundos da dinamica em y. Neste caso, AA; corresponde a diferenga do primeiro
expoente negativo, AA, a diferenga do segundo e assim por diante. Na Figura (44)
apresentamos a variacao temporal da diferenca entre os 5 primeiros expoentes Lyapu-
nov para o acoplamento do tipo small-world com probabilidade de conexao decaindo com
a distancia. Utilizamos, nesta, uma rede com 301 sitios e parametros de acoplamento
e=0,8ea=0,5.

Podemos observar na Figura (44) que a diferenga entre os expoentes de Lyapu-
nov da rede com acoplamento do tipo small-world com probabilidade de conexao decaindo
com a distancia e da rede com acoplamento do tipo lei de poténcia usual é aproximada-
mente constante, principalmente, apds 1.000 iteradas. Além disso, conforme comentamos

anteriormente, vemos que o primeiro expoente negativo € igual para ambas as redes, dado
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Figura 43: O espectro de Lyapunov de uma rede de mapas de Kaplan-Yorke y-acoplados
com acoplamento do tipo small-world com probabilidade de ligagoes entre os sitios de-
caindo com a distancia.

que a diferenca AA; é sempre nula. Também podemos observar que a diferenca entre os
expoentes aumenta a medida que consideramos expoentes menores ou mais negativos e
que a diferenca entre expoentes subseqiientes com indices pares é maior do que aqueles
com indices impares. Portanto, embora nao ocorra um decaimento da diferenca entre os
expoentes com o tempo, tal como esperavamos, a constancia desta diferenca se apresenta

como algo bastante interessante.

Levando em consideracao que a diferenca permanece constante apés um intervalo
de tempo e que a diferenca entre os expoentes das redes sob andlise é nula para a = 0
e a — 00, podemos verificar qual o comportamento desta diferenca em relagao ao valor
do parametro . Com este intuito, calculamos a diferenca AA; na milésima iterada da
rede para diferentes valores do parametro a, desde 0 até 3. Na Figura (45) mostramos a

variacao da diferenca do segundo expoente Lyapunov para trés tamanhos de redes.

Observamos na Figura (45) que a diferenga AA,y apresenta um valor méximo para
0,6 < a < 0,8 e valores mininos nas extremidades do intervalo. Além disso, vemos que
a diferenca entre o segundo expoente de Lyapunov é menor para redes maiores e que ela

decai de forma exponencial quando o > 1,5. Para os trés tamanhos de rede analisados
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Figura 44: A diferenga entre os 5 primeiros expoentes de Lyapunov dos acoplamentos do
tipo small-world com probabilidade de conexao entre os sitios decaindo com a distancia e
do tipo lei de poténcia usual.

obtivemos pelo ajuste

1,22 exp(—2,55«) para N = 201
ANy = ¢ 1,62exp(—2,90a) para N =301 , (6.8)
2,62 exp(—3,40c) para N = 501

para o > 1, 5.

De acordo com estas equacoes, vemos que a taxa de decaimento da diferenca do
segundo expoente de Lyapunov é mais acentuada para redes maiores. Analisando igual-
mente as diferencas entre os demais expoentes da rede, verificamos que elas exibem o
mesmo comportamento que o exposto na figura. Diante disso, achamos conveniente ana-
lisar a variagao da diferenca entre os expoentes em relacao ao tamanho da rede. Nosso
interesse em investigar a diferenca dos expoentes deve-se ao fato de que, para o acopla-
mento do tipo lei de poténcia usual, temos uma expressao algébrica para determinar o
espectro de expoentes de Lyapunov das redes, enquanto que para acoplamentos do tipo
small-world ha enormes dificuldades em se obter uma expressao semelhante. Neste sen-
tido, uma relacao entre os expoentes de ambos os modelos seria algo extremamente 1til

nao apenas para este trabalho, mas para qualquer rede cujo acoplamento é desta forma.

Assim, considerando @ = 0,6 e € = 0, 5, calculamos a diferenca entre os expoentes

de Lyapunov para varios tamanhos das redes. Com excecao de AA; que é sempre nula,
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Figura 45: A diferencga entre o segundo expoente de Lyapunov do espectro referente aos
acoplamentos do tipo small-world com probabilidade de conexao entre os sitios decaindo
com a distancia e do tipo lei de poténcia usual, considerando ¢ = 0,5 e 1.000 iteradas
para cada valor de a.

verificamos que a diferenca entre os demais expoentes diminui a medida que aumentamos
o tamanho das redes. Na Figura (46) apresentamos a variagdo da diferenca entre os
4 maiores expoentes subseqiientes ao primeiro. Nesta, consideramos 1.000 iteradas e
descartamos outras 1.000 de tempo transiente. Em relacao ao valor do parametro «,

utilizamos 0,6 a fim de analisar a diferenga AA; préxima ao seu valor maximo.

A Figura (46) nos mostra que a diferenca entre os expoentes de Lyapunov decai
com o tamanho da rede segundo uma lei de poténcia. Além disso, podemos observar
que a diferenca entre pares de expoentes vizinhos decai conjuntamente a partir de um
determinado tamanho de rede, o que, suspeitamos, estd relacionado a degenerescéncia
entre os expoentes de cada espectro. Com base nesta figura, podemos dizer que no limite
termodinamico, isto é, para N suficientemente grande, o espectro de expoentes de ambos

os acoplamentos tornam-se iguais ou muito préoximos um do outro.

Embora nossa andlise tenha sido desenvolvida a partir das redes de mapas de
Kaplan-Yorke, os resultados obtidos podem ser igualmente estendidos a redes com outros
tipos mapas. Para redes compostas por mapas unidimensionais, por exemplo, ha um
grande interesse no comportamento do segundo expoente de Lyapunov que, neste caso,
representa o expoente tranversal. De acordo com a Figura (46), a diferenga entre o

segundo expoente de Lyapunov de uma rede com acoplamento do tipo small-world com
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Figura 46: A diferenca entre os primeiros expoentes de Lyapunov da rede com acoplamento
do tipo small-world com probabilidade de conexao entre os sitios decaindo com a distancia
e da rede com acoplamento do tipo lei de poténcia usual.

probabilidade de conexao entre os sitios decaindo com a distancia e de uma rede com

acoplamento do tipo lei de poténcia usual obedece a relacao
ANy x N7 com §=0,5. (6.9)

Repetindo este procedimento variando os parametros de acoplamento € e o no intervalo

(0,1), verificamos que 8 = 0,5 para qualquer combinac¢ao destes parametros.

Para as redes de mapas de Kaplan-Yorke com acoplamento do tipo small-world
com interagoes entre os sitios decaindo com a distancia também analisamos a diferenca dos
expoentes de Lyapunov em relagao aos expoentes da rede com acoplamento do tipo lei de
poténcia usual. Neste caso consideramos « fixo e variamos a probabilidade de ligacoes nao-
locais P, pois, como comentamos anteriormente, para P = 1 este acoplamento torna-se do
tipo lei de poténcia usual e as diferencas entre os expoentes se anulam independentemente
do valor de . Na Figura (47) apresentamos a diferenga do segundo expoente de Lyapunov

pela probabilidade P para trés tamanhos de redes.

Podemos observar na Figura (47) que a diferenga entre o segundo expoente de
Lyapunov da rede com acoplamento do tipo small-world com interagoes entre os sitios
decaindo com a distancia e o segundo expoente da rede com acoplamento do tipo lei de

potencia usual decai monotonicamente com o aumento da probabilidade de conexoes nao-
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Figura 47: A diferenca entre o segundo expoente de Lyapunov da rede com acoplamento
do tipo small-world com interacoes entre os sitios decaindo com a distancia e o segundo
expoente da rede com acoplamento do tipo lei de poténcia usual pela probabilidade de
conexoes nao-locais.

locais. Analisando esta figura, verificamos que, para valores pequenos da probabilidade, a
diferenca entre o segundo expoente de Lyapunov destas redes decai de forma exponencial
com P enquanto que, para P > 0,6, o melhor ajuste dos pontos é dado por um polinoémio

de segunda ordem. Especificamente para N = 501, obtivemos como expressao de ajuste

0,234 exp(—4,21P ara 0,0 < P <0,8
AN, = { p( )oop (6.10)

0,093 — 0,166P + 0,074P? para 0,6 < P <1,0

Conforme observamos na Figura (47) a diferenga entre o segundo expoente de
Lyapunov da rede com acoplamento do tipo small-world com interagoes entre os sitios de-
caindo com a distancia e da rede com acoplamento do tipo lei de poténcia usual depende
tanto da probabilidade como também do tamanho da rede. Diante disso, apresenta-
mos na Figura (48) a variagao da diferenca do referido expoente em relagdo a ambos os

parametros, sendo a magnitude da diferenca dada em escala de cores.

Analisando a Figura (48) vemos que a diferenga entre o segundo expoente de
Lyapunov das redes e, conseqlientemente, a diferenca dos demais expoentes menores, tende
a diminuir com a probalidade e com o nimero de elementos (particulas) do sistema. Para
verificar esta dependéncia mais precisamente, investigamos a variacao de AA; a medida

que aumentamos N para alguns valores especificos de P. Na Figura (49) apresentamos
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Figura 48: A diferenca entre o segundo expoente de Lyapunov da rede com acoplamento
do tipo small-world com interacoes entre os sitios decaindo com a distancia e o segundo
expoente da rede com acoplamento do tipo lei de poténcia usual pela probabilidade de
conexoes nao-locais e pelo tamanho da rede. A diferenca entre o expoente é representada
em escala de cores, quanto mais escuras forem as cores menor é a diferenca.

as curvas obtidas para trés valores da probabilidade P e parametros a = 0,5 e e =0, 5.

Como podemos observar na Figura (49), a diferenca entre o segundo expoente
de Lyapunov decai com N em uma lei de poténcia semelhantemente ao comportamento
observado com a rede small-world com probabilidade de acoplamento decaindo com a
distancia. No entanto, neste caso, o expoente de decaimento (3 nao é invariante, mas
depende do valor da probabilidade. Por exemplo, para P = 0, 5 verificamos que 5 = 0, 585
enquanto que, para P = 0,8, = 0,452. De acordo com estes resultados, podemos dizer
que a diferenca entre os expoentes de Lyapunov desta rede e os expoentes da rede com

acoplamento do tipo lei de poténcia sera nula quando N — oo.

Em suma, nossos resultados acerca da diferenca entre os espectros de expoen-
tes de Lyapunov indicam que expoentes das redes com acoplamentos probabilisticos e os
expoentes das redes com acoplamentos deterministicos se aproximam no limite termo-

dinamico.
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Figura 49: A diferenca entre o segundo expoente de Lyapunov da rede com acoplamento
do tipo small-world com interacoes entre os sitios decaindo com a distancia e o segundo
expoente da rede com acoplamento do tipo lei de poténcia usual pelo tamanho da rede.
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7 Conclusao

Neste ultimo capitulo apresentamos algumas consideragoes sobre o trabalho de-
senvolvido bem como apontamos sugestoes para trabalhos futuros. Nossas consideragoes
a respeito deste trabalho envolvem desde a proposta da pesquisa e revisao bibliografica
até os resultados obtidos. As sugestoes de trabalhos, por sua vez, constituem propostas
de investigacao e amadurecimento das idéias levantadas e resultados alcancados ao longo

deste.

7.1 Consideracoes Finais

Este trabalho teve por objetivo analisar a dinamica de particulas brownianas
por meio de redes de mapas de Kaplan-Yorke acoplados. De acordo com nossa proposta,
investigamos a evolucao espago-temporal do sistema sob diversas circunstancias como, por
exemplo, variando o nuimero de particulas, as condigoes iniciais, as formas de acoplamento
e os parametros envolvidos. Verificamos as variacoes na distribuicao das velocidades das
particulas, a dispersao das velocidades e a aproximagcao a sincronizagao pela variacao dos
parametros das redes. Neste sentido evidenciamos a dependéncia entre cada uma destas
quantidades e, em acréscimo, obtivemos alguns resultados que se aplicam igualmente a

uma ampla classe de mapas sujeitos aos acoplamentos utilizados aqui.

A questdao do movimento de pequenas particulas imersas em um fluido tem sido
investigada ha quase dois séculos e ainda hoje constitui um importante topico de pesquisa.
Ao estudarmos as trés principais teorias histéricas do movimento browniano pudemos
compreender varios aspectos acerca deste fenomeno que, de certa forma, nos motivaram a
realizacao do trabalho. A posssibilidade de entrar em contato com os trabalhos originais
foi algo bastante positivo uma vez que pudemos analisar a construcao de cada teoria
segundo o préprio pesquisador. Com isso, pudemos perceber certos equivocos presentes
em alguns livros como, por exemplo, considerar Brown o primeiro a observar o fendomeno

e/ou expor a teoria de Einstein como uma abordagem de caminhante aleatério.
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Vimos durante o estudo do movimento browniano, Capitulo 2, que embora o tra-
balho de Brown seja de cunho qualitativo, ele representa uma aplicagao fiel do método
cientifico, sendo composto por observagoes, hipoteses, verificagoes e generalizacoes. Em
relacao as investigagoes de Einstein, observamos que ela constitui uma descricao ma-
tematica rigorosa e, ao mesmo tempo, voltada ao fenomeno em si. Da mesma forma,
vimos que a teoria desenvolvida por Langevin representa, igualmente, uma abordagem
notavel, uma vez que descreve um problema complexo como o movimento browniano a

partir de um artificio matematico aparentemente simples.

No Capitulo 2 também estudamos e deduzimos o mapa de Kaplan-Yorke. Ana-
lisando os trabalhos de James Kaplan e James Yorke nos quais o mapa é proposto e
investigado, nao encontramos, nestes, nenhuma alusao acerca do movimento browniano.
A correspondéncia entre o mapa e o fendmeno citados, nés encontramos sobretudo a par-
tir dos trabalhos de Beck, onde o mapa é deduzido da equacgao estocastica de Langevin
para o movimento de uma particula em um fluido. Beck também investigou as propri-
edades dinamicas deste mapa e, ha pouco tempo, utilizou o acoplamento de mapas de
Kaplan-Yorke como uma ferramenta para se estudar a turbuléncia em fluidos. No en-
tanto, sobre o estudo de redes de mapas de Kaplan-Yorke acoplados tal como fizemos

aqui, nao encontramos nenhuma referéncia na literatura.

A idéia de acoplar os mapas de Kaplan-Yorke como um modelo para se estu-
dar o movimento e a interacao entre particulas pode ser considerada, a principio, uma
simplificacao grosseira da realidade. No entanto, vemos que as redes de mapas acoplados
tém sido utilizadas nas mais diversas areas de pesquisa e tém contribuido signicativamente
para o entendimento de varios fenomenos, sendo estes tao complexos quanto o movimento
browniano. Além disso, conforme comentamos no Capitulo 3, uma rede de mapas com
acoplamento local, por exemplo, pode ser deduzida de uma equacao de reacao-difusao
que, de certa forma, estd diretamente relacionada ao deslocamento de particulas em um
meio. No referido capitulo também observamos que as redes de mapas acoplados apresen-
tam algumas vantagens em relagao a outros modelos matematicos associados a descricao
dinamica de sistemas espacialmente estendidos, tais como, as equacoes diferenciais parci-

als e os automatos celulares.

Dentre as varias formas de acoplamentos existentes, utilizamos quatro, sendo
duas implementadas tal como se apresentam na literatura e as outras duas com algumas
modificagoes. As primeiras referem-se ao acoplamentos do tipo lei de poténcia e as outras

aos acoplamentos do tipo small-world. A partir destas quatro formas de acoplamento
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pudemos analisar situagoes distintas de interacao entre as particulas e, ao mesmo tempo,
comparar a dinamica resultante em cada uma delas. Destas comparacoes identificamos
uma certa semelhanca ou equivaléncia entre os expoentes de Lyapunov dos sistemas. Esta
constatacao se apresenta como um resultado importante deste trabalho, uma vez que as
comparacoes sao feitas entre sistemas deterministicos e probabilisticos e, além disso, as
relacoes observadas podem ser estendidas a qualquer rede de mapas com 0s mesmos

acoplamentos.

Em relacao ao estudo dos expoentes de Lyapunov realizado no Capitulo 4, dois
pontos merecem ser destacados aqui, a saber, os autovalores de matrizes circulantes e a
aproximacao dos expoentes via ortonormalizacao de Gram-Schmidt. No que se refere as
matrizes circulantes, verificamos que independentemente do acoplamento utilizado, se a
rede for homogeénea, podemos obter expressoes exatas para os expoentes de Lyapunov
quando os coeficientes da matriz Jacobiana do sistema formarem uma matriz circulante,
dado que as matrizes circulantes possuem um espectro de autovalores bem definido. Sobre
a aproximacao dos expoentes de Lyapunov pelo método de ortonormalizacao de Gram-
Schmidt, observamos que esta técnica é bastante eficiente do ponto de vista numérico, ela
resulta em aproximagcoes satisfatorias e evita problemas de “overflow” que observamos em

algumas técnicas de aproximagao numéricas.

Ainda no quarto capitulo, também apresentamos e investigamos uma hipotese
referente a obtencao dos expoentes de Lyapunov de uma rede com acoplamento pro-
babilistico por meio de métodos de primeiros principios. Submetendo nossa hipdtese a
testes com redes pequenas (N < 7), obtivemos resultados em concordancia com os valores
encontrados por meio de duas técnicas numéricas. No entanto, para redes grandes, ha
uma dificuldade prética para testar tal hipétese, uma vez que o niimero de matrizes (de

acoplamento) possiveis aumenta muito rapidamente com o nimero de particulas.

Sobre o processo de sincronizacao nas redes de mapas de Kaplan-Yorke y-acoplados,
verificamos que a sincronizacao completa desta rede ocorre apenas se utilizarmos a mesma
condicdo inicial para as varidveis 2. Atribuindo condicdes iniciais distintas, observa-
mos que as variaveis y(¥), as quais representam as velocidades das particulas, tendem a
sincronizar-se somente no caso em que todas as particulas interagem com todas as outras
com a mesma intensidade, ou seja, quando o acoplamento é global. Esta forma de aco-
plamento, segundo nossa interpretacao, representa a situacao fisica na qual a densidade

de particulas é muito grande e, portanto, o livre caminho médio é muito pequeno.

Estudando as ferramentas de diagnésticos de sincronizacao, Capitulo 5, verifi-



125

camos que a distancia ao subespaco de sincronizagao esta relacionada a variancia das
variaveis de estado do sistema. Ao deduzirmos a equacao da distancia, tanto para redes
unidimensionais como para redes bidimensionais, observamos que tal distancia corres-
ponde a magnitude do eixo do elipsdide gerado pelo mapeamento de uma pequena esfera
de pontos no espaco de fases. Neste sentido, vimos que o parametro d,, esta relacionado
ao expoente de Lyapunov transversal e que podemos utilizar a idéia de aproximacao dos
expoentes via Gram-Schmidt para obter o expoente de Lyapunov transversal a partir do

parametro d,, ou, de modo equivalente, a partir da variancia das variaveis de estado.

Os resultados obtidos acerca das velocidades das particulas (varidveis y dos ma-
pas) confirmaram nossa expectativa inicial, a saber, que o aumento do acoplamento dimi-
nui a velocidade relativa entre as particulas. Além disso, eles também nos mostraram que
aumentando a intensidade do acoplamento a distribuicao das velocidades de uma particula
do sistema se aproxima de uma gaussiana centrada na origem, tal como a distribuicao
das velocidades de uma particula isolada apresentada no Capitulo 2. Também, observa-
mos que a velocidade média do ensemble de particulas tende a zero quando aumentamos o

nimero de particulas, o que esta em conformidade com a teoria do movimento browniano.

A analise da diferenca entre os espectros de Lyapunov dos acoplamentos também
representou uma parte importante do trabalho e dos resultados obtidos. Verificamos que
a diferenca dos expoentes da rede com acoplamentos do tipo lei de poténcia e das re-
des com acoplamentos do tipo small-world decai segundo uma lei de poténcia a medida
que aumentamos o numero de elementos do sistema. A partir desta investigacao inferi-
mos que, no limite termodinamico, a diferenca entre os expoentes de Lyapunov referente
aos trés acoplamentos sera nula, o que significa que, utilizando os mesmos parametros
de acoplamento e condicoes iniciais, a evolugao espaco-temporal de uma rede de mapas
acoplados com qualquer um destes acoplamentos apresentarda o mesmo comportamento
assintotico quando o tamanho da rede for muito grande. Especificamente a diferenca do
segundo maior expoente de Lyapunov da rede com acoplamento do tipo lei de poténcia
e da rede com acoplamento do tipo small-world com probabilidade de conexao decaindo
com a distancia entre os sitios, nés encontramos um expoente de decaimento 3 = 0,5 para
diferentes valores dos parametros das redes. No caso de redes com mapas unidimensionais,
este expoente esta associado a dinamica transversal do sistema em relacao ao subespago
de sincronizacao e, portanto, nosso resultado representa uma informacao importante a

respeito da dinamica destes sistemas.
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7.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Em trabalhos futuros pretendemos investigar de modo mais aprofundado alguns
fend6 menos que foram observados ao longo deste trabalho e que ainda nao encontra-
mos uma explicacao ou conclusao precisas. Tais fenomenos referem-se ao decaimento da
variancia das velocidades com o quadrado do niimero de particulas do sistema (mapas da
rede) e ao decaimento, em uma lei de poténcia, da diferenca dos expoentes de Lyapunov

dos acoplamentos do tipo lei de poténcia e small-world.

Também almejamos investigar a correspondéncia entre os parametros das redes
estudadas neste com as grandezas fisicas do movimento modelado. Neste intuito um
dos assuntos a ser pesquisado refere-se a relacao entre a probabilidade de colisdes entre
particulas e a densidade de particulas em um recipiente, dado que esta informacao pode
ser contemplada nos parametros € e a das redes. Também pretendemos estudar os auto-
valores de matrizes aleatorias objetivando, com isso, generalizar nossa hipdtese acerca dos
expoentes de Lyapunov da rede com acoplamento do tipo small-world com probabilidade

de conexao decaindo com a distancia entre os sitios.

Outra sugestdo para pesquisas futuras é acoplar também as variaveis z(* dos
mapas de Kaplan-Yorke, o que representaria a interacao entre as moléculas do fluido.
Neste caso, podemos variar o parametro de controle do mapa logistico utilizado como
dinamica das variaveis mencionadas a fim de considerar outras situagoes fisicas, tal como
a presenca de impurezas no meio. Por fim, acreditamos que a insercao de termos de
memoria nos acoplamentos pode ser algo bastante interessante do ponto de vista dinamico

além de equiparar o modelo com algumas pesquisas atuais.

Acrescentamos as nossas perspectivas de trabalhos futuros as sugestoes da banca
de qualificagao, professores Dr. Didégenes Borges Vasconcelos e Dra. Rosangela Menegotto
Costa, tais sugestoes referem-se a investigacao: a) da relagao entre o parametro \ e os
parametros da rede €, a ou o parametro de nao-linearidade do mapa logistico p; b) do
comportamento das velocidades das particulas com a variacao do coeficiente de arraste
A; e ¢) da relagdo entre o nimero de particulas e o parametro « que, neste trabalho, esté

associado a densidade de particulas no meio.
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