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RESUMO

O formalismo de grafos permite a sua abordagem em vdrias dreas do conhecimento nas quais
sejam possiveis modelar conceitos a partir de elementos e relacdes entre eles. Nesse trabalho
mostramos como esses grafos podem ser usados como modelos em mecénica quantica através
de dois casos, um de dindmica em um sistema e outro estatico envolvendo informagdo quantica.
Com a abordagem de espalhamento em grafos quénticos através da sua fungdo de Green, € possivel
estudar a probabilidade de transmissao através de uma estrutura definida pelo grafo de uma forma
eficiente, pelo uso da matriz adjacéncia. Isso permitiu trazer uma nova abordagem usando as
probabilidades de espalhamentos nessas estruturas para definir uma entropia de espalhamento
baseada na entropia de Shannon. No caso estitico, temos os estados grafo, os quais podem ser
usados como recurso para informacdo quantica. Esses estados grafos sdo modelados a partir da
matriz incidéncia, fornecendo uma boa eficiéncia numérica nos calculos. Assim, medi¢oes de
emaranhamento em casos que consideramos ruidos na aplicag¢do das portas emaranhadoras foram
reproduzidas.

Palavras-chaves: Grafos; grafos quanticos; espalhamento; estados grafo; emaranhamento.



ABSTRACT

The graph formalism allows its approach to different areas of knowledge in which concepts by ele-
ments and the relationship between them are possible to model. In this work, we show how graphs
can be used as models in quantum mechanics through of two models, one envolving dynamics
in a system and other, involving quantum information, which is a static model. With the scatter-
ing in quantum graphs using a Green’s function formulation, the probability of transmission of a
quantum particle through a structure defined by a graph was studied in a efficient way by using its
adjacency matrix. It allowed us to bring a new approach, using these scattering probabilities, to
define a scaterring entropy based in the Shannon entropy. In the static case, with the graph states,
which can be used as resource in quantum information, they were modeled by the incidence ma-
trix, allowing a good numerical efficiency. Thus, entanglement measurements in cases with noisy
quantum gates that entangle the system were reproduced.

Keywords: Graph; quantum graph; scattering; graph states; entanglement.
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1 INTRODUCAO

A abstracao e construcdo de modelos que permitem a compreensao e previsao de feno-
menos fisicos sao de grande importancia para o desenvolvimento cientifico e permitem que
novas tecnologias sejam possiveis. Isso ocorre desde definir e prever as trajetorias de objetos
cldssicos como até mesmo para prever efeitos quanticos como o emaranhamento quantico, ou o
tunelamento de uma particula através de um potencial. No caso do tunelamento, € um exemplo
de teoria que permitiu criar equipamentos como microscopios eletronicos e também a prever
efeitos como ruidos em pequenos componentes eletronicos.

Um tipo de modelagem que permite aplicacdo em diversas dreas € definida pela teoria
de grafos, a qual teve seu inicio com Euler (1) na busca de solucdes para alguns problemas, para
os quais utilizou do auxilio de diagramas onde os elementos eram representados por vértices e
a relacdo entre eles por arestas. Dentre problemas importantes no desenvolvimento dessa teoria,
temos o das sete pontes de Konigsberg (2), que buscava saber se era possivel passar por todas as
pontes sem repeti-las, e o teorema das quatro cores (3), que busca demonstrar que em um mapa,
sd0 necessdrias apenas quatro cores para pintar elementos vizinhos, como estados ou paises.

Com os seus componentes e simplificagdes possiveis, ressaltando apenas os elementos
necessdrios para estudar determinado problema, a teoria de grafos possui aplicacdes em diversas
areas do conhecimento, desde mais académicas como no caso da teoria de Hiickel (4), através
das quais podemos obter orbitais moleculares ao descrever moléculas pelo formalismo de gra-
fos, até em casos da aviacdo, no desenvolvimento de algoritmos que permitam uma melhor
organizacao do trafego aéreo (5).

Dentre casos atuais, temos na computagao cldssica, a qual € organizada a partir de ele-
mentos de informac¢do, chamados bits, a necessidade constante de aprimoramento visando uma
maior eficiéncia e elementos, como seus componentes eletronicos, cada vez mais compactos.
Como era apresentado pela chamada lei de Moore (6), com um mesmo valor de produgdo, o
nimero de componentes que compdem um Unico circuito tenderiam a dobrar a cada dois anos.
Isso implicaria em uma necessidade de diminuir cada vez mais o tamanho desses componentes
e, dessa forma, ter-se circuitos com mesmo custo, porém cada vez mais eficientes devido a sua
densidade de componentes. Porém essa nio € uma lei natural e tendia a ser corrigida para tem-
pos cada vez mais longos, o que se deve a causas como de escalas, que sendo cada vez menores,
teremos fendmenos quanticos como o de tunelamento cada vez mais presentes.

Esses efeitos podem ter consequéncias indesejdveis em componentes como transisto-
res em circuitos elétricos, onde em casos que deveria cancelar o sinal, obtendo um bit 0, esse
efeito pode produzir um ruido de forma a deixar o sinal passar, obtendo um bit 1. Devido a isso,
estudos em mecanica quantica, como o da dindmica dentro desses sistemas, sdo importantes.
Visa tanto desenvolver novas tecnologias, como a criagao de novos componentes semiconduto-

res baseados em pocos de potencial quanticos (7), quanto para prever possiveis problemas ao se
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trabalhar com elementos nessa escala de tamanho.

Portanto, com a teoria de grafos e a forma como ela permite abstrair e simplificar sis-
temas fisicos, apresentando elementos e a relacdo entre eles, permite definir modelos visando a
aplicacdes na mecanica quantica. Dessa forma permite estudar e desenvolver equipamentos que
utilizem desses fendmenos puramente quantico para realizar operagdes, o que € o foco da infor-
macao e computagdo quantica, a qual tem ganho amplo espaco de pesquisa e desenvolvimento
de computadores quanticos. Um exemplo é o caso do computador construido pela empresa
Google (8), no qual afirmam terem realizado uma operacdo em um computador quantico que
seria praticamente impossivel com computadores cldssicos, também havendo um investimento
grande nessas pesquisas em outras empresas como por exemplo a IBM e Amazon. Assim vi-
sando a abordagem de informacao utilizando fendmenos quanticos, os quais serdo estudados
através dos conceitos de grafos apresentados ao longo dessa dissertacdo, apresentaremos e de-
senvolveremos estudos e resultados tanto em um caso dindmico quanto em um caso estatico.
No caso de sistemas dinamicos, aborda-se o problema de espalhamento em mecanica quan-
tica, enquanto em modelos estdticos, estados grafo sdo utilizados e abordados como recursos

no desenvolvimento de circuitos em informagao quantica.

1.1 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Na secdo 2 introduzimos o conceito de grafo, enfatizando aspectos histdricos e apre-
sentando os elementos que os constituem, assim como as propriedades referentes as suas re-
presentacdes matemadticas e finalmente certas aplicacdes que possuem em diferentes areas do
conhecimento, finalizando com exemplos de aplicagdes em diferentes areas do conhecimento.

Na secdo 3 discutimos um primeiro caso de aplicacao dos grafos em mecanica quan-
tica em um caso dindmico. Visando essa abordagem, os conceitos e propriedades apresentadas
na secao anterior serdo utilizados para demonstrar como essas ferramentas da matematica dis-
creta podem ser usadas para descrever o espalhamento em uma estrutura quantica, assim como
os estados ligados nessa estrutura. Finalmente, apresenta-se uma ferramenta proposta, a entro-
pia de espalhamento, andloga a entropia de Shannon (9), relacionando esses conceitos ao de
informacdo quantica.

Na sec¢do 4, apresentamos por meio de revisdo da literatura os conceitos bases da infor-
macao quantica, tais como os bits quanticos (qubits), circuitos 16gicos quanticos e as portas que
0s compdem e apresenta-se conceitos como de emaranhamento e medicdes para eles. A par-
tir desses conceitos, desenvolve-se uma aplicacdo de grafos para um caso estitico em mecanica
quantica, apresentando os estados grafo como um estado base em informacao quantica, obtendo
a partir deles um conjunto de qubits emaranhados. Define-se medicdes de emaranhamentos para
tais estados, permitindo analisar casos como o de aplicacao de portas ldgicas quanticas que pos-
suem ruidos, sendo possivel analisar quando teremos estados emaranhados.

Finalmente, na secdo 5, teremos as conclusdes do trabalho realizado, assim como as

perspectivas e ideias a serem desenvolvidas serdo apresentadas.
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2 GRAFOS

Como comentamos na introducdo, o primeiro uso de grafos apareceu na solugdo do
problema das sete pontes de Konigsberg (1, 2, 3). Nessa cidade, que d4 o nome ao problema
e atualmente conhecida como Kaliningrado, na Russia (porém territério da antiga Prdssia na
época), passa um rio chamado Pregélia que divide a cidade. Além disso, hd duas ilhas nesse
rio, as quais ficam no centro da cidade, dividindo-a em quatro regides. H4 sete pontes para ligar
estas regides, quatro ligando a ilha da catedral (regido A), duas ligando a outra ilha (regido D)

e ainda hd uma ponte que liga ambas, conforme ilustrado na Figura 1(a).

Figura 1 — (a) Mapa da cidade de Konigsberg com suas quatro regides e sete pontes; (b) Grafo para
representar esse problema das sete pontes.

Fonte: O autor.

O problema relacionado a essas pontes consistia em partir de uma regido, passar por
todas as pontes sem repeti-las e voltar a regido inicial. Para resolver esse problema, Leonhard
Euler propds considerar esse problema apenas topologicamente (1), observando apenas o nu-
mero de conexdes existente entre as regides e quais delas estdo conectadas entre si. Dessa forma,
uma representacdo topolégica do problema estd apresentada na Figura 1(b), onde cada ponto,
denominado vértice, representa uma regido da cidade e as linhas, chamadas arestas, representam
as pontes entre essas regioes.

Dessa forma, é possivel analisar esse problema, considerando apenas o nimero de
conexdes que cada vértice possui, o qual € denominado de grau do vértice. Analisando essa
situacdo, Euler demonstrou que ndo era possivel atravessar todas as pontes de uma Unica vez
e retornar para a posi¢do inicial, o que posteriormente foi provado de uma forma mais formal
por Hierholzer e Wiener em um artigo de 1873 (11). Atualmente, caminhos que partem de um
vértice, passando por todas as arestas uma vez e, retornando ao vértice inicial sdo chamados de
caminhos Eulerianos (3).

A teoria de grafos possui aplicagdes em diversas dreas, tais como na matematica, fi-
sica, quimica, informadtica, nas teorias de informacgdo, na linguistica, dentre outras. Um caso

interessante de importante aplicacdo, sdo as malhas de Kirchhoff (12), no qual grafos com ares-
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tas direcionadas sdo utilizados para analisar circuitos elétricos. Outro caso, consiste na teoria de
Hiickel (4), onde moléculas quimicas sdo descritas por meio de grafos e, a partir das informa-
¢oes que podem ser obtidas com a teoria de grafos, encontramos os seus orbitais moleculares.
Matematicamente, os grafos sdo denotados por G(FE, V'), sendo definidos como um
modelo para abstrair um conjunto de elementos, representados pelos conjunto de vértices V' =
{1,...,v} e a relagéo entre esses elementos, representadas pelas arestas & = {es}, as quais
conectam esses vértices. As arestas de um grafo podem ser direcionadas ou ndo direcionadas,
ou comecar e terminar em um mesmo vértice. Nesse dltimo caso a aresta é chamada de "loop".
Também podemos ter mais de uma aresta conectando dois vértices adjacentes (2). Nesse tra-
balho utilizaremos grafos simples, os quais sdo definidos como grafos com conexdes unicas.
Portanto, eles nao devem possuir mais de uma aresta entre dois vértices ou loops. Esses grafos

também nao devem possuir vértices isolados, sendo chamados de grafo conectado.

2.1 MATRIZES RELACIONADAS A GRAFOS

Os grafos geralmente sdo apresentados como um modelo visual, porém um mesmo
grafo pode ser desenhado de varias maneiras diferentes, como ao mover seus vértices no es-
paco em que estd desenhado. Dessa forma, para a andlise das caracteristicas de um grafo e
as informagdes que eles podem fornecer, € importante haver formas matemaéticas univocas de
representd-los. Assim, algumas matrizes importantes nos estudos de grafos e as informacdes
sobre a estrutura que elas podem nos fornecer serdo apresentadas. Para demonstrar exemplos

dessas matrizes, utilizaremos o grafo apresentado na Figura 2.

Figura 2 — Exemplo de um grafo discreto simples com arestas e vértices rotulados.

Fonte: O autor.

2.1.1 Matriz Adjacéncia

Uma matriz muito utilizada na descri¢do de um grafo € a sua matriz adjacéncia. Esse
nome vem da conexdo entre dois vértices (v; e v;) por uma mesma aresta (¢ = {v;,v,}) e,

quando isso ocorre, dizemos que os vértices de indices 7 e 7 s@o adjacentes, sendo representado
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pela notagdo v; ~ v;. Com esse conceito, a construgdo dessa matriz busca estender a andlise de
quais vértices sdo adjacentes em um grafo com um total de n = |V| vértices. Assim, definimos
a matriz adjacéncia como uma matriz A, com |V| x || elementos, onde os seus elementos A; ;
possuem valores (13)

1, sew; ~ vy,
0, caso contrério.

Usando como exemplo o grafo na Figura 2, a sua matriz adjacéncia é

010000
101110
A 010110 2.2)
011011
011101
000110

Porém, como podemos rotular um grafo de diferentes formas, ha mais de uma matriz
adjacéncia que representam um mesmo grafo. Considerando duas matrizes adjacéncia A e A’,
dizemos que representam o mesmo grafo desde que a diferenca entre elas seja a ordem escolhida

desses vértices para obter essa matriz (12). Portanto podemos escrever

A= P7AP, (2.3)
onde P é uma matriz de permutacao e, nesse caso dizemos que esses grafos sdo isomorfos, o
que representamos como A = A’ (2).

2.1.2 Matriz de Graus

Uma outra andlise que podemos fazer sobre os grafos € quanto ao grau de cada um dos
vértices. O grau de um vértice ¢ € definido como o nimero de conexdes que ele possui, sendo
denotado por d;. Portanto, a matriz de graus é uma matriz diagonal D de |V'| x |V| elementos
com valores dados pelos graus dos vértices

4 s
D=1} " e (2.4)
0, sei#jJ.

Usando novamente o grafo da Figura 2 como exemplo, a sua matriz de graus é

(2.5)

o O O O = O
o O O w o O
N O O O O O

o O O o O =
S O = O O O
S == O O O O
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Essa matriz também pode ser definida como uma matriz diagonal, cujos valores sdo obtidos
pela soma do elementos em cada linha ou coluna da matriz adjacéncia. Isso € possivel, pois ao

somar todas as conexdes de um vértice, obtemos o grau desses vértices.

2.1.3 Matriz Incidéncia

A matriz incidéncia, representada por M, apresenta as conexdes entre os vértices e
arestas, possuindo dimensdes n x m, onde n = |V| é referente ao niimero de vértices do grafo
e m = |E| é o seu ndmero de arestas (2). Como uma aresta e; pode ser definida como um
conjunto cujos elementos sdo os vértices que ela conecta, como no caso da Figura 2, tem-se
er = {1,2}, eo = {2, 3}, etc. Logo podemos definir essa matriz pelas condi¢des

1, sew; € e,

My = | (2.6)
0, caso contrério.

No caso da Figura 2, terd a matriz incidéncia

100 000O0O0O
11110000 O0
- 010011000 2.7
0010101120
0001O011O0T1
000O0O0OO0OO0OT1T1

Essa matriz € relevante em casos onde € necessario representar esses elementos dos grafos em
uma Unica matriz, como em casos onde a numerac¢do das arestas também € importante.
2.1.4 Matriz Laplaciana

A matriz laplaciana, que recebe esse nome por ser a forma discreta do operador lapla-

ciano (14), é definida como

d;, sei=],
Li,j == —1, S€ v; ~ Vj, (28)
0, caso contrario,

onde d; € o grau do vértice . Novamente, considerando o grafo discreto apresentado na Figura

2, tem-se
1 -1 0 0 0 0

-1 4 -1 -1 -1 0
-1 3 -1 -1 0
-1 -1 4 -1 -1
-1 -1 -1 4 -1
o 0 -1 -1 2

(2.9)

o O O O
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A partir dessa definicao, podemos verificar que na diagonal principal teremos os ele-
mentos referente ao grau do vértice v,, € os demais elementos sdo iguais a —1 quando os vértices
referentes aos elementos i e j sdo adjacentes. Logo, com as defini¢des da matriz adjacéncia na

equagdo (2.1) e da matriz de graus (equacdo (2.4)), podemos definir L como
L=D-A. (2.10)
Uma matriz derivada da matriz laplaciana é a matriz laplaciana harmonica, definida como
Ag=D"'L. (2.11)

Substituindo a equacao (2.10),
Ag=1—- DA, (2.12)

permitindo definir a partir de uma matriz identidade e uma operagdo entre a inversa da matriz

de graus e sua matriz adjacéncia.

2.2 ESPECTRO DE GRAFOS

O espectro de um grafo € basicamente definido como o espectro de uma determinada
matriz que define esse grafo. Um primeiro caso é do seu chamado espectro ordinério (15), o
qual é definido pelo conjunto de autovalores )., junto com suas multiplicidades m,,, da sua
matriz adjacéncia A. Dessa forma, primeiro € definido o polindmio caracteristico de um grafo

G, cujas raizes sdo esses autovalores da sua matriz A, sendo assim definido por
Pg(M\) = det(A — A). (2.13)
Portanto, o espectro de um grafo GG é dado por
Spec(G) = {A)™, (Aa)™, ey )™ ), (2.14)

o qual também possui uma notagdo alternativa (2), sendo representado por

Spec(G) = <A1 A“). (2.15)

my ... My,

Uma primeira aplicacao desse espectro € para definir a energia de um grafo, dada pela

soma do médulo dos elementos desses espectro, sendo assim,
E(G) =) Il (2.16)
j=1

Grafos com o mesmo espectro sdo chamados de coespectrais (ou isoespectrais), e essa informa-
¢do pode ser utilizada para uma primeira analise se dois grafos sdo isomorfos. Grafos isomor-
fos compartilham o mesmo espectro, porém, um mesmo espectro ndo implica em isomorfismo
(13, 15).
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Outro espectro possivel de analisar em grafos discretos € aquele fornecido pela matriz
laplaciana, sendo definido como espectro laplaciano do grafo, o qual possui polindmio caracte-
ristico

Pr)(A) = det(A — L). (2.17)

Finalmente, temos o espectro laplaciano harmdnico, dado pelas raizes de
PA(G)<)\> = det()J — Ag> (2.18)

Esse espectro possui valores que serdo compardveis ao espectro de grafos quanticos, assunto a

ser discutido na se¢do 3.

2.3 TIPOS DE GRAFOS

No estudo de grafos, € comum apresentar alguns tipos mais comuns de grafos. Esses
conjuntos de grafos recebem esse nome por possuirem caracteristicas em comuns, sendo a prin-
cipal a sua construcdo, que mesmo possuindo nimero diferente de vértices, possui um padrao
de montagem. Esses tipos de grafos s@o definidos por um simbolo e o seu nimero de vértices,
assim facilitando referenciar qual grafo estd sendo utilizado. Desta forma, € importante definir
grafos através dos seus tipos, visando uma apresentacdo mais eficiente de definicdes sobre es-
ses grafos. Portanto, nessa secao, alguns dos grafos mais comuns e utilizados ao longo desse

trabalho serdo apresentados.

2.3.1 Grafos Estrelas

Figura 3 — Grafos Estrelas (S,,) paran = 3, ..., 6.

54 55 SG

o

Fonte: O autor.

Um grafo estrela é representado pelo simbolo S,,, onde n € o seu niimero de vértices.
Esses grafos sdo definidos por um vértice central conectado a n — 1 vértices. Assim, o vértice

central tem grau n — 1 e os outros n — 1 vértices possuem todos grau 1. Esse tipo de grafos
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€ particularmente interessante, pois localmente cada vértice pode ser visto como se fosse um
grafo estrela. Ou seja, grafos estrelas podem ser utilizados como blocos construtores de grafos
maiores. Nesse trabalho, o vértice central serd definido como v e os demais serdo apresentados
Ccomo 08 VErtices vs,..., Uy,.

Dessa forma, como temos vértices adjacentes apenas a vy, sua matriz adjacéncia Ag,

pode ser definida como

1, Aie(i=louj=1),
4 i(S)) = sei £ je(l ou j ) 2.19)

0, parademais valores dei e j.

Reescrevendo em termos de deltas de Kronecker, obtemos uma expressao mais compacta
Ai7j (Sn) == (1 - (Si7j)(5i71 + 5]‘71). (220)

Sua matriz grau possuird um elemento com valor n — 1, referente ao grau do vértice do centro,

enquanto os demais elementos possuem valor 1, assim

(n—1), sei=j=1,
D; ;(Sn) =4 1, sei=j#1, (2.21)

0, demais casos.
Podendo ser reescrita como
DiJ(Sn) = 5i,j [5]'71(77, — 1) + (1 — 5]'71)] = (SZ’J‘ [5]'71(71 — 1) + 1] (222)

A partir destas matrizes, podemos apresentar as matrizes laplaciana e laplaciana harmo-

nica. Para propdsitos futuros, apresentaremos essa dltima matriz, a qual possui seus elementos

dado por
(
— oy sei=1%#],
—1, se ] =1#1,
A;;(Sy) = < (2.23)
1, set =7,
\O, demais casos.
De forma mais simples,
0i1
A j(Sy) =05 — (1 —0;) m +01] - (2.24)

A partir desses resultados, podemos obter formas gerais dos espectros para esse tipo
de grafos. A partir da matriz adjacéncia, temos Spec(S,) = {—v/n — 1,072 /n — 1}, 0 seu
espectro ordindrio. E o espectro do seu laplaciano harménico serd Speca (S,) = {0,102 2}
(15).
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2.3.2 Grafos Caminhos

Os grafos chamados de caminhos, sdo denotados por F,,. Como defini¢do da sua cons-
trucdo, temos dois vértices nas pontas, ambos de grau 1 e os demais vértices sdo colocados em
sequéncia, cada um com grau igual a 2, conforme apresentado na Figura 4. Considerando uma
numeracao dos seus vértices, como sendo v; em uma ponta, sendo vizinho ao vértice v, € assim

por diante até o vértice n, definiremos algumas de suas matrizes.

Figura 4 — Grafos Caminhos (P,) paran = 2, ..., 5.

P2 P3

P4 P5
O O O O @ O O

Fonte: O autor.

(@)
o

No caso de sua matriz adjacéncia Ap , primeiro verificamos que os vértices vy € v,, S30
conectados, respectivamente aos vértices v; € v,,—1, enquanto os demais vértices v; sdo ajacentes
aos vértices v;_; € v;j11. Dessa forma, € possivel escrever os elementos dessa matriz paran > 2
como

Ai,j(Pn> = 0,102 + 0in0jn—1 + (1—06;1 — 5i,n)<6j,ifl + 5j,i+1)- (2.25)

Teremos sua matriz de grau
D; j(Pn) = 6;,(2 = 65,1 — 6j0). (2.26)

E, finalmente, obtemos a matriz laplaciana harmo6nica na forma

1
A j(Py) =65 — 0162 + 0indjn_1 + 5(1 —0i1 — 0in) (051 + 6ji11) ] - (2.27)

Dessa forma, podemos obter os espectros desse grafo, onde o espectro ordindrio serd Spec(P,) =

2cos (j7g),onde j =1,...,n (15).

2.3.3 Grafos Ciclos

Os grafos ciclos (C),) podem ser definidos como uma extensdo do grafo caminho.
Utilizando a rotulagem definida para os grafos P, com o dltimo vértice (v,,) ligado ao vértice vy,
onde a sua representagdo visual estd apresentada na Figura 5. Portanto, com algumas adaptacdes

da matriz Ap, sua matriz adjacéncia pode ser escrita com as seguintes condigdes

Ai,j(cn) = 51',1(53',2 + 5j,n) + 5i,n(5j,1 + 5j,n71> + (1 =381 — 5i,n)(5j,i71 + 6j,i+1)' (2.28)
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Figura 5 — Grafos Ciclos (C),) paran = 3, ..., 6.
Cs

/\

f/\\JK

Fonte: O autor.

Como todos os vértices possuirdo grau 2, teremos sua matriz grau como uma matriz diago-
nal com elementos igual a 2 e, assim podemos defini-la em termos da matriz identidade com

dimensdo n X n (I,,) conforme

D j(Cn) = 2I. (2.29)
Com essas definicdes, obtemos a matriz laplaciana normalizada através dos seus elementos
definidos por
1
Nij(Cn) = biy — 545 (2.30)

O espectro da sua matriz adjacéncia também pode ser obtido de uma forma geral, sendo dada

na forma Spec(C,) = 2cos(j%), com j =0, ...,n — 1 (15).
2.3.4 Grafos Completos

Figura 6 — Grafos Completos (K,,) paran = 3, ..., 6.
K

K K
2 A ﬁ @%
/ \ / | \ yd / N\ \\./ \ ~/|
A4 v oo @ \) ~o \1/

Fonte: O autor.

Os grafos completos, ou K, apresentados na Figura 6, sdo definidos como grafos con-
tendo n vértices totalmente conectados, possuindo assim n(n — 1) /2 arestas e todos os vértices
com grau n — 1. Dessa forma, sua matriz adjacéncia Ak, € definida como possuindo todos os

elementos, exceto da diagonal principal, iguais a 1. Nesse caso

A=J-1, (2.31)



21

onde J € a matriz com todos os elementos igual a 1 e [ € a matriz identidade. Teremos sua

matriz grau como uma matriz diagonal apenas com elementos iguais a n — 1. Portanto,
D; ;(K,) =6;;(n—1), (2.32)
e, finalmente, sua matriz laplaciana harmonica possuiréd elementos na forma
N (Ky) =6, — n—<1 — i j). (2.33)

Por fim, o seu espectro ordindrio é Spec(K,) = {n —1,(—1)""Y} (15).

2.4 SUBGRAFOS ABRANGENTES

Os subgrafos F'(Vp, Er), sdo definidos como uma subestrutura de um grafo original
G(V, E), possuindo um conjunto de vértices Vr e arestas F'r com elementos pertencentes aos
respectivos conjuntos de vértices V' e arestas £ do grafo originador. Dentre os tipos possiveis
de subgrafos, temos os chamados subgrafos abrangentes (12), nos quais o conjunto de vértices
do subgrafo € igual ao do grafo do qual ele é gerado. Portanto, dizemos que F'(Vg, Er) é um
subgrafo abrangente de G(V, E), se V = Vg e Er pode ser definido como um subconjunto
de . Dentre os possiveis subgrafos abrangentes de um grafo conectado, teremos casos desses
subgrafos que ndo serdo necessariamente grafos conectado, pois esse subconjuntos de arestas
pode ndo conter as ligacdes de um vértice ao grafo, ocorrendo casos de grafos com vértices
isolados.

No caso de subgrafos abrangentes de grafos como os completos (/,), como essas
estruturas possuem o maior nimero possivel de arestas para grafos simples com n vértices, o
conjunto de subgrafos possiveis que possuam o mesmo conjunto de n vértices, definem todos
os grafos possiveis com esse nimero de vértices. Dessa forma, como as arestas conectam dois
vértices do grafo, um grafo de n vértices possui um nimero maximo de arestas dado pelo

nimero de combinacdes desses n elementos tomados dois a dois, ou seja,

n n!
(2) T 2Am—2)l (2-34)

Como n! pode ser expandido em n! = n(n — 1)(n — 2)!, e sendo |E|, . _(n) o nimero maximo

de arestas para um grafo de n vértices, a equacao pode ser simplificada para

n(n—l)‘

5] 5

maz(M) = (2.35)

Tomando a soma de combinacdes desde 0 arestas, até esse nimero maximo possivel, obtemos

o numero total de subgrafos possiveis para um dado grafo K, de vértices nomeados.

1Bl maz ()
D (] 2.36)

=0 J



22

a qual pode ser simplificado a partir da relacdo do bindmio de Newton,

M
(a+b)" = Z (’;) at=Ib7, (2.37)

J=0

considerando a = b = 1, implicando em

m

> (1) -2 2.38)
Jj=0 J

Substituindo o valor obtido para |E|, (n), finalmente chegamos ao valor de subgrafos de um

grafo completo de vértices numerados, dado por
= o™ 2.39
TLSK" = . ( . )
Esse conceito de subgrafos abrangentes serd essencial para definir a randomizacao em estados
grafo na se¢do 4.3, no qual um grafo é definido para representar o estado esperado e os seus
subgrafos representam estados possiveis ao considerar um ruido na producgdo de portas emara-

nhadoras.

2.5 GRAFOS METRICOS

Podemos definir uma métrica nas arestas de um grafo, constituindo assim um grafo
métrico. Para isso, em cada aresta e, € [, é definido um comprimento positivo L., 0 que
permite associar uma coordenada z., pertencente a um intervalo entre 0 e L. , sendo esses
valores limites a posi¢cdo dos vértices ligados por essa aresta (13). Temos como exemplo o grafo

apresentado na Figura 7.

Figura 7 — Grafo métrico com seus comprimentos /., em cada aresta e; = {i,j}.

€3

Fonte: O autor.

Dentre modelos que utilizam desses grafos métricos, temos os grafos quanticos, que
necessitam da métrica para definir um operador diferencial ao longo dessas arestas e assim
estudar espalhamento. Esse modelo de espalhamento em grafos quanticos serd o tema abordado

na préxima secao.
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3 GRAFOS QUANTICOS

Buscando analisar o espalhamento de uma particula quantica através de uma estru-
tura, temos a dindmica de espalhamento em sistemas quanticos. Esse estudo pode ser realizado
usando o formalismo de grafos, no qual é um 6timo modelo para definir o espalhamento de
uma onda plana. Para esse propésito, definimos um grafo quéntico pela nota¢ao I'¢(E, V),
onde, para ser possivel aplicar uma equagado diferencial, necessita de uma métrica e condi¢des
de contorno definidas nos vértices. Portanto, temos como condi¢des necessarias para definir um

grafo quantico [':
1. Um grafo métrico;
ii. A defini¢do do operador Hamiltoniano H em cada uma de suas arestas;
iii. Condi¢des de contorno em seus vértices.

Definindo um grafo métrico, cujas arestas possuem um comprimento positivo /,_, as-
sim permitindo uma coordenada z., € [0, ¢;], podemos definir um operador diferencial. Con-
siderando um operador hamiltoniano proveniente da equag@o unidimensional de Schrodinger

(13, 16) em cada aresta e,

1 [k d 2
Hes—%(; ~ —qA(xeg) V), G.1)

onde A,, vem do potencial vetor magnético e V. (z.,) representa um potencial na aresta. Con-
siderando uma particula livre, ou seja, livre desses potenciais, obtemos
2 72

He, = _;_mddTg (3.2)
Com esse operador definido em e, teremos fungdes 9., (z.,) em cada uma dessas aresta, con-
forme apresentado na Figura 8. Esse operador sem potenciais define a equag¢ao de Schrodinger
para a particula livre. Portanto teremos essas fun¢des em cada aresta e, definidas por

_ d*e, ()

dz?
onde 1., (z.,) é uma funcdo de onda com nimero de onda k, o qual para uma particula é
k= \/m, com m a massa e £ a energia.

Portanto, toda aresta do grafo, definida como e, = {4, j}, com coordenadas definidas

= k>, (), (3.3)

no intervalo comprimento z., = [0, /., ] teremos uma func¢do de onda associada ., = 1 ;, a

qual terd uma forma geral como
ik —ik
bij(x) = ;€™ + bijzi e, (3.4)

onde z;; = e, Assim é possivel definir um conjunto de fungdes de onda em arestas co-
nectadas a um mesmo vértice v; como ¥;, o qual usaremos nas defini¢des das condigdes de

contorno.
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Figura 8 — Grafo métrico com funcdes de ondas 1); j associadas em cada aresta e;.

Fonte: O autor.

3.1 CONDICOES DE CONTORNO NOS VERTICES

Conforme apresentado até o momento, em um grafo quantico sdo definidas funcdes
de onda em cada aresta. Dado um vértice v; do grafo, teremos um conjunto dessas funcdes
de onda ¥(v;) com elementos 1., (v;), sendo e, € NE(v;), onde NE(v;) é o conjunto de
arestas adjacentes ao vértice v;. No caso de um vértice com grau d = d,;, e nomeando todos
os vértices com um conjunto de nimeros de 1 a d, teremos um conjunto de arestas vizinhas

NE(vj) = {eqij}; ---» €{dj} }> € assim

@b{l,j}(va‘)

V12,53 (v5)

U(v;) = (3.5)

Ua,iy (V)
Para se obter a forma final dessas funcdes, impdem-se restricoes de modo que elas devem sa-
tisfazer condi¢des de contorno definidas em cada vértice do grafo. A forma mais geral dessas
condi¢des envolve esse conjunto de fungdes e suas derivadas nos vértices que limitam essa
aresta analisada. Assim, a forma geral para a condicao de contorno no vértice, que € consistente

com conservacao de fluxo de probabilidade, é dada por
Ay, Y (v;) + By, ¥'(v;) =0, (3.6)

onde os coeficientes Avj e B,, sdo definidos por matrizes d,, X d,,, obtidas de acordo com a
condicdo de contorno proposta nesse vértice v. Dentre as condigdes que essas matrizes devem
respeitar, temos que uma matriz (A, , B, ), de dimensdo d,, x 2d,,,, deve possuir posto maximo
d,; € AB* € autoadjunta (17).

Como um primeiro exemplo de condicdo de contorno, hd a denominada condi¢do de

Neumann e definida por duas condi¢des (13)

Y(x) continua em v,
C.C. Neumann : (3.7)

d
D e NE() %(7}) = 0.
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Este resultado € obtido da equacdo (3.6) assumindo A, = 0 e B, uma matriz inversivel. J4 na
condic¢do do tipo Dirichlet, temos um resultado no qual a fun¢do no vértice serd nula, e assim

. Y(z) continua em v,
C.C. Dirichlet : (3.8)

() = 0.

Essa condicdo, por impor ¢(v) = 0, implica em propriedades interessantes, pois como a fungio
de onda no grafo € igual a zero no vértice, e independente da aresta em que se encontra, nao
havera transmissao dessa funcio de uma aresta para outra. Isso pode levar a extrapolagdes como
a redesenhar um novo grafo, no qual originalmente todas essas arestas conectadas ao vértice
v que possui uma condi¢do do tipo Dirichlet, podem ser apresentadas como desconectadas
de v e conectadas a vértices de grau 1 (18). Em casos como quando queremos definir grafos
totalmente conectados, sem um conjunto de vértices isolados dos demais, tal condi¢do ndo é
ideal. Porém em vértices que possuem grau 1 € interessante de aplicd-la para em muitos casos
ter a comparagdo entre diferentes condi¢des de contorno nesses vértices.

Um tipo de condicdo de contorno que generaliza as duas condig¢des de contorno apre-
sentadas acima € a condicdo do tipo ¢. Essa condi¢do de contorno em um vértice de grau 2
¢ andloga a condicdes da equacdo de Schrodinger em uma dimensdao com um potencial dado
pela delta de Dirac §(z) explorada em livros de mecéanica quantica (19). Assim, a condigdo de

contorno do tipo delta € dado por

. f(x) continua em v,
C.C.tipo ¢ : (3.9)

ZeENE(v) %(’U) = avw(v)7

na qual o parametro «,, define a opacidade da delta de Dirac. Desta forma, podemos escrever

a; =0, Neumann-Kirchhoff,
a; #0, delta de Dirac com intensidade «;, (3.10)
a; — 00,  Dirichlet.

Essas condi¢des de contorno permitem interpretar os vértices de um grafo como cen-
tros espalhadores da fun¢ao de onda, onde teremos uma parte transmitida para as demais arestas
adjacentes a v; e uma reflexdo para essa mesma aresta inicial. Assim, podemos associar uma
matriz de espalhamento o ; (20) em um vértice j = v;. Em termos das matrizes A; e B; ela é
dada por

o;(k) = —(A; +ikB;)"" (A; — ikB;). (3.11)

€g1,E511

Seus elementos, que serdo apresentados como o} = O'j»l’s”, definem a amplitude de refle-
x@0, quando temos os ndmeros associados as arestas iguais (s’ = s”), e definem também as
amplitudes de transmissdo, quando s’ # s”.

As matrizes A; e B; para um vértice v; com grau d; > 2 com condi¢do de contorno

do tipo delta, sdo dadas por matrizes d; x d;, cujos elementos sdo dados por (13)

(Aj)m,n = (1 - 5m,dj)<5n,m - 5n,m+1) - Oéj(sm,djfsn,lv (312)
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(Bj)mm = Om.d,- (3.13)

Portanto, essas matrizes implicam em A; Bj"f = —q; 6m,dj 6n,dj , a qual, para ser autoadjunta, deve
ter oy; real. Substituindo essas matrizes na equagdo (3.11), obtemos as amplitudes de reflexdo e

transmissao

Oéj — (d] — 2) 1k
- 3.14
T] djlk — Oéj ’ ( )
£ 2k (3.15)

T djik— o
Assim vemos que essas amplitudes dependem do grau do vértice em questdo, da intensidade
da delta e de k. Esses dois resultados podem ser reescritos em termos de uma amplitude de
espalhamento no vértice (19, 20, 21)

2ik
mogy = (—22 5 ) 3.16
UJ ( ) (djlk — Oéj ’ ) ( )

obtendo esses amplitudes t; para e,, # e, e r; quando n = m, vdlida para d; > 2.
Em uma condic¢do do tipo Neumann, temos «; = 0 e assim teremos condi¢Oes de
contorno independentes de k nos vértices

o""(k) =

J

— — Omn- 3.17
a : (3.17)
Para vértices de grau d; = 1, pela forma geral da equacdo de contorno e para um 1), na forma
dada pela equacdo (3.4), teremos apenas a reflexdo para essa unica aresta. Resolvendo essa
equacgdo da condi¢do de contorno, a amplitude de reflexdo nesse vértice dada por (22)
B ik + Q;

N ik — Oéj ’

T (3.18)
onde «; define a intensidade dessa condicdo. Para a; = 0, temos a condi¢do do tipo Neumann,
cuja amplitude de reflexdo serd r; = 1, enquanto para a condi¢io de Dirichlet dada no limite
(a/k) — oo, serdr; = —1.

Ao obter as solugdes das funcdes de ondas nas arestas com as condi¢des de contorno
definidas nos vértices, obtemos por consequéncia os valores para cada amplitude a;; € b; ;
presentes na equagdo (3.4). O conjunto dessas amplitudes define uma matriz coluna ar com um

nimero 2|E| de elementos. Dessa forma, essa matriz é definida por
Uf (k)ar = ar, (3.19)
onde a matriz U7 (k) é definida como o produto
UP (k) = Sr(k)Dr (k). (3.20)

Sr € a matriz de espalhamento no grafo definida pelos coeficientes pelas amplitudes de trans-

missao e reflexdo, assim definindo o espalhamento nos vértices. JA Dr(k) é a matriz que define
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ikles indicando como a

a métrica em cada aresta e; no grafo, possuindo os elementos z; ; = e
funcdo se comporta nessas arestas. Finalmente, dentre as propriedades que essa matriz fornece,

temos o seu determinante secular
(R (k) :=det[I — UZ] =0, (3.21)

cujas raizes fornecem o espectro do grafo quantico, que serd discutido na se¢do 3.2.1. Dessa
forma, temos essa matriz U3 que apresenta todo o processo de espalhamento no grafo quintico
I'g, sendo definida a partir das condi¢des de contorno e da métrica do grafo. A abordagem
fornecida nessa secdo para resolver o espalhamento em grafos quanticos ndo € a Unica. Na
proxima secdo apresentamos o método usado nesse trabalho, o qual € baseado na obtencdo da

fungdo de Green para o espalhamento em grafos.

3.2 FUNCAO DE GREEN PARA GRAFOS QUANTICOS

Existem algumas formas para se obter a funcio de Green, um caso € dessa func¢ao asso-
ciada ao Hamiltoniano H (x ), que é formalmente definida pela solugdo da equagdo diferencial
nao homogénea (23)

€ —H(zp)|G(xfxi;E) = 0(xf — x1), (3.22)

onde H € o operador hamiltoniano, definido segundo a equagdo (3.1), £ € a energia da particula
e 0 € a funcgdo delta de Dirac. No entanto, para alguns sistemas como pogos quanticos quadra-
dos ou de potenciais de suporte compacto (24, 25), a fun¢do de Green exata pode ser obtida
através de um método semicldssico generalizado. Nesse método, os efeitos quanticos locais sao
verificados levando em conta as amplitudes quanticas de transmissao e reflexdo. Essa aborda-
gem € vélida para grafos quanticos e fornece solucdes exatas para eles, onde o espalhamento
serd através de estruturas com topologia definidas pelos grafos, com condi¢do de contorno nas
posic¢des dos vértices e com métrica definidas em suas arestas.

Esse método através da abordagem semicldssica € definido considerando familias de
caminhos P, ,,, formadas pelo conjunto de caminhos possiveis que partem de um ponto z;
e chegam a um ponto x ¢, onde hd uma condi¢do de contorno, sendo espalhadas e formando
outras familias de caminhos. Nesse caso, teremos a situagdo apresentada na Figura 9 na qual as-
sociamos familias de caminhos referentes as componentes da fun¢do de onda se deslocando em
um certo sentido em regides de potencial constante. Como no caso do intervalo entre os pontos
Z1 € T, onde a familia de caminhos de espalhamento P, ,, vao de z; para x2, ao longo de
um certo comprimento |z — 1/, encontrando uma diferenca de potencial em x5. Isso implica

em uma parte sendo refletida, formando a familia P,, ., e certa parte sendo transmitida para a

2,T1
regido entre os pontos z € 3, formando a familia P,, ,,. Essas contribui¢des de coeficientes de
reflexdo e transmiss@o em cada familia de caminhos definem uma amplitude geral IV ... Assim,

teremos a func¢do de Green definida como (22)

Glopvi€) = Tap D W endeelormie), (3.23)
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Figura 9 — Potenciais retangulares com descontinuidades em x1, x5 € x3, seu respectivo grafo vestido
(onde temos cada aresta com determinada espessura representando a intensidade do potencial) e familias
de caminhos P, ., associados as componentes da fungio de onda durante o espalhamento.

P$17$C2 P332,l?1 P$C2,$3 Pl’3,$2
— - —p -«

—0 O e

T X2 X3

Fonte: O autor.

onde c.e. significa os caminhos de espalhamento possiveis no sistemae S, .. € uma agao cldssica,
definida por S... (x4, 2p;E) = h ffa” k;dx, sendo k; o nimero de onda. Dessa forma, vemos que
esse método de trabalhar com o espalhamento a partir de composicao de trajetérias possui uma
abordagem similar ao método das integrais de caminhos proposto por Feynman (26), onde a
acdo cléssica € generalizada para a composicdo de todas as trajetdrias possiveis entre esses dois
pontos.

Para o caso de um potencial nulo ao longo da aresta, tem-se S, (%4, Tp;E) = hkLe..,
com k = /2m&/h? e sendo o dltimo termo o tamanho dessa trajetéria. Comparando com os
casos apresentados nas Figuras 9 e 10, para o caminho de espalhamento P, o, teremos L, ,, =

|z — x1|. Assim, a fungdo de Green terd a forma
m ikL
Glop,xik) = o > W ehhee, (3.24)

Conforme explicado anteriormente, esses estudos de espalhamentos podem ser mode-
lados utilizando o formalismo de grafos. Para casos como esse abordado na Figura 9, teremos
os vértices representando os pontos onde ha essa mudanga de potencial, assim associamos vy
em r1,..., U, €m x,. As arestas possuirdo uma métrica e potenciais associados (caso ao qual cha-
mamos de grafos vestidos), com comprimento total dado pelo tamanho da regido com potencial
constante. Dessa forma temos um exemplo de regido com potenciais e o grafo referente a ele.
Nessa dissertacdo, estudaremos o caso onde o potencial nas arestas € nulo, para assim comparar

com os apresentados no inicio da secao onde obtinhamos a solucdo pelo conjunto de equagdes
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Figura 10 — Exemplo de trajetérias de caminhos que compdem uma familia de caminho P; » em um
grafo P3 com duas "leads"adicionadas.

P, Py Py Ps o

) )

—» -— —Pp o

D\ )\ D\
D @ &
____________________________ »
D\ B\ A\
D @ &
eszzzIIIIIIIIIIIIIIITT »
D\ )\ D\
D (2) &

Fonte: O autor.

de Schrodinger, com as condi¢des de contorno definidas na equacdo (3.17).
A funcdo de Green exata para grafos quanticos pode ser dada em termos da matriz
adjacéncia do grafo, somando todas as familias de caminhos que partem do vértice de entrada,

sendo assim

Gro (wy, i k) = - [dyae™ (=) {19 () elnl) ] (3.25)

onde i
o (k) =+ AyPy. (3.26)

j=1

Para obter a fun¢do de Green para o caso de espalhamento em um grafo quantico
I'¢(V, E), adicionamos duas arestas semi-infinitas, chamadas de "leads". Uma delas ¢ ligada
ao vértice de entrada, o qual chamaremos de v; e outra ao vértice de saida v;, dessa forma,
ao compararmos com o grafo sem "leads", o grau desses dois vértices aumenta uma unidade
(dy, = dy, + 1 e dy, — dy, + 1), também € possivel o caso em que € definido v; = vy, nesse
caso, o grau desse vértice serd d,, — d,, + 2. Com essas arestas semi-infinitas, temos que cada
familia de caminhos em uma aresta e, = {4, j} do grafo serd definida percorrendo sempre uma
distancia /., e espalhada no vértice v;. O espalhamento nesse tltimo vértice define todas as
familias de caminhos que partem dele, sendo assim as familias de caminhos que vio de v; aos
vértices adjacentes a ele e ainda, caso esse seja o vértice que foi ligado a "lead" de saida, uma

parte € transmitida para fora do grafo. Portanto cada familia de caminho P, ; € definida como

Vi
Py =2y |000 43 Ay PO (3.27)
=1
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onde /; € uma "lead" de saida, A € a matriz adjacéncia do grafo. Ainda podemos expandir essa
relagcdo entre as familias de caminhos considerando os coeficientes de transmissdo e reflexdao

que compdem 0

Pij=z Ot +riPa+t; > APyl (3.28)
1e(V\{vi})

onde [ € (V\{v;}) define que o somatério € feito sobre todos vértices v; € V, porém com a
excecao do vértice v;, onde teremos a amplitude de reflexao.

A equagdo (3.25) apresenta uma forma muito interessante de obter a func¢do de Green,
pois em casos como a de um grafo com apenas condi¢des de contorno do tipo Neumann (¢; =
2/djer; =(2/d;) —1paragraud; > 2,0ut; = 0er; =1 para grau d; = 1) e comprimentos

de arestas com valor ¢ constante, obtemos uma solugao na forma

Vi

oM (k) = 5fl ta ZAU . (3.29)

onde cada elemento do conjunto de equagdes que definem as familias de caminho P, ;, terdo a

forma

Py = e | g~ 7 12 d,dj P;; + > APl . (3.30)
J di le(V\{vi})
Como o grau d; de cada vértice pode ser obtido pela soma dos elementos da respectiva linha
para esse vértice na matriz adjacéncia A, teremos que a solucdo para a funcido de Green de um
caso com essas restricdes dependerd apenas da matriz adjacéncia que define o grafo.
Para mostrarmos a equivaléncia entre o método da funcdo de Green e da solucdo da
equagao de Schrodinger apresentada na sec¢do 3.1, removemos as leads dos grafos. Nesse caso,

o sistema de equacdes para essas familias pode ser escrito como

U (k)pr = pr, (3.31)

onde pr é uma matriz coluna com as familias. Essa matriz ainda pode ser reescrita como o
produto das duas matrizes que definem também a matriz no caso do sistema de equagdes de
Schrédinger no grafo US (k), sendo elas Dr(K) e Sp(K) (27). Porém se compararmos ambas
matrizes Ur, a diferenga entre essas matrizes € determinada pela ordem em que essas outras
duas matrizes que os definem sao multiplicadas. Assim como no caso de utilizarmos o0 método
resolvendo as fungdes de onda em cada aresta, pelo método da fun¢do de Green, agora utili-
zando as familias de caminhos, teremos o determinante secular para essa nova matriz, sendo
definido como

(F (k) :==det[I — UF] =0, (3.32)

0 qual permite obter o espectro desses grafos quanticos utilizando esse método da fungdo de

Green.
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3.2.1 Espectro de Grafos Quanticos

O estudo do espectro em mecanica quantica surge da necessidade de obter as autofun-
coes de sistemas. Isso € possivel em grafos quanticos ao obter os valores de energia dos seus
autoestados, assim, teremos o estudo dos espectros de grafos quanticos que permitird analisar
os estados ligados do sistema.

Para obter o espectro em um grafo quantico, podemos partir da sua fung¢do de Green.
Para esse caso, definimos um conjunto de autoestados v, (x) referentes a um espectro discreto

do grafo quantico, tal que

Hip, = Eby, (n=0,1,...) (3.33)
e um espectro continuo dado por
h2 2
Hipy, = 1, (v > 0). (3.34)
2m

Uma vez conhecido o espectro discreto e continuo de um sistema, podemos obter a funcdo de
Green desse sistema a partir da expansao espectral, a qual € dada por (22)

Glzpai8) =) %@:M + %du. (3.35)
n

Analisando a equacdo acima, notamos que temos na primeira parte dessa equagdo que as auto-
energias podem ser obtidas a partir dos polos dessa funcao e, consequentemente, os residuos da
funcdo trazem a funcdo de onda correspondente a essa energia.

Como exemplo, para o grafo quantico estrela (I's,) com n vértices, todas as arestas
de mesmo comprimento ¢ e condi¢des de Neumann em seus vértices. Aplicando o método

apresentado na se¢do anterior, teremos uma funcao de Green na forma

m 2eik€(1 + eQik:E)n—?/n zk(‘xf’+|zz|)

Grg, (xy, 233 k) = 2k [n — (n — 4)e2F(1 + e2ik£)n73/ne

(3.36)

Assim, os polos dessa classe de grafos quanticos, definidos pelos pontos de divergéncia, serdo

dados pelas raizes do seu denominador, ou seja

%[n — (n— )M (1 4 kO3 (3.37)

s

Essa igualdade tem como solug@o para k real, valores multiplos de ;,

o espectro dos grafos

quanticos estrelas sao dados pelo conjunto de valores de &,

Spec(Ts, ) = {k,} = {%} L (=0,1,2,..). (3.38)

A relacdo entre os espectros de grafos discretos e de grafos quanticos com arestas de mesmo
comprimento ¢ e condicdes de contorno do tipo Neumann em seus vértices, é discutido no

apéndice A. Nele obtemos a relagdo

1
k, = 7 arecos (1—=X), (3.39)
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onde Speca, = {\,;} é o espectro de autovalores da matriz laplaciana harménica Ag de um
grafo G discreto. Isso mostra que esses espectros estdo correlacionados e também que, com
as restri¢des impostas pelas condi¢cdes de contorno, eles sdo relacionados com a topologia do
sistema, pois pode ser obtido a partir de uma matriz do seu respectivo grafo discreto.

A fim de mostrar como o espectro obtido pelo método da fungdo de Green coincide

com o método padrio, temos o espectro de Ag que é
Speca(S,) = {0,172 2}, (3.40)

Através da relagio entre os espectros, teremos autovalores £,

1
k, = 7 aweeos (1—X). (3.41)
Portanto teremos seus valores dados por
2 4 2
Specn(S,) = 4 21 TH A TH LT 19,0, (3.42)
l 20 l
ou, de forma mais geral,
Specr(S,) = {’;—Z} L (1=0,1,2,..), (3.43)

resultando no mesmo espectro obtido em relacao ao método pelos polos da funcdo de Green.

3.3 TRANSMISSAO EM GRAFOS QUANTICOS

O espalhamento de uma fun¢@o de onda unidimensional através de uma certa estrutura
pode ser apresentado através dos grafos quanticos. Para obter esse espalhamento, partimos da
funcdo de Green, onde definimos um ponto z; em uma "lead" de entrada e um ponto z; na
"lead" de saida. Conforme apresentado anteriormente, para grafos quanticos com no maximo
uma "lead" em cada vértice e com a "lead" de entrada adicionada a um vértice definido como
v; € a "lead" final ou de saida definida como vy, temos a amplitude de espalhamento definida na

funcdo de Green como
4

ol (k) = dpri+ Y APy (3.44)
j=1
No qual para i = f, temos a amplitude de reflexdo Rr(k) e para i # f, define a amplitude de
transmissdo Tt (k). Essas amplitudes, como temos apenas uma entrada e uma saida do grafo,
devem respeitar a condi¢ao
[Be(R)” + |Tr (k)* = 1. (3.45)

Com essas amplitudes de transmissao e reflexdo do grafo definidas, podemos estudar
o comportamento do espalhamento de acordo com as condi¢des impostas. Considerando con-
di¢des do tipo 9, sendo um grafo com comprimento de arestas ¢ constante, podemos obter a

amplitude de transmissdao em func¢do do nimero de onda vezes esse comprimento das arestas e
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Figura 11 — Grafo P, com duas "leads" adicionadas

L _\1/—2_ [y

Fonte: O autor.

Figura 12 — Probabilidade de transmissdo no grafo quantico caminho com 2 vértices (P) em fungdo do
ndmero de onda vezes o comprimento da aresta (k£) e da intensidade « da § nos vértices.

(b) Extensao para valores de « entre 0 e 10.
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Fonte: O autor.

da intensidade da J, definida pela variavel «, a qual serd a mesma em todos os vértices. Consi-
derando o caso mais simples de um grafo, o grafo caminho com 2 vértices (/%), definido com
uma "lead" em cada um desses vértices, conforme apresentado na Figura 11. A amplitude de
transmissao desse grafo quantico como apresentado no apéndice B, é dada por

4 k2 eikf

T; k = — 4
FPQ( @) 4k? + dick — o?(1 — e?kl) (3.46)

Tomando o médulo quadrado dessa fungdo, obtemos a probabilidade de transmissao nesses
grafos P, em funcdo de k e «, conforme apresentado na Figura 12. Algumas observacdes que
podem ser feitas quando € considerada uma certa intensidade « nessas condi¢des 0 € o fato de
ndo ser uma fung¢do periddica para ov # 0. Porém, tomando seus limites, na razdo «/k tendendo
a zero, teremos os coeficientes de transmiss@o com comportamento cada vez mais similar as
condi¢des do tipo Neumann, o que pode ser visto em extensdes de valores de %k crescentes.
Um exemplo para esse grafo, cujos limites para valores de k e o s@o apresentados no mesmo
apéndice B.

Outra variacao possivel € analisar como comprimentos diferentes influenciam nesse
padrdo de transmissdo no grafo. Para esse caso, utilizamos o caso de dois vértices, ligados por

duas arestas, conforme apresentado na Figura 13(a), sendo uma com comprimento ¢ e outra com
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comprimento $¢. Como o método utilizado requer que o grafo seja simples, ndo possuindo mais
de uma aresta entre os vértices, podemos considerar um vértice adicional no meio de uma dessas
arestas, o qual deve possuir uma condi¢ao de contorno do tipo Neumann. Assim esse novo grafo
serd do tipo ('3, conforme ilustrado na Figura 13(b), onde os comprimentos de suas arestas sdo
(/2 nas arestas conectadas por esse novo vértice e ¢ na aresta que conecta os vértices de entrada
e de saida. Isso s6 € possivel nesses grafos quénticos devido a esse novo vértice possuir grau
2 e a condi¢@o do tipo Neumann, fazendo com que a amplitude de transmissdo através desse
vértice seja 1 e a de reflexdo seja 0, sendo um vértice que apenas transmite e nao reflete, ndo
interferindo na solucdo final. Nesse caso, a amplitude de transmissdo € dada por (ver apéndice

B
) A 4 Bkl _ GIBKI2IRL _ 2ifki-+ikl)

T(k, 5) = 0 — e2ikl _ o2iBkl _ piBkl+ikl | o2iBki+2ikl’

(3.47)

Fazendo o gridfico do médulo quadrado dessa amplitude de transmissdo, obtemos a
Figura 14. Da qual, ao considerar valores de  nao inteiros como na Figura 15, observamos
certas linhas finas de transmissao nula, as quais apresentam regides onde ha ressonancias nesses

grafos quinticos.

Figura 13 — (a) Grafo onde duas arestas sdo conectadas entre si por duas arestas com comprimentos ¢ e
(B¢ e cada uma por uma aresta semi-infinita e (b) sua representacéo possivel em um grafo quantico, onde
em uma dessas arestas € colocado um vértice transparente (com transmissdo 1 e reflexdo 0).

(b)
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Fonte: O autor.
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Figura 14 — Probabilidade de transmiss@o no grafo quantico definido na Figura 13.
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Fonte: O autor.

Figura 15 — Probabilidade de transmissao no grafo quantico definido na Figura 13, com valores
especificos de (.
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Fonte: O autor.

3.3.1 Transmissao em Tipos de Grafos

Uma abordagem para comparar o comportamento da trasmissdo em grafos quanticos
¢ através dos tipos de grafos. Nesse caso definimos vértices de entrada e saidas padrdes e o

numero de vértices sao aumentados, assim como o nimero de arestas, respeitando a topologia
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desses tipos de grafos definidos como na secdo 2.3. Ao longo dessa secdo, serdo abordadas as
transmissoes para os grafos estrelas (.5,,), grafos caminhos (F,), ciclos (C},) e completos (/,),
para cada qual foram escolhidos vértices de entrada sempre em um ponto definido e vértice de
saida variando de acordo com o caso a ser analisado. Em todas as andlises da probabilidade de
transmissao serdo definidas condi¢des de contorno do tipo Neumann em todos os seus vértices,
pois € a condi¢do que permite analisar a topologia dos grafos. Também € relevante estudar esse
caso, pois se considerdssemos condi¢des de contorno do tipo §, com valores de o > 0, porém
diferentes de uma condi¢do do tipo Dirichlet, o comportamento da probabilidade de transmissao
no grafo tende ao caso do tipo Neumann conforme o valor de £ aumenta.

Comecamos pelos grafos estrelas, onde definimos o ponto de entrada no vértice central,
enquanto o vértice de saida serd em um dos vértices conectados ao vértice central. Dessa forma,
obtemos que o grau do vértice central desse grafo quantico € igual a n de vértices que ele possui,
0 que permite analisar o comportamento da transmissao quando temos um dado grau n e todos
os outros vértices possuem grau 1, com excecdo do vértice de saida que tem grau 2. Portanto,
temos a probabilidade de transmissdo em fun¢do do ndmero de onda vezes o comprimento da

aresta conforme apresentado no gréfico na Figura 16, onde o seu periodo é de 7 /k/.

Figura 16 — Probabilidade de transmissdo dos grafos .5,
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Fonte: O autor.

Um segundo tipo comum de grafos, sao os grafos caminhos (F,). Nesse caso, se consi-
derarmos entrando em uma aresta da ponta e saindo na outra ponta, teremos uma probabilidade
de transmissdo sempre igual a 1, conforme apresentado na equagao (3.46) ao adotarmos o valor
a = 0ja que estamos em uma condi¢d@o do tipo Neumann, isso pode ser compreendido com essa
condic¢do contorno adotada, pois como todos os vértices do grafo terdo grau 2, logo a amplitude
de transmissdo em cada vértice serd 1, enquanto a amplitude de reflexdo ¢ 0. Uma abordagem
diferente e ainda interessante seria entrando e saindo em um mesmo vértice da ponta, assim

possuindo grau igual a 3 nesse vértice, grau 2 nos demais vértices e 1 no outro vértice da ponta,
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Figura 17 — Grafos do tipo P, com "leads" de entrada e saida adicionadas em um dos vértices da ponta.

- b) Grafo P, com uma aresta de comprimento
(a) Grafo representando o caso com n vértices. (ﬁ E) 2 P

i ®
. B

Fonte: O autor.

conforme ilustrado na Figura 17(a). A probabilidade de transmissdo em grafos quanticos nessa
forma sdo apresentados na Figura 18(a). Nesse caso, a adicdo de mais vértices, € equivalente
a analisarmos um grafo P,, porém com um comprimento de aresta ¢/ = n/. De forma geral,
podemos estender esse comprimento para valores reais [ de comprimento, conforme o caso
apresentado na Figura 17(b), assim obtendo um valor de amplitude de transmissao
T 8 = 2 349
cuja probabilidade de transmissdo € apresentada na Figura 18(b) em fungdo de k¢ e de 5.

Figura 18 — Probabilidade de transmissdo no grafo quintico P, entrando e saindo em um mesmo vértice
da ponta, em fun¢do do nimero de onda vezes o comprimento 3¢ da aresta.

(a) Grafico para valores inteiros (8 = n — 1). (b) Com valores de 3 entre 0.01 € 10.
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Fonte: O autor.

Em grafos quanticos do tipo ciclo, podemos considerar o caso de entrar em um vértice
e sair logo em um vértice adjacente. Esse caso € equivalente ao apresentado no caso de dois
vértices conectados por duas arestas. Assim, para um grafo do tipo C,,, teremos uma solug¢ao
igual a da equagdo (3.47), porém, com valores de (3 inteiros e igual a n— 1. Dessa forma teremos

transmissdes como as apresentadas na Figura 19.
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Figura 19 — Probabilidade de transmisséo nos grafos quanticos C,.

(a) Valores de n impares. (b) Valores de n pares.
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Fonte: O autor.

Um ultimo caso recorrente de grafos sdo os grafos completos. Como eles possuem o
maior ndmero possivel de arestas para um dado nimero n de vértices, o grau de cada vértice
cresce rapidamente, alterando drasticamente os coeficientes de transmissdo e reflexao neles.
Ao escolher um vértice de entrada, nesse tipo de grafo quantico, qualquer escolha de vértice
de saida adjacente a essa de entrada serd equivalente, devido as suas conectividades também
serem equivalentes. Logo, escolhendo vértices de entrada e saidas arbitrdrios nesses grafos, tal
que vy # v;, teremos as probabilidades de transmissdo nesses grafos conforme apresentada na

Figura 20.

3.3.2 Transmissao em Grafos Quanticos com [ "'leads"

E possivel estender a um caso de [ "leads" adicionadas ao grafo. Para isso, conside-

ramos uma "lead" de entrada e as outras [ — 1 "leads" como saidas. Dessa forma, teremos a

Figura 20 — Probabilidade de transmissdo dos grafos K.
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Fonte: O autor.
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conservacao de probabilidade na forma

> [l )

f

=1. (3.49)

onde f ~ [ apresenta que o vértice vy € adjacente de uma "lead" [ no sentido do vértice ser a
origem dessa aresta semi-infinita. Para esse caso, a funcdo de Green toma a forma
m

ih?k

Gre (wg,wii k) = - | dpseUmr==) e ol (k) ehllesln)] (3.50)

e essas amplitudes de espalhamento sdo obtidas por

[V]
ag’l) (k) = duri + ¢ Z AijPigf), (351

=1

onde Pig.f )¢ solucdo da familia de caminhos que vao do vértice i para o vértice j, considerando
um vértice vj conectado a uma "lead" de saida.

Como exemplo, temos para o grafo ciclo com quatro vértices (C), onde, conforme
a Figura 21, consideramos a "lead" de entrada adicionada ao vértice 1 e as demais "lead" aos
vértices de saida. Com essa construcdo, chegamos ao grafico de transmissdo e reflexdo em
funcdo de £ e ¢ apresentado na Figura 22. Nesse grafico, vemos que hd duas probabilidades
de transmissdo equivalentes, por sairem no primeiro vizinho. Outra caracteristica que pode ser
verificada € que a soma dessas transmissdes mais a reflexdo nesse grafo quintico com vérias

saidas resulta no valor 1, conforme esperado pelo que apresentamos na equacao (3.49).

Figura 21 — Grafo C; com "leads"adicionadas em seus vértices.

Fonte: O autor.
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Figura 22 — Probabilidades de Transmissdes e Reflexdo em um grafo C; com entrada em no
vértice 1 e saidas possiveis nos demais.
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Fonte: O autor.

3.4 ENTROPIA MEDIA DE ESPALHAMENTO EM GRAFOS QUANTICOS

Uma ferramenta importante em estudos sobre informagao € a entropia de informacao,
a qual permite medir a incerteza em uma distribuicdo de eventos possiveis (28). Caso exista
uma total certeza de que um evento ocorrerd, entdo a entropia desse caso deve ser nula, sendo
maxima apenas quando todos os possiveis eventos dessa distribui¢io possuam probabilidade
iguais de ocorrer, ou seja, incerteza mdxima. Deste modo, pensando em um caso em que temos
n varidveis de probabilidade, cuja soma delas seja igual a 1, temos a entropia de Shannon (9)

definida como
n 1 n
H, =Y pilog, o > " pilogy pi. (3.52)
i=1 v i=1

Dessa forma, podemos estudar a entropia informacional de um sistema. Como exemplo, temos
o caso de um sistema de dois estados, sendo um com probabilidade p e outro com probabilidade
(1-p),

H (p) = —plog, (p) — (1 —p)log, (1 —p), (3.53)
cujo grafico dessa entropia em fungdo de p é apresentada na Figura 23. Um exemplo pratico
desse primeiro caso € uma moeda com dois estados possiveis (cara e coroa), onde para uma
moeda sem vicios temos a mesma probabilidade p = 0.5 para ambos os casos € assim a entropia
€ méaxima. Porém para qualquer valor diferente dessa probabilidade a entropia diminui, sendo
os limites para p = 0 e p = 1, onde a entropia € 0.

Nesse trabalho, propomos uma entropia de espalhamento que utiliza das probabilida-

des de espalhamento em grafos quanticos (29), associando-as a probabilidades

ps(k) = |oi" (k) (3.54)

:
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Figura 23 — Entropia de Shannon para duas varidveis
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Fonte: O autor.

Isso € possivel pois os coeficientes de espalhamento sdo tais que respeitam uma relagdo de que

suas somas sao sempre iguais a 1,

Z S (k) (3.55)

ou seja, elas representam uma distribuicdo de probabilidades. Utilizando uma analogia com a
entropia de Shannon, definimos a entropia similar, em funcdo dessas probabilidades de espa-

lhamento

!
==Y ;(k)logyp; (k). (3.56)

Como observamos nos resultados de espalhamento dos tipos de grafos, onde utilizamos
condig¢des do tipo Neumann em todos os vértices do grafo, as probabilidades de transmissao e
reflexdo sdo periddicas. Considerando um pacote de onda quadrado com valores de £ em um
intervalo de 0 a K, onde K é o periodo da probabilidade de transmissdo, definimos a entropia

média de espalhamento como

H(op) = / H, (3.57)

Quando as arestas do grafo sdo comensuréveis, ou seja, se a razao entre os comprimentos for
um numero racional, o periodo K é multiplo de 7. Com essa entropia média de espalhamento,
verificamos seu comportamento para diferentes tipos de grafos, em casos que ha duas "leads",
sendo uma conectada ao vértice de entrada e outra ao vértice de saida. Para isso, utilizamos con-
figuracdes conforme as definidas na secdo 3.3.1, onde para os grafos estrela (.5,,), é adicionada

uma "lead" ao vértice central e outra a um dos vértices adjacentes a esse, no caso dos grafos
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Figura 24 — Entropia média de espalhamento nos grafos quanticos S,,, C,, e K.
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Fonte: O autor.

z

ciclos (C),) uma "lead" € conectada a um de seus vértices, enquanto outra lead é conectada a
um de seus vértices vizinhos, ja para os grafos completos, devido a sua topologia, podemos
escolher dois vértices diferentes para adicionar as "leads" de entrada e de saida, pois todos os
vértices sao sempre conectado aos demais. Assim, obtemos os valores apresentados na Figura
24.

Para compreender esses comportamentos da entropia média de espalhamento, verifica-
mos como ela se comporta de acordo com o grau do vértice em um grafo. Se considerarmos o
caso de apenas um vértice de saida, podemos ver esse comportamento de acordo com o aumento
de vértices nos grafos .S,,, pois neles teremos como entrada o vértice central e a saida em um
dos vértices adjacentes. Desse modo o grau do vértice central serd igual ao nimero de vértices
do grafo, permitindo analisar diretamente que, nesses casos com apenas uma saida, variando
o grau n em um vértice, teremos um comportamento semelhante ao caso para a entropia dos
grafos Sn no grafico apresentado na Figura 24, pois a condi¢do de contorno definida nesses
vértices depende do grau desses, assim implicando em uma amplitude de reflexdo com médulo
cada vez maior que a amplitude de transmissdo para vértices com grau maior que 4. Isso explica
o comportamento para os grafos /,,, pois todos os seus vértices terdo um aumento no grau de
acordo com o aumento de vértices, implicando no aumento da reflexdo e assim na queda mais
acentuada dos valores da entropia em fun¢do desse nimero de vértices.

Podemos analisar o comportamento da entropia média de espalhamento de acordo com
o grau do vértice considerando apenas um vértice, no qual teremos uma "lead" de entrada e ou-
tras d — 1 de saidas adicionadas, resultando em um vértice de grau d. Em um primeiro caso,
com apenas uma aresta semi-infinita adicionada a esse vértice, teremos esse vértice com grau 1
e apenas teremos a probabilidade de reflexdo, a qual possui valor 1, pois se trata de um "dead

end", assim possuindo uma entropia média de espalhamento de valor 0. Considerando apenas
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uma entrada e uma saida, teremos esse vértice com grau 2, o qual, como utilizamos condi¢des do
tipo Neumann nos vértices, terd probabilidade de transmissdo 1 e de reflexdo 0, assim também
possuindo um valor 0 de entropia média de espalhamento. Nos demais casos, conforme apre-
sentado na equacao (3.17), essa condi¢do utilizada implicard em uma probabilidade de reflexao
constante em rela¢do a k e de valor (2 — d)?/d? e outras (d — 1) probabilidades também cons-
tantes de transmissdo com o mesmo valor (2/d)?. Portanto, a forma dessa entropia de acordo
com o grau do vértice serd

H(ogg) - -C ;Qd) (2 ;;z)

onde S¢ é como chamamos esse grafo de apenas um vértice e d "leads". Pela qual podemos

4 4
log, —(d— 1)ﬁ log, L (3.58)

verificar na Figura 25 o seu comportamento de acordo com o grau desse vértice. Nesse caso
verificamos um maior valor de entropia para d = 6, porém, se compararmos com o valor para
o caso de [ eventos com a mesma probabilidade, que pela equagdo (3.56) seriam p;(k) = 1/I,
temos que a entropia que mais se aproxima desse valor € para d = 4. Isso significa que vértices
com grau 4 tendem a trazer uma entropia média de espalhamento mais proxima da situagdo de
equiprobabilidades, o que € esperado ao utilizarmos essas condi¢cdes de contorno, pois assim
teremos as amplitudes de transmissdo e de reflexdo iguais a 1/2, implicando em uma mesma

probabilidade de 1/4 de espalhamento para cada uma das "leads" adicionadas.

Figura 25 — Entropia média de espalhamento um grafo quantico formado por um vértice com
uma entrada e d — 1 saidas em func¢do do grau desse vértice.
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Fonte: O autor.

Para um vértice com grau igual a 3 (e para 2, como discutido anteriormente), teremos
coeficientes de transmissdes maiores que de reflexdo, implicando em um viés maior para cada
uma das transmissoes possiveis. O contrario ocorre quando o grau dos vértices sdo maiores que

4, onde a reflexdo aumenta com o grau do vértice. Com isso, verificamos valores das entropias
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média de espalhamento mais préximos aos casos de equiprobabilidades, sendo a juncdo de
quatro arestas em um vértice com condicao de Neumann, o caso com o valor mais préximo.
Portanto, conforme os dados apresentados referente a essa entropia, verifica-se que ela
permite utilizar o espalhamento em grafos quanticos, na qual temos certas probabilidades de
transmissao e reflexdo de acordo com as condi¢des do modelo, como um recurso de varidvel
aleatdria ao utilizarmos um certo pacote de onda. Com isso, temos uma conexao com uma teoria
de informacao, definindo uma entropia de informagao em grafos quanticos baseados na entropia
de Shannon. Porém, como as probabilidades de espalhamentos em grafos quanticos siao obtidas
por informacdes sobre a topologia desses grafos e suas condi¢cdes de contorno, essa medicao se
correlaciona a essas informagdes. Temos o interesse de entender melhor essas correlagdes.
Dessa forma, foi apresentada um modelo de dindmica quantica em grafos. Dentre as
possiveis utilizacdes desse modelo, ha o caso de modelos em informacgdo quantica. Isso € apre-
sentado no modelo proposto por Childs (30), que utiliza de espalhamento em grafos para definir
elementos como portas ldgicas quanticas e algoritmos. Visando essa transicdo para aplicacdes
em informac¢do quantica, um modelo, agora estdtico de mecanica quantica, modelada em grafos

serd o foco do nosso estudo a partir da proxima secao.
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4 ESTADOS GRAFO

Os estados grafo demonstram uma forma de obter um estado quéntico de n qubits
emaranhados, importante como um estado inicial para o desenvolvimento de algoritmos, para
que ao arranjar portas 16gicas quanticas entre esses qubits, possa trazer um estado final desejado.
Dessa forma, serd discutido ao longo dessa secdo conceitos envolvendo a drea de informagdo

quantica e a construcdo desses estados com base no formalismo de grafos.

4.1 INFORMACAO QUANTICA

Nessa secdo desenvolveremos os principais conceitos que ddao base a descricdo dos
sistemas quanticos utilizados na teoria de informag¢do quéntica, apresentando brevemente con-
ceitos iniciais como a notacdo utilizada para aqueles que ndo sejam familiarizados com ela.
Ap6s isso, serdo definidos os elementos bisicos como os qubits, matriz densidade, medi¢des de

emaranhamento e finalmente elementos para a construcdo de circuitos 16gicos quanticos.

4.1.1 Notacao

Em estudos em mecanica quantica, temos a notagdo de Dirac que permite uma abor-
dagem mais adequada de problemas. Nela podemos apresentar casos como o de uma particula
definida por uma certa fun¢do de onda quadrado integravel ) pertencente a um espacgo de Hil-
bert de estados da particula, associando a um estado apresentado na forma [¢), um vetor de
estado pertencente a esse espaco de Hilbert. Com essa notagdo a partir dos "kets"(])), permite

representar o estado de um sistema a partir de bases |¢,,) do espaco de Hilbert, na forma
) = ln). (4.1)

No qual temos suas amplitudes de probabilidades «,, das respectivas bases |1,,). E, tomando o
hermitiano conjugado desse vetor de estado, teremos o chamado "bra"((]), os quais podem ser
escritos de maneira similar, porém com o complexo conjugado dessas amplitudes de transmis-
sao,

(W= an (Wl (4.2)

Dentre os conceitos importantes, temos a ortonormalidade entre dois estados, no qual,
caso dado dois estados [i1) e [1)2), sejam ortogonais, o seu produto interno deve ser igual a
zero, o que € escrito na forma (1, |1,/) = 0, e esse produto interno de um mesmo estado deve
serigual a 1 para que ele seja normalizado, o que € escrito na forma (1|¢)) = 1. Esses conceitos
implicam que um estado normalizado |1)), com bases |t/,,) ortonormais entre si, terd coeficientes

tais que obedecem a condi¢@o de normalizagdo

D ol =1. (4.3)
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No caso de um sistema de n particulas temos uma composi¢cao dos espacgos de Hilbert
de cada um desses subsistemas a partir de um produto tensorial, denotado por "®"desses espa-
cos. Isso é apresentado nos vetores de estado de um sistema geral |¥) composto pelos estados

de cada uma das n particulas na forma
0) = [¢); @ [1)y @ ... @ 1), = Q) 1), - (4.4)
7j=1

Como forma de simplificar a notagc@o, podemos ainda escrever esse estado na forma

|\Ij> = |w171/]2a 7¢n> ) (45)

mas sempre levando em conta o espago a que pertencem.

4.1.2 Qubits

Os bits representam a unidade basica de informacao cldssica, assumindo apenas dois
valores possiveis (0 ou 1), e assim, qualquer sistema fisico com dois estados distintos pode defi-
nir um bit. Em analogia a esses, foi dado o nome de bits quanticos, ou qubits (31), para sistemas
quanticos que possuem 2 estados ortogonais. Sendo assim, um qubit é definido como um estado

de um sistema, onde dois vetores de estados ortogonais encontram-se em Superposicao.
V) = ao|0) + ax [1). (4.6)

Assim como sistemas fisicos cldssicos de dois estados distintos definem bits, sistemas quanticos
de dois estados podem representar um qubit (28). Alguns exemplos de sistemas quanticos que
podem ser usados como qubits, s@o particulas com spin % e estados ortogonais de polarizacao
de um féton. No estudo dos qubits, é importante a introducdo das matrizes de Pauli, dadas na

forma
I = (1] [1) , 4.7)
Oy = (1) (1] , (4.8)
o, = ? _ol , 4.9)
o, = (1) _01 : (4.10)

Como um dos exemplos da importancia dessas matrizes na informagdo quantica, temos a base
computacional quéntica dada pelos vetores de estado |0) e |1), os quais sdo definidos como os

autovetores de o, para os respectivos autovalores -1 e 1. Assim, a forma matricial dessa base

0= (! @.11)
- 0 9 .

computacional é dada por
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1) = (?) . (4.12)

Essas matrizes apresentadas nas equacoes (4.7) a (4.10) definem os chamados de operadores de

Pauli, e podem ser reescritos nessa base computacional da seguinte forma

6o = I = 10)0] + |1X1], (4.13)
0o = |0)1[ + [1)0], (4.14)
oy = i([1}0] — [0X1]), (4.15)
o = [0X0] — [1)1]. (4.16)

Finalmente, a relagdo de comutagdo entre esses operadores € obtida na forma
[6j,6k} = Qi»sjkl&l, (417)

onde ¢, € o simbolo de Levi-Civita (32).

Todos os operadores associados as matrizes de Pauli possuem dois autovalores, sendo
+1 e —1. Dentre os seus autovetores, destacam-se os do operador ¢, os quais definem os
vetores utilizados na base computacional quéntica |0) e |1), e os autovetores do operador 7,

denotados por |+) e |—) possuem a forma

1

V2

os quais podem ser utilizados também nas notacdes de informacio quantica por apresentarem

+) (10) £ 1)), (4.18)

um estado de superposi¢ao.

De forma geral, podemos apresentar um tunico qubit a partir de uma esfera de raio
unitdrio, chamada de esfera de Bloch (33). Nela temos que cada ponto na superficie da esfera
representa um estado |¢)) unico. Esse modelo permite representar graficamente a acdo de ope-
radores sobre qubits Gnicos na forma de rotacdes em seus angulos 6 e ¢, definidos na Figura 26.
Portanto um estado |¢)) de um qubit na esfera de Bloch pode ser escrito a partir dos kets |0) e

|1) e os angulos 6 e ¢ nessa esfera, permitindo escrever

|Y)) = cos (g) 0) + e“sen (g) 1) . (4.19)

Uma extensdo de um sistema de qubits é obtida ao trabalhar com um nimero n natural de
qubits. Como ja mencionado acima, o espaco de Hilbert do sistema composto € obtido pelo
produto direto entre esses estados. Portanto, como cada qubit € pela composi¢ao de dois estados,

em um caso de n qubits, o vetor de estado do sistema deve ter dimensdo 2". Por exemplo, no
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Figura 26 — Esfera de Bloch

FT7

Fonte: O autor.

caso de dois qubits, teremos quatro vetores de estados possiveis, sendo |00), |01), |10), |11).

Um estado geral de superposicao desses estados é dado por
’w> = Qo ’00> + Qo1 |01> + 1o ‘10> + a1 |11> ; (420)

onde, devido a condicao de normalizacdo, os coeficientes devem ser tais que

1

> el =1. (4.21)

i,j=0
4.1.3 Matriz Densidade

A matriz densidade permite obter informagdes estatisticas em um ensemble definido
(34). Esses ensambles apresentados por meio dessa matriz podem ser tanto puros, como mistos.
No caso dos estados puros podem ser definido a partir de um vetor de estado [¢)). A

matriz densidade p para esse caso € dado pelo produto entre esse vetor e seu adjunto, assim,

p =Xyl (4.22)

Uma extensao €é dada para caso de um sistema quantico definido pela composicao de matrizes

densidade de estados |¢,,). Para esse caso, a matriz densidade serd apresentada na forma

p="> Pnlthn)tnl, (4.23)
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onde p,, apresenta a probabilidade desse estado, ou seja 0 < p,, < 1 e teremos ) p, = 1jd
que € a soma das probabilidades dos estados que compdem o sistema. Sistemas que s6 podem
ser apresentados por uma matriz densidade dada por composicdes desse tipo sdo chamados

estados mistos, ndo sendo possivel obter um vetor de estado que traga uma matriz densidade

como apenas |1)(1)].
Uma primeira propriedade dessas matrizes € o seu traco unitario, obtida a partir das

definicdes dos seus coeficientes p,,, assim pode ser demonstrado na forma
anz (Glton) (Wnlg) = anz (Pnlg) (ilen) = an (nlthn) =1, (424)

pois ) [7)(j| = 1. Uma segunda caracteristica € ser uma matriz Hermitiana, ou seja,
p=p, (4.25)

pela forma geral apresentada, teremos
ph= an |V )X(tn])T anwn (tn| = p. (4.26)

A ferramenta fornecida pelas matrizes densidade pode ser entendida a partir da apli-
cacao da medicao de um observavel sobre um sistema quantico. Aplicando um operador A que

define essa medicdo e |¢) sendo o vetor de estado, obtemos

Multiplicando por ) |a)Xa| = 1, chegamos a

) = "pu Y (Wnl Ala) (althy) —Zan (afthn) (on] Alar). (4.28)

[0}

Como o traco de um operador H pode ser escrito na forma Tr (H ) = >; {Jl H |j), teremos

que

(A) = Tr (Z Pn [0 )Yt A) : (4.29)

Considerando a forma de p apresentada na equacdo (4.23), temos
(A) = Tr (;321) —Tr (A,s) . (4.30)

Fornecendo uma forma direta do valor esperado ao atuar um operador que representa um dado
observével sobre um sistema fisico.

Com a definicao do operador densidade de um sistema quantico e a relagao dela com o
valor esperado de uma observavel, podemos utiliza-la para prever comportamentos no sistema.
Essas medicdes permitem analisar correlacdes quantica no sistema, como o emaranhamento
quantico. Para realizar a medi¢do dessas correlacdes, partimos das matrizes densidade, como

apresentaremos na se¢ao a seguir.
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4.14 Estados Emaranhados e medicoes de Emaranhamento

Em um sistema quintico |¢)) composto por dois subsistemas, estando um deles com
um observador Alice (A), definido pelos |[A\) , € H4 e o outro com Bob (B), onde teremos

|¢) 5 € Hp. Esse sistema € definido através de uma composi¢do dos subsistemas na forma
) = o [An) 4 @ |60 - 4.31)

Uma correlagdo quantica chamada de emaranhamento pode ser analisada por um primeiro cri-
tério, o de separabilidade. Nesse critério, temos que caso esse estado |¢)) possa ser escrito na

forma
V) =N4®|d)p, (4.32)

€ um estado separdvel, pois consiste apenas na composi¢ao desse sistema de estados ndo ne-
cessariamente correlacionados. Porém, caso nao seja possivel escrever esse estado nessa tltima
forma apresentada, ele é um estado emaranhado.
Como exemplo desses casos, temos para um estado descrito a partir da base de qubits
na forma
1 1 1 1
) = 5]00)+§|01>+§\10>+§]11). (4.33)

Isolando o qubit do primeiro subsistema, teremos
1 1
[¥) = 5100 @ (10) + 1)) + 5 1) ® (|0} + 1)), (4.34)
o que ainda pode ser simplificado para a forma
1
[¥) = 5(0) +11)) ® (|0) + [1)). (4.35)
Usando a forma do estado de superposigio |+) = \%(|0) + |1)), teremos
) =) @+) =[++), (4.36)

sendo assim um estado separavel no produto de dois kets definidos e assim nao é emaranhado.
Porém em um caso de um estado com uma mudanga de fase no ultimo ket, sendo apresentado
na forma
) = 2100y + Ljory + Loy — Ly (4.37)
2 2 2 2

Nesse caso, a maior reducdo possivel serd para um estado na forma
1 1
[¥) =510) @ (10) + 1) + 5 1) @ (|0) — 1)), (4.38)

e, portanto com os estados se superposi¢do |+) e |—),

1 1 1 1
W):_|O>®|+>+E|1>®|_>:_2’0+>+ﬁ|1_

7 ), (4.39)
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no qual a determinac¢do do primeiro qubit implicard numa correlagdo direta com o estado de
sobreposi¢do do segundo qubit. Sendo assim um estado emaranhado, onde ndo € possivel rees-
crever como um produto entre dois estados, cada um de um dado subsistema, apenas como uma
composi¢do de estados possiveis desse sistema.

De forma mais geral, podemos partir da sua matriz densidade e determinar o emara-
nhamento de um sistema. Como exemplos, a partir de casos apresentados, temos um caso se
estados separdveis, do qual a sua matriz densidade poderd ser escrita diretamente a partir desses
subsistema, ou seja,

Py = [ONY| = [++X++, (4.40)

possuindo a representacdo matricial

Pezy = (4.41)

PN N LN N T
N T N N N T
N L N e N [ N
N N N e

Porém em casos como do segundo exemplo, onde teremos estados emaranhados, a sua matriz

densidade serd definida como uma composi¢ao de estados puros
1 1 1 1
Peaz = [U)Y] = 5 |0+ X0+] + S 0H)X1—] + 5 [1=XO+[ + 5 1K1, (4.42)

podendo ser representado pela matriz

|
LoaflefL

Pexs = (4.43)

| [y — [y
»Jkl | | |

| —_ —_ —_
>J>| | | |

| —_ — [y
»J>| | > |

>J>|>—w:>|| NS

Por ser uma correlagdo puramente quantica, uma medi¢do desse emaranhamento a

partir da sua matriz densidade (E(p) ) deve respeitar certas condi¢oes (35)
i. E(p) =0 se p é separdvel,

ii. Operagdes unitdrias locais nao devem modificar essa medi¢do, por serem apenas opera-
¢des de mudanca de base, portanto E(p) = E(Uy ® UgpU', @ UL);

iii. medi¢Oes de operagdes locais e comunicagdo classica (LOCC) definidas por um operador
O devem manter o emaranhamento ou diminui-lo, mas nunca aumentar, pois por se tratar
de uma correlag@o ndo cldssica ndo deve crescer sob operagdes cldssicas, assim E(p) >
E(©p).
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4.1.4.1 Matrizes Transpostas Parciais e o critério PPT

A operacdo de transposta parcial de uma matriz densidade (28) é definida pensando
primeiramente em uma matriz densidade p4p de um estado separdvel em duas matrizes p4 de

indices ¢ e j e outra pp de indices k e [. Logo

PAB = Z aivjvkvlpAi,j ® ka,m (444)

i7j7k7l

a qual ainda pode ser escrita definindo essas matrizes densidades em termos dos seus indices,

pas = Y @ik |i)i] ® k)] (4.45)

i7j7k7l
O termo transposta parcial se deve ao fato de ser aplicada uma transposi¢do sobre uma dessas
matrizes que compdem p 4p, dessa forma, uma transposta parcial em relagdo ao subsistema A

por exemplo, € apresentada como

P = > a1 @ kX1 (4.46)

i7j7k7l

Como a transposta (|i)(j])7 implicard em uma inversdo desses indices i e j,

TA _ BVE
PaB = E @i |70 @ |RXI (4.47)
i7j7k7l
o que pode ser generalizado realizando a troca entre os indices 7 € j, mostrando que essa ope-
racdo implica em uma permutacdo nesses indices do coeficiente a. Portanto, uma matriz trans-

posta parcial em relacio a A é definida como

P = D ajina N3] ® kX1 (4.48)
okl
Uma matriz € definida como PPT (transposta parcial positiva), caso todos os seus au-

tovalores sejam maiores ou iguais a 0
p't >0, (4.49)

assim, define um primeiro critério para dizer que um dado p = pppr é um possivel estado
separdvel, porem nao suficiente, sendo necessarias outras medidas de emaranhamento. Por outro
lado, uma matriz é definida como NPT (transposta parcial negativa), caso possua autovalores
negativos

pt <0, (4.50)

assim, dizemos que para o estado quantico definido pela matriz densidade p = p¢ns, @ ndo

separabilidade € garantida (36, 37).
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4.1.4.2 Negatividade

A negatividade, com notag¢do N/, é obtida a partir da matriz densidade do sistema, dada
por (38)
lp™ ) =1 Trjp™[—1
-2 2
onde p™ demonstra que estd sendo aplicada uma transposta parcial sobre a matriz densidade p.

N(p)

(4.51)

Uma outra defini¢do € obtida pela soma do médulo dos autovalores \; negativos da matriz p’4
(39), assim teremos
N(p) = Al (4.52)
Ai<0
No caso de qudits, uma extensdo do conceito de qubit, onde cada componente do sistema possui

d estados possiveis, os valores da negatividade desse sistema se encontram no intervalo (40)

0<N(p) < =(d—1). (4.53)

N | —

Portanto, no caso de qubits, d = 2 os valores do emaranhamento devem estar entre 0 e %
Como exemplo, podemos usar as matrizes apresentadas nas equagdes (4.41) e (4.43).
No primeiro caso, qualquer transposta parcial que tomarmos teremos a mesma matriz e entao,
seu conjunto de autovalores que é {03 1} ndo se altera e sdo todos positivos, desse modo,
esse critério de negatividade demonstra que esse primeiro estado ndo € emaranhado. Porém,
no segundo sistema, inicialmente seus autovalores sdo {0% 1} e podemos tomar sua matriz
transposta parcial em relacdo a um dado subestado, podendo ser o de Alice ou de Bob, nesse

caso, ambas implicam em uma mesma forma matricial

1 1 1 1
4 4 4 4
i1 -1 -1
Ta _ T - 4 4 4 4
Po=P =1 212 1 1| (4.54)
4 4 4 4
1 -1 =1 1
4 4 4 4

possuindo autovalores {—%, %3}, portanto € um estado ndo separdvel por possuir um autovalor
negativo e como estamos tratando de qubits, a medi¢do de negatividade serd maxima (N (p) =
b

Portanto, temos com a negatividade uma medi¢ao computdvel de emaranhamento para
estados mistos (39), sendo assim bastante eficiente quando trabalhamos com esses estados.
Desse modo, ela serd bem relevante para avaliar o emaranhamento no caso de estados grafo

randomizados, que serd apresentado no final dessa se¢do.

4.1.5 Portas Logicas Quanticas

As portas 16gicas quanticas aparecem como uma forma anédloga as operagdes realizadas
entre os bits de um sistema cldssico. Dessa forma, imaginamos um dispositivo quantico que

realiza transformagdes unitdrias em um qubit ou um conjunto deles, sendo assim definido por
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um operador unitdrio U (41). Definindo como um operador, a atuacdo dessa porta define um

estado final |¢/;) ao atuar sobre de um estado inicial |/;) na forma

Uli) = [y) - (4.55)
Uma forma de representar graficamente essas portas logicas € apresentado na Figura 27.
Figura 27 — Diagrama de uma porta logica quéantica U, que € representada por uma caixa com

seu respectivo nome U, a qual € ligadas por duas linhas, na esquerda sendo o estado antes da
operacdo e na direita apds essa transformacgao unitdria.

A

i) — U —— Iy

Fonte: O autor.

4.1.5.1 Porta Hadamard

As portas Hadamard sdo definidos por um operador H, possuindo representagao con-

forme a Figura 28, definido na forma matricial, a partir dos vetores associados aos qubits como

g= (M (4.56)
V21 1) '

ou, na base binaria, como
1

H=
V2

(100} + |O)L] + [1)X0] = [1)1]). (4.57)

Figura 28 — Diagrama da porta Hadamard H.

A

H

Fonte: O autor.

Uma das propriedades dessa porta € verificada ao aplicd-la sobre as bases de qubits,
a qual retorna um estado de superposicao apresentados na equacao (4.18). O inverso ocorre
ao aplicar a porta sobre esses estados, retornando para uma das bases computacionais. Dessa

forma, aplicando essa porta sobre os estados apresentados nas equagdes 4.11, 4.12 e 4.18,

H|0) = |4), (4.58)
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H1)=|-), (4.59)
HI+) =10), (4.60)
H|-)=11). (4.61)

Devido a essas operagdes, € possivel preparar um estado, como no caso de qubits inicialmente
em um estado |0) ou |1), deixando-os em um estado de superposi¢cdo ao aplicar essa porta
Hadamard. Essas propriedades serdo importantes no estudo de estados grafo, pois, como sera
apresentado posteriormente, para preparar os estados grafo, necessitamos de um estado inicial
de n qubits, com cada um estando em um estado |+). Aplicando em paralelo, uma porta Ha-

damard em cada um dos qubits que inicialmente se encontram em um estado |0), obteremos

um estado de superposicao desses 2" estados cada um com um coeficiente \/127 (41), conforme

desejado.

4.1.5.2 Portas de Pauli

As portas de Pauli sdo definidas a partir das matrizes de mesmo nome apresentadas
nas equacoes (4.7) - (4.10). Aqui passamos a usar a notacao I,X,YeZ para os respectivos

operadores 1,6, oy € 0. No caso da porta X, ao atuar sobre um qubit, desempenha um papel

Figura 29 — Diagrama das portas de Pauli I,X,YeZ

I X

Y I A

Fonte: O autor.

andloga a uma porta NOT classica, invertendo o estado de entrada. Desse modo, atuando essa

porta sobre as bases computacionais quénticas |0) e |1), obtemos as relagdes

X0y =11), (4.62)

X 1) = 0). (4.63)



56

Podemos fazer uma analogia dessas transformacdes, como uma rotag¢do de 7 radianos ao redor
do eixo x na esfera de Bloch que define um qubit. Porém, uma defini¢do de porta universal
NOT quantica ndo é adequada para esse operador, pois a operacao que ela realiza € no sentido
de inverter os kets |0) e |[1). Em casos como de combinagdes lineares dessas bases, como em

um qubit definido por |¢), na equagdo (4.6), verificamos que o estado serd
X [1) = X (ag [0) + o 1)). (4.64)
Substituindo as relagdes obtidas ao atuar esse operador X sobre as bases computacionais,
X i) = ag 1) + o1 [0). (4.65)

Assim, aplicando essa porta em casos de superposicdo como dos vetores |+) e |—), retornard
estados |+) e — |—), apenas aplicando uma fase e néo invertendo os estados de um em outro.
Desse modo, devemos restringir essa analogia de porta NOT apenas em relacdo a base com-
putacional ou ao se referir que ela inverte, no caso de uma combinacdo linear dessa base, as
amplitudes de probabilidades entre elas.

A porta Y atua como uma rotagdo de 7 radianos nesse eixo y na esfera de Bloch. Logo
apenas a transformagdo de um estado |¢) por essa porta serd apresentado, sem buscar muitas
relagdes com portas lGgicas cldssicas. Portanto, aplicando-a sobre |¢)) definido na equagio (4.6),
obtemos

Y [y = —iag 0) +iay [1) . (4.66)

A tltima porta légica do tipo Pauli € a porta Z, definida por ¢, a qual, ao aplicar sobre

os estados que definem a base computacional, obtemos

A

Z10) = |0}, (4.67)

Z1)=—1). (4.68)

Devido a essa fase obtida nessa ultima equagdo, podemos dizer que essa € uma porta inversora
de fase.

Como a rotagdo na esfera de Bloch que essa operagdo implica em um qubit € de uma
rotacdo no eixo z, € interessante analisar autoestados de outros eixos definidos nela, como os
estados |+) e |—). Nesses casos teremos uma transformacdo de um no outro através dessa
operacdo, sendo assim,

Zl+) =1-), (4.69)

Z|-)=1|+). (4.70)
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Figura 30 — Diagrama de uma porta controlada associada a uma operacio U no segundo qubit

Vi) V)1

A

Wi)e —— U |y

Fonte: O autor.

4.1.5.3 Portas controladas

Na construcdo de um sistema € importante haver conexdes entre os elementos deste,
no caso da construcdo de circuitos e algoritmos quanticos, essas conexdes sdo obtidas atra-
vés de portas que conectam mais de um qubit a0 mesmo tempo. Dessa forma, com portas de
multiplos qubits, sdo definidas interacdes entre esses qubits e o estabelecimento de correlagdes
entre eles. Dentre as portas que atendem a essas necessidades, encontramos as chamadas portas
controladas.

As portas controladas sdo primeiramente definidas para o caso de relagdo entre dois
qubits. Nesse caso cada um desses qubits possui uma funcao, sendo um deles o qubit de controle
e o outro o qubit controlado. Caso o qubit de controle se encontre em um estado |0), ndo serd
realizada operacdes sobre o segundo elemento, enquanto que, no caso do primeiro se encontrar
no estado |1), a porta atuard sobre o estado do outro qubit. Dessa forma, podemos apresentar
um caso geral de uma porta controlada que executa uma operagao definida por um operador de

dimensao 2 chamado U, assim, a porta controlada Ue possuird a forma
U= [0)0| @ I+ [1)(1] @ U. (4.71)

Utilizando de um estado quantico geral de dois qubits, como o apresentado na equagdo (4.20),

a atuagdo dessas portas nesses estados resulta em
Uc [4) = (|0)0] @ I+ [1){1] @ U)(co0 [00) + cvor [01) + 1o [10) +anr [11)), (4.72)
como um vetor do tipo |mn) é definido como |m) ® |n), podemos reescrever na forma
Uc 1) = (|0)(0] @ I+ [1)(1] @ U)[|0) @ (a0 [0) + a1 [1)) + [1) (@10 [0) + a1 [1))]. (4.73)

Como |0) e |1) sdo ortonormais, podemos simplificar essa equa¢do com a relagio (m|n) = 0.,

onde d,, ,, € a delta de Kronecker, portanto,

Uc [90) = argo |00) + gy |01) + 1) @ U (g0 |0) 4 gy [1)). (4.74)
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Figura 31 — Diagrama das portas controladas UC X5 Ucy e UC 7

—\Uexl— — Uyl Uczt——

Fonte: O autor.

Alguns dos operadores utilizados para definir portas controladas sdo os operadores re-
lacionados as matrizes de Pauli, apresentadas nas equagdes (4.14) - (4.16). Assim, 0s respectivos

operadores possuirdo a sua forma dada a partir da equacao (4.71), sendo
Uc; = |0)0] & I +[1)(1] @ 6, (4.75)

onde j € igual a x, y ou z.
Com as defini¢des da forma matricial de |0) e |1), apresentadas nas equagdes 4.11 e

4.12, podemos mostrar as formas matriciais desses operadores sendo

0 0 0
1 0 0
0 dj0+0j. 05— 105y
0 6jp+1i05, 0j0—9;.

Uy = : (4.76)

o o o =

onde 9§, ; ¢ a delta de Kronecker e o caso j = 0 representa a matriz oy, a qual € igual a matriz
identidade de dimensao 2.

Essas portas controladas, por atuar em dois qubits simultaneos, permitem gerar estados
emaranhados, como no caso da porta X -controlada, definida na equag@o (4.75), onde 7; = 0.

Ao atuar em um estado geral de dois qubits como (4.20), obtemos uma relacao igual a (4.74),

A

comU = X
Ucx |1h) = ao [00) + gy [01) + 1) @ 64 (ag0 |0) + aqy |1)). (4.77)

Podemos ainda simplificar essa equagdo com as relagdes ao aplicar o operador X nos kets |0) e

|1), conforme apresentado nas equacdes (4.62) e (4.63). Assim, obtemos
Ucx |10) = ano [00) + vy [01) + avgq [10) + g [11) (4.78)

Em um caso inicialmente descrito como um estado separavel |¢)) = |[+) ® |0), ou seja, com
1

1
¥) = G 100) + 7 10), (4.79)
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Ao aplicarmos essa porta X -controlada sobre esse [¢)), obtemos

. 1 1
Uox [} = —=100) + == [11), (4.80)

V2 V2

o qual é um estado emaranhado conhecido como estado de Bell |®*), demonstrando assim
como podemos obter um estado emaranhado conhecido a partir do uso dessa porta.

Outra porta que desempenha um papel similar, é a porta definida como Ucy na equacao
(4.81). Por ser um operador cuja representacdo na forma matricial € diagonal, as amplitudes de
probabilidade dos estados que compdem esses qubits ainda sdo as mesmas, mas ainda assim
permite a obtengdo de estados emaranhados.

A partir da equagdo (4.75), onde teremos J; = 0., a forma do operador nas bases

computacionais quanticas € definido como
Ucz = |0)0] ® T + |1)(1] © 6. (4.81)

Porém, podemos escrever o operador identidade de dimens@o 2 em termos das bases computa-
cionais como
Iy = [0)0] + [1)1], (4.82)

e no caso da operador associado a matriz de Pauli o, teremos
&= = [0X0] — [1){1]. (4.83)
Substituindo essas duas relagdes na equacao para Ucz, obtemos
Ucz = |0)0] @ (J0X0] + [1X1]) + [1)X1] @ (|0X0] — [LX1]), (4.84)
expandindo,
Ucz = 10)X0] @ [0)0] + [0)0] @ [1)(1] + [1)(1] ® [0X0] — [1){1] & |1)1]. (4.85)
Agora adicionando uma soma que equivale a um operador zero 0, como
0= J1}1| @ [1X1] — [1X1] @ 1)1, (4.86)
ao somar com a relagdo para esse operador da porta Z-controlada,
Ucz = [0)0]@]0)0] +[0X0] @ 1|+ [1X1] @ ]0)X0] +[1XL| @ [L{1| — 2 [L{1] @ |1)1] . (4.87)
Simplificando, temos
Ucz = |0)X0] ® (JOXO] + [1X1]) + [1X1] ® (JOXO] + @ [1X1]) — 2|11 @ [1X1],  (4.88)
implicando em

Ucz = (00| + [1)11) @ (J0)0] + [1(1]) — 2 1)1] & [1)(1] (4.89)
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A partir da forma apresentada na equacgao (4.82), simplifica-se para
Uoz = b I — 2[1)(1] @ |1)1], (4.90)

Essa é uma forma mais simples e melhor de trabalhar, pois enquanto o primeiro termo da soma
temos apenas identidades, que preservam a forma original do estado sobre o qual esse operador
estd atuando, no segundo termo, temos apenas um projetor |1)(1|, e dessa forma, pela condig¢do
de ortonormalidade, apenas kets do tipo |1) serdo preservados por ele.

Uma forma para estender ao caso de um sistema de n qubits, com j e k sendo os qubits

sobre o qual essa porta atua, e com os operadores identidade sempre com dimensao 2, teremos

T = (fj ® Iy —2]1)(1], ® !1><1!k) KR i 4.91)
le{1,...n}\{j,k}
Uma tltima generalizacdo dessa porta € para o caso em que ela faca a conexdo entre
um nimero maior de qubits. Assim, uma porta Z-controlada que atua sobre um nimero N de
qubits a0 mesmo tempo, os quais sdo denotados por um conjunto de nimeros {1, 2, ..., N}, em

um sistema de n qubits é definida na forma

n

N n
Uy = QL -2 11, & I (4.92)
j=1

Jj=1 E=N+1
4.1.6 Circuitos Quanticos

Para representar todo o processo de constru¢cdo de um estado quantico a partir da apli-
cacdo de portas ldgicas quanticas, necessitamos de uma forma de diagrama, para que todo o
contexto e 16gica de obtencdo desse estado final sejam bem compreendidos de uma forma di-
reta. Nessa necessidade de melhor representar esses algoritmos, surgem os diagramas de circui-
tos quanticos. A importancia deles é compreendida em casos onde teremos varios qubits € um
grande nimero de portas l6gicas quanticas.

A construcdo desses diagramas ¢ muito andlogo ao pensarmos em circuitos cldssicos.
Um primeiro elemento sdo as linhas horizontais, as quais em circuitos cldssicos representariam
os bits, aqui fazem uma extensdo direta para os qubits que compdem o sistema. Ja as portas
l6gicas quanticas sdo definidas por simbolos mais simples do que as classicas, sendo apresen-
tadas por um quadrado com o simbolo da operagdo realizada. No caso de portas que atuam
sobre mais de um qubit, temos linhas verticais com nds que ligam essas portas aos qubits sobre
0s quais essas atuam, conforme apresentado na Figura 32. Com esses elementos definidos, a
construcdo e leitura desses circuitos € realizada no sentido da esquerda para a direita, seguindo

as operacdes que aparece nessa ordem.

4.1.7 O Computador Quéntico de Unico Sentido

Como um exemplo proposto para construir circuitos em informac¢ao quantica, temos

o modelo apresentado por Raussendorf e Briegel (42) para a computacdo quantica baseada
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em medi¢des, o qual foi chamado de “One-Way Quantum Computer”, ou em uma traducgdo, o
"Computador Quéntico de Unico Sentido". Esse modelo tem como base um estado inicial que
¢ altamente emaranhado. A partir desse estado, deve-se desenvolver o algoritmo, processa-lo e
ler a informacg@o a partir de medicdes realizadas em cada elemento desse sistema.

O estado inicial serd um estado cluster, uma rede bidimensional de qubits, nos quais
s6 hd conexao entre os vizinhos mais proximos. Com essas restricoes, esses estados cluster sao
um caso de estados grafos que serdo apresentado na sec¢do 4.2. Assim que esse estado inicial
estd definido, o circuito € construido através de medi¢des em seus qubits. Enquanto medi¢des
nas bases de o, ({|0),|1)}) agem para separar o qubit de seus vizinhos, medi¢des no plano
x —1 (|0) £ €' |1)) atuam para formar o fluxo de informagdo e as portas légicas entre os qubits,
conforme apresentado na Figura 33.

Para concluir a construcao, nessas linhas de informagdo formadas, deve restar um ul-
timo qubit, permitindo a leitura neles. Como nesse modelo ndo é possivel reverter essa operagao,
0 que permitiria voltar ao estado inicial, temos a origem do seu nome, sendo um modelo que s6
possui um sentido.

Esse modelo de computacdo quantica baseada em medicdes foi utilizado experimen-
talmente (43) através de um estado cluster formado por quatro fétons. Isso permitiu aplicacao
dele para realizar um algoritmo de busca, o algoritmo de Grover (28).

Portanto, com essa motivagdo, visaremos a partir de agora o estudo de estados que
sejam recursos para modelos como esse. Como esse modelo apresentado parte de um estado

cluster, o caso mais geral deles, os estados grafos serdo apresentados a seguir.

4.2 CONSTRUCAO DE ESTADOS GRAFO

A apresentacdo de um circuito quantico pode ser representado a partir de um grafo

de vértices rotulados G(V, E). Os qubits, representados pelos fios do circuito agora sdo repre-

Figura 32 — Diagrama de um circuito quantico com 3 qubits e portas l6gicas 1 atuando sobre 1
qubit e portas 2 e 3 atuando sobre 2 qubits

A

Wi A Uy ®

[i)e — U1 (73 —

|¢i>3 n U1 lA]2

Fonte: O autor.
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sentados por vértices, enquanto as conexodes entre esses qubits, realizadas por portas 16gicas
quanticas sdo representadas pelas arestas, conforme ilustrado na Figura 34. Desse modo, o es-
tado quéntico obtido é um estado puro, definido como |G), chamado de estado grafo.

A defini¢do dos estados grafo serem dados a partir de grafos com vértices rotulados
deve-se a necessidade de indicar a quais qubits estamos nos referindo, e assim indicar correta-
mente sobre quais deles um operador atua. Assim, para iniciar a constru¢do de um estado grafo,
necessitamos de um estado inicial, definido nesse caso como todos os n = |V| qubits, onde
|V'| é o nimero de vértices do sistema, em um estado de superposicéo apresentado pelo ket |+)

definido pela equacao (4.18). Portanto o estado inicial é

) =) I+); - (4.93)

JEV
Com a finalidade de simplificar a notacdo, esse estado inicial serd apresentado como
) = 14" (4.94)

Expandindo esse produto, obteremos a soma de todos os 2" estados do sistema com mesma
amplitude de probabilidade (41),

|+)&" = \/%qoo...o()) +100...01) +00...10) + ... + [11...11)). (4.95)

Com esse conjunto de qubits, ainda € necessario apresentar algumas propriedades que
os operadores devem obedecer (44) para que o estado seja construido. Uma primeira proprie-
dade vem desses grafos possuirem apenas os vértices enumerados e com sequéncia bem defi-

nida, enquanto os operadores nao possuem uma ordem prioritaria para serem aplicados sobre o

Figura 33 — Exemplo de circuito quantico desse modelo.
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Fonte: Adaptado de Raussendorf e Briegel (42).
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Figura 34 — (a) Uma forma geral para um circuito com quatro qubits e portas que atuam entre dois
qubits; (b) Representagdo na forma de grafo para esse circuito.

(a)

+)1 (b)

N I | T~

I+ I I i 4
[+)4 l b

Fonte: O autor.

estado, sendo necessario que esses operadores comutem. Dessa forma, para todo vértice v;, v;
e vy, pertencente ao grafo, onde temos os operadores U; ; atuando entre v; € v; € Uj, atuando
entre v; € v, 0 comutador entre eles deve ser nulo.

Para obter o estado emaranhado, necessitamos apenas definir um operador que atue
entre esses qubits, nesse caso € a porta Z-controlada (45), e portanto, o estado grafo associado
ao grafo G(FE, V), é definido como

G) =] Ue, 1+ (4.96)
eck

Como a matriz incidéncia (M) possui a informagdo de quais vértices uma aresta co-
necta, podemos reescrever a porta Z-controlada, associada a uma aresta e,,, em um grafo de n

qubits, na forma
Uy = Q1= 2@ (I = Min [0X0],). 4.97)
=1 =1

Essa relacdo estende-se para o caso da construcdo de estados hipergrafo (46), os quais sdo
generalizacdo de grafos onde as suas chamadas hiperarestas podem conectar mais de 2 vértices,
ou até mesmo um tUnico vértice.

Essa forma a partir da matriz incidéncia permite obter estados grafo e hipergrafo atra-
vés de um algoritmo. Dessa forma, pacotes de fungdes a partir do software Mathematica foram
construidos usando essa construcdo. Isso permitiu que estudos como da randomizag¢do de esta-
dos grafo e do seu emaranhamento, a serem apresentados a seguir, pudessem ser replicados e

estendidos para casos mais gerais.

4.3 ESTADOS GRAFO RANDOMIZADOS

Uma andlise interessante em sistemas quanticos € a de verificar como ruidos alteram o
comportamento do sistema e suas propriedades. A partir dos estados grafo, podemos considerar
um caso em que as suas portas logicas quanticas ndo sao ideais, possuindo uma certa probabili-

dade p de aplicagdo entre dois qubits. Para esse modelo, partimos de um estado grafo final |G),
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o qual é um estado puro, com operador densidade definido
pe = |GXG], (4.98)

e tomamos também os estados de seus subgrafos |F'), conforme definidos na se¢do 2.4. Cada um
desses subgrafos possui 0 mesmo niimero de qubits de GG, porém um nimero 0 < |Ep| < |E|
de arestas.

Um operador que apresenta a randomizagdo de um estado grafo |G) foi definido por

Jun-Yi Wu e colaboradores (38) na seguinte forma

o= 3 P p) P Y, (499
F=Sg(G)

onde S¢(G) é o conjunto de todos os subgrafos de (. Essa randomizac@o permite a utilizagdo
de medicdes do emaranhamento como a negatividade do estado em funcdo dessa probabilidade
de aplicagdo das portas Z-controladas entre os qubits.

Como exemplo, podemos tomar o caso de um estado grafo definido a partir de um grafo
do tipo completo com trés vértices (K3). Nesse caso, teremos um conjunto de 233-1/2 = g8
subgrafos, conforme apresentamos na secao 2.4 o nimero de subgrafos de um grafo completo.

Esse conjunto de subgrafos sdo apresentados na Figura 35, onde Fy = K3, € os estados grafo de

Figura 35 — Subgrafos de um grafo K5 ou (s, onde nos estados grafo as arestas azuis repre-
sentam portas que puderam ser aplicadas, enquanto em vermelho pontilhado s@o as portas que
falharam.

R
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o
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Fonte: O autor.

cada um desses subgrafos sdo apresentados no apéndice C. Portanto, teremos a randomizagao
do estado grafo K3 construido pela mistura dos operadores densidades de cada um deles, com

a probabilidade p de ser realizada a porta, e probabilidade (1 — p) de ndo ser realizada essas
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operacdes. Assim fica definida na forma

P, = (L= pP [EXF] + p(1 = p)* (| X E| + [ BN E3| + [Fu)(Fa)

(4.100)
+0* (1= p)(|F5)XFs| + [Fo) Fo| + [Fr)XFr|) + p° | Fs)(Fy -
A qual terd sua matriz densidade dada na base computacional definida na forma
I 1 1 % 1 % % 73
L1 1T % 1w % 72
L1 1 % 1 % % ”VS
1 1 2 2 2
p}[){s - g ’YP /YP FYP ’YP ’Yp pr 7;; 7 (4101)
L1 1 % 1% % %
2 1 A2 A2
T o p pr Tp fyp r)/p
Y % Y e N 1 7

/A A A s A T T |

onde 7, = (1 — 2p). Essa matriz densidade permite tomar sua transposta parcial em relacdo
a base de um de seus qubits, tomando os seus autovalores, podemos verificar sua medicao
do emaranhamento através da negatividade. Essa negatividade em funcio da probabilidade de
aplicar uma porta Z-controlada entre dois qubits terd um comportamento conforme apresentado
na Figura 36.

Outros casos utilizando tipos diferentes de grafos sdo apresentados na Figura 37 onde
foram verificadas as negatividades de cada operador de randomizagdo dos estados grafo |Sy),
|K4), |Cy) e | Py). No caso dos grafos K4 e Cy, todos os vértices sdo considerados equivalentes,
por ndo possuirem nenhuma propriedade diferente dos demais. Porém no grafo Sy, temos para
o grafo estrela uma diferenca entre o vértice central em relacdao aos demais das pontas, logo
a transposta parcial foi tomada em dois casos, um para o vértice central e outra para um dos
vértices de grau 1. O mesmo foi realizado no grafo P,, onde ha uma diferenca entre os dois

vértices da ponta e os vértices internos.



66

Figura 36 — Negatividade do estado | K3) randomizado em fung¢io da probabilidade p das arestas

0,5
fo\j 0,25
0,0

0,0 0,25 0,5 0,75 1,0

p

Fonte: O autor.

Figura 37 — Negatividade dos estados |Sy), | K4), |C4) e |Py) randomizados em funcdo da pro-
babilidade p das arestas. Para o estado |S,), o vértice 1 € o central e no | Py) o vértice 1 é um
qubit da ponta.
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Fonte: O autor.

Em todos essas negatividades de estados grafo apresentados nas Figuras 36 e 37, ha um
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comportamento monotonico. Isso mostra que nesses casos de estados a partir de grafos simples,
temos um crescimento desde o caso com probabilidade igual a 0, onde ndo ha emaranhamento,
até o valor maximo para qubits (1,/2), possivel apenas quando p = 1. Através desses graficos foi
possivel verificar que as rotinas definidas estavam de acordo com os resultados da bibliografia
(38), permitindo estender o estudo para outros grafos.

Uma extensdo proposta para esse assunto € utilizando hipergrafos, nos quais temos
hiperarestas, um caso geral de arestas que envolvem um numero diferente de 2 vértices (47).
Nesse modelo, chamado de estado hipergrafo (46), € possivel modelar circuitos com portas
l6gicas que conectam mais de dois qubits, como em casos com operagdes locais (em um tnico
qubit). Uma primeira randomizagdo em estados hipergrafo, é para um sistema com arestas que
conectam 2 vértices e hiperarestas que conectam 3 vértices, cada uma com uma respectiva

probabilidade p- e ps de serem aplicadas, dessa forma,
pg’%l’a‘} _ Z p|2E21F| (1 o p2)|Ez,H\E2,F|pLE3vF| (1 _ p3)|E3,H\E3,F| ‘F><F‘ 7 (4.102)
F=59(G)

onde I, y e E, p definem o conjunto de hiperarestas de grau n que o hipergrafo e o sub-
hipergrafo possuem respectivamente. De forma geral, podemos definir o operador de randomi-

zacgdo para hipergrafos , com hiperarestas que envolvem n vértices, sendo n € Z.

= >, (Il»

F=Shg(H) \pn€P

nEn,F| (1- pn)|En,H\En,p| IF)F). (4.103)

Com essas defini¢coes, foi desenvolvido um trabalho (48), no qual simulamos esses ruidos de
aplicar portas de determinado grau n e como serd a medi¢cdo do emaranhamento nesses sistemas

de acordo com essas probabilidades.
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5 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Uma primeira conclusdo € quanto a versatilidade de modelagem no formalismo de gra-
fos. Como discutido na introducgdo desse trabalho, a estrutura de grafos por apresentar elementos
e a conexao entre eles permite uma ampla aplicacdo em diferentes dreas do conhecimento. No
caso dessa dissertacdo o formalismo de grafos foi aplicado em duas classes de modelos em
mecanica quantica, para problemas dindmicos e estaticos.

No caso de problemas dinamicos foi apresentado o espalhamento em grafos quanti-
cos. Neste caso, seus vértices tomam o papel de centros espalhadores e as arestas como canais
que conectam esses vértices permitindo o espalhamento. Com a construcao da fung¢do de Green
nesse modelo, foi possivel de uma forma eficiente obter os valores de energia no qual temos
estados ligados e as probabilidades de transmissdo e reflexdo nessas estruturas, pois, padroni-
zando informagdes das amplitudes de transmissdo e reflexdo nos vértices e comprimento das
arestas na constru¢ao do modelo, essa fun¢do serd totalmente definida a partir da matriz ad-
jacéncia do grafo, permitindo uma boa eficiéncia computacional para obter esses resultados.
Finalmente foi possivel estabelecer uma abordagem utilizando as amplitudes de espalhamento
de um determinado pacote de onda para definir uma entropia de espalhamento baseada na en-
tropia de Shannon, a qual permite verificar se em um determinado espalhamento no grafo ha
uma prevaléncia entre a probabilidade de reflexdo ou de transmissao.

O modelo de estados grafo traz tanto um caso estatico em mecanica quantica como
uma abordagem desses grafos para a drea de informacgao quantica. Esse modelo permitiu definir
um estado base para estudos em informagdo quantica, no qual definimos os vértices como as
unidades de informag¢do quantica (qubits), enquanto as arestas representam portas légicas que
emaranham esses elementos. Com as definicdes impostas sobre eles, nos quais temos todos os
qubits em um estado inicial |+) e portas Z-controladas aplicam opera¢des para emaranhar esses
qubits, foi possivel generalizar essas operacdes a partir de um operador geral que atua sobre
todo o estado inicial, o qual € definido pela matriz incidéncia do grafo. O estudo nessa area
permitiu compreender conceitos de emaranhamento em sistemas de vdarios elementos, assim
como as medig¢des para verificar essa propriedade do estado. Esses conceitos permitiram mode-
lar e analisar casos de ruidos na aplicacao de portas 16gicas quanticas na formacdo de estados
como esse, 0 que recebeu uma boa contribui¢do do formalismo de grafos, pois neles temos os
subgrafos do sistema, o que habilita a constatacdo de que analisamos todos os subsistemas do
problema.

Finalmente, esses estudos permitiram um bom desenvolvimento da linha de pesquisa,
produzido trabalhos nessas duas dreas abordadas, os quais sdo citados no apéndice D. Houve
também significativas contribui¢des no desenvolvimento cientifico do pesquisador, permitindo
compreender melhor conceitos envolvidos nessa drea, estabelecer metas e focos de estudo, de-

senvolver melhor a parte de computacdo numérica, construindo pacote de fungdes no software
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Mathematica e na linguagem de programacdo Python e ainda planejar trabalhos futuros com a
extensdo de conceitos aqui abordados. Exemplos de trabalhos futuros a serem abordados sao
a obtencdo da funcdo de Green para grafos quanticos com diferentes potenciais nas arestas,
estudos de ressonancias a partir do espalhamento de grafos quanticos e a extensdao de elemen-
tos no modelo de estados grafo e estados hipergrafo para estudar mais caracteristicas do seu

emaranhamento e outras perturbacdes possiveis neles.
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APENDICE A - RELACAO ENTRE OS ESPECTROS DE GRAFOS QUANTICOS E
GRAFOS DISCRETOS

A relacdo entre o espectro dos grafos quanticos e dos grafos discretos € obtida partindo
do espectro da matriz laplaciana harmdnica de um grafo (A¢) (13). Isso pode ser demonstrado
primeiro apresentando a forma que essa matriz possui ao atuar sobre um conjunto de fungdes
U = ¢, (v) definidas nos vértices v. Desse modo, possuird a forma apresentada na equagio

(2.12), atuando sobre a fun¢do no vértice na forma tipo
AgU = (I-D'A)V. (A.1)

A matriz D é a matriz diagonal que trds a informacdo sobre o grau do vértice e como tomamos a
sua inversa, dard uma contribuigio de 1/d,,, enquanto a matriz adjacéncia A dd a informacao dos

vértices adjacentes a cada vértice v, dessa forma, a atuagdo dessa matriz sobre cada elemento

Yy (v) serd

1 .
Aa(0)y(v) = ty(v) = — > wu(5). (A2)
Y jENV
Considerando a funcio de onda em cada aresta que inicia em v € termina em um vértice

J, temos a funcdo de onda nessas arestas e = v, j com mesmo comprimento ¢ na forma
ikx —ik(z—¢
V(@) = €™ 4 by e, (A3)

no qual temos os valores nas bordas do vértice, considerando as coordenadas na aresta definida
comov,r=0eemj,x =1/
ikt
wv’](v) = a/’U,j _'_ bvvje ? (A'4)

Ui (§) = ay €™ + by ;. (A.5)

Com essas relagdes, podemos reescrever a funcdo de onda nessa aresta em termos do valor
dessas condicdes de contorno, para isso reescrevemos os coeficientes a, ; € b, ; a partir dessas

relagdes, obtendo a forma

o wv,j (]) - e_ikewv,j (U)

oj = cikl _ ikt ’ (A.6)
wv,j (U) — e_ikng,j (])
byj = ikl _ o—ikl : (A7)
Dessa forma teremos a equagdo da fun¢@o de onda na aresta na forma
eikxwv J (]) — eik(‘ri@wv J (U) eiik(xi@wv J (U) - eiik%vbv J (])
o () = okl _ ik + ikl _ ikl 7 (A-8)

isolando os termos que multiplicam ), ;(v) e ¥, ;(j)

e—ik(z—é) _ eik(z—é) eikm _ e—z’kz

Yo j(z) = T —, Yo (V) + W%J (J)- (A.9)
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Assim, obtemos

1 A A A A
Yoj(T) = m[(elw_@ — e My 5(0) + (€™ — e )y (). (A.10)

A partir da forma do seno em termos de exponenciais, a qual €

eiz . efix
Sen(x) = T, (All)
permite reescrever a equagao de onda na forma

sen(kl — kx)i, j(v) + sen(kxz)i, ;(7)
sen(kl) '

Py () = (A.12)

Aplicando a condi¢do de Neumann no vértice v, temos que a soma da derivada de todas

as func¢des de onda que partem desse vértice € nula, logo
di,, ;
Z ( Y J(‘T)> —0. (A.13)
: dx 0
JENV z
Dessa forma, tomando a derivada da fun¢@o de onda que obtivemos anteriormente,

(d¢v7j<x)> _ _kCOSUfE)wv,j (U) + k¢v,j(j)
dve; ).y sen (k) '

(A.14)

Agora substituindo na equacgdo anterior para termos a condi¢do do tipo Neumann nos vértices,

ko3 () — keos(k£)y,;(v)
Z sen(k/)

=0, (A.15)

JENwv
temos d,, equacdes com borda no vértice v, cada uma com outra ponta em um vértice j vizinho
de v, ou seja, j € NN, assim, simplifica-se o somatdrio, multiplicando a primeira parte pelo grau

do vértice e mantendo a soma apenas na parte com 7, em que ele atua,

S %ui() = docos(kl)iu i (v), (A.16)

JENv
Finalmente, substituindo essa relagao na equagao (A.2) que define a operagdo ao mul-

tiplicar a matriz laplaciana harmonica sobre as autofungdes do grafo quantico, obtemos

Ag(0)y j(v) = (1 — cos kl)i, j(v). (A.17)

Dessa forma, ao considerar que a aplicagdo desse operador A, definido sobre em fungdes de

onda no grafo retorna um conjunto de autovalores de \,, definidos por

A (v)y(v) = Ay (v). (A.18)

Portanto € possivel estabelecer a relacdo entre os autovalores \,, da matriz laplaciana harmoénica
e dos autovalores de energia de grafo quantico com condi¢des do tipo Neumann em suas arestas

e com todas as arestas com mesmo comprimento ¢, sendo definida como

Ay = (1 — coskyl), (A.19)
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obtendo assim uma forma interessante de obter o espectro de energia de uma estrutura definida

por uma dinadmica de elementos quanticos

1
k, = 7 awceos (1—=X)), (A.20)

com os valores para o nimero de onda definidos como periédicos em intervalos de tamanho 2.
Isso revela que com essas restri¢des impostas (grafo com comprimento constante das arestas e
apenas condic@o de contorno do tipo Neumann nos vértices), o espectro dos grafos quanticos
¢ definido basicamente pela sua topologia. Finalizando, considerando a relacao entre o nimero
de onda e a energia £ de uma particula, como k = \/2m& /h?, temos os valores de energia dos
autoestados do sistemas em funcdo dos autovalores \,,

h2

€, = 5, larccos (1 - ) (A.21)
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APENDICE B - DEDUCAO DO COEFICIENTE DE TRANSMISSAO EM GRAFOS
QUANTICOS

Primeiro trataremos do caso de um grafo quantico I'p, e obteremos a sua transmissao
em fun¢do de k e «v). Nesse caso teremos dois vértices, nos quais uma "lead" de entrada € ligada
ao vértice v; e uma "lead" de saida € ligada a v, sendo ambos conectados entre si por uma
aresta de comprimento ¢. Como s6 teremos duas familias de caminhos (P; > € P 1), 0 sistema

de equacdes que definird a funcdo de Green serd

. ikt ikt
Py =1ee"™ Py + tae'™,

_ (B.1)
P271 = Tlelkepl’g.
Substituindo a segunda equacao na primeira,
PLQ = T1T262ikzpl72 + tgeiké. (BZ)
Simplificando em termos de P, »,
Pio(1 — ryree®™) = tye'*, (B.3)
logo teremos a solucdo
tg@ik@
P1 2 = (B4)

T (1= ekt
O coeficiente de transmissdo € obtido multiplicando a transmissdo do vértice de entrada pela

soma das familias que partem desse vértice, de forma que

t1t2 eikf

Try, = (1 — ryrge2ikt)’

(B.5)

Nesse caso, como ambos os vértices terdo grau d = 2, os respectivos coeficientes de

transmissao e reflexdo nos vértices sdo os mesmos, apresentados em fungdo de k£ e a como

2ik

t1 =19 —t(l{?,Oé) = 22']{:—0[, (B6)
a

ri=ry=r(k,a)= 5k — o (B.7)

Logo, o coeficiente de transmissao nesse grafo quantico serd

CAL2KE (5 N2
Tr, — 4k“e '/(221? a) | (B.8)
> (1 — a?e? ) (2ik — «)?)

que pode ser simplificado, resultando na forma

4k2eik2
Tr,, = -
PP T AR+ diak — a? 4 a2k

(B.9)
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A qual podemos reescrever na forma

4k26ik€
Ir, = . B.10
T = 152 T afdik — a1 = )] (B.10)
Tomando o médulo quadrado, obtemos a probabilidade de transmissao
2 16k*
T = . . . B.11
| Fr, | (4k2 + afdik — a1 — eZ*0)])(4k? — afdik + a1 — e=2k0)]) .11
Fazendo os limites para a condi¢do do tipo Neumann (o — 0),
. 2
lim [Ty, [* =1, (B.12)

obtendo probabilidade 1 para qualquer valor de k, indicando que para v = 0, a particula é
totalmente transmitida através desse grafo. Outro caso limite é o da condi¢do do tipo Dirichlet,
no qual temos (o — 00), nesse caso,

|2

lim [Ty, | =0. (B.13)

a—0o0

Fazendo para valores de & muito altos em relagdo a «, obtemos o limite  — 0, logo

16k>

lim [Tt |* = li . . . (B.14
aly [T, a5y [k + afdi — a(T — &%) k) (4k — af4i + a(1 — e~ 2%0) /k]) B.14)

2 16k2
lim |7y, | = 1 . B.15
%121 [T %11110 (4k + diar) (4k — 4ic) (B.15)

16k
lim |7y, |* = lim ———— . B.16
%1210 | Tp, ‘ %ITO 16k — 16@/1{? ( )
lim |Tr,, | = 1. (B.17)

%—)0

0 que mostra que em limites conforme aumentamos o valor de k, a amplitude de transmissao e
por consequéncia seu modulo quadrado (probabilidade de transmissao), tendem ao comporta-
mento igual da condi¢do do tipo Neumann, o que também pode ser visto tomando esse limite
no coeficiente de transmissdo, onde obtemos lim% oIt Py = etkt,

Um outro caso é para um grafo com dois vértices, os quais sdo conectados por duas
arestas de comprimentos diferentes. Assim, teremos um sistema de equacdes na forma

(

Pio = rye™ Py + t2e™™ Py 5 + ty
Py =Py + 16 P 4

Pr3 = 1362 Py |+ 3602 Py
P371 _ rleikBE/QPLg + tleikBZ/QPLZ
Py 3 = r3e*PU2 Py o + t3e*PY2 Py

\P3,2 = Tzeikﬁm%s + tzeikﬂum + 19

(B.18)
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Usando condi¢des de contorno do tipo Neumann, como os graus dos vértices sdo d; = dy = 3

e d; = 2, temos os coeficientes de reflexdo

1
rn =T9 = ——, (B19)
3
2
1 =1y = —, (B.20)
3
r3 =0, (B.21)
t3 = 1. (B.22)
Portanto, teremos o sistema de equagdes na forma
( ) ,
Py =—3e*Pyy + 2Py + 2,
Py = —3e™ P+ 2Py g,
P 5= €ik5€/2p32
’ T , (B.23)
Py = —1e*P2P 5 4 2eRPU2P, o
Pz = eikﬁz/QP&L
AP3’2 _ _%eikﬁmpw + geikﬁe/zpm + %
Resolvendo esse sistema de equacdes, obtemos
PL? — (661kl o 4615kl+21kl _ 26215kl+zkl)/g
Py = (deiBhl+ikl _ 9p2iBki+2ikl _ 9o2ikl) /g
Py3 = (6eiPkl — QeiBkI+2ikL _ go2iBki+ikl) /o B2
Py = (238K 4 fe3iBhi+ikl _ op3iBk+2ikl) /g '
Py g = (—2e2iBkl | feiPki+ikl _ 9p2iBki+2ikl) /g
_ Ligkl o Ligki+2ikl 4 3iBkl+ikl
\P372 (6ez 2e32 dez /g,
onde g é dado por
g =9 — ¥kl _ geiBklikl _ (2iBkL 4 2iBkl+2iki (B.25)

Portanto, como o coeficiente de transmissao serd dado por ¢; vezes a soma dos cami-

nhos que partem do vértice 1(P; o + P; 3), teremos

9 [ Geikl — feiBkl+2ikl _ 9p2iBkitikl | GoiBkl _ 9o iBkI+2ikl _ 4 2iBkl+iki
Tk, B) = 3 ( 9 — 2ikl _ geiPki+ikl _ o2ifkl | 2iBkl+2ikl ) , (B.26)
simplificando,
9 [ Geifkl _ GeiBklI+2ikl _ G2iBRI+IkL | ikl
T(k,B) = 3\ O _ okl _ QiBkITikl _ 2iBKl | o2ipkiT 2kl ) (B.27)
assim, sua forma final €
A(eM 4 iR _ GiBRIT2RL _ (2ifklikl)
T(k,B) = 9 _ 2kl _ 2Bkl _ QeiBkitikl | o2iBki+2ikl (B.28)
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APENDICE C - ALGUNS ESTADOS GRAFO

Nesse apéndice serdo demonstrados alguns métodos para obter os estados grafo a partir
da estrutura definida. Como apresentado na se¢do 4.1.5.3, portas Z-controladas atuando em dois
qubits invertem a fase quando os dois qubits tiverem valor igual a 1. Uma andlise desse tipo dada
sobre quais qubits uma determinada porta atua dado seu estado inicial, permite obter o estado
final de forma mais eficiente.

Aqui abordaremos o caso dos estados dos subgrafos abrangentes de K5 ou (5. Para o
subgrafo F}, ndo ha porta atuando sobre os qubits, logo o seu estado € o préprio estado inicial
[+ ++)

1

V23

Ja nos subgrafos F, ao F; temos uma porta aplicada entre dois qubits qubits especifi-

|F1) = |+ + +) = —(/000) 4 |001) 4 [010) + [011) + 100 + [101) +[110) +]111)). (C.1)

cos, sendo
1By = UL |+ +4), (C.2)
By = U8 [+ +4), (C.3)
1Fy) = U |+ ++) . (C.4)

Nesses estados, teremos uma inversao no sinal quando temos simultaneamente valor 1 nos qu-
. .4 ~ 4k . ~ .
bits apresentados no indice do operador ng }, fazendo com que ocorra uma inversao de sinal
quando. Por exemplo, quando o valor dos qubits ¢ e j forem simultaneamente 1, como para o
|F'1), onde teremos uma inversdo de sinal em seus kets com valor |110) e |111), pois sua porta

atua sobre os qubits 1 e 2. Portanto, esses estados em base computacional quantica siao

1

|F) = ﬁ(yoom +]001) + [010) + |011) + [100) + [101) — [110) — [111)),  (C.5)
1

|Fy) = ﬁ(mom +1001) + [010) + |011) + [100) — [101) + [110) — [111)),  (C.6)

|F2) = —=(|000) + |001) + 010) — [011) + [100) + |101) + [110) — [111)).  (C.7)

/23
Nos casos dos estados |F5) ao |F7), temos duas portas atuando simultaneamente e

finalmente no estado | F3) todas as portas possiveis atuam. Dessa forma teremos

|Fs) = USO8 1+ + +), (C.8)
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Fs) = USO8 |+ ), (C.9)
|Fry = UL 087 1+ + +), (C.10)
|Fs) = USSP OSSO |+ + ) (C.11)

Utilizando o mesmo método, analisando em quais kets havera inversao de sinal, como por exem-
plo para o |F5), onde teremos uma inversao de sinal nos kets |011) e |101) e duas no |[111),

mantendo o seu sinal positivo. Portanto, para | F5) a | F), as suas formas finais serdo

1

|Fy) = ﬁ(moo) +1001) +[010) — |011) + |100) — [101) + [110) + [111)),  (C.12)
1

|Fg) = ﬁ(moo) +]001) + |010) — |011) 4 ]100) + [101) — [110) + |111)),  (C.13)
1

|Fy) = ﬁ(moo) +1001) + |010) 4 |011) + [100) — [101) — [110) + |111)),  (C.14)

|Fy) = \/%(moo) +1001) +[010) — |011) + |100) — [101) — [110) — |111)).  (C.15)

A partir desses estados obtidos, definimos o operador de randomizacao do estado grafo
Py = (L= p) [FL) B+ p(1 = p)* (| Fe) o] + [Fs)Fs| + [Fi)(Fa)

|Fs) , quesernaforma (C.16)Teremos

+ (1= p) ([ FsXEs| + [Fo ) Fs| + |[Fr)(Fy]) + p* [ Fs)(Fy| |
sua respectiva matriz densidade na forma

I 1 1 % 1 % % 73
L 1T 1 % 1 % % Tp
L 1T 1 % 1 % % 72

1 1 2 2 2
p]}(?) : g ,YP 71? IYP 7]) 7p ,Yp /yl; , (C.17)
I 1 1 % 1 % % Yy
2 1 2 2
PYP fYP 7}7 f)/p 7}7 ’7p 7p
Y % b % W B L%

B b % % N N 1

onde 7y, = (1 — 2p).
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APENDICE D - TRABALHOS PRODUZIDOS

Durante o mestrado foram desenvolvidos dois trabalhos. Um primeiro trabalho foi na
parte de grafos quanticos, definindo a entropia média de espalhamento em grafos quanticos
(29), o qual foi publicado dia 4 de junho de 2021 na revista Physical Review A de volume
103. O outro trabalho estende conceitos apresentados na randomizagdo em estados grafo para
estados hipergrafo (48) e esta sendo finalizado.
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