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RESUMO

Neste trabalho revisamos os diferentes aspectos distintos associados a dinamica
quantica em grafos. A abordagem utilizada é aquela das fungoes de Green definidas
no dominio da energia. Nessa técnica as funcoes de Green sao obtidas através da soma
de todos os possiveis caminhos cldssicos, ao estilo das integrais de caminho de Feynman.
Os efeitos quanticos locais sao incluidos através da utilizagao das amplitudes quanticas de
reflexao e transmissao definidas em cada um dos vértices do grafo. Mostramos que para
obtermos a funcao de Green exata podemos utilizar a matriz de adjacéncia do grafo, a
qual define as ligacoes existentes entre os vértices do grafo. Essa abordagem garante que
todos os caminhos foram contabilizados e tem a vantagem de fornecer uma classificagao
Unica para as diferentes familias de caminhos que podem ser definidas em um dado grafo.

Uma aplicagao do método para o estudo ressonancias em grafos é também apresentada.

Palavras-Chave: Espalhamento, Amplitudes Quanticas, Ressonancia



Abstract

In this work we review the different distinct aspects associated with quantum dyna-
mics in graphs. The approach used is that of the Green’s functions, defined in the field
of energy. In this technique the Green’s functions are obtained through the sum of all
possible classical paths connecting the initial and final points, the style of Feynman path
integrals. Local quantum effects are included through the use of quantum amplitudes for
reflection and transmission are defined in each of the vertices of the graph. We show that
in order to get the exact Green function can use the adjacency matrix of the graph, which
sets the links between the vertices of the graph. This approach ensures that all paths
have been accounted for and has the advantage of providing a rating only for the various
families of paths that can be defined in a given graph. An application of the method to

study resonances in graphs is also presented.

keywords : Scattering, Quantum Amplitudes, Resonance.
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Capitulo 1
Introducao

O conceito de grafos quanticos esta presente em diversas aplicagoes praticas de fisica,
inclusive originando problemas fundamentais em mecanica quantica. Dessa forma o es-
tudo de grafos é facilmente motivado. O objetivo principal desse trabalho consiste no

estudos de grafos através de funcoes de Green.

O desenvolvimento da teoria dos grafos se deu a partir de problemas envolvendo
jogos e quebra cabecas, tais problemas intrigavam alguns matematicos, pois a pesar de

aparente trivialidade inicial apresentavam resultados tedricos com variedade e profundi-
dade (1).

Leonard Euler (1707-1783), foi o primeiro matemético que escreveu um documento
sobre a teoria dos grafos, ele iniciou seu estudos tentando resolver o conhecido problema
das pontes de Konigsberg. Esse problema teve origem na regido da Prissia (até 1945,
atual Kalingrado), onde ficava situado a cidade de Kénigsberg. Essa regiao era localizada
entre as margens do rio Pregel e duas de suas ilhas, as quais estavam ligada por sete
pontes conforme mostra a Figura 1.1. A discussao que originou o problema surgiu entre
os moradores que se perguntavam se era possivel sair de sua casa atravessar cada ponte

apenas uma vez retornando para o mesmo local.

Esse problema foi proposto em um artigo publicado em 1736, e para solucionéa-lo
Euler usou um raciocinio simples que consistia em transformar os caminhos em retas e sua
interseccoes em pontos, criando dessa forma um diagrama parecido com o que esta ilus-
trado na Figura 1.2. Ele percebeu que para obter a solucao do problema a cada nimero
impar de caminhos deveria haver dois pontos conectados, ou nenhum ponto conectado,
ja que a cada ponto é necessario um numero par de caminhos sendo um de entrada e
outro de saida, como no diagrama em questao isso nao ocorre em todos os caminhos, o
problema nao admitia solucao, ou seja, nao havia possibilidade de percorrer as sete pontes

exatamente uma vez cada e retornar ao ponto de partida.



Figura 1.1: Representacao do mapa de Konigsberg, com suas duas ilhas conectadas por
setes pontes

Fonte: A autora

Essa representacao consiste em pontos (vértices) conectados a algumas ligagoes
(arestas) que hoje denominamos grafos, esse termo, porém, sé foi utilizado a primeira
vez pelo matemético inglés James Josheph Sylvester (1814-1897) em um artigo publicado
em 1877 (1).

Figura 1.2: Um grafo com V = 4 vértices e L = 7 arestas, conhecido como diagrama de

Euler
C

Fonte: A autora

Quando Euler propos o problema, na época, ele foi considerado desinteressante e sem
aplicagoes praticas, e durante praticamente um século ficou esquecido, até que Kirchoff em
1847 desenvolveu a teoria de arvores para trabalhar com aplicacoes em circuitos elétricos
(2). Desde entao os grafos tem sido amplamente aplicados em diversas areas da ciéncia
e engenharia como: planejamentos de projetos, identificacao de compostos quimicos, ci-
bernética, genética, verificacao de comprimentos de caminhos, linguistica, estrutura de
bancos de dados digitais, redes de neuronios etc. Dessa forma os grafos sao estruturas

matematicas com grande aplicabilidade no dia a dia (1).

O termo grafo quantico refere-se a um sistema no qual um dado grafo esta associado
a um operador linear, dependendo do aspecto particular a ser estudado esses sistemas

recebem outros nomes como fios quanticos ou redes quanticas. Sua primeira aplicacao na



fisica foi com Pauling no contexto de modelos de elétrons livres em moléculas organicas,
seguido por transporte de elétrons em moléculas como proteinas e polimeros (1). Desde
entao os grafos quanticos tém sido estudados em conexao com supercondutores desorde-
nados (3), transi¢do de Anderson em fios desordenados (4), sistemas Hall quanticos (5),
super-redes (6), e sistemas quanticos mesoscépicos (7). Na drea experimental também

houveram aplicagoes através de redes de microondas (8), e tecnologia de tomografia laser

(9).

Na mecanica quantica os grafos tem se tornado uma ferramenta poderosa para estu-
dar por exemplo: propriedades espectrais de bandas em rede (10), espalhamento cadtico
e difuso (11) e relagao de drbitas periddicas e teoria de localizagao (12). Uma das grandes
surpresas no estudo desses sistemas é que possibilitam obter solucoes analiticas exatas

mesmo quando apresentam um comportamento cadtico.

Esse trabalho esta organizado da seguinte maneira. No capitulo 2 definimos grafos
do ponto de vista topoldgico, enfatizando a matriz de adjacéncia que é objeto importante
no nosso estudo e definimos grafos quanticos onde um operador diferencial é definido para
o sistema. No capitulo 3 fazemos uma revisao bibliografica sobre a técnica de funcao
de Green para grafos quanticos, que é escrita em termos das amplitudes das interagoes
pontuais gerais nos vértices dos grafos. no capitulo 4 Apresentamos uma técnica para
construcao da funcao de Green com a utilizagao da Matriz de Adjacéncia do Grafo, e
fazemos uma analise dos resultados comparando com um artigo de Waltner e Smilansky
(13). Finalmente no capitulo 5 apresentamos a conclusdo bem como as perspectivas

futuras para o prosseguimento do trabalho.



Capitulo 2

Grafos: Aspectos Gerais

De um modo geral um grafo é um par de conjuntos, composto por um conjunto fi-

nito de pontos chamados de vértices, e um conjunto finito de ligagoes chamado arestas (3).

Matematicamente definimos um grafo como uma estrutura G = (V, L), onde V é um
conjunto finito e nao vazio cujos elementos sao denominados vértices e L. é um conjunto
de subconjuntos que conectam elementos de V, os quais sao denominados arestas. As
variaveis v e [ indicam, respectivamente, o nimero de vértices e o niimero de arestas de
G. O numero de vértices também é conhecido como ordem do grafo e o niimero de arestas

que incidem em um vértice é denominado grau do vértice.

Duas arestas sao ditas adjacentes se possuirem um vértice em comum. Se existirem
arestas ligando um vértice a ele mesmo ou arestas distintas incidem em um mesmo par de
vértices temos o que chamamos de laco ou arestas paralelas respectivamente. Um grafo
¢ dito orientado se suas arestas possuirem uma dada orientacao. Porém, nesse trabalho
consideramos apenas grafos simples, que sao aqueles sem arestas paralelas, sem lagos e

sem orientacao.

2.1 A matriz de adjacéncia

A topologia de um grafo, ou seja, o modo como os vértices e arestas estao conectados
¢ dado por meio de uma matriz quadrada, real e simétrica de ordem igual ao nimero de
vértices do grafo, conhecida por matriz de adjacéncia A;; de dimensoes V xV definida

COIMo:

10



4, (X) = 1, se{i,j} € L(X), (2.1)

0, caso contrario.

Devido ao fato de diversas propriedades dos grafos serem deduzidas a partir do
espectro de matrizes associadas a ele, esse ramo da Teoria do Grafos é chamado Teoria es-
pectral dos grafos e teve sua motivagao na Quimica com a representacao de uma molécula
de hidrocarboneto por um grafo em 1931, onde Hiickel verificou que os autovalores do

grafo estavam relacionados com a energia dos elétrons (4).

A expressao abaixo representa a matriz de adjacéncia do grafo mostrado na Figura
1.2:

010 1
1011
A, 2.2
7 010 1 (22)
1110

O grau ou a valéncia v; de um vértice ¢ corresponde ao niimero de conexoes a vértices
j ligados a i, com pesos dados pelo nimero de ligagoes paralelas (lagos). Em termos da

matriz de adjacéncia:
v
V; = Z Ai,j~ (23)
i=1

Ainda utilizando a matriz de adjacéncia o nimero de ligacoes é expresso por:

L= %ZZAJ (2.4)

i=1 j=1

Dizemos que um subgrafo G de um grafo G é o grafo que se e somente se, V(é) C

N A

V(G) e L(G) C L(G). Dessa forma, G é um supergrafo de V(G) Conforme representagao

na figura abaixo. Definimos ainda a vizinhanca I'; do vértice i, que consiste nos vértices

11



j conectados a 7, e o contorno de um sub-grafo G c G, F(G‘), consiste dos vértices que

nao estao em G, mas que estao na uniao das vizinhangas dos vértices de G.

Figura 2.1: Grafo de cinco vértices com um respectivo subgrafo

N

G’U 03 w
2 i
5

€T Yy

Fonte: A autora

Consideraremos nesse trabalho sempre grafos conexos, para os quais os vértices nao
podem ser divididos em dois subconjuntos nao vazios de tal forma que nao exista ligacoes
conectando os dois subconjuntos, ou seja, um grafo conectado a matriz de adjacéncia nao

pode se apresentar na forma de blocos diagonais pela permutagao dos vértices (7).

Com base em propriedades da conectividade a literatura distingue diversas classes

de grafos:

e Grafos simples sao aqueles que nao possuem multiplas ligagoes entre dois vértices
e também nao contém lagos; para todo i e j , A;; € {0,1}, como esses grafos nao
tem lacos todos os elementos diagonais sao nulos A;; = 0. Para grafos simples, a
cardinalidade que é dada pelo niimero de vértices de I'; é a valéncia, isto é, o nimero

de arestas incidentes para cada vértice.

Temos na Figura 2.2 um exemplo de grafo simples, com o conjunto do vértice V =
{1,2,3,4,5,6} e o conjunto de arestas L = {ly,ls,13,14,15,1s,17,ls}, observe que na
ligacao identificada como [; os extremos sao os vértices 1 e 2, como essa aresta incide
em ambos eles sao ditos adjacentes, se observamos os vértices 1 e 5, percebemos que
nao existe uma ligacao incidente em ambos, portanto, nao sao adjacentes. O vértice
4 tem 3 arestas conectadas a ele, dessa forma dizemos que esse vértice tem grau 3,
j& o vértice 6 tem grau 4, pois a ele estao conectadas 4 ligacoes. Quando temos duas
ou mais arestas incidentes no mesmo vértice dizemos que sao adjacente, como por

exemplo [5 e l4.

e Grafos v-regulares sao grafos simples com vértices que possuem mesma valéncia v,

Os grafos anéis com v = 2 sao os mais simples dessa classe. Um anel nao trivial tem

12



Figura 2.2: Representacao de um grafo simples, com seus vértices e ligacoes identificados

Fonte: Adaptado de Graph Theory (2).

ao menos dois vértices. Um grafo v-regular é dito completo quando v =V —1;

e Grafos arvore sao conexo (existe caminho entre quaisquer dois de seus vértices) e

aciclico (nao possui ciclos).

e Grafos estrela sao arvores que consistem em um vértice principal (central) com

valéncia v, conectado a v vértices periféricos de valéncia 1.

Todas as ligagoes que emergem de um vértice ¢ formam a estrela,

59 = J.9) (25)

JEL;

Em geral, denotamos uma ligacao pelos vértices aos quais estao conectados, se o
grafo é simples, podemos usar os pontos finais das ligagoes como seus indices | = (i, j) =
(7,7). Se um grafo nao é simples,ou seja, possui vértices multiconectados, (7, ;) denotard
o conjunto de todas as ligacoes que conectam os vértices ¢ e j. Usamos os parénteses para

denotar conjuntos com ligacoes nao direcionais.

Ligagoes direcionais (também chamadas de arcos na literatura) sdo aquelas que se
_>
especifica uma diregao. Neste caso podemos nos referir como | = (Min(i,7), Max(i, 7))

(— —
ou por | = (Max(i,j), Min(i,7)). Para grafos nao simples, [ é o conjunto de todas as

13



ligagoes direcionais comegando em i e terminando em j (8).

Figura 2.3: Exemplos de grafos: (a) grafo estrela, (b) grafo anel, (c¢) grafo v-regular, (d)
grafo completo, (e) grafo drvore

Fonte: Métodos de funcao de Green na andlise de grafos quanticos e caminhadas
quanticas (1).

Na figura 2.3 mostramos alguns exemplos das classes de grafos que aparecem com

mais frequéncia na literatura, seja por seu maior interesse ou por sua aplicabilidade.

2.2 Grafos Quanticos

2.2.1 Grafos Métricos

Na segao anterior foi abordado conceitos de grafos a partir de um ponto de vista

topoldgico, onde o foco sao conceitos como conectividade e vizinhanca. No entanto para

14



discutir sobre grafos quanticos é necessario discorrer sobre grafos métricos que permitem

definir o operador de Schrodinger no grafo.

A ideia intuitiva de grafo métrico é que ao invés de se imaginar as arestas como
relagbes abstratas entre os vértices, elas devem consideradas como ligacoes fisicas (5).

Um grafo é dito métrico se:

1. A cada aresta [ é atribuido um comprimento positivo L; € (0,00), j& que muitas
vezes é necessario considerar arestas com comprimento infinito, ou seja, com apenas

um vértice, chamadas de liga¢oes semi-infinitas;

2. A coordenada z; é atribuida a cada aresta € [0, L;] sendo que em um vértice assume

o valor 0 e no outro L; (5).

Grafo métrico em linhas gerais é um grafo a cujas ligacoes sao atribuidos compri-
mentos positivos, ele é dito equilatero se todos os comprimentos de suas ligacoes forem

iguais (9).

Essa estrutura introduzida de grafo métrico, permite interpretar o grafo como um
espago topoldgico onde a uniao de todas as arestas com suas extremidades correspondendo

aos mesmos vértices a serem identificados (5).

Neste esse estudo os grafos utilizados, sao apenas aqueles caracterizados como sim-
ples sem muiltiplas ligacoes, sem ligacoes paralelas e sem lacos, considerando que esta

situacao é a mais estudada na mecanica quantica conforme observamos na literatura.

2.3 A equacao de Schrodinger independente do tempo

para Grafos

Um grafo quantico é uma estrutura de grafo métrico G(V, L), sobre a qual podemos
definir um operador diferencial H (geralmente o Hamiltoniano), juntamente com condigoes
de contorno nos vértices (14). Ou seja, um grafo quantico é uma rede de vértices e ares-
tas com uma particula quantica movendo-se ao longo de suas ligacoes, onde a funcao de
onda e os niveis de energia dessa particula sobre o grafo sao definidos pela equagao de

Schrodinger unidimensional correspondente. Apesar da aparente simplicidade do sistema,

15



Figura 2.4: Grafos quanticos (a) aberto (b) fechado (c) estrela com um tnico vértice
V(I') = {1} conectado a L(I') = {l4,..., [} arestas

@ B (b) :
L ]
» L]
L ™ . ®
» ™ s L ]
® - - L ]
. » .
- ° L [ ]
L ]
L]
() e
e t m—1
Em-2
.
{1
£2
€4
t3

Fonte: Adaptado de Métodos de funcao de Green na analise de grafos quanticos e cami-
nhadas quanticas (1).

grafos quanticos tém provado ser uma fonte rica de percepcao fisica. Do ponto de vista
matematico, as propriedades espectrais de operadores de Schrodinger em grafos sao alta-

mente nao triviais e tém sido amplamente investigada na literatura matematica (10).

O comportamento de uma particula num grafo quantico tem uma dinamica rica
pois a cada vez que a particula encontra um vértice do grafo, ela pode se espalhar com
probabilidades diferentes para a frente ou para tras ao longo de qualquer uma das ligagoes
que emanam do vértice. Como um sistema fisico simples andlogo pode se imaginar um
feixe de luz viajando ao longo de uma rede de fibras 6pticas. Em cada conjunto das fibras
as ondas de luz dispersam de tal modo que o fluxo total de energia é conservada. Como
um resultado das muiltiplas possibilidades de espalhamento nos vértices, a dinamica de
uma particula num grafo é complexa e o nimero de possiveis orbitas periddicas tragadas

pela particula aumenta exponencialmente com os seus comprimentos.

Em outras palavras um problema envolvendo grafos quanticos I'(V L) é definido por

{I'(V, L), operador Hamiltoniano H em L(I"), condi¢oes de contorno para V(I")}.
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Um grafo quantico é chamado fechado se o grafo métrico respectivo é compacto,
ou seja, todas as ligagoes estao conectadas a dois vértices, caso contrario, ele é chamado
de grafo aberto, possuindo pelo menos uma ligagao semi-infinita que é conectada apenas
em um vértice. Exemplos de grafos quanticos (16) estao representado na Figura 2.4. A

funcao de onda total ¥ do grafo quantico é um vetor com s componentes.

77Z)l1 (xll)
U — ?vblz (xlz)

Ui, (21,)

O operador Hamiltoniano em L(I") consiste no seguinte operador diferencial unidi-

mensional definido em cada ligacao s (17,18,19).

h? d?

Hy, (2,) = Tondn +
L.

Vi, (z1,). (2.7)

Onde i é a massa da particula, i é a constante de planck, e V, (z;,) é o potencial
assumido como sendo nao-negativo no intervalo 0 < x;, < ¢;,. Na literatura, mesmo em
trabalhos que discutem caos quantico como em (20-26), é normal ter para quaisquer [
que Vi, = 0 (o caso assumido aqui). Os componentes v, (z;,) da funcdo de onda total é a
solucao de (k = \/2uFE/h), onde E refere-se a energia.

d? . )
_ngs =k (z,) = U (z,) = cyy, expl+ikag,] + ey, expl—ikz], (2.8)
L.

com ¢ sendo uma constante. Todas estas funcoes de onda devem satisfazer condigoes
de contorno apropriadas nos vértices, assegurando a continuidade da fun¢ao de onda e a

conservacao da probabilidade de corrente.
Tecnicamente, satisfazer as condig¢oes de contorno em cada vértice é o passo mais

complicado para obter a fungao de onda completa ¥ que é o conjunto das funcoes de onda

que aparecem na Figura 2.5
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Figura 2.5: grafo com V(I') = {1,2,3,4,5} e L(I') = {{1,2},{2,3},{3,4},{3,5}}

[ 1]

1 ‘l’e ! .3 '»be 3

Fonte: Adaptado de Métodos de Funcao de Green na Analise de Grafos Quanticos e
Caminhadas Quanticas (1).

Além disso, impor as condigoes de contorno torna o operador Hamiltoniano auto-
adjunto. De modo geral as condicoes de contorno do vértice para grafos quanticos sao de-
terminadas pela técnica de extensao auto-adjunta. Denotada por ¥, = (wlh NP wljvj )z
e V), = (zbl’jl , wl’jQ . ,zﬂl’jv_ )T, respectivamente a fungao de onda e sua derivada associadas
a aresta v; ligada ao vértice j. Logo as condigoes de contorno especificam as matrizes
v; xv;: Aj e Bj, com A;¥; = Bj\II; em j garante um extensao auto-adjunta do Hamilto-

niano, impondo a conservacao da probabilidade de corrente \I/j\IJ; = \I/;\Ifj (27-29).
2.4 Os vértices como Interacoes Pontuais

A partir da discussao anterior, em um grafo quantico qualquer arestas [, podem ser
vistas como direcoes espaciais unidimensionais com comprimento [, e os vértices como
estruturas pontuais (0D), cuja agao é impor as condigoes de contorno adequadas sobre as
1’s. Um exemplo classico é o potencial delta de Dirac que simplesmente determina, por

sua localizacdo, as condigbes de contorno especificas para a fungado de onda (30-32).

Assim, para descrever a dinamica quantica ao longo do grafo podemos tomar os j’s
como interagoes arbitrarias, uma abordagem totalmente coerente com o tratamento geral
das condigoes de contorno descrito na Sec. 2.3. Além disso, assumir os vértices como
potenciais tem uma vantagem importante: os j’s tornam-se espalhadores. Como tal, eles
sao completamente caracterizados pelas suas caracteristicas de espalhamento, dada em

termos de amplitudes de reflexao e transmissao (33).

Por exemplo, este é exatamente o caso de uma funcao delta, para o qual pode ser

obtido sem considerar quaisquer condi¢oes de contorno, em vez disso, um tratamento
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puramente de espalhamento resolve o problema. Interacoes pontuais gerais sao muito di-
ferentes em suas propriedades de espalhamento. Por exemplo, os aspectos intrigantes de
transmissao e reflexao de interagoes pontuais tém sido discutidas em contextos distintos,
tais como, potenciais dependentes do tempo (34) e equagdo nao linear de Schrodinger
(35,36).

Na verdade, para uma interagao pontual na linha (por exemplo, em xy = 0), deter-
minar quais as condic¢oes de contorno para impor a sua fun¢ao de onda, em x = 0, é inteira-
mente equivalente especificar os respectivos elementos da matriz de espalhamento S. Isto
é vélido quando o vértice, estd conectado a ligagoes semi-infinitas esquerda (—oo < z < 0)
e direita (0 < x < 400) (para o caso em uma dimensao como na Figura 2.3 (c¢). Em se-
guida, pode-se definir para cada vértice j a matriz S;, de elementos S](-S’S)(k) = r§s)(k) e

S¥ (k) =t (k). Assim

J

° tgs’r)(k) é a amplitude quantica de uma onda plana, com um numero de onda k, a
partir da aresta (entrada) s em dire¢@o ao vértice j para ser transmitida para aresta

r através de j.

° T](-S) (k) é a amplitude quantica para uma onda plana, com nimero de onda k, recebida

a partir da ligacao s para o vértice j e ser refletida até a aresta s de saida por j.

As condigbes necessarias para auto-adjunticidade (isto é, a conservacao do fluxo
de probabilidade) ao longo de todo o grafo, exige que S(k)ST(k) = ST(k)S(k) = 1 e
S(k) = S8'(—k), de modo que

Uj Uj

DSk S (k) =Y S k) S (k) = 6oy S (k) = 87V (<R). (29)

J
=1 =1

Dependendo das condigoes de contorno impostas nos vértices do grafo, eventual-
mente obtemos estados ligados. Na descricao de espalhamento, os coeficientes quanticos
R e T tém polos na metade superior do plano complexo k, correspondendo aos possiveis
autovalores. As auto funcoes pode entao ser obtidas a partir de uma extensao adequada

dos estados de espalhamento para valores de k (37).
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Capitulo 3

Funcao de Green para (Grafos

Quanticos

Recentemente houve desenvolvimentos bem sucedidos na obtencao de funcgoes de
Green e propagadores. Tanto a funcao de Green, quanto o propagador, é um recurso cada
vez mais valorizado no estudo do comportamento de um sistema quantico, pois possibilita

uma melhor observagao da dindmica do mesmo (1).

O propagador ¢ a transformada de Fourier da fun¢ao de Green. Neste trabalho con-
sideramos a funcao de Green para a equagao de Schrodinger independente do tempo para
resolvermos problemas de valores de contorno. Delineando sua solucao através do método

de fun¢oes de Green utilizando uma expansao espectral independente tempo (38,39).

3.1 Caso Usual em 1D

Para o caso unidimensional habitual, a funcao de Green pode ser definida pelas

solugoes da equagao diferencial nao homogénea
B — H(x))Glas, a5 E) = 8y — ), (3.1

em que também G(zy,x;; E) é submetido a condicoes de contorno adequadas. Suponha
que temos um conjunto completo de autoestados normalizados 1s(z) (s = 0,1, ..., espec-

tro discreto) e ¥, (x) (¢ > 0, espectro continuo), com

h2 2
st - Es wsa Hwa = Q—Uwo-- (32)
1

Em seguida, a solugao da equagao (3.1) é formalmente dada por
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G(zp,xi E) = Zs: % +/0 do (gaix;;gf;/((;;))) (3.3)

Assim, a partir da Eq. (3.3) podemos identificar os pdlos da fun¢ao de Green com
os autoestados de energia e os residuos em cada pélo com um produto tensorial da au-
tofuncao do estado ligado. A parte continua do espectro corresponde a uma linha de
ramificacdo G(xy, z;; E) (40,41). Dada a Eq. (3.3), o limite abaixo pode ser usado para

extrair os estados ligados discretos a partir de G

lim (£ — E,) G(zy, 2 E) = ¥s(zp) 5" (). (3.4)

E—FE;

3.2 A funcao de Green exata como uma expressao

semiclassica generalizada

Existem basicamente trés métodos para calcular a funcao de Green (31): resolver a
equagao diferencial em (3.1); somar a representagao espectral (3.3); ou realizar a expansao
de integrais de caminho de Feyman para o propagador na representagao de energia (32,33).
Em particular, para contextos semelhantes ao presente trabalho, a ultima abordagem tem
sido utilizada para estudar o espalhamento por vérios potenciais em 1D (34,35), para cal-
cular os auto valores de muiltiplos potenciais (36), para estudar espalhamento quantico

(37,38), e para a construgao de func¢ao de Green exata para potenciais retangulares (39,40).

A funcao de Green exata para uma matriz arbitraria finita de potenciais de suporte
compacto foi obtida em (34), com uma extensao para os casos mais gerais apresentados
em (35). Para as derivagoes em (34), é necessario que o r e o t de cada potencial sejam

localizados para atender as condigoes.

Vale notar que as interagoes pontuais constituem uma classe particular de potenciais
de suporte compacto (34). Assim, com base nesse trabalho é possivel calcular a fungao de
Green para interacoes pontuais gerais usando as correspondentes amplitudes de reflexao
e transmissao, que sao quantidades com uma interpretagao fisica muito clara e de modo

concebivel, passiveis de serem determinadas através de experiéncias (41,42).
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Assim, para este conjunto geral de potenciais, de acordo com refs. (34,36) a funcao de
Green ezata (em contraste com aproximagoes semicldssicos habituais) para uma particula

de energia fixa E e os pontos z; e xy ¢ dada por

W 7
G(zf, 2 E) = ﬁZWw exp [3-See w5, 15 ). (3.5)

A soma acima é realizada sobre todos os caminhos de espalhamento saindo de x; e ter-
minando em z;. O caminho de espalhamento (ce) representa uma trajetéria em que a
particula deixa x;, percorrendo multiplos caminhos de espalhamento e, finalmente, chega
em zy. Para cada caminho, S é a agao cldssica, ou seja, Sce = k Lce, com L, sendo o
comprimento trajetéria. O termo W, é a amplitude de espalhamento quéantico (ou peso),
construido como se segue: cada vez que a particula atinge um potencial V,, localizado,
quanticamente ela pode ser refletida ou transmitida pelo potencial. No primeiro caso,
Wee recebe um fator r, e, no segundo, W, recebe um fator ¢,. A W, total é entao o
produto de todos os coeficientes quanticos r,,’s e t,,’s adquiridos ao longo da trajetéria de

espalhamento.

A extensao direta da Eq. (3.5) muitas vezes chamada semicléssica, formula a funcao
de Green generalizada porque a sua forma funcional é natural para grafos quanticos. Na
verdade, os dois ingredientes principais necessarias na derivagao rigorosa (43,44) da Eq.
(3.5), ou seja, unidimensionalidade e potenciais localizadas, sdo por construgao presentes
nos grafos quanticos. Em primeiro lugar, uma vez que a evolugao quantica tem lugar ao
longo das arestas do grafo, independentemente da topologia, a dinamica é essencialmente
1D. Em segundo lugar, os potenciais sao os vértices, que, como vimos, podem ser tratados

como interacgoes pontuais, ou seja, uma classe particular de potenciais suporte compacto

(45).

Diferentes técnicas podem ser usadas para identificar e resumir todos os caminhos
de espalhamento. Assim, V(I') e L(I') (ambos finitos) ligando em uma direcao grafos
quanticos simples, em principio, sempre se pode obter uma expressao analitica fechada
para GG. Portanto, uma vez que qualquer informagao sobre um sistema quantico pode ser
extraido diretamente da funcao de Green correspondente, esses resultados constituem uma

ferramenta muito poderosa na analise de muitos aspectos distintos de grafos quanticos.
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3.3 Obtendo a funcao de Green para grafos quanticos

A férmula na Eq. (3.5) fornece a funcao de Green exata para grafos quanticos
simples conectados arbitrariamente. No entanto, ele nao tem utilidade pratica universal,
nem sempre somos capazes de identificar todos os possiveis caminhos de espalhamento
pois esse pode ter uma dinamica rica, dificultando essa identificacao. Entao, aqui des-
crevemos diferentes protocolos para lidar com Eq. (3.5), permitindo escrever a G exata
como uma expressao analitica fechada. Para manter a discussao o mais acessivel possivel,
comecamos com alguns exemplos ilustrativos simples. Na sequéncia, estendemos a analise

para obter mais situagoes gerais.

Nos adotamos a seguinte notagao:

° TJ(-S) e t§

anteriormente.

") S30 as amplitudes de reflexdao e transmissao para o vértice j descrita

e P, representa a contribuigao de toda uma familia infinita [ de ce para a Eq.(3.5), de
modo que a [ de ce para Eq. (3.5), de modo a G = pu/(ih%k) Y, P

o Gy (zy,x;;k) é afungao de Green para uma particula de energia E = h?k?/2u, cujo

ponto inicial z; estd na ligacao [, e o ponto final x¢ na aresta I,.

Também, para que nao haja espaco para dividas, por simplicidade vamos represen-

tar arestas por s (em vez de l,) e vértices por letras maiusculas, A, B, etc.

3.4 Construindo a funcao de Green: um exemplo

simples

Considere o grafo aberto mostrado na Figura 3.1(a). Ele tem dois vértices, A e B,

uma ligagao finita (de comprimento l;), e duas arestas semi-infinitas, rotuladas de i e f.

Ao assumir —oo < z; < 0emie0 < x5 < +ooem f, a fungdo de Green G,¢(x ¢, x;; k)
essencialmente descreve a transmissao através da estrutura de grafo completo, ou seja,
a partir da esquerda para a direita. Para obter G precisamos somar todos os possiveis
caminhos de espalhamento de uma particula quantica partindo de z;, em ¢, passando por
multiplas reflexdes entre os vértices A e B, e, finalmente, terminando no ponto z¢, em f.
A Eq (3.5) produz uma série geométrica convergente, a qual, por conseguinte, pode ser
somada de forma exata. (34-36,45-47).
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Figura 3.1: Grafo simples com dois vértice, A e B, e uma arestas finita conectando ambos

(a) (b)

P1 - < P2
- -l —
i 1 :
P o ¢ e
A B
(c) (d) :
_______ _r. __+_
— - »
-
> -— .
@ [ ® &

Fonte: Adapatado de métodos de funcao de Green na andlise de grafos quanticos e cami-
nhadas quanticas (1).

Na Fig. 3.1 (b)-(d) é representado alguns exemplos de caminhos. Considere o ca-
minho de espalhamento em 3.1 (b), representando a propagacao direta de x; para ;.
A particula comeca deixando x; em direcao a A. A partir deste primeiro trecho da tra-
jetéria, obtém-se um fator exp[—ikx;] para G. Ao bater no vértice, a particula é entao
transmitido através de A. Este processo produz um fator de tﬁ’l) para GG. Em seguida, a
particula passa para a localizagao do vértice B, que conduz a um fator de exp[ikf;]. Uma
vez no ponto B, a particula é entao transmitida através de B, resultando assim em t(Bl’f ),
Finalmente, para a trajetéria final (B para xf), obtém-se exp[ikzf]. Reunindo tudo isso,
os caminhos de espalhamento da Fig. 3.1 (b), contribui para a (3.5) com W, = t%’l) tg’f)
e Lee = (xp — ) + 01 = |zyg| + |25] + ¢1 (dai o comprimento deste caminho de espalha-

mento). Seguindo o mesmo tipo de andlise, para os outros dois exemplos na Fig.3.1 temos:

24



L) exp likxg] -

(c) exp[—ikx;] ti‘ explikty] ’I“Bl explikly] T’A exp[zkfl]
Wy = (1) ()t;’)tg’f) Lsp (xf — xi)+3€1;

(d) exp[—ikx;] ti‘ explik(y ] T‘B explik(y ] TA exp[zk@]TB explikly ]rA exp[zkél] (L)

W = () (g P37 857 Ly = (05 — @) + 500,

exp[ikx £l

Assim, a fungao de Green exata é escrita como uma soma sobre todos os termos existentes

da forma acima, ou

Gif(zp,xi k) = h/ék exp|—ikx;] t(Z D(Z (1) " explik(2n + )fﬂ) Lf) explikx|.
n=0
(3.6)

A equagao (3.6) é, de fato, uma série geométrica e uma vez que para as amplitudes
quantica temos que |7“](-8)|2 <le |t§-s’r)|2 <1, asoma da Eq. (3.6) sempre converge. Assim,

a fungao de Green se 1é

Gip(w g, @i k) = == Tiy explik(zy — 2; + &), (3.7)

S
ih2k

com

(D) 401

Ty = :
T rg)rg)exp[%kﬁﬂ

Note que a Eq. (3.8) pode ser reconhecida como a amplitude de transmissao para
todo o sistema (34). Isso ilustra o fato de que, reagrupando adequadamente varios vértices,
eles podem ser tratados como um inico’ vértice, contribuindo efetivamente com amplitu-
des de reflexao e transmissao para GG. Como discutiremos em detalhes na Sec.3.5, existe
uma abordagem que simplifica fortemente o cdlculo da funcao de Green para sistemas

mais complicados.

Identificar todos os possiveis caminhos de espalhamento é relativamente direta quando

se trata de um grafo pequeno, mais quando o nimero de vértices e arestas aumenta, isso
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pode se tornar um processo tedioso e complicado. Felizmente, a tarefa pode ser realizada
por meio de um esquema de classificacao esquematica, simples, separando os caminhos de

espalhamento em familias.

Para exemplificar isto, consideremos novamente G para o grafo da Figura 3.1. Para
qualquer caminho de espalhamento, necessariamente no inicio da ligacao x;, a particula
passa em A, e, em seguida, é transmitida através de A. Uma vez tunelando para z; = 0%
(sempre com a velocidade positiva), existem intimeras possibilidades que se seguem (em
alguns exibida Figura 3.1 (b) -(d)). Entao, esquematicamente representam todas as tra-
jetérias que vao para a direita, com partida x; = 07, que sdo a familia P, Fig. 3.1 (a).
Agora, um caminho em P inicia o trajeto de A para B. Entao, em B pode-se atraves-
sar o vértice B, chegando finalmente ao ponto final z¢, ou ser refletida de B, inverter a
sua dire¢ao de movimento (em x; = ¢; ). Para esta tltima situagao, todas as trajetérias
subsequentes de z; = ¢; podem ser representadas como a familia P, Fig. 3.1 (a). Mas
exatamente o mesmo raciocinio mostra que para qualquer caminho de espalhamento em
P,, deixa a particula B em direcao a A, que é refletida de A, e torna-se entao um dos

caminhos em P;. Por isso, esse procedimento leva a funcao de Green

Giplay, ai k) = 1’1:;12 exp|—ikz;] 0 P, (3.9)
com
(1)
T P2
Py = explik! s 3.10
1 bl 1]{ th!) explikay, (3.10)
€
Py = explikty] vl Py (3.11)

Na Eq. (3.10), ‘{’representa a possivel divisdo para o ce na familia P;. A equagao

algébrica equivalente a Eq. (3.10) é

P, = explikty] <Tg) P, + tg’f) exp[ik‘xﬂ). (3.12)
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Assim, resolvendo as Equagoes (3.11) e (3.12) para P;, obtém-se

tg’f) explikly] explikz ]

P = )
1- 7’1(41) rg) exp(2ikly]

(3.13)

que por substituigdo direta para Eq. (3.9), conduz a G exata na Eq. (3.7). Deste modo,
a identificacao e a soma de um numero infinito de ce é reduzida para a solucao de um
simples sistema de equacoes algébricas lineares. E tao forte a natureza recursiva dos ca-
minhos de dispersao em grafos quanticos que constitui um processo chave para resolver

os problemas mais complicados.

3.5 Mais detalhes do procedimento de Simplificacao

A partir do exemplo anterior, é evidente que dois protocolos que simplificam drasti-
camente os calculos para GG sdo: (a) reagrupar infinitas caminhos de dispersao em niimero
finito de familias de trajetorias; e (b) dividir um grafo grande em blocos menores, para

resolver os blocos individuais, e, em seguida, ligar as pecas completamente.

Assim, dada a sua importancia, vamos elaborar mais (a) e (b), enfatizando alguns
aspectos técnicos, revelando que nao sao necessarios para um grafo simples como visto
na Secao anterior. Por isso, explicamos em dois diferentes sistemas: Uma estrutura em
forma de cruz, 1til para ilustrar detalhes sobre (a), e um grafico quantico arvore, sistema

cuja solugao é consideravelmente facilitada pela técnica de separagao de bloco de (b).

3.5.1 Reagrupando o caminho de espalhamento em familias: um

estudo do caso grafo em forma de cruz

O grafo em forma de cruz é mostrado na Fig. 3.2. Composto por trés vértices, duas
ligacoes e duas arestas. Observe-se que o vértice O ¢é a origem (final) da ligagao f (7).
Vamos primeiro discutir a funcao de Green para a particula deixando —oo < x; < 0, ao
longo do ponto 4, e chegar a 0 < zy < 400, ao longo do ponto f. Na soma Eq. (3.5),
o ce sao todas as trajetérias a partir de ¢, sofrendo miultiplas transmissoes e reflexoes
entre as arestas 1 e 2 ({1 e {5), e chegada no f. Na Fig. 3.2 (b) mostra exemplos

esquematicos de possivel ce: (i) a transmissao direta de ¢ para f através do vértice O
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central, de modo que W, = tg’f) e L. = x5 — x;; (i) a transmissao de ¢ para o aresta

1, uma reflexdo no vértice A, e uma transmissao final do vértice central para o ponto
f, entao, W, = tg’l) 7“1(41) tg’f) e Lee = xp — x; + 20y; (iii) a transmissdo da aresta 1,
uma reflexao de A, em seguida, uma transmissao da extremidade 2, uma nova reflexao,
desta vez do vértice B, e finalmente em O de uma transmissao para levar a f, desta
forma W, = tg’l) 7“1(41) t(01’2) Tg) tg’f) e Lee = xp — x; + 20 + £2) ; (iv) a transmissao
para a aresta 1, um salto duplo dentro de aresta 1, entao a transmissao para a aresta
2, uma reflexdo do vértice B, uma transmissao para a aresta 1, uma reflexdo do vértice
A, outra transmissao para a aresta 2, uma reflexao do vértice B e, finalmente, uma
transmissao para levar a f a partir da extremidade 2 (através do vértice O), assimf
Wee = toD [p013 p 0 10212 [pD124D 48D o [ = 20 — 2y + 60, + 40,.

Figura 3.2: Grafo em forma de cruz com V = 3 vértices e L = 2 arestas, e duas ligacoes
semi-infinitas.

(a) (b)

& ®
A
\ i
;‘ —» @ - R iy ® -
1 {1
(i) @ (i) @
| (0] f
@ .
“ i ¢ T v t v
3 il . !
-] > @ T
& i
v T
E (ii) (iv)
@

Fonte: Adaptado de Métodos de funcao de Green na analise de grafos quanticos e cami-
nhadas quanticas (1).

Tal proliferacao de infinitos caminhos pode ser fatorado de uma forma simples. Com
efeito, uma vez que para qualquer ce que tem inicialmente uma propagacao de x; para O

ao longo de 7 e, finalmente, uma propagacao de O para s ao longo de f, podemos escrever;
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Gif(xy, xis k) Tif explik(zs — x;)]. (3.14)

- £
ih?k

Aqui T}y compreende todas as contribuigoes resultantes do caminho de espalhamento

na regiao A—O—B do grafo, ou

o
Tyy=4 tSV P (3.15)
t5? Py

Como antes, o simbolo ‘{’ representa a divisao de trajetérias, onde se 1&

Ty = tof) 4180 p 4407 p,. (3.16)

O primeiro termo é apenas a amplitude para o caminho direto, ou seja, um tunela-
mento simples de ¢ para f através de O. O segundo termo representa o tunelamento de
i para a ligacao 1 (2) e todas as subsequentes trajetdrias possiveis que a particula pode

seguir até atingir o ponto f, representados por P; e P,, a Fig. 3.2 (a).

O raciocinio para obter as duas familias de trajetérias, P, e P, é bastante simples.
Tomemos, por exemplo, P;: todos esses caminhos comecam em z; = 0%, viajam ao longo
da ligacao 1 em direcao ao vértice A, sofrendo uma reflexao em A, e depois retornando
ao vértice O. Esta parte dos resultados trajetérias em termos 7’1(41) exp(2ikl;]. Uma vez
que remonta vértice O que pode, ser refletida a partir dele, entao vai para o conjunto de
caminhos P; novamente, ou tunela para a aresta 2, indo assim para a familia de caminhos
P,, ou ainda de tunela para chegar em f, assim, que encerra a parte A—O—B. O mesmo

tipo de analise ¢ feito para Ps, entao:
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( ( TS)PI

P = 7"1(41) exp|2ik(,] t(ol’Q)PQ
t(lvf)
o

9 C @ ,

P, = rg) exp|2ikls)] tg’l)Pl
o

(3.17)

\ \

que conduz a equacao algébrica

P = rill) exp[2ik/] r(ol)Pl + tS’Q)PQ + t(ol’f)

(3.18)
Py = 18 exp[2ikts) (r5 Py + 15V P+ 157,

cuja solucao é

1
P, =~ {rg)tg’f) exp|2iktq] + rg)rg) <t8’2)t(02’f) — 7,(02)t(01,f)) exp|2ik({; + 62)]}
g
1
P, == {rg)tg’f) exp|2ikly] + Tg)rg) (tg’l)t(ol’f) — rg)tg’f)> exp|2ik(¢; + 52)]} ,
g

para

g = (1 - 7“1(41)7"(01) exp[2ik€1]> (1 - rg)rg) exp[2ik€2]> — rg)rg)t(ow)tg’l) exp(2ik(ly + £2)].
(3.19)

Da mesma forma, podemos considerar tanto os pontos iniciais e finais na ligacao @

(—oo0 <z, xy <0 € 1), para o qual Gy; é dada por

Gii(xg,xis k) = %{ explik|zs — x;|] + Ri; exp[—ik(zs + xz)]} (3.20)
i
Neste caso
Ry =13 +t5V P+ 157 P, (3.21)
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As expressoes que conduzem a correta P’s de sao aqueles em 3.19, onde devemos
fazer a substituicao ébvia de tg’f) por tg’i) (s =1,2).

Finalmente, considera-se o ponto final 2y em uma das aresta, por exemplo aresta
1. Assumindo que a origem dessa aresta é pelo vértice O, de modo 0 < zy < ¢;. Entao,

temos que

Galag,wish) = - h’;k exp|—ika;] (tngpl + tg’2)P2>. (3.22)

Claro que aqui nao devemos levar em conta qualquer ce para os quais os tunelamen-

tos da particula chegam a aresta f. Assim, temos para os P’s de:

Py = explikz ] + 7"1(41) exp|2ikl] (exp[—ikxf] + 7"(01) P+ t8’2) P2)

(3.23)
P, =1 expl2ikts] (18 Py +157 P).
Ao resolver o sistema anterior e substituindo na expressao (3.22), obtemos
Ghi(zy,zi3 k) = - a {tg’l) + Tg) (tg’z)tg’l) - 7"(02)758’1)> exp[2ik:€2]}
ih?kg
X { explik(zy — x;)] + 7“1(41) explik(2(; — xy — xz)]}, (3.24)

com g dada pela Eq. (3.19)

3.5.2 Estudo do caso grafo arvore

Em seguida discutimos como diminuir os calculos para um grande grafo quantico
decompondo-o em blocos. Por isso, consideramos o exemplo mostrado na Fig. 3.3 (a),
um grafo arvore relativamente simples: uma ligagao semi-infinita conectada ao vértice O,

a partir do qual saem trés arestas 1, 2 e 3, que terminando respectivamente, nos vértices
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A, B e C. Cada um destes vértices, por sua vez, esta ligados a trés ligagoes semi-infinitas.

Figura 3.3: Grafo em arvore. Tomando a regiao C—O-—B com um unico vértice D, o
grafo original e reduzido a um grafo linear

f
A
(a) ® (b)
1 : :
| . D A
: . 2 = o p1 @
€ L
3
c s
. (c) 0
| P3 \I:Z
L ]
o . c 5

Fonte: Adaptado de métodos de fungao de Green na analise de grafos quanticos e cami-
nhadas quanticas (1).

Aqui analisamos a funcao de Green somente para a posicao inicial —oo < z; < 0 na
ligacao i e a posigao final 0 < z; < 400 na ligagao f, que estd conectada ao vértice A,
ver Fig. 3.3 (a). Observe que, nesta situacdo particular, nés nao precisamos considerar
qualquer caminho de espalhamento que vai para outra ligacao antes de f. Pois, nesse

caso, a particula sairia do grafo, sendo impossivel voltar a f.

O primeiro passo para simplificar o problema é considerar o bloco inteiro indicado

na Fig. 3.3 (a) como um tunico vértice D. Qualquer informagao sobre a estrutura interna

dessa regiao estarao contidas nas amplitudes quanticas do vértice t%’l) e rg) . Deste modo,

podemos reduzir o gréfico original para um grafo simples ilustrado na Fig. 5 3.3 (b). A

partir da dessa figura, temos que a funcao de Green pode ser escrito como,
Gip(xy, xi; k) = p/(ih?k) Ty explik(xy — )],
com

Ty = t%’l) explik(y <7’1(41)P1 + tfj’”).
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Em seguida, com base em nossas discussoes anteriores, rapidamente percebemos que

a familia de trajetérias P; é dada por

P = TS) exp|2ikty] (7’1(41)1:’1 + t(Al’f)>,

ou

rOtD expl2ikey]
1- rg)rg) exp|2ikty]

P = (3.25)

. . i1 1 . N .
Resta determinar a coeficientes t% ) e rg).Para isso, podemos fazé-lo com a ajuda

do grafo quantico auxiliar da Fig. 3.3 (¢). Lembrando que t%’l) e (TS)) representam a con-
tribuicao para do ce para a particula ir da ligacao semi-infinita ¢ (ligagao 1) para a aresta
1 no bloco B—0O—C'". Comparando a Fig.3.3 (c),vemos que t%’l) = tg’l) +t8’3)P3 +t8’2)P2

e TS) = r(ol) + t(ol’S)Pg + tS’Q)PQ, onde pelas P’s,

Py = rg’) exp|2ikls] T(OS)Pg + t(OS’Q)Pg + tg”l)

(3.26)
P2 = T’g) exp[22k€2] T(O2)P2 + t(0273)P3 + t(OZ’l) .

A solugao da Eq. (3.26) é dada pela Eq. (3.19) com as substituigdes apropriadas
temos A >C,1—3ef—1.

3.5.3 Solucgoes para funcao de Green, eliminando, redefinindo

ou reagrupamento amplitudes de espalhamento

Uma grande vantagem de escrever a fungao de Green em termos das amplitudes
gerais de espalhamento para cada vértice é que, definindo valores apropriados para o
reagrupamento destas quantidades, podemos obter GG para alguns grafos com base nas

solucoes para outras topologias.

Para um vértice j ligado a duas arestas (I;; e lj2), definimos rj(f(”) =0e tgs’r) =1

(s, = 1,2) é equivalente a remover do grafo o vértice j. Por outro lado, se para todos
(sr)
J

em seguida eliminamos /;, a partir da estrutura. Por exemplo, considere o grafo na Fig.

os n6s (l;5) definirmos ¢ = 0 para os dois vértices j ligados a aresta semi-infinita [, ,
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3.4 (a). Obtemos sua funcao de Green exata G;r, G;; e G;1 apenas assumindo tg’Q) =

t(01’2) = ( para as solugoes do grafo transversal da Fig. 3.2.

Figura 3.4: (a) Grafo com trés ligagdes, (b) o mesmo grafo (a) com o uma estrutura
interna no vértice A, (¢) um pequeno grafo complexo, (d) e (e) sao exemplos de grafos
onde a solucao do primeiro pode ser usada no segundo.

»
B

(b) © p3
PZ‘\é/'PS iA_._‘.Pl,BBf

Pia
P2

L I

@

P1

| ]
0
A
f O 1 A
() ] (e) i
P1 ¢P3 . »
i 0<: 2 4
P2 ® PS f
: e\

Fonte: Adaptado de métodos de fungao de Green na anélise de grafos quéanticos e cami-
nhadas quanticas (1).

Como para o agrupamento, as fungdes G’s para o grafo na Fig. 3.4 (b) - se x; e
nao estao nas ligacoes 2 e 3 ¢é obtida da funcao de Green exata para o grafo na Figura
3.4 (a), basta supor que toda a regiéo A-B-A, é um unico vértice, por exemplo C, e fa-

(D)

zendo a substituicao de r,’ — 7’0 . A partir da fig. 3.4 (b), vemos que T(Cl) é dada por

7“8) = 54) + tf41 P, + tfj ) Py, com os P’s obtidos de:

P2 — ) exp[2ikiy)] (TA P+t p, 3 1)>

—H( " explik(ly + £3)] (7’14 Ps+ tA 22 p, + t(3 1))
Py = 1Y exp|2ikly] (rf)Pg +t32 Py & )>

457 explik (6 + )] (1P P + 157 Py 151

(3.27)
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Consideremos agora o caso apresentado na Fig. 3.4 (¢), e Gj; em que ambos os
pontos final e inicial estao na ligagao 1, isto é, 0 < x;,xy < ¢;. N6s definimos r(cl) (t(cl’l))
como a amplitude quantica resultante para uma particula chegar ao vértice A pela ligacao
1, e sofrer todo o miiltiplo espalhamento nas ligagoes 2 e 3, finalmente sair pelo vértice

A(B) pela ligacao 1. De maneira andloga definimos rg) e tg’l) para a particula que chega
no vértice B. Entao, temos que

Gul(zy,xi k) =

L explikley — wil) + explik(s — )] (rpPrp + tp P14

+ exp[ilmi] (TCPI,A + tC’PLB)

com

P, 4 = explikz ] + explikly] (TDPLB + tDP17A>

| | (3.28)
Py p = explik({; — x5)] + explikl] (TCPLA + tcPl,B>.

Resolvendo esse sistema a funcao de Green é escrita como

Gul(xy, x5 k) = ihgk:g {g explik|zy — x;|] + ro explik(x s + ;)| + rp explik(26, — x5 + x;)]
+rorpexplik(20; + xy — x;)| + rorp explik(26, — xy + ;)]
+ (1 —to exp[ikﬁﬂ) explik(l1 + x5 — ;)]

+ (1 —tp exp[ikﬁﬂ) exp[—ik(l; —xy + :L’Z)]}, (3.29)

onde g = (1 —to exp[z’kﬁﬂ) (1 —tp exp[ikéﬂ) — rorpexp|2ikty].

Finalmente as amplitudes sao dadas por ro = TS) + tS’Q)PQ + t(Al’g)Pg, com P e Py

sendo
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P2 = TB) exp|2ikls] (TA) P+ t P3 + t(2 1)

—|—t53 explik(ly + 03)] (T’A)Pg —|—tf4 2 Py —|—t(3 1))

(3.30
Py =+ oxp[2ikty] (734) Py 4132 p, +t(3,1)> )
\ 189 explik(la + £s)] (TA P+ 179 Py +t21>)
eto = tS" ) P, + t(j’?’)P;;, onde agora os P’s satisfazem o sistema de equacoes
( P, = 7’1(9) exp|2ikls] (rf) P + t(2’3) P3>
—i—th explik(lz + £3)] (TA) Py + tf4 ? Pz) + eXp[z’kEQ]tg b (3.31)
Py = Tg’) exp[2ik/s) (rA Ps + t(3’2) P > |
57 explik(6a + )] (1 P+ 159 By ) + explikts)t]

As amplitudes rp e tp sao obtidas das mesmas expressoes para r¢ e to pela troca
dos indices A <> B.

E, se para ambos os grafos da fig. 3.4 (d) e (e), assumindo que os pontos inicial e

final estao nas ligagoes semi-infinitas ¢ e f, respectivamente, a fungao de Green é:

Gri(zp,xi k) = th Tipexplik(xs — x;)]. (3.32)

O Coeficiente T}y ¢ dado por Tjy = tg ) P+ t( )Pg.

Para o caso da Figura 3.4 (d), P, e P, s@o obtidos dos seguinte sistema
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\

( Pl = 7‘1(41) exp[22k€1] T(Ol)Pl + t(0172)P2 -+ exp[zkﬁﬂ( )Pg + t(l f))

Py =1 exp|2ikts] (1§ Py + 5V Py

+t(2 ) explik(ly + €3)] (TA)Pg + t(3 f)>

2O explik(f + by + 63)]( Vp +132p ) (3.33)
Py = rg’) exp|2ikls) <TA P; + t( ’ )>

—|—t(3 2 explik(ly + £3)] (TO)PQ + t(o 1)P1>

+7’§3)tf4 explik({y + 203)] <7’o P+ t(l 2)P2>

com P3; uma familia auxiliar de trajetorias infinitas, introduzidas apenas para ajudar nas

definigoes recursivas de P, e P, (ver Fig. 3.4 (d)). A solucao do sistema acima colocado

na expressao para T;; produz a fungao de Green exata final.

Para G, no grafo da Fig. 3.4 (e) nés podemos usar o mesmo conjunto de equagoes

acima, se noés tratamos a regido que compreende os vértices A e C da Fig.3.4 (e) como

um tunico vértice como ¢ ilustrado pelas linhas pontilhadas.

Portanto, usando a andlise anterior, descobrimos que precisamos apenas fazer as

seguintes substituigoes na expressao da fungao de Green para o grafo da Fig. 3.4 (d):

R B S s LA
10 (1,4) t87) explikty) /g,
Vexplikty) /g,

MO ()+t(34) POt expl2ikts] /g,
t(3f) —>t(3f)+t(34) ()tgl’f exp(2ikly) /g,

@1 5 B explikey) /g,

N t“ 9 443

(4),.(4)

com g =1—r, ro exp|2ikl,].
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Capitulo 4

Construcao da Funcao de Green

Usando a Matriz de Adjacéncia

Nesse Capitulo, apresentaremos a construgao da fungao de Green exata para casos
particulares de grafos, utilizando a matriz de adjacencia do grafo. Esse método representa

a primeira contribuicao inédita do nosso trabalho.

Apresentamos no capitulo anterior um método para a construgao da fungao de Green
exata, porem nesse método a construcao das familias de trajetorias acontece de acordo
com a escolha do autor, ou seja, nao ha um padrao que mapeie a construcao dessas
familias, existe uma liberdade no critério de escolha para somar todos os possiveis cami-

nhos.

Esse novo método para construcao das familias é feito baseado na matriz de ad-
jacéncia do grafo e podemos construir a funcao de Green exata para um grafo arbitrario
simples, independente da complexidade do sistema, seguindo as mesmas regra e um unico

Processo.

4.1 Meétodo Utilizando a Matriz de Adjacéncia

Tomemos um grafo G(V, L) que consiste em v vértices conectados por [ arestas.
Enfatizando trabalhamos aqui com grafos simples, ou seja, sem lagos ou varios vértices
conectados. Como descrevemos anteriormente, ressaltamos aqui para maior clareza a to-
pologia do grafo, ou seja, a maneira pela qual os vértices estao ligados é dado pela sua

matriz de adjacéncia.
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0, caso contrario.

4, = { 1, se (i,7) € L, (4.1)

A valéncia do vértice é descrita por

V; = ZAi’j' (42)
j=1

O grau do vértice fornece o nimero de familias de trajetérias em cada vértice e o

nimero de familias de trajetérias é o dobro do ntimero de arestas.

V] V|
ntimero de P’s = 2|L| = Zvi = Z A (4.3)
i ij=1

4.1.1 Regras para Construir a Fungao de Green Exata para Gra-

fos Quanticos

1. Em cada vértice i estd associada uma familia de trajetérias F;; para cada aresta

conectada a este vértice;

2. Na aresta onde estao z; e x;, devemos trabalhar separadamente. Quando z; e x;

estao na mesma aresta, temos a contribuicao ethles—ail,
3. A matriz de adjacéncia fornece o nimero de familia de trajetérias em cada vértice;

4. Na aresta entre os vértices i e j, as familias de trajetorias sao dadas por
4

Py =t [ AGDGN4 p oy Ztg.(i’mj”“”Ajkij :
ki
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V]
= eiklij Z S][-(l’])’(']’k)]Ajkij,
k=1

onde

[(,9),(3.%)]
i .

[(6:9),(3:9)] _ ) [(.7),(5:8)] [(,9):(5,%)]

5. Para grafos fechados, ou seja, aqueles sem ligagoes semi-infinita, a funcao de Green

¢ dada por
Gz, x5 k) = Fys Oop e Mer =il 4 gtk Z S106:0).(:4)]
k=1
. . |V| .. .
Aakpakezk(laﬁ)*xi + eikxi Z ng,J),(j,k)]AﬂkPﬁk
k=1

6. Para espalhamento em grafos abertos a fungao de Green é

Vi
s,z k) = i;gl'keik(xﬂrxf) + Z SLEDNGRIA Py (4.4)
k=1

Podemos definir uma matriz n x n das familias de trajetorias dado por

Pll P12 . e Pln
P P.21 P.22 P.2n (4.5)
P, Pyo ... P,

A matriz de grafo especifico pode ser escrita usando o produto Hadamard. Dada

duas matrizes m x n o produto Hadamard é definido por:

(Mo N)ij = (M)i;(N) (4.6)
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Entao, nés temos

Pll P12 Pln All A12 Aln
PG:POA: -P‘Ql -P‘22 P2n ° A'21 A‘22 A2n _ (47)
Pnl Pn2 Pnn Anl An? Ann
Allpll A12P12 cee Alnpln
o A21P21 A22P22 s A2nP2n
Anlpnl An2pn2 AnnPnn

4.2 Estudo de alguns grafos com topologias distintas

4.2.1 Grafo Linear

Considerando novamente caso onde a particula é transmitida através de dois vértices
como na Figura 4.1

Figura 4.1: Representacao das familias de trajetérias

B, By
pren Wb
LR iR
1 2

Fonte: A autora

Para obtermos a funcao de Green, devemos somar todos os caminhos possiveis de

espalhamento para a particula sair do ponto z; e chegar ao ponto z;.
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A particula estd inicialmente em i na figura 4.1 ela deixa esse ponto e vai até o
vértice 1 onde ela serd refletida, (pois nesse caso ela nao possui uma ligacgdo mesmo que
semi-infinita que faria ela tunelar) e W, . ganha a contribuicao 7’[1(2’1)’(1’2)], ou seja, o0 coe-
ficiente de reflexao quando a particula percorre o caminho no sentido do vértice 2 para o
vértice 1, onde ¢ refletida fazendo a trajetéria de volta de 1 para 2. Quando a particula
chega no vértice 2, novamente é refletida e W, . ganha a contribuigao rg(l’Q)’(Q’l)], entre os

dois vértices a particula pode sofrer multiplas reflexoes.

Para obter a funcao de Green exata vimos que é necessario encontrar todos os infini-
tos caminhos possiveis que iniciam em x; e terminam em xy para identificar as amplitudes
de espalhamento ao longo de cada caminho e finalmente somar todas as contribui¢oes como

indicado na equacao 3.5.

Em um grafo quantico geral, esta tarefa pode ser bastante complicada. Porém, uti-
lizamos um procedimento que simplifica drasticamente o céalculo, reagrupando os infinitos
caminhos possiveis em familias finitas de espalhamento Pj;. A escolha dessas familias
como mencionado anteriormente é feita através da matriz adjacéncia que além de nos
permitir a escolha de forma genérica garante-nos que realmente estamos somando todos

os caminhos possiveis.

Entao para o grafo apresentado na Figura 4.1, temos a matriz de adjacéncia:
A A 0 1
s o A |
Ay A Lo

Que fornece a funcao de Green

G(.’L‘f, x“ k) — Z;;lk {eiklmfixil _'_ e’ikmir:[l(271)7(1’2)]A12P12 + eik(lIQ*Ii)r[;lvz)9(271)]A21P21} .
(4.8)
Com suas respectivas familias de trajetoérias:
P12 = €isz + eik(luT£(172)’(2’1)}A21P21. (49)
Py = etk(liz—zy) 4 6ikll27‘[1(2’1)’(1’2)]A12P12. (410)
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Optamos por manter a notacao com o coeficiente A;, j, apenas para fins didaticos, ja que
os correspondentes desses elementos na matriz de adjacéncia é 1, pois os elementos que

sao nulos nao contribuem para nossa construgao.

No proximo exemplo, ainda consideramos um grafo linear, porém, ao invés de 2

vértices esse grafo possui 3 vértices, conforme a Figura 4.2

Figura 4.2: Grafo linear com 3 vértices e sem ligagoes semi-infinitas

Fonte: A autora

Nesse caso a particula que estd no ponto x; sob a aresta [io, vai até o vértice 1,
onde é refletida e W, ganha a contribuicao r; e continua sob a ligacao /1, quando ela
chega no vértice 2, pode ser refletida novamente r, voltando pela mesma ligacao, ou pode
tunelar o vértice 2, nesse caso W, adquire a contribuicao do coeficiente de transmissao t2
e percorre a ligagao ly3 até encontrar o ponto x ¢, ou chegar no vértice 3, onde podera ser
refletida novamente com a contribuicao r3. Como no caso anterior utilizaremos a matriz
de adjacéncia para somar todos os caminhos possiveis e escrever sua fungao de Green

exata.

A matriz de adjacéncia para este grafo, é dada entao por:

Ay A A 010
A == A21 AQQ A23 - 1 01 (4.]_1)
Asy Aszy Asg 010

Podemos escrever a funcao de Green em termos de seus coeficientes de reflexao e

transmissao, como na expressao abaixo
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T ik
(4.12)
Onde as respectivas familias sao:
P21 = Gik(lm’l"g(zl)’(lz)}A12P12 (414)

Py = ethrs + eik(lzsrg(2:3)7(372)]1432p32

P32 _ eik(123—xf) + eikl23 (T[2(3,2):(2,3)]A23P23 + t[2(3>2):(2:1)]A21P21)

4.2.2 Grafo Triangular

Agora nesse proximo exemplo escolhemos um grafo que também contém trés vértices,
porém, tem trés ligacoes conforme a Figura 4.3, percebemos que embora a matriz de ad-
jacéncia possua o mesmo numero de linhas e colunas, afinal estamos calculando para
grafos com o mesmo numero de vértices, o nimero de familias de trajetorias serd dife-
rente pois nesse caso a particula tem maior nimero de possibilidades para percorrer o

caminho partindo de z; para chegar em x

Figura 4.3: Grafo triangular
3

Fonte: A autora

A particula parte do ponto x; e percorre todas as trajetérias possiveis para alcangar

o ponto ¢, que nesse caso se encontra na mesma aresta que ;. Como apresentamos nas
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regras para construcao da funcao de Green, quando isso ocorre temos a contribuicao de
eik|:tffmi|.

Observe que quando a particula sai do ponto x; chegando no vértice 1, ela pode ser
tanto refletida r; quanto transmitida ¢;, no primeiro caso ela retorna pela mesma ligacao
l12 para alcancar o vértice 2, ou o ponto x¢, no segundo caso a particula tunela o vértice
1 passando para a ligacao [;3 até alcancar o vértice 3, onde novamente a particula pode
ser refletida r3 ou transmitida t3, esse processo pode ocorrer repedidas vezes, vamos entao

calcular todos os possiveis caminho através de:

Matriz de Adjacéncia

A A Ags 011
A == A21 AQQ A23 - 1 0 1 (415)
A31 A32 A33 110
Sua funcao de Green fica
G(xf, €, k;) = _Zh/;k {eik“lmf_m”eikmi (T[1(271)7(172)]A12P12 + t[1(271)7(173)])
+ eik(l12_1’i)(r£(172)7(271)} + t[2(172)7(273)]A23P23)}
Com
P12 — eikwf + eikhz (,r.g(va)v(Qvl)}AQlP21t[2(172)7(273)]) (416)
P21 — ik(llQ—If) + e’ik’llQ( [(271)7(172)]A P2 + t[(271)7(173)]A13P13 (417)
Py = el (0O A, pyy g p 0D A, Py 0D 40, Py, (4.18)
P31 — e’Lk‘llS (T,:E-( )( )}A 3P + T’E(S’l)’ 1,3 ]A13P13 + t:[l(svl)v 1,2 ]A12P12>, (419)
Py = M (p[3D23 40 pyy 4 lB2-CD1 4, Py, (4.20)
Py = elkl%(rg@’?’) G Ay Py + 23 4y Py (4.21)

4.2.3 Grafo Anel

Nessa figura consideramos uma grafo do tipo anel, possuindo dois vértices ligados
por duas arestas, ou seja, ele nao é um grafo simples Nesse grafo anel o ponto inicial z;

estd em uma ligacao semi-infinita, entdo quando a particula se desloca para chegar ao
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Figura 4.4: Grafo anel com dois vértices

P1ag~ Pyis
—@l 20—
Py); P

Fonte: A autora

vértice 1 ela serd apenas transmitida ¢, pois se for refletida ela ird para o infinito nunca
mais retornando a ligacao de maneira que possibilite esta encontrar o ponto x¢, um vez
que a particula é transmitida através do vértice 1, ela pode escolher a aresta superior Pjjq
ou a ligagao inferior Pj;; para alcangar o vértice 2, em ambos os casos quando chegar em
2 ela podera ser transmitida ¢, alcangando x; ou refletida 7, e novamente fazer opcao
entre as ligacoes inferior e superior. Nesse caso a funcao de Green poderia ser escrita da

seguinte forma:
G(xf7 X k‘) = Lﬂfeik(wf“'zi),
ih?k
com
i,1),(1,2)s] ps i1),(1,2)] i
T :t[l( )i ( )]P12+t[1( )i ( )}P127

Py, = etz (bl (6] ps 41L2)s, 20 pi | 4l(12)s, 200y (4.22)
Pf2 _ ezklig( [(12)0.0i] pi 411200 ps -y 412,200y (4.23)
_ ¢tz (pl@Dn(12):] ps t[(l 22,20 pi (4.24)
_ ez (pl@D 12 pi 4210024 ps (4.25)

4.2.4 Grafo Anel Utilizando a Matriz de Adjacéncia

Para escrever a fungao de Green para esse grafo utilizando a matriz adjacéncia

como estamos propondo acrescentamos dois vértices, sendo um na ligagao superior e um
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na ligacao inferior, transformando dessa forma um grafo nao simples em um grafo simples,

veja na Figura 4.5 como fica essa representacao.

Figura 4.5: Grafo anel com insercao dos vértices 3 e 4

Fonte: A autora

Podemos agora escrever a matriz de adjacéncia do grafo, que usaremos na construgao

de sua fungao de Green.

Al 1 A12 A13 A14
A21 A22 A23 A24
A31 A32 A33 A34
A41 A42 A43 A44

— = O O
_— = O O
o O = o=
S O = =

E a funcao de Green para esse caso é

G(xyp,xi k) =

Com

P24

P41_

Psy

ih%k

+ tg(372)7(2v4)}A24P24 + tg(372)7(27f)}) + t[l(i71)7(174)]A14P14
+ 7’[[1(471)7(174)]AI4P14 + (tz[l(4’2)7(273)]A23P23 + t[2(472)7(27f)])}

pikls 7“:[),(13 ,(3,1)] Asy Py +t[(13 ,(3,2)] Ao Pys)
[

3D g oy 8D p 62N
T£(24 ,(4,2)] A42P42+t424 ,(4,1)] A4 P41)
@D 4 p gD 4 p D))

(

(

(
ikl (]

( [

(

(

(

’Lklgg

zkl24

etklis 7’1(3 11),(1,3)] A P3+t[(3 1),(1,4)] A P14)
r:[))(23 ,(3,2)] Asy Py +75:[a(2 3),(3, 1)}A31P31)
[

762(42 (24)] 4 Ay Py + t[2(4’2 ,(2,3)] Ays Pys + t[2(4,2),(2,f)])
[

zkl23
1k:l24
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Dessa forma percebemos que o método é valido mesmo quando estamos trabalhando
com um grafo nao simples, pois poderemos adicionar a eles vértices que irao nos auxi-
liar na descrigao. Vale enfatizar que os vértices adicionados nao interferem na dinamica
quantica do grafo, pois eles sao do tipo Neumann de valéncia 2, sendo que nesse caso r=0
e t=1.

4.3 Autoestados e Estados de Espalhamento em Gra-

fos Quanticos

Existem diferentes técnicas que permitem a obtencao da funcao de Green, Porém,
em determinados contextos o calculo da funcao de onda pode ser demorado. Assim, a
pergunta natural é com que facilidade podemos extrair de GG, o sistema de auto valores,
auto estados e estados de espalhamento, o que permitiria ignorar a abordagem mais tra-

dicional de resolver diretamente a equagao de Schrodinger.

As experiéncias envolvendo espalhamento e tunelamento quantico apresentam re-
sultados que embasam boa parte do conhecimento possuido atualmente sobre a estrutura
dos atomos, niicleos e da natureza das particulas com suas interagoes (47). Os dados ob-
tidos nestas experiéncias sao usados para testar as predicoes feitas por modelos baseados
na mecanica quantica, nos quais alguma forma para o potencial de interacao é assumida
como atuante, ou seja, esses modelos assumem formas que podem ser divididas em regioes
espaciais para os potenciais de interacao entre as particulas onde eles podem ser aproxi-

mados por patamares constantes.

Para estudar as propriedades ondulatorias associadas a propagacgao de uma particula
que incide sobre um potencial V' (z) e se movimenta unidimensionalmente com energia F,

normalmente se resolve a equacao de Schrodinger independente do tempo

(~ao s + V() ¥le) = Bole) (4.30)

2m dx?

Se o potencial em questao for real entao a tnica possibilidade de a particula incidir
nele é através de reflexdo e transmissao, esses coeficientes sao comumente encontrados

calculando o fluxo de probabilidade.
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Para validar o método estudado, fizemos um comparativo com um trabalho de Walt-
ner e Smilansky (14) publicado em 2013, nesse artigo os autores calculam as amplitudes
de espalhamento para o grafo anel mencionado na secao 4.2.3, utilizando o método de
resolucao da equacao de Schrodinger e fazem um estudo de ressonancia no grafo, entao,
reproduzimos a mesma analise, porém, com uso do método da fungao de Green e a ma-
triz de adjacéncia do grafo consideramos o grafo simples da Figura 4.5, e inserimos nele
dois vértices nas arestas superior e inferior respectivamente, ressaltando que estes nao
interferem na dinamica do sistema por se tratarem de vértices de Neumann acabam nao
contribuindo para o resultado da fungao de Green. O caso utilizado possui ligacao semi-
infinitas onde podemos considerar a funcao de Green exata como a amplitude total de
espalhamento, descrita em (4.17). Com uma possibilidade de entrada no vértice 1 e uma
de saida no vértice 4. A probabilidade total depende entao unicamente dos coeficientes
de transmissao e reflexao de cada vértice, onde uma particula pode ser transmitida ou

refletida da ligagdo semi-infinita ¢ para a ligagao semi-infinita j.

Figura 4.6: Probabilidade de espalhamento para o grafo anel com quatro ligagoes da
Figura 4.5

10—

LR

Transmissio

04 | 1

Fonte: A autora

As amplitudes de transmissao e reflexao sao as entradas da matriz de espalhamento
para o grafo anel e da mesma forma que Walter e Smilansky identificamos ressonancias

como os polos da matriz de espalhamento. As partes reais destes valores k determinam o
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nimero de onda onde ocorrem as ressonancias e as partes imaginarios sao proporcionais

as larguras de ressonancia.

Percebemos que estrutura de ressonancia depende da razao entre o comprimento
das arestas do grafo, pois inicialmente considerarmos ligacoes com comprimentos iguais,
isto é [1 =12 =13 =14 = Lyg. Na Figura 4.6 observamos o conjunto de polos da matriz
de espalhamento corresponde aos estados incorporados no espectro continuo na curva em
azul onde se apresenta um conjunto ressonancias com fungoes de onda que desaparecem
nas arestas e, portanto, também nos vértices. Esse padrao apresentado para a probabili-
dade de espalhamento da particula observado na curva em azul, também foi verificado no

trabalho dos autores citados

No entanto, quando acrescentamos uma pequena perturbacao ao sistema, ou seja
consideramos o caso onde as arestas passam a ter comprimentos diferentes, por exemplo
sejam: [1 = Lo(1 +€);12 = Lo(1 — €);13 = Lo;l14 = Lg;, com € = {z Observamos con-
forme o espectro na curva em vermelho da Figura 4.6 que se ne for pequeno, a mudanca
nas ressonancias vistas anteriormente sao pouco afetadas, porém, um novo conjunto de
ressonancias aparece, e a sua posi¢ao, coincide aproximadamente, com as primeiras res-
sonancias. Ou seja, a particula fica confinada um tempo maior nos picos observados, da
mesma forma que o resultado encontrado na citada referéncia. Com a ideia de que € é uma
pequena perturbacao isso pode ser explicado, com k =~ 7o existem outros polos no plano
complexo fazem as primeiras ressonancias mover-se ligeiramente. Os polos que corres-
pondem a estados ligados estao se movendo para longe do eixo real, com pequenas partes

imaginarias, levando a oscilacoes muito estreitas visiveis dentro das amplas ressonancias.

O mecanismo que produz as ressonancias presentes na curva vermelha é analogo
ao produzir as ressonancias ”Feshbach”(14) na teoria de espalhamento. No nosso caso o
parametro que ¢ variado e transforma o estado ligado a uma ressonancia ¢ a relagao entre
as ligacoes do grafo. No entanto, o conjunto completo de ressonancias que aparece apenas
para uma proporc¢ao irracional nao é uma particularidade do grafo mas é conhecido em

varios outros problemas de caos quantico.
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Capitulo 5
Conclusao

Nesse trabalho mostramos como obter a fun¢ao de Green exata para grafos quanticos
utilizando a matriz de adjacéncia. Como a funcao de Green é dada por uma soma de
familias de trajetérias definidas pelas amplitudes de reflexao e transmissao da particula
quando encontra um vértice, e estas sao mostradas na matriz de adjacéncia do grafo, nosso
método permite a construgao do conjunto de familias baseadas nessa matriz, de forma de
cada elemento conectado contribui, se observado os conjuntos de familias, assim como as

funcoes de Green apresentadas no trabalho mostram o coeficiente A;; (ver equagao 4.10).

Se a funcao de Green for construida da forma que apresentamos um dos aspectos
importante, é que para qualquer grafo ela é construida de forma tnica, considerando que
na literatura nao encontramos regras para construcao das familias que sao usadas para
obter os coeficientes de transmissao e reflexao, estes sao a tnica dependéncia para cal-
cular a probabilidade total de espalhamento e observamos as ressonancias identificadas
como polos na matriz de espalhamento. Esse resultado que possibilita a construcao da
funcao de Green juntamente com o conjunto de familias de maneira tinica elenca algumas
possibilidades, sendo uma delas a construgao de um programa para o calculo da funcao
de Green de qualquer grafo simples, ja que este pode ser mapeado pela matriz de ad-
jacéncia, ou seja, a maneira que apresentamos para a construgao dessa fungao é genérica

diferentemente dos estudos onde a construgao da funcao de Green é feita para cada caso.

Outro aspecto importante é apresentado na construgao de familias para o caso do
grafo anel (secdo 4.2.3), em um primeiro momento consideramos um grafo que nao é
simples, no entanto, ao incluirmos dois vértices como na figura 4.5, transformamos esse
grafo em um grafo simples e mostramos que o resultado obtido para esse novo grafo,
embora sua matriz seja modificada, é equivalente aquele do grafo anel com dois vértices.
Dessa forma sugerimos para trabalhos futuros o estudo de transporte quantico utilizando
essa construcao da funcao de Green através da matriz de adjacéncia do grafo usando

evolucao de pacotes de onda.
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